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A propos della diagonale.du carré:
une demarche a saveur antique

Regards sur un résultat géométrique bien familier a I'époque

de la Gréce antique, en prenant appui sur une démarche tout a fait
dans I'esprit dutemps. Mais le raisonnement présenté ici

ne semble pourtant pas se retrouver tel quel dans les écrits

des mathématiciens de I’Antiquité.

Le théme central de ce texte porte sur le rap-
port, dans un carré, de la diagonale au coOté.
En termes modernes, il sera donc question ici
(n'est-ce pas?) de l'irrationalité du célébris-
sime nombre réel 2. Mais ce n'est pas ainsi
que I'on s'exprimait dans les temps anciens :
on parlait alors plutot de I'incommensurabi-
lité de la diagonale et du coté du carré. On lit
en effet ce qui suit chez le philosophe grec
Aristote (-384 - -322) — Premiers Analy-
tiques, 1.23 —, alors qu'il présente une forme
de déduction menant a une « conséquence
impossible », c'est-a-dire la méthode de dé-
monstration aujourd'hui appelée preuve par
contradiction :

« Par exemple, on €établitque la
diagonale’ est incommensurable?
parce qu'une fois qu‘on a supposé

qu'elle est commensurable, un
nombre impair se trouve €gal a un

nombre pair. »’

On aura noté qu'Aristote tient ici pour bien
connue chez son lecteur I'application de I'in-
commensurabilité au cas du carré, de méme
que l'argument permettant d'établir cette
propriété (y compris le réle qu'y joue la di-
chotomie pairfimpair) : il ne fait, en effet,
que mentionner en passant ce cas de figure,
le citant tout bonnement comme un exemple
type de raisonnement par contradiction.

1. Sous-entendu : du carré.
2. Sous-entendu : avec le coté.

3. Tiré de Michel Crubellier, Aristote: Premiers
Analytiques. (Flammarion, 2014, p. 117).
Pour le texte original grec (avec traduction
en anglais), voir Ivor Thomas, Selections
lllustrating the History of Greek Mathema-
tics, vol.l: From Thales to Euclid. Harvard
University Press, 1991, pp. 110-111.

Deux notions fondamentales

Pour bien comprendre le commentaire précé-
dent d'Aristote, il faut tout d'abord rappeler
deux notions de base bien présentes chez
les mathématiciens de I'Antiquité grecque
et qui jouent un role clé dans la suite de ce
texte :le fait qu'un segment de droite donné
mesure un deuxieme segment, et l'idée de
commensurabilité¢ de deux segments de droite
donnés. (Voir I'encadré Des définitions de
base)

Par exemple, le segment de longueur x me-
sure le segment de longueur y (y=5x), mais
pas celui de longueur z A noter que rien
n‘empéche a priori qu'il puisse exister un cer-
tain segment, disons de longueur x’, qui soit
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une mesure commune des deux segments en
cause, auquel cas ces segments seraient de ce
fait commensurables (mais cela, pas en vertu
de la mesure x).
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Ce vocabulaire permet d'énoncer clairement
et succinctement le résultat central du pré-
sent texte :

dans tout carré, la diagonale et le
coté sont incommensurables.

C'est la précisément ce dont parle Aristote
dans le passage cité plus haut. La suite de ce
texte propose une démarche dans l'esprit des
mathématiques de la Grece antique permet-
tant d'établir ce fait.

Une construction auxiliaire
élémentaire

Introduisons tout d'abord une figure géo-
métrique élémentaire sur laquelle prend ap-
pui cette démarche. Les différentes étapes de
sa construction reposent toutes sur des faits
mathématiques bien connus dans I'Antiqui-
té. Mais pour autant que je sache, la figure
en cause ici ne se retrouve pas telle quelle
dans les textes anciens : sa toute premiere
publication semble étre dans un livre du
mathématicien écossais George Chrystal
(1851-1911). (Voir & ce sujet l'encadré A
propos de la construction de Chrystal.)

La construction de Chrystal démarre avec un
carré ABCD quelconque. Considérant la dia-
gonale AC, on y détermine le point D' tel que
AD" = AD, puis on trace la perpendiculaire a
AC passant par D', obtenant ainsi le point A’
a l'intersection avec le coté BC.

On vérifie aisément que le triangle A'CD'
est non seulement rectangle (et d'hypoté-
nuse A'C), mais aussi isocéle. En effet, I'angle
ZA'CD', déterminé par AC, vaut la moi-
tié d'un angle droit, de sorte qu'il en est de
méme de l'angle ZCA'D' (en raison de la
somme des angles d'un triangle).

On est donc en présence d'un demi-carré!
Introduisons alors le point B' permettant de
tracer le carré A'B'CD:.

Voila donc la structure de base de I'approche
de Chrystal. La méme construction peut
maintenant étre effectuée sur ce dernier car-
ré. On obtient de la sorte le point D" sur sa
diagonale A'C — on a maintenant A'D" = A'D'
—, puis élevant a nouveau une perpendi-
culaire, le point A" sur le cotée B'C. Comme
précédemment, le triangle A"CD" est a la
fois rectangle et isocele, ce qui mene a un
nouveau carré¢ A"B"CD".

On pourrait bien sir reprendre la méme pro-
cédure avec le point D" (situé sur la diagonale
A"(), etc. On est donc ici en présence d'une
construction pouvant étre répétée indéfini-
ment, menant de la sorte a des carrés de plus
en plus petits ! (Voir I'encadré Une famille de
carrés qui rapetissent vigoureusement )
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Cest sur cette famille de carrés qui se rapetissent
sans limite que s'appuie Chrystal pour son argu-
ment d'incommensurabilité dans le carré.

L'arithmétique des
diagonales et des cotés

Revenons au passage du carré initial ABCD a
A'B'CD',le premiercarré construitala Chrystal.
Il semble pertinent de bien situer ce nouveau
carré en termes du carré ABCD, tant en ce
qui concerne son coté (disons A'D') que sa
diagonale A'C. Or pour le c6té, on sait déja
que A'D' = CD: Pour ce qui est de la diago-
nale A'C, il est utile de porter notre atten-
tion sur le segment A'B. Et on peut aisément
montrer que
AB=AD" (¥

(voir la Section Problémes). Le nouveau
carré A'B'CD' présente donc une struc-
ture qui semble intimement reliée a celle du
carré ABCD, petits bouts par petits bouts. Re-
gardons cela de plus pres, tout en mettant
explicitement en branle notre démarche vers
I'incommensurabilité.

Nous supposons donc (pour fins de contra-
diction) qu'il existe un « segment étalon »
déterminé de longueur e qui est une mesure
commune de la diagonale et du coté (res-
pectivement de longueur d et ¢) du carré
initial ABCD. Il existe alors, par hypothese, des
entiers naturels met n tels que d = m x e et
¢ = n x e Nous nous intéressons maintenant
a la diagonale et au coté (respectivement de
longueur d' et ¢') du carré A'B'CD"
Pour ce qui est de la longueur ¢ du coté CD",
on a tout simplement

d=d-c=(m-n) xe
(voir la construction géométrique de ce
segment), de sorte que ¢ est & nouveau un

multiple de I'étalon €, disonsc¢'= n' x eavec n'
un entier naturel.



Pour la longueur d' de la diagonale A'C
on s'appuie sur la congruence (*) ci-haut.
On voit que le segment A'C est obtenu en
enlevant le segment A'B au coté du carré
initial, ce qui revient, par (*), a enlever A'D",
c'est-a-dire CD', le coté du carré en jeu. Il en
résulte que

d=c-c=nxe-(m-nxe
=(2n-m)xe

de sorte qu'on a a nouveau un multiple de
I'¢talon e, disons d' = m' x e avec m' un
entier naturel.

La mesure commune (de longueur ) de la
diagonale et du coté du carré initial a donc
été transférée au carré A'B'CD’ résultant de
la construction de Chrystal! Mais on pour-
rait faire de méme en passant de A'B'CD" a
A"B"CD", etc.

Le fait crucial a observer ici est donc le suivant :

si un segment étalon donné est
une mesure commune de la
diagonale et du coté du carré
initial, alors ce méme segment
est qussi une mesure commune
de tout carré résultant de la
construction de Chrystal.

Mais les carrés a la Chrystal, on I'a vu (en-
cadré ci-haut), rapetissent de maniere illimi-
tée, alors que I'¢talon de longueur e est fixe.
Cela ne marche pas : les carrés vont finir par
devenir si petits que leur coté va étre plus
court que I'étalon. Un tel segment étalon ne
peut donc pas exister !

Cette contradiction montre que I'hypothese
d'une mesure commune a la diagonale et au
coté du carré ABCD ne tient pas la route. I
s'agit donc de deux segments incommensu-
rables.

Une autre facon
de conclure I'argument
d’incommensurabilité

Revenant au moment ou on a observé la
présence d'une famille illimitée de carrés
de plus en plus petits, on peut compléter
I'argument de maniére légerement différente
en se concentrant par exemple sur les
diagonales de ces carrés (on pourrait tout
aussi bien travailler avec les cotes).

La construction de Chrystal méne donc a
une suite infinie strictement décroissante de
longueurs des diagonales

d>d'>d">d" >,

oud=mxed =mxed =m"xe etc,
et m, m', m", ... sont des entiers naturels. Or
de cette suite d'inégalités, on peut extraire la
suite suivante, qui se déroule cette fois parmi
les nombres naturels :

ms>m>m">m"> .

On se retrouve alors devant une suite
infinie strictement décroissante de nombres
naturels. Mais I'essence méme des nombres
naturels fait qu'une telle suite ne peut tout
simplement pas exister ! Encore une fois, on
conclut a l'incommensurabilité de la diago-
nale et du coté du carré (voir I'encadré qui
suit).
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