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Une enseignante de mathématiques profite d'un moment de pause dans
son cours pour souligner I'anniversaire de deux éléves. Bien évidemment,
les éléves saisissent ['occasion pour offrir leur souhait d'anniversaire d'une
facon plus ou moins synchronisée a leurs collégues de classe. Au travers de
toute cette joyeuse cacophonie, un commentaire retient I'attention

de l'enseignante: « Deux €léves, dans la méme classe, ont la méme date
d'anniversaire ! Quelles sont les chances que cela se produise ? ».
L'enseignante attrape la balle au bond et réplique a toute la classe:

« Mathématiquement parlant, c'est assez probable ! ».

L’enseignante invite la classe a discuter de
cette probabilité. Une premiére idée propo-
sée est d'énumérer tous les jours de l'année
et de regarder la probabilité que deux éléeves
aient ce jour comme anniversaire. Cela sera
difficile. Une autre approche est proposée:
s'intéresser aux cas ou deux éléves partagent
la méme date d'anniversaire, ou encore trois
éleves, quatre éléves, cing éleéves ... Un cas
n'exclut pas l'autre; dans la méme classe, il
peut y avoir deux éleéves qui partagent leur
anniversaire ainsi que trois autres éléves qui
partagent eux aussi la leur. Le nombre de cas
possibles est donc assez grand.

« Madame, c'est beaucoup
trop long ! »

La classe convient rapidement qu'il sera plus
facile de réfléchir a la situation en calculant
plutot la probabilité que tous les éléves aient
une date d'anniversaire différente. En effet,
les deux événements suivants s'excluent mu-
tuellement :

« Tous les éléves ont une date
d'anniversaire différente. »

« Au moins deux éléves partagent
la méme date d'anniversaire. »

En tout temps, exactement un des événe-
ments est vrai. On dit alors qu'ils sont com-
plémentaires; la somme de leur probabilité
est 1.

Le calcul sera effectué en considérant qu'une
année posséde 365 jours. On va compter,
d'une part, le nombre de combinaisons pos-

sibles des dates d'anniversaire dans un groupe
de 30 éléves et, d'autre part, le nombre de
celles composées cette fois-ci uniquement
de dates d'anniversaire distinctes.

Pour le premier cas, on a 365 possibilités pour
la date d'anniversaire du premier éléve et 365
possibilités pour celle du deuxieme éleve. I
y a donc 365x365=23652 combinaisons pos-
sibles pour les dates d'anniversaire de deux
éléves. En généralisant pour 30 éléves, on ob-
tient 365%C combinaisons possibles.

Pour le deuxieme cas, il faut répondre a la
question suivante : parmi ces combinaisons,
combien sont composées de dates d'anni-
versaire uniques? Commencons en considé-
rant que n'importe quel jour peut étre la date
d'anniversaire du premier €éleve. Par la suite,
puisque nous ne voulons pas que deux
éléves partagent la méme date d'anni-
versaire, celle du deuxieme éléve se

trouve parmi les 364 jours restants. ~
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premiers, donc parmi les 363 jours restants,
et ainsi de suite pour I'ensemble des éleves de
la classe. On a donc 365x364x-x337x336
combinaisons possibles de dates d'anniversaire.

La probabilité que tous les éléves aient des
dates d'anniversaire distinctes est donc:

365 X 364 X --- X 337 X 336
365 )

Finalement, en utilisant le fait que les deux
événements mentionnés plus haut sont
complémentaires, la probabilit¢ cherchée,
soit celle qu'au moins deux éléves partagent
leur anniversaire, est

1_<365><364><--->< 337 X 336)
365%
~ 0,7063 = 70,63%.

Surprise ! 70% des chances, c'est beaucoup !
Il s'avére donc qu'il est fort probable que
deux éléves aient la méme date d'anniver-
saire. Affaire conclue!

« Madame, votre calcul n'est pas
bon, ce n'est pas la vraie vie ! »

L'enseignante comprend bien l'intervention
de I'éleve. Le raisonnement mathématique
derriere ce calcul de probabilité simplifie
grandement la réalité. Entre autres, il ne tient
pas compte des années bissextiles et suppose
qu'ily a autant de naissances chaque jour

de I'année, donc que les jours sont
équiprobables. La classe accepte de

passer a autre chose, mais I'en-

seignante garde cela en téte. A

son tour de se poser la ques-

tion: quelles sont

, les chances? Les
«vraies»chances !
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de calculer la probabilité qu'au moins deux
éleves partagent la méme date d'anniver-
saire tout en tenant compte de ces nouveaux
éléments? Non ! Trop de facteurs influencent
les naissances pour étre en mesure de
calculer cette probabilité de facon précise.
Cependant, il n'est pas nécessaire d'avoir
une réponse parfaitement précise. Une esti-
mation basée sur des données réelles pour-
rait suffire a vérifier si les simplifications
faites dans les calculs ci-dessus faussent
significativement la probabilité finale.

Pour ce faire, l'enseignante avait besoin
d'avoir accés a des données des naissances
quotidiennes au Queébec, ce qui lui fut
gracieusement fourni par I'Institut de Ia
statistique du Québec. Il va sans dire que
I'enseignante tient a les remercier chaleu-
reusement sans quoi elle n'aurait pu faire
ses estimations. En connaissant le nombre
de naissances par jour au Québec, il est pos-
sible d'estimer la probabilité de naitre un jour
donné de l'année. Avec ces probabilités, il
sera maintenant possible de vérifier, a I'aide
d'estimations basées sur des données réelles,
I'impact d'assumer que tous les jours sont
équiprobables sur le résultat final. Les don-
nées recues couvrent les années 2020 a 2022
inclusivement. Etant donné qu'il n'y a que
I'année 2020 qui est une année bissextile, les
estimations seront effectuées en considérant
qu'une année comporte 365 jours, le 29 fé-
vrier 2020 a donc été retiré des données. Ces
estimations se rapprocheront tout de méme
de la réalité par rapport aux calculs précé-
dents; un calcul de probabilité comporte
toujours certains raccourcis.

Pour arriver a son estimation, I'enseignante
établit que la facon la plus efficace de
procéder est de créer un petit programme
informatique dont le résumé est présenté
dans les prochaines lignes.

A partir de la banque de données des nais-
sances, il est possible de calculer la probabili-
té de naitre un jour donné, et ce, pour chaque
jour de I'année. Cela donne des probabilités
Py PoiiPags 1@ SOMmme de toutes ces proba-
bilités donne 1. Donc, si on choisit un groupe
de personnes au hasard, la probabilité que
le vecteur de leurs dates d'anniversaire soit
J= (s -J30) €st égale a

qj: p]l X eee X p]'30
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Dénotons par S I'ensemble de tous les vec-
teurs j possibles; cet ensemble est de cardi-
nalité 360%°. Dénotons par C I'ensemble de
tous les vecteurs comportant au moins deux
valeurs j identiques. La probabilité qu'au
moins deux personnes partagent leur date
d'anniversaire est ¢gale a

> 9./ 2 q
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Ftant donné que le dénominateur de cette
fraction est 1, il ne faudrait, en théorie, que
calculer la valeur du numérateur pour com-
pléter le calcul; malheureusement cela est
difficile a faire en pratique. L'alternative est
donc de générer aléatoirement un sous-en-
semble de vecteurs T tel que TcS et que T
soit représentatif de la situation, en d'autres
mots qu'il soit bien choisi. Pour ce faire, les
vecteurs j sont créés en tenant compte des

fréquences relatives des naissances quoti-
diennes; cela suit l'idée d'une simulation de
Monte Carlo. Comme T est un sous-ensemble
de S, ses éléments sont distincts. Lorsqu'un
nouveau vecteur est créé, s'il appartient
déja au sous-ensemble T, on l'ignore et on
en génére un nouveau. Dans la situation, le
nombre de vecteurs j créés fut de 10 000;
cette valeur fut sélectionnée pour s'assu-
rer que le programme s'exécute en un temps
raisonnable tout en permettant d'effectuer
I'expérience un grand nombre de fois.

Pour estimer la valeur de la probabilité,
toujours selon la méthode de simulation de
Monte-Carlo, on calcule alors le rapport,

1/ > 1=1cnnl/ITl.

je@€nn  je(SND

Moins Plus
fréquentes fréquentes
26 décembre | 9 septembre
25 décembre | 2 septembre
2 janvier 26 aot

27 décembre | 22 septembre
1 janvier 28 septembre

Nombre moyen de naissances par jour
selon le mois, Québec, 2017-2023

=== Moyenne 2017-2019

2020 2021 2022 2023

Note : Données mensuelles détaillées disponibles sur le site Web de I'ISQ
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Pour le programme C++, cela se résume donc
a dénombrer le nombre de vecteurs qui sont
composeés d'au moins deux données iden-
tiques et a diviser ce nombre par 10 000 soit
le nombre total de vecteurs crées.

L'enseignante, bien satisfaite de son pro-
gramme, I'exécute et obtient que la probabilité
qu'au moins deux éleves dans un groupe de
30 partagent leur anniversaire est d'environ
70,88 %.

A ce stade, I'enseignante ne peut que rire.
Tout ce temps pour arriver a un résultat si
prés du premier qui était, rappelons-nous,
d'environ 70,63%. Quelques conclusions
peuvent étre tirées de cette petite aventure:

- Nous pouvons nous permettre de supposer
que les dates d'anniversaire sont équipro-
bables dans les situations ou la précision
n'est pas de mise;

- Nous pouvons apprécier davantage le
paradoxe des anniversaires;

- Un calcul de probabilité suppose souvent
plusieurs raccourcis. Il faut savoir cibler
ce qui nous intéresse et accepter une part
d'imprécision.

Bien satisfaite de ses estimations, I'ensei-

gnante profita de la fin d'un cours pour pré-

senter aux éléves son programme informa-
tique ainsi que les résultats obtenus. Un éléve
se réjouit: « L'an prochain, dans mon nou-
veau groupe, j'ai plus de 70% des chances

d'avoir un ou une camarade de classe qui a

le méme anniversaire que moi puisque les

classes ont 30 éleves !»

Malheureusement, cette affirmation est
fausse ! Il est vrai que selon le paradoxe des
anniversaires, la probabilité qu'au moins deux
éléves du groupe partagent leur anniversaire
est légérement supérieure a 70%. Quelle est
alors l'erreur dans le raisonnement de I'éléve ?
La probabilité s'amenuise grandement si on
s'intéresse a la probabilité qu'une personne
précise fasse partie des éléves qui partagent
leur date d'anniversaire. Calculons cette
probabilité. On commence par calculer la
probabilité que tous les camarades de I'éleve
aient une date d'anniversaire différente de Ia
sienne. On a vu qu'il y a 3600 combinaisons
possibles pour les 30 dates d'anniversaire des
¢éléves de la classe. Il a 365 choix pour la date
d'anniversaire de I'éleve et, pour les autres, il
ne reste que 364 dates d'anniversaires pos-
sibles. Donc, au total, il y a 365 combinaisons.
La probabilité que tous les futurs camarades
de I'¢léve aient une date d'anniversaire diffé-
rente de la sienne est donc

365 % 364% _ 364”
365" 365%

La probabilit¢ qu'un camarade partage sa
date d'anniversaire est donc seulement de
~ 1-0,9235... = 7,65%.

~ 0,9235...

Le mot de la fin est laissé a I'enseignante :
« Soyez curieux, intéressez-vous
aux probabilités et surtout gare

aux conclusions rapides ! »
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Le paradoxe des anniver-
saires en mathématiques

Un paradoxe mathématique réfere a la si-
tuation ou un raisonnement mathématique
cohérent méne a un résultat qui semble
illogique, contre-intuitif. Celui concernant
les anniversaires est trés connu en mathé-
matiques; voici comment on le présente
normalement:

Combien de personnes doit-il y
avoir dans un groupe pour que
la probabilité qu'au moins deux
personnes aient la méme date
d'anniversaire soit supérieure
a50%?

Contre-intuitivement, il ne faut que 23 per-
sonnes dans un groupe pour que cette
probabilité soit supérieure & 50%. FEtant
donné qu'une année possede 365 jours,
en excluant les années bissextiles, il est
naturel de penser qu'il faudrait un groupe de
personnes beaucoup plus grand afin que
cette probabilité atteigne le seuil de 50 %.

Intéressons-nous a toutes les possibilités de
duos qu'il est possible de former dans un
groupe de personnes. Si tous les éléeves d'une
méme classe ont des dates d'anniversaire
différentes, cela signifie que tous les duos

qu'il est possible de former au sein de ce
groupe seront composés d'éleves ayant des
dates d'anniversaire distinctes. Pour la suite
des explications, nous supposerons que les
duos sont indépendants I'un de I'autre. Dans
la réalité, le fait que les membres d'un duo
aient des anniversaires distincts ou pas af-
fecte les probabilités que d'autres éléves du
méme groupe partagent leurs anniversaires.
Etant donné que la précision n'est pas de
mise, mais que c'est plutot le comportement
de la situation qui nous intéresse, Nous pou-
vons prendre ce raccourci. Nous supposerons
également que les jours sont équiprobables.
Nous pouvons calculer la probabilité que
deux membres d'un méme duo aient une
date d'anniversaire distincte de la facon sui-

vante: 365X 364 364
3652 - 365

En acceptant de considérer les duos indépen-
dants pour la suite des calculs, la probabilité
qu'au moins un duo soit composé de
personnes partageant leur date d'anniver-
saire est

364 Y o0 |
1_< 365 ) ,0U nest le nombre de duos.

Plus le nombre de duos est ¢levé, plus cette
probabilité se rapproche de 1. Le nombre de
duos dans un groupe se calcule assez bien.
Par exemple, dans un groupe de 30 personnes,
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chacune des 30 personnes peut étre grou-
pée avec l'une des 29 personnes restantes. Duos dans un groupe

ll'y a donc 30x29 = 870 duos possibles. ;38
Cependant, il faut diviser ce résultat par 2, 2 60
car il faut considérer que le duo composé -3%50 i
de la personne A et B est le méme que celui "%é 40 /
composé de la personne B et A. Il y a donc 5 § 30
, . £320
réellement 435 duos possibles dans un 2 o
groupe de 30 personnes. Pourquoi le résul- 0 _—
tat est tout de méme contre-intuitif alors 50 100 150 200 250 300 350 400

qu'il est pourtant assez simple de calculer le Nombre de personnes dans le groupe

nombre de duos ? En bref, notre cerveau nous
joue des tours ! On n'anticipe pas ou on ne vi-
sualise pas bien une croissance de I'ordre n?
Voici la courbe de croissance du nombre de
duos pour un groupe de n personnes:

Nombre de duos = w
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Nombre de duos M

12X 11
= 2
=66 duos.
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