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La methode
d’al-Khwarizmi

La regle est de prendre la
moitié des racines, soit cing,
que tu multiplies par elle-
méme. Cela donne vingt-cing.
En y ajoutant trente-neuf,
tu obtiens soixante-quatre.
Tu prends la racine, qui est
huit, et enléve-lui la moitié
du nombre des racines, qui est
cing. Il reste donc trois, qui est
la racine.
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Euclide 11.1

BALADES ALGEBRIQUES

DU TEMPS JADIS

Regards sur quelques méthodes géométriques d'autrefois pour résoudre

des probléemes d'algébre, mais « avec pas de lettres ».

Un moment savoureux des maths du secon-
daire est assurément la résolution de I'équa-

tion quadratique ax?+bx+c=0
— ou les coefficients a, b et csont
des réels, avec a non nul — par
le truchement de la formule bien
connue

-b+ yb*-4ac
——— ()
dans laquelle figure en vedette
le fameux discriminant b2 - 4ac.
Une telle vision formelle n'est
cependant possible qu'a la suite
de l'introduction par Francois
Viete (1540-1603), vers la fin
du 16¢ siecle, des premieres
notations littérales qui ont mené
au symbolisme algébrique qui nous

est maintenant usuel.

Une algebre a

saveur géométrique
d’inspiration
mésopotamienne

[y a quatre millénaires, dans
le cadre de la civilisation ba-
bylonienne qui s'est épanouie
des environs de lan -2000
jusqu'au début de notre ére, les
mathématiciens mésopotamiens
avaient réussi a résoudre certaines
équations du second degré en
prenant appui sur des méthodes
géométriques. Plus de
2500 ans plus tard, vers

Si 'on a deux droites
et que [l'une d'elles soit
coupée en une multitude
quelconque de segments,
le rectangle contenu par
les deux droites est égal
aux rectangles contenus
par la droite non seg-
mentée et chacun des
segments.

825, le mathématicien per-
san al-Khwarizmi, membre
de la célebre Maison de la
Sagesse de Bagdad, a pré-
senté une étude systé-
matique de tous les types
d'équations du second
degré. Sa démarche s'ins-
pirait fortement des meé-
thodes mésopotamiennes

antiques, notamment quant au support
résolument géométrique qui la sous-tend.

Par exemple, la résolution de I'équation
x2+10x=39 (dans notre notation moderne)
revient chez al-Khwarizmi a considérer un
carré de coté x et un rectangle de cotés 10
et x, dont l'aire totale vaut 39. Divisant cette
derniére figure en deux rectangles de cotés
5 et x qu'il réagence géométriquement de
maniére astucieuse — suivant en cela les
pratiques antiques mésopotamiennes —,
il obtient alors un grand carré d'aire 64, l'une
de ses régions (en bleu) étant manifestement
un carré d'aire 25. La solution (positive) x=3
en résulte immédiatement.

Mais al-Khwarizmi ne dispose pas du symbo-
lisme d'aujourd'hui. Il s'exprime donc en mots
— voir I'encadré La méthode d'al-Khwarizmi.

On reconnait ici une description textuelle des
deux figures ci-contre, qui méne a la variante
de la solution (positive) générale (*) ci-haut,
lorsqu'appliquée a I'équation x?+ 10x-39 = 0.
L'usage a réservé I'expression algébre rhé-
torique pour désigner une telle démarche
algébrique d'ou sont absentes les notations
algébriques modernes.

Une algebre a saveur
géomeétrique en Gréece
antique

Une approche par la géométrie de pro-
bléemes qui aujourd'hui relevent de I'algébre
¢lémentaire se retrouve également chez le
mathématicien grec Euclide d'Alexandrie
(env. -325 - -265), notamment dans le Livre
Il de ses Eléments, par exemple dans la toute
premiére proposition (Il.1) de ce Livre (voir
I'encadré).

Etant donné deux segments de droite de lon-
gueur u et v, si on coupe le second, disons, en
trois parties, v=r+ s+ t, alors I'aire du grand
rectangle de cotés u et v est forcément égale a
la somme des aires des trois petits rectangles
de cotés u et, respectivement, r, set t.
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En faisant appel aux notations et concepts
algébriques d'aujourd’hui, on voit qu'il est ici
tout bonnement question de I'égalité

ulr+ s+ 1 = ur+ us+ ut,

c'est-a-dire, en termes modernes, de la
propriété algébrique de distributivité de la
multiplication par rapport a l'addition. Mais
ce n'est pas ainsi qu'Euclide exprime le
phénomene mathématique en jeu. Pour lui,
il s'agit d'un contexte purement géométrique
ou il s'intéresse a l'aire de rectangles, et non
pas d'un résultat relevant de I'« algébren. |l
serait donc hautement anachronique de
mettre une expression telle distributivité sous
la plume méme d'Euclide...

La proposition 1.4 d'Euclide (voir I'encadré) a
quant a elle un coté tout a fait familier et la
figure accompagnant cet énoncé est on ne
peut plus claire. On y voit un (grand) carré
dont le coté a été coupé en deux segments,
disons de longueur a et b. Ce carré se re-
trouve ainsi partagé en quatre plages: deux
carrés (bleu et orange) respectivement de
coté aet b, et deux rectangles (verts) a par b.

C'est donc sur la célebre identité algébrique
(dite « remarquable »)

(a+ b)? =0+ b?+2ab
que porte cette proposition.

La proposition II.5 peut elle aussi étre |'objet
d'une interprétation algébrique moderne.
Mais le texte méme d'Euclide (voir I'encadré)
requiert cette fois un peu plus d'attention.

Etantdonné un segmentde droite de longueur
z que 'on coupe en deux parties inégales, x et y,
on considere donc le rectangle de cotés x et
y. Il s'agit alors de comparer celui-ci au car-
ré dont le coté est la moitié de z c'est-a-dire
(x+y)[2. Et c'est ici qu'intervient chez Euclide
le carré ayant pour coté le segment entre les
deux points de section.

Supposant, pour fixer les idées que x > y,
on se convainc facilement que ce der-
nier segment est précisément de longueur
(x = y)[2. Si ce fait est clair d'un point de vue
algébrique, comme il découle immédiate-
ment de I'égalité

il I'est aussi au plan strictement géométrique
(voir la Section problémes).

La figure que propose Euclide pour
accompagner l'énoncé Il.5 peut se
lire région par région (voir ci-bas).
On y voit le grand rectangle (en bleu
et rouge) de cotés x et y, ainsi que le
carré (jaune) dont le coté est le seg-
ment entre les deux points de section.
En établissant la congruence des deux
rectangles bleu et blanc, Euclide obtient que
les trois plages en couleur ont la méme aire
que le grand carré de coté (x+)/2, tel que
désireé.
Une interprétation en termes modernes de
I'énoncé de la proposition 1.5 méne donc
directement a l'identité algébrique
X-yY\¥ [(x+y)
XV+< 2y> ‘( 2y>
qui relie, pour des quantités x et y
données, leur produit, leur demi-
différence et leur demi-somme. (Cette
identité est au coeur de méthodes
mésopotamiennes déja présentées
dans Accromoith — voir le Pour en
savoir plus!)

Il est intéressant d'observer que cette
égalité peut, en notations modernes,
aisément se récrire comme suit :

Axy+ =y =x+y2 (%)
On obtient ainsi une expression algébrique
correspondant a une décomposition géomé-
trique (tout a fait élémentaire) d'un carré de
cOté x + y en quatre rectangles x par y et un
carré de coté x- y— voir la figure au bas, sans
doute connue depuis fort longtemps.

La proposition 1.8 d'Euclide a justement
comme interprétation algébrique l'identité (**).
A propos d’algébre
géomeétrique

Sur les quatorze propositions que renferme le
Livre || des Eléments d'Euclide, dix sont de na-
ture semblable a ce qui précede. Les commen-
tateurs de I'Alexandrin en sont venus a parler
de ces résultats comme relevant d'une sorte
d'« algébre géométrique » — dans le sens ou
ony trouve des propriétés géométriques qui a
nos yeux, aujourd'hui, expriment des faits que
I'algébre sait cristalliser de maniére trés claire
et efficace. Mais les avis ne sont pas unanimes
quant au bien-fondé d'une telle interprétation
(voir la section Pour en savoir plus ).

Euclide 11.5

Si une ligne droite est cou-
pée en [deux] segments
égaux et [en deux segments]
inégaux, le rectangle conte-
nu par les segments inégaux
de la droite entiére, pris
avec le carré sur la droite
comprise entre les points de
section, est égal au carré sur
la moitié de la droite.

Euclide 11.4

Si une ligne droite est cou-
pée au hasard, le carré sur
la droite entiére est égal
aux carrés sur les segments
et deux fois le rectangle
contenu par les segments.

a b

© Accromoth ol 20 « hiver - printemps 2025

v

e

e ()2 — ()2 Y
.
y
,‘,




