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Editoriol
Déja notre deuxiéme numéro qui sera accessible sur les réseaux
sociaux ! Invitez vos éléves et collégues a nous y suivre de maniere
réguliere et a visionner les vidéos qui accompagnent certains articles
(https://www.youtube.com/@Accromath). Comme mise en bouche,
ce numéro commence par quatre Accro-flashs. Dans le premier arti-

cle, on voit comment déterminer L'aire des cercles inscrits dans un
triangle équilatéral.

Dans Les casiers de I'école, Bernard R. Hodgson nous propose une
énigme : déterminer quelles portes de casiers seront ouvertes aprés
une pléthore d'ouvertures et de fermetures selon un algorithme donné.

Dans Habiter dans le bon univers, Christiane Rousseau pose la
question : existe-t-il un univers dans lequel on peut brancher trois
chalets a la prise d'eau, a la prise d'électricité et a I'égout municipal
sans que ces branchements ne se croisent ?

L'article La position d'un navire permet de savoir comment vérifier
si un GPS n'est pas défectueux.

Dans Surveiller une galerie d'art, Christiane Rousseau nous apprend
comment déterminer le nombre minimal de caméras et ou les
disposer de facon a surveiller toute la galerie. Et au lieu de surveiller
l'intérieur d'une galerie, on peut aussi surveiller I'extérieur d'une
forteresse.

En numérologie, on a tendance a souligner ce qui semble particulier
et mystérieux. Dans 666 : Est-ce que la béte est a nos trousses?
Anik Trahan montre que le nombre 666 n'est pas trés mystérieux,
plusieurs autres nombres ayant plus de caractéristiques particulieres
que lui.

L'article Jean Deshayes et la cartographie du fleuve Saint-Laurent
nous présente l'une des premieres applications des mathématiques
en Nouvelle-France.

Dans La formule des lacets de souliers, Marc-André Désautels
indique comment trouver l'aire d'un polygone dont les coordonnées
de certains sommets ne sont pas des nombres entiers.

Dans l'article Le jeu de la vie, France Caron nous présente ce jeu,
inventé par John Conway, qu'on peut adapter pour modéliser divers
phénoménes et qui continue d'inspirer des recherches dans des
domaines tres variés.

Dans Les pinsons de Darwin, Christian Genest et Louis-Paul Rivest
portent un regard statistique sur les observations ornithologiques qui
ont inspiré le pere de la théorie de I'évolution.

Dans le paradoxe Un monde mathématique immobile, Jean-Paul
Delahaye montre que toutes les fonctions de la forme x— x" (n un
entier fixé) sont des fonctions constantes. Qu'est-ce qui cloche ?

Bonne lecture !

André Ross
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André Ross
Professeur retraité

triangle

Aire des cercles dans un

equilateéral

La professeure de mathématiques de Léo a posé
un probléeme qu'il peine a résoudre. Il demande conseil a Zia.

Léo

J'ai un probléme a résoudre et je ne vois pas
comment procéder.

Zia

C'est quoi ton probleme?

Léo

On inscrit des cercles de méme rayon dans
un triangle équilatéral. S'il y a n cercles sur

un coté de longueur a du triangle, détermi-
ner |'aire totale des cercles inscrits.

Zia
En fait, elle te pose deux problémes: com-
bien de cercles y-a-t-il dans le triangle, s'il y

ena nsurun coté de longueur a, et quelle est
I'aire de ces cercles?

Léo

Si tu veux.

Zia

Le nombre de cercles dans le triangle est le
nombre triangulaire de rang n.

Nombre Léeo
EE C'est quoi le «nombre triangulaire
‘é& de rang n»?
Triangulaire Carré Zia
@ L'appellation «nombre triangulaire »
remonte a |'école de Pythagore, ou
Pentagonal

on représentait les nombres par
des points pour obtenir des formes géomeé-
triques.

Léo

Je vois. Et comment fais-tu pour trouver le
nombre triangulaire de rang n?

Zia

Pythagore avait remarqué que les
points des nombres triangulaires
pouvaient se disposer pour former
des triangles rectangles.

Léo

Et comment procédait-il
pour la somme?

Zia

L'astuce consiste a sup-
poser que le nombre de
points sur les cotés est n,
puis a dupliquer la figure
en lui faisant effectuer une rotation de 180°
et en la positionnant de facon a obtenir un
rectangle.

.
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n points

Le nombre de points sur un des cOtés est n
et sur l'autre coté, il est maintenant de n +1
points. Dans le rectangle, il y a donc au total
n(n+ 1) points. En divisant par 2, il obtient le
nombre triangulaire de rang n, soit

I_ n(n2+ 1) .
Léo
C'est un beau raisonnement.
Zia

De nos jours, le probléme se pose de la facon
suivante.
Calculer la somme des n premiers nombres

142+3+4+...+(n=-2)+(n-1)+n.

On écrit la somme dans I'ordre inverse pour
obtenir

n+(n=-1+(n-2) +...+4+3+2+1

et, on additionne en colonne ce qui donne
142+3+4+..+(n-2)+(n-1+n
+n+(n=-1)+(n-2) +..+4+3+2+1

Dans chaque colonne, on obtient la méme
somme de n + 1. Puisqu'il y a n termes, cela



Aire des cercles dans un triangle équilatéral | André Ross ¢ Professeur retraité

fait un total de n(n+ 1) et en divisant par 2,
on a le nombre triangulaire de rang n.!

Léo

Qui, je me souviens qu'on ait vu cette dé-
monstration en classe. Pythagore avait une
démarche plus visuelle.

Zia

Ton premier probleéme est résolu. Il reste a
calculer l'aire de ces cercles.

Léo

En fait, je savais comment trouver le nombre
de cercles dans le triangle, mais je ne sa-
vais pas que c'était un «nombre triangu-
laire ». Mon probléme est de trouver l'aire des
cercles.

Zia

Je vois. Probablement qu'il faut exprimer le
rayon en fonction du c6té a du triangle. Es-
sayons de décomposer la longueur a d'un
coté en diverses longueurs pour essayer d'y
voir un peu plus clair.

a
Qu'est-ce qu'on a en plus?
Léo
En tracant les diameétres horizontaux, on ob-
tient un segment de droite dont la longueur

est n fois le diamétre.
n diamétres

A

a
Zia
On peut tracer le segment de droite reliant

les sommets de la base du triangle au centre
du cercle le plus pres.

n diamétres
PN TATA
\ a |
segment |g segment
tangent ) ~tn tangent

1. Ce raisonnement aurait été tenu par Carl
Friedrich Gauss alors qu'il était a I'élé-
mentaire. Pour s'aménager du temps de
correction, son professeur avait demandé a
la classe de sommer tous les nombres de
1a 100. Gauss a aussitot remis sa solution.
Pour la source de cette anecdote, voir
« Glanures mathématico-littéraires (V) »
Bernard R. Hodgson dans Accromath
vol. 18, été-automne 2023 p.34.

Léo

Super! En soustrayant deux fois le
rayon, et en additionnant deux fois le
segment tangent aux extrémités, on
obtient une égalité:

a=nd-2r+2S
Puisque d = 2r, cela donne
a=2nr-2r+2S

tan®

tan*

Zia

Oui, et en calculant la longueur des
segments tangents, on obtient la
relation entre a et r.

Léo

Le segment tangent est le coté adja-
cent a un angle de 30° et le coté op-
posé a cet angle est r. L'hypoténuse
est donc 2r (voir encadré) et

(Stan)z =@2nN2-rP=4r2-r2 =31~

30°

a
La longueur d'un segment tangent est
Stan = r\/gv
a=2nr—2r+ 2r\/§
=2r(n=1+r/3).

On peut donc isoler r et on obtient

o a
2(h=1+r/3)"

La surface d'un cercle est donc

2
= a

4n=1+r/3)

d'ou

Zia

Voila, il reste simplement a multiplier le
nombre de cercles par la surface d'un cercle

et I'aire occupée par les cercles est
nin+1) i’

A=—"7

Léo
Bonne collaboration | Merci !

4(n=1+r/3)

Triangle rectangle
ayant un angle de 30°
Les géometres grecs sa-
vaient déja que dans un
triangle rectangle quia un
angle de 30°, la mesure du
coté opposé a l'angle de
30° est la moitié de celle

de I'nypoténuse.

r
e

En s'appuyant sur des
résultats de base en trigo-
nométrie, on a que

. 1
sin = VR

et que I'hypoténuse est
¢gale a
r[sin30°=2r.

Dans sa cosmologie, Platon
considere deux triangles
«€lémentaires» : le triangle
dont «I'hypoténuse a une
longueur double du plus
petit cotér et le triangle
isocele rectangle, soit:
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Bernard Hodgson | Juliette
Université Laval | 7, 55 'air bougonneux, Roméo. Qu'est-ce qui
se passe?
Roméo

Parle-m'en pas! C'est ma prof de maths qui
nous a encore donné pour la fin de semaine
un probléme qui n'a pas d'allure. Regarde. (// lui
tend un papier ot est inscrit le texte en encadré.)

7

le de la Longue—Pomte'
tués a la queue leu leu le |0ng d un
ester la bonne forme des eleves,
I'activité suivante

nt toutes les portes des

Les casiers de l'ecole
00 éleves sont tous st
dor. Lorsqu'elle veut t j
ation physique organise

Les casiers des 1 0'
interminable corr
|'enseignante d'éduc

\ I

casiers;
e une deuxieme éleve o
casier C,, et ferme toutes

cle
urt de deux en deux, en commengant ave

les portes qu'elle touche;
de trois en trois en commen-

= ey .
ol mant celles qui sont

isieme ¢éleve —app -
R TS tes qui sont fermees et fer

canta Gy, ouvrant les por
i E 3 courir
insi ite 'a l'éleve Eqgoor
e et ainsi de suite jusqua &R !
tout au bout du corridor et a changer |'état de K
A la fin de cet athlétique processus, quelles portes s
a

lesquelles sont fermees?

dont la tache consiste.
la porte du casier Co00°

Oh! que ca a l'air chouette comme probleme!
As-tu essayeé quelque chose?

{ # Roméo

Pas vraiment. Je trouve I'énoncé trop mélant.
Et puis 1000! Ca n'a pas de bon sens!

Juliette

Mon prof de maths nous rappelle toujours : si
un probleme a l'air compliqué, essayez de le
simplifier mais sans le dénaturer, en conser-
vant sa « substantifique moelle », comme il
dit — il aime ¢a nous citer du Rabelais.

1000 éleves, 1000 casiers, c'est beaucoup. Es-
sayons pour des nombres plus petits.

Roméo

Petits nombres? OK. J'essaie. S'il y a un éléve
et un casier, facile : I'¢léve ouvre la porte du

- Les casiers de I’école

rof de'maths de Roméo a donné & résoudre un probleme qu'il trouve
trop long et difficile. I s’en plaint auprés de sa copine Juliette.

casier et c'est fini.

Deux éleves? Hum, I'¢leve E, ouvre les portes
des casiers C, et C,, puis I'éleve E, ferme la
porte C,. Donc la porte C, est ouverte et C,,
ferméee.

Juliette

C'est bien parti! Et avec trois €leves, E, ouvre
les trois portes C,, C, et C;, puis E, ferme
C, et finalement E, ferme C,. Donc ouvert,
fermé, fermé.

Roméo

Attends un peu. J'ai compris! 2 et 3 sont des
nombres premiers. La semaine derniere en
classe, la prof nous a reparlé des nombres
premiers. Une vraie marotte chez elle: elle
revient souvent sur l'idée que c'est tellement
important comme type de nombres... C'est
donc c¢a l'affaire: elle veut qu'on pense aux
nombres premiers. Et si je regarde le casier
C,, sa porte va étre fermée, car E, l'ouvre,
E,, la ferme, et personne d'autre n'y touche.
Donc, porte fermée pour tous les nombres
premiers!

Juliette

Bravo! C'est bien parti. Mais il faudrait aussi
voir quoi dire quand on a un nombre com-
pOSE.

Bon, je dois y aller : j'ai un travail de francais
a remettre lundi sans faute. On s'en reparle
plus tard. Mais essaye de faire un tableau
montrant en détail ce qui se passe pour,
mettons, une douzaine de casiers. Bye!

(Quelques jours plus tard.)
Roméo

Juliette! Juliette! Regarde : j'ai fait un tableau,
comme tu me I'as suggéré. Je le trouve joli,
mais je n'arrive pas a le « faire parler ».

J'ai travaillé avec 12 casiers [ 12 éléves. Ala
ligne 1 de mon tableau, pour indiquer que
I'¢leve E, ouvre toutes les portes, j'ai mis des
0 partout. A la ligne 2, jai mis des F pour
représenter £, qui ferme les portes de deux
en deux. Puis E, ferme ou ouvre successive-
ment les portes C,, C, Cy et C,,. Jusqu'a E,,,
qui ne fait que fermer la porte du casier C,,.



Etat de la porte du casier C,
apres le passage de I’¢éleve E,

C1 CZ CB C4 CS CS C7 C8 CB C10 C11 C12
E, 0 olo|o|o|/o|lo|o|0|0O|O
E, F F F F F F
E, F 0 F 0
E, 0 0 F
E, F 0
E, F 0
E, F
E8 F
E9 0
Eso F
E,, F
E. F

Je vois ainsi, sur la diagonale du tableau,
que les portes correspondant a un nombre
premier sont bel et bien fermées, comme je
le pensais. Mais il y en a d'autres fermées,
comme C4 et C,,

Juliette

Mais c'est super ton tableau! Il montre que
ce ne sont pas les nombres premiers en soi
qui sont en jeu ici, mais plutdt la notion de
diviseur. La porte d'un casier change de po-
sition chaque fois qu'un éleve lui touche. Et
qui touche a la porte C,? Tous les éléves dont
le numéro est un diviseur de k.

Regarde ta colonne C,,: on y voit que cette
. porte est touchée par six eléves:E;,
Lotizeiiis E, E; E, Eg et E,,. Et ca donne O-

de 12
e1 F-0-F-0-F. La porte est donc fer-
2 mée!
3 Roméo
g Oui, je comprends. Mais en fait, je
12 pense que ce qui importe, ce n'est

pas tant le nombre de diviseurs,
mais plutdt de savoir si le nombre de divi-
seurs est pair ou impair. La porte C,, est fer-
mée, car 12 a un nombre pair de diviseurs.
Mais la porte C4 a €té touchée par E,, E, et E,
un nombre impair de fois, et donc elle reste
ouverte.

Juliette

La parité du nombre de diviseurs de k! C'est
donc la que réside la réponse a la question:
la porte du casier C, est-elle ouverte ou
fermée? Bravo, cher Roméo! Le mystere est
enfin résolu...

Les casiers de I'école | Bernard Hodgson ¢ UniversitélLaval

Roméo

L'est-il vraiment? C'est bien beau de savoir
que les portes ouvertes sont celles dont le
numéro a un nombre impair de diviseurs.
Mais cela ne me dit pas quelles sont ces
portes au juste.

Juliette

Mais si! Ne te rappelles-tu pas? On a vu
ca l'année derniere. Regarde un nombre
comme 12 et écris-le comme produit
de deux facteurs. Ses diviseurs viennent
alors deux par deux, l'un plus petit et
l'autre plus grand que sa racine carrée
(V12 ~ 3,46). Le nombre 12 a donc un

nombre pair de diviseurs. G

Mais c'est différent pour un car- _de 36
ré parfait comme 36, car parmi ses [
el . 2
factorisations en produit de deux .
nombres, ||’y a c.elle. |mpl|qyant sa 4
racine carrée, qui n'introduit de ce 6
fait qu'un seul diviseur. Comme 9
tout carré parfait, 36 a un nombre 12
impair de diviseurs.

Roméo

C'est donc ca le truc : les portes ouvertes
sont celles dont le numéro est un carré
parfait! En effet, c'est joli!

Mais je me demande ce qui se passerait si la
rangée de casiers €tait en cercle — on pourrait
dire qu'on s'en va a I'école du Rond-Point!

Voyons... Les éleves tourneraient tout au-
tour du corridor circulaire. Mais il faut qu'ils
arrétent a un moment donné... OK, j'ai pigé:
il faut stopper un éléeve au moment ou il en
viendrait a toucher une méme porte une
deuxieéme fois, ce qui va immanquablement
arriver. Si on ne l'arréte pas, il poursuivrait
ses rondes en défaisant sempiternellement
ce qu'il vient tout juste de faire.

Mais, quelles seraient-elles alors, les portes
ouvertes?

Juliette
Joli changement de décor !

1. Voir la Section problemes.

12 =1x12
=2x%X6
=3x4

36 =1x36
=2x18
=3x%x12
=4x9
=6x6

NN
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Christiane Rousseau
Université de Montréal

Habiter
dans le bon univers

Trois couples se construisent chacun un chalet sur un terrain en copro-
priété. lls doivent chacun brancher leur chalet a la prise d'eau, a la prise
délectricité et a I'égout municipal. Ils s‘apercoivent qu'ils ne peuvent le faire
sans que les branchements se croisent. Effectivement, ce n'est pas possible
dans l'univers ou nous vivons. Mais c'est possible dans d'autres univers.

Trois couples se construisent chacun un
chalet et ils choisissent des couleurs diffé-
rentes pour le peindre: rouge, bleu et vert.
Le roc est a une profondeur de quelques
centimeétres et il n'y a pas la place que les
branchements d'eau, d'électricité et d'égout
se croisent sans qu'au moins I'un d'eux ne
dépasse du sol.

Dans un premier temps, le cha-
let rouge est branché a l'eau
et I'électricité, le chalet vert, a
I'eau et a I'égout, et le chalet
bleu, a I'électricité et a I'égout.
Si l'on suit ces branchements,
ils forment une courbe fermée
comme sur la figure.

=
N

Cette courbe fermée a un inté-
rieur et un extérieur. Branchons
maintenant le chalet rouge a
I'tgout. On a deux choix, soit

& le branchement se fait a I'inté-
rieur de la courbe fermée, soit il
se fait a l'extérieur. Prenons le
premier cas.

Maintenant, pour brancher le
chalet vert a I'électricité, on n'a

& pas de choix : il faut le faire par
I'extérieur.

Mais,
de brancher le chalet bleu a I'eau, ni par
I'intérieur, ni par l'extérieur, sans croiser
un branchement existant. Le deuxiéme cas
aurait abouti a la méme conclusion. Si vous
n'étes pas convaincu, essayez-le!

maintenant il n'est plus possible

Migrer sur un ruban
de Mobius

Nos trois couples décident alors de démé-
nager sur un ruban de Mdbius. Un tel ruban
se construit en prenant une bande de papier
et en tracant la ligne milieu de la bande. En
recollant les deux extrémités avec un demi-
tour, cette droite donne une courbe fermée.

Comme précédemment, on peut placer six
branchements sur la ligne milieu, et on peut
rajouter deux autres branchements.

g
Sl

& H

Voici ce que cela donne sur la bande de Mbius.

Et maintenant, il nous manque un branche-
ment entre le chalet rouge et I'¢gout.



En voici un en trait rouge!

&
j}
ol

Et un deuxiéme!

.

Al

s

I

Voici ce que cela donne en trois dimensions.

Remarquons que dans ce nouvel univers, la
courbe n'a plus qu'un seul coté. C'est pour
cela qu'on peut passer sans probléme le der-
nier branchement.

Habiter dans le bon univers | Christiane Rousseau ¢ Université de Montréal

On peut aussi migrer
sur un tore

En mathématiques, ce qu'on appelle un
tore est la surface d'un beigne avec un trou.
Abstraitement, on le représente par un carré
ou un rectangle, dans lequel on colle les
cotés horizontaux, ce qui donne un cylindre,
et ensuite les cotés verticaux.

Pour la suite, on va plutdt utiliser un
rectangle. La ligne horizontale des six bran-
chements

A o B o M o |4

représente un cercle sur le tore ci-contre. Et
maintenant, il faut rajouter les trois autres
branchements. Les voici.

B D c

: x
oL & ‘U'D

C B D

Et voici, a droite, ce que cela donne sur le tore.

Alors, sur quel univers choisirez-vous de vous
établir?

N Accronuoth  vol. 19« hiver- printemps 2024



André Ross
Professeur retraité

Zia

Je pense que mon GPS est défectueux et j'ai
fait une recherche pour savoir comment dé-
terminer ma position en longeant une cote
sans cet instrument.

Léo

Et comment vas-tu faire ?

Zia

Tu sais comment on exprime la mesure d'un

angle au centre d'un cercle ainsi que l'arc
qu'il intercepte?

2 Oui. En radians, c'est la longueur de
E I'arc mesurée en sens antihoraire divi-
" sée par le rayon du cercle. Pour avoir

la mesure en degrés, on multiplie par
180/m. L'angle au centre et I'arc qu'il inter-
cepte sont des éléments différents, mais leur
mesure est la méme.

A Zia

, Tu sais aussi ce qu'est un angle ins-
‘ crit?
5 Léo
Angle inscrit . .
g Bien oui, c'est un angle dont le som-
met est sur la circonférence du cercle.
Zia
Sais-tu montrer que la mesure d'un angle
inscrit est égale a la moitié de la mesure de
I'angle au centre interceptant le méme arc ?
Léo
Bien sdr. Supposons que le centre du
A ccercle est sur un des cotés de 'angle.
Je joins le centre O du cercle a l'ex-
trémité B du coté AB. J'ai alors deux
angles, BAC et BOC qui interceptent le

B méme arc, I'un est un angle au centre
et l'autre un angle inscrit. Je peux

A ‘ Calors les comparer, voici comment.

Le triangle AOB est un triangle iso-
cele; les angles opposés aux coOtés
congruents sont eux aussi congruents.

B

Zia pense que son GPS est défectueux, ce que nie le vendeur.
Souhaitant valider sa position d'une autre maniére,

elle a fait une recherche pour savoir comment les capitaines
procédaient avant le GPS.

Par conséquent les angles BAO et ABO sont
de méme mesure, que je note par a. Comme
la somme des angles d'un triangle est 180°,
I'angle AOB est 180°-2a. De
plus I'angle AOC est un angle
plat, on a donc

ZCO0B =180°- ZLAOB

=180- (180°-20) = 20..
Lorsqu'un des cotés passe par le
centre du cercle, la mesure de
I'angle inscrit est donc égale a
la moitié de la mesure de l'arc
intercepté, qui est celle de
I'angle au centre.

C'est vrai aussi lorsque le centre
du cercle est compris a l'inté-
rieur ou a l'extérieur de l'angle,
il suffit de faire une somme ou
une différence d'angles. 2~
Zia

Alors tu es «capable» de comprendre c'est
quoi un arc capable. Tu prends une corde AB
dans un cercle: elle le divise en deux arcs et
sur chacun de ces arcs, tous
les points déterminent forcé-
ment avec A et B des angles
ayant une valeur constante.
On dit de chaque arc qu'il est
le lieu géomeétrique des points d'ou « on peut
voir » le segment AB sous un méme angle. Les
deux angles o et B sont supplémentaires et
on appelle chacun des arcs de cercle un arc
capable’.

Léo

Et ¢ca permet de connaitre la position d'un
navire en mer?

Zia

Attends! Je t'explique. Supposons que le
capitaine d'un navire, désirant déterminer sa po-
sition, mesure l'angle entre sa position et deux

1. Du latin capere, « contenir ». L'arc capable
déterminé par o. contient en quelque sorte
cet angle.



points: un phare, un clocher d'église ou n'im-
porte quels autres points identifiés sur sa carte.
A
A e
Carte du littoral
Supposons qu'il obtient une mesure d'angle
. Cet angle est le méme partout sur I'arc ca-
pable relatif a I'angle a et aux points A et B.
On peut alors montrer qu'aux points A et B,
un des cotés de I'angle se superpose au seg-
ment AB et le second cOté a la tangente au
cercle?. C'est pourquoi le capitaine trace, du
coté de la terre, un segment de droite qui

forme un angle de sommet A et de mesure o
avec le segment AB.

A

Il trace ensuite la perpendiculaire a cette
droite par le point A. Le centre du cercle est
sur ce segment de droite, puisque le rayon est
perpendiculaire a la tangente.

A

B

[l fait la méme chose en formant un angle de
mesure . dont le sommet est B.
0

=

%78

Les deux perpendiculaires se rencontrent en
un point O, qui est le centre du cercle cher-
ché. Elles forment alors un triangle dont deux
angles sont de 90°-aq, de sorte que lI'angle
au centre est de

180° - 2(90° - o) = 20

2. Voir la Section problemes.

La position d’un navire | André Ross ¢ Professeur retraité

Léo
Le capitaine peut alors savoir qu'il est quelque

part sur cet arc capable, mais il ne connait
pas sa position exacte.

Zia

Tu as raison! C'est pourquoi il prend le relevé
d'un troisi¢éme point C, trace le segment BCsur
sa carte, et prend la mesure (3 de I'angle entre
sa position et le segment BC. Il refait ensuite la
méme construction pour trouver le centre 0'
du cercle pour lequel I'angle BO'C mesure 23.
Puis il trace un second arc capable.

Tadam! Le navire se situe a l'intersection de
ces deux arcs capables.

Léo

C'est super ! Et tu vas essayer ¢a
a ta prochaine sortie en voilier?
Zia

Oui, je vais mesurer deux angles
etnoterla position que me donne
le GPS. Je pourrai alors vérifier si
mon GPS est fiable. S'il donne
des valeurs erronées, j'aurai des
preuves pour justifier ma récla-
mation. Le vendeur ne pourra
plus nier.

Arcs capables

Pour un segment AB
et un angle o, on a
toujours deux arcs
capables puisqu'il y
a deux arcs sur les-
quels on voit AB
sous un angle a.
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Combien faut-il de caméras pour surve
d'art et ou faut-il les placer? Ce problé
probléme de la galerie d'art, est devenu un cha
géométrie algorithmique. Des algorithmes trés astucieux p
borner le nombre de caméras et de déterminer ou les placer. On parlera
aussi du probléme « dual», le probléme de la forteresse, qui consiste a placer
des caméras en nombre minimal pour surveiller 'extérieur d'une forteresse.

Surveiller une galerie d'art

La galerie d'art

Dans le probléeme de la galerie d'art, la
galerie est l'intérieur d'un polygone a n
cotés et on doit placer un minimum de
caméras a des sommets du polygone
pour pouvoir surveiller toute la superficie
de la galerie. En voici une a gauche pour
laquelle deux caméras sont nécessaires.

Pour qu'une caméra surveille un point il
faut que le segment joignant le point a
la caméra soit entierement contenu dans
le polygone. La seconde figure présente
la région surveillée par une premiére
cameéra. La troisiéme est la région surveil-
lée par une deuxieme caméra. Les deux
caméras, quatrieme figure, surveillent
donc I'ensemble de la galerie. Cette
galerie a 11 cotés et on a besoin d'au
moins deux caméras pour la surveiller.

Mais, il existe des galeries a 11 cotés pour
lesquelles on a besoin de plus de deux
caméras. Aussi, dans le probléme de la
galerie d'art, on se limite & des caméras
placées en des sommets du polygone. Le
probléme de la galerie d'art est le suivant.

Etant donnée une galerie d'art
de forme polygonale a n cotés,
trouver un nombre K(n) minimal
tel que toute galerie a n cotés
peut étre surveillée par au
maximum K(n) caméras placées
en des sommets du polygone.

galerie

Regardons des exemples.

Un galerie d'art en forme de triangle peut
étre surveillée par une seule

caméra placée en n'im- ﬁ
porte quel sommet. Donc
K(3) = 1.

Une galerie d'art en forme de qua-
drilatere peut étre surveillée par
une seule caméra. La caméra peut
étre placée en n'importe quel som-
met si le quadrilatére est

convexe. Deux positions

sont possibles pour la

caméra si le quadrila-

tere est non convexe. Donc K(4)=1.
Toute galerie d'art en forme de
polygone convexe peut étre surveil- O

lée par une seule caméra placée en
n'importe quel sommet.

En regardant toutes les configu-
rations non convexes possibles, on
peut se convaincre que toute ga-
lerie d'art en forme de pentagone
peut étre surveillée par une seule
caméra. Donc K(5) = 1.

Par contre, il existe des galeries
d'art en forme d'hexagones pour

lesquels il faut au moins deux ca-

méras. Donc K(6)=2. En fait, on

montrera que K(6) = 2.

Le probléme de la galerie d'art a été posé
par Victor Klee en 1973, en réponse a une
question de Vasek Chvatal lui demandant un
probleme intéressant. Vasek Chvatal a donné

"
N
Z
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la solution des 1975 : il a montré que
K(n) = | n/3 ] ot| n/3 | est la partie entiere
de nf3, soit'le plus grand entier inférieur ou
égal a n/3.

Mais la question a passionné la communauté
de géométrie algorithmique jusqu'a devenir
un domaine de recherche étudiant des ques-
tions connexes et raffinant les algorithmes
pour trouver en pratique des solutions opti-
males lorsque n est trés grand.

Il est facile de montrer que K(n) | n/3 ]. En
effet, ce polygone a 15 cotés requiert cing
cameéras et on pourrait tronquer le coin ex-
tréme droit pour lui donner 16 ou 17 cotés.
On peut généraliser cet exemple a un poly-
gonea3n, 3n+ 10u3n+ 2 cotes.

Il reste donc a montrer que K(n) <|n/3].
En 1980, Steve Fisk a simplifi¢ la preuve de
Chvatal. Sa preuve est tres intéressante et
donne un algorithme simple pour placer les
cameéras. Elle comporte deux étapes :

Premic¢re étape : on divise le polygone en
triangles, dont tous les sommets sont des
sommets du polygone. Voici ce que cela
donne pour une galerie a 46 cotés, donc 46
sommets.

Deuxieéme étape : On colorie les sommets
du polygone avec trois couleurs de telle sorte
que les sommets de chaque triangle soient
de couleur différente.

Dans notre exemple, le rouge apparait 9 fois,
le bleu 18 fois et le jaune 19 fois.

Il suffit alors de placer des caméras aux som-
mets de la couleur apparaissant le moins
souvent. Ici, c'est le rouge qui apparait 9 fois.
On place les caméras aux 9 sommets rouges.
Dans le cas général, la couleur qui apparait le
moins souvent apparait au plus | n/3 | fois.

On peut montrer que les deux étapes sont
toujours possibles (voir encadré).

Remarques
Une premiére remarque est que la triangula-
tion n'est pas unique.

Une seconde remarque est que
I'algorithme ne donne pas tou-
jours la solution optimale. En
effet, cette galerie particuliere
peut étre surveillée avec sept
caméras seulement.

En fait, cette galerie, comme la

plupart des galeries d'art a une

propriété particuliére : tous ses angles inté-
rieurs sont de 90° ou de 270°. Un polygone
ayant ces propriétés est appelé polygone
orthogonal. Pour ces polygones on a une
meilleure borne.

Toute galerie en forme de polygone orthogo-
nal a n cotés peut étre surveillée par au plus
| n/4 | caméras.

C'est le théoréeme de Kahn-Klawe-Kleitman
(1980).
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Ici encore, I'exemple ci-dessous montre qu'on
ne peut avoir une meilleure borne.

Les idées de l'algorithme sont les mémes que
celles de I'algorithme de Fisk.

Premiére étape : on divise le polygone en
quadrilateres convexes.

Deuxiéme étape : on colorie les sommets du
polygone avec quatre couleurs de telle sorte
que les sommets de chaque quadrilatére
soient de couleur différente.

On place ensuite les caméras aux sommets
de la couleur apparaissant le moins souvent.
Ici ce sont, soit les sommets rouges, soit les
sommets jaunes, au nombre de 11. Comme
tous les quadrilatéres sont convexes et que
chacun contient une caméra en un sommet,
on surveille bien toute la galerie.

La grande différence avec I'algorithme de Fisk
est qu'il n'est pas facile de diviser un poly-
gone orthogonal en quadrilatéres convexes.
Si on choisit de mauvaises divisions au
départ, alors on aboutit a une impossibilité.
La preuve que cette division est possible est
longue et difficile.

Le probleme de la forteresse

Dans ce probleme, on veut surveiller tout
I'extérieur d'une forteresse de forme
polygonale a n cotés en placant des
caméras en des sommets du polygone. Soit
An) la borne minimale sur le nombre de
caméras pour toute forteresse a n coteés.
O'Rourke et Wood ont montré en 1983 que
F(n)=[(n+1/2]=[n/2], ou [n/2] est le

plus petit entier supérieur ou égal a n/2.

En prenant un polygone régulier a n cotés,
ou encore un polygone convexe, on voit que
F(n)=[n/2].

Pour montrer l'autre inégalité, soit
F(n) <[n/2], on va utiliser des triangula-
tions comme dans la preuve de Fisk, mais
la preuve est plus complexe. Prenons une
forteresse.

Comme elle n'est pas convexe, on va prendre
le plus petit convexe la contenant, appelé
son enveloppe convexe, dont on va trianguler
la partie a I'extérieur du polygone.

Remarquons qu'on a deux types de sommets:
des sommets qui sont a l'intérieur de I'en-
veloppe convexe, qu'on appelle sommets
intérieurs et des sommets qui sont sur la
frontiere de I'enveloppe convexe qu'on
appelle sommets extérieurs.

On sépare un sommet extérieur en deux
sommets distincts proches I'un de I'autre. De
cette maniére on a ouvert le polygone qui est
devenue une ligne brisée entre n+1 points.
Ces n+1 points sont les sommets d'un
nouveau graphe, dont les arétes sont les
segments de droite du polygone ouvert et
ceux ajoutés dans la triangulation.

; Accronmoth ol 19« hiver— printemps 2024
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On va rajouter un (n+2)m sommet a
I'extérieur du polygone, que I'on appelle som-
met auxiliaire et que l'on ajoute aux autres
sommets du graphe. On joint le sommet
auxiliaire a tous les sommets extérieurs par
des courbes qui ne s'intersectent pas. Ces
courbes sont de nouvelles arétes du graphe.
En pratique, on aura deux arétes joignant
le sommet auxiliaire aux deux sommets dé-
doublés, une de chaque coté de I'enveloppe
convexe.

Regardons ce graphe. Il découpe sur le plan
des régions fermées et bornées limitées cha-
cune par trois arétes, que I'on appellera des
[ Ces «faces» sont des triangles si
sont des segments de droite et
les généralisés si certaines arétes
courbes. On va colorier tous les
avec trois couleurs de telle sorte
mmets de chaque face soient de
ifférente. C'est toujours possible:
aire le méme argument que dans
sur le coloriage des sommets du
de trois couleurs (plus de détails
ans l'encadré).

On prend les sommets de la couleur qui
apparait le moins souvent et on place des
caméras en ces points.

Premier cas

Si cette couleur n'est pas celle du som-
met auxiliaire, on a une solution avec
| (n+2)/3]|<[n/2] caméras. Ces caméras
permettent de surveiller I'extérieur de la for-
teresse (voir encadré). C'est le cas pour notre
exemple et les quatre caméras aux sommets
bleus permettent de surveiller I'extérieur de
la forteresse.

Deuxiéme cas

Si la couleur qui apparait le moins souvent
est celle du sommet auxiliaire, on met les
cameéras aux sommets de la deuxiéme cou-
leur qui apparait le moins souvent. Cette
couleur apparait au plus | (n+1/2]=[n/2]
fois (voir la page problémes pour I'égalité).
[l est a remarquer qu'on est toujours dans
ce deuxiéme cas quand la forteresse est un
polygone convexe. Quant au sommet dédou-
blé, on place une caméra en ce sommet des
qu'au moins un des deux sommets est de la
couleur choisie.

Conclusion

Les preuves des théoréemes sur la galerie d'art
et la forteresse utilisent la triangulation des
polygones et des arguments de théorie des
graphes. Ces deux outils sont trés polyva-
lents et ont de multiples applications. C'est
une des raisons de la puissance des mathé-
matiques dans la résolution de problémes.
Un méme outil construit pour un probléme
donné peut avoir des applications tres loin
du probléme pour lequel il a été construit.






Anik Trahan
Cégep de Sherbrooke

Dans I'Apocalypse de Jean, chapitre 13, ver-
sets 11 a 18, on présente la béte, monstre de
la fin du monde, et son nombre.

Puis je vis monter de la terre une
autre béte, qui avait deux cornes
semblables a celles d'un agneau, et
qui parlait comme un dragon. [...]
Que celui qui a de I'intelligence
calcule le nombre de la béte. Car
c'est un nombre d’homme, et son
nombre est six cent soixante-six.’

Depuis, plusieurs personnes tentent de trou-
ver des signes de la béte en retrouvant ce
nombre a des endroits inusités : 666 est la
somme des entiers de 1 a 36,

142+3+--+36=0666

et la somme des carrés des sept premiers
nombres premiers
224324 52+724112+ 132+172=666.

On n'obtient quand méme pas 666 en ad-
ditionnant les premiers nombres premiers,
les premiers nombres carrés, ni les premiers
nombres cubiques... 666 n'a pas toutes les
propriétés! Sur le site oeis.org? L'’Encyclopédie
en ligne des suites de nombres entiers, on

1. http.//www.bible-en-ligne.net/bible,
66N-13,apocalypse.php

2. Consulté en novembre 2023

Le nombre est le concept mathématique le plus couramment utilisé pour
faire des calculs. C'est un merveilleux outil pour représenter des quantités,
mais certains osent associer des pouvoirs a des nombres en lien avec la
chance, la beauté ou le malheur. D'autres croient que les nombres ont un
pouvoir sur le monde, car tout peut étre ramené a un nombre. On peut penser
au film Le nombre 23, ou le protagoniste est obsédé par ce nombre. Dans cet
article, on tentera de déconstruire le mythe sur le nombre de la béte : 666.

peut entrer quelques termes d'une suite et le
site retrouve toutes les suites recensées ayant
ces termes. Si on entre un seul nombre, on
retrouve toutes les suites qui le contiennent.
Par exemple, pour 666, on obtient la suite :

1,3,6,10,15, ..., 666, ...

dont le n®me terme est la somme des n
premiers naturels, et la suite :

4,13, 38,87, ..., 666, ...

dont le nitme terme est la somme des n pre-
miers carrés de nombres premiers. Sur ce site,
le nombre 666 se trouve dans 1777 suites sur
un total de 367 187 suites recensées, ce qui
est quand méme beaucoup. Comme point de
comparaison, le nombre 661 se retrouve dans
2283 suites. De 601 a 700, il y a 25 nombres
qui se trouvent dans plus de suites que 666.
Le nombre 666 n'est donc pas le plus spécial.

Nombres réels

Quittons les entiers pour nous diriger vers
les nombres réels. On peut remarquer que
la somme des 144 premieres décimales de
1t donne 666, de méme que la_ somme des
139 premieres décimales de /6. Cela peut
sembler surprenant, mais est-ce le cas?

Soit un nombre ou les décimales sont
obtenues au hasard avec la méme proba-
bilité pour chaque décimale, alors on peut
calculer la probabilité que la somme des
premiéres décimales donne 666 (ou tout


www.oeis.org
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autre nombre). Cette probabilité se rap-
proche beaucoup d'une chance sur cing (voir
I'encadré : Rouler les décimales aux dés). Sion
s'intéresse a la somme des décimales des ra-
cines carrées, on constate que dans les 5000
premiers naturels non carrés, il y en a 974
avec lesquels on peut atteindre 666 en fai-
sant la somme des premiéres décimales
(V3,/6,/24,4/31,..,Y/5072). On est trés
prés de la probabilité théorique de 1 sur 5.
Comme point de comparaison, si on
recherche plutét la somme 661 dans les
premieres décimales des racines carrées, il y
en a 1026 dans les 5000 premiers naturels

)SELLOLISSE Sk
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non carrés, donc davantage que pour 666,
mais ¢a reste trés pres du 1 sur 5 théorique.
De plus, cette propriété est vraie seulement si
on représente les nombres en base 10. (Voir
I'encadré: Compter dans différentes bases
pour des exemples dans d'autres bases).

En conclusion, on ne devrait pas s'inquiéter
de la béte, le fait qu'on retrouve le nombre
666 régulicrement est d0 au hasard. Il y a une
infinité de nombres et pour chacun, on peut
découvrir une multitude de propriétés. Il est
donc toujours possible de trouver des parti-
cularités étranges a n'importe quel nombre :
une année de naissance, année en cours,
une adresse... Méfiez-vous des théories du
complot, il y a beaucoup de coincidences en
mathématiques !

N

650 660 670 680 690 700

Nombre

Répartition des nombres de 601 a 700 selon le nombre de suites
qui contiennent ce nombre

:‘ Accronuoth  vol. 19« hiver- printemps 2024



<
N
o
5
1%
a
€
5]
1]
£
=
a
|
5]
=
z
.
o
e
>

-
(-]

Les cinquante premiers p;




666: Est-ce que la béte est a nos trousses? | Anik Trahan ¢ Cégep de Sherbrooke

<
N
o
3
1%
a
€
@
]
£
=
a
|
5]
=
Zz
.
o
3
>

-
(]




Alain Ross
Chercheur indépendant

André Ross
Professeur retraité

Le Saint-Laurent a toujours été un moyen de communication important.
Il était impérieux pour un capitaine de navire de connaitre sa localisation

en tout temps pour pouvoir se mettre a l'abri a I'arrivée
d'une tempéte tout en évitant les hauts-fonds.

du fleuve

Arpentage du fleuve

Trés t0t, s'est imposée la nécessité de dresser
une carte détaillée du Saint-Laurent. Cette
voix d'acces est périlleuse pour qui s'y aven-
ture sans en connaitre les hauts-fonds et
les différents écueils en cours de route. |l
fallait une carte indiquant les mouillages
permettant de jeter I'ancre et de s'abriter
en cas de tempéte et situant les obstacles.
Dans ce but, Jean Deshayes est envoyé en
Nouvelle-France en 1695. Pour mener a bien
sa mission, il dispose d'un an et se voit confier
une barque, une chaloupe, un canot d'écorce
et sept hommes d'équipage. Les instruments
qu'il a a sa disposition sont: une arbales-

Jean Deshayes et la cartographie

Saint-Laurent

trille, une sonde marine, une boussole et un
demi-pied de Roy a I'aide duquel il fabrique un
galon de fil de dix toises de long et imbibé de
cire. Il indique qu'il a entendu dire que des
ingénieurs se servent de cet instrument car
il tient en peu de place une fois roulé et qu'il
ne doit pas étre trés sensible aux variations
de température. Le résultat de son travail est
la carte reproduite en page 25.

En regardant cette carte, on remarque qu'elle
est plus détaillée sur la rive nord que sur la
rive sud. Il s'en explique dans le rapport de
son expédition’.
Les trois vents qui régnent le plus dans
cette riviere et qui sont souvent trés
impétueux sont le noroit? qui débutent
de la cote du nord, le suroit et le nordet
qui enfilent la riviére (pour le nordet il est
quelquefois rare et longtemps attendu de
ceux qui montent la Riviere). C'est a cause
des vents noroit que I'on s'attache a lon-
ger la cote du Nord préférablement a celle
du Sud. Cependant la cote sud serait utile
a connaitre si on y était emporté par le
noroit comme il m'est arrivé.

[l va donc se consacrer plus particuliere-
ment a I'arpentage de la rive nord pour ne
faire que deux petites parties de la rive sud.
Celle de Québec a Riviere-Ouelle et celle de
I'entrée du fleuve: Ille d'Anticosti et de Percé
jusqu'a la riviere Madeleine.

1. Les extraits du rapport de Jean Deshayes
ont été réécrits en francais moderne pour
en faciliter la lecture.

2. Jean Deshayes écrit «les Nordouests qui
deboutent de la coste du Nord et les
Surouests et les Nord Ests qui enfilent la
Riviere ».



Arpentage
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court. Ainsi l'intervalle D serait trop

A
de la rive sud LT Jong et devrait étre fait plus court

Durant I'hiver suivant son arrivée,
il arpente la rive sud, de Québec a
Riviere-Ouelle, en profitant du fait
que la glace lui permet de marcher,
de prendre des mesures en comp-
tant ses pas et de traverser les
cours d'eau. |l ne va pas plus loin
que Riviere-Ouelle. Pour la par-
tie de I'exploration allant de Qué-
bec a Riviere-Ouelle, il se déplace
donc en raquettes sur la neige ou
la glace. Il arréte a Riviere-Ouelle
parce que les habitations sur la rive
sud du fleuve ne vont pas plus loin
et qu'il n'y aurait donc aucune possibilité de
se restaurer.

Je ne fus point plus avant de ce coté-la
parce que j'en fis le voyage en raquettes
sur les ponts de glace et sur les neiges, et
que les habitations ne s'étendent au-des-
sous de Québec que 20 lieues® de marine
au Sud jusqu'a la Riviére-Ouelle.
Durant ce parcours, il dessine le contour de
la cOte en s'orientant a la boussole. [l compte
ses pas pour mesurer les distances, méthode
utilisée depuis la nuit des temps.

Arpentage de l'ile d’Orléans

[l entreprend ensuite 'arpentage de I'ile d'Or-
léans. Il doit utiliser plusieurs feuilles pour
tracer les contours de la cOte et s'assurer
que les différents dessins sont @ une méme
échelle de facon a s'agencer correctement
dans le produit fini. Il procéde en faisant des
marques A sur son dessin pour chaque in-
tervalle de cent pas et des marques B pour
chaque intervalle de 10 marques A, afin de
s'assurer au final que les esquisses obtenues
sont dans le méme rapport.

De cent pas en cent pas, je faisais vers un
coin de papier une des petites marques A
et je dessinais ce que je voyais de la céte.
Et de dix en dix des marques A, sur le des-
sin Cles marques B dont le principal usage
était de me montrer en dressant la carte
finale les morceaux du dessin qui seraient
a proportion dessinés trop long ou trop

3. Environ 96,56 km

B en dessinant la carte finale.

(..) Ayant fait de cette maniére
tout le tour de [ile d'Orléans qui
est de douze ou treize lieues de
marine*, lequel tour nécessita six
D demi-feuilles de papier séparées, et
ayant assemblé ces feuilles comme
B une seule, la fin s'est trouvée juste
avec le commencement et les deux
B cotés de Ile qui sont & peu prés
d'égale longueur avaient autant
B de marques de mille pas I'un que
l'autre.

Triangulation de la rive Nord

Apres avoir fait le tour de I'ile, il va entre-
prendre I'arpentage de la rive nord du fleuve,
en appliquant la méthode de triangulation.
Pour faire une triangulation (voir encadré),
il faut mesurer au moins une premiére dis-
tance. En fait, il en effectue trois en comp-
tant ses pas. Il profite du fait que le fleuve
est gelé et pas trop enneigé pour prendre les
deux premieres.

La premiére mesure fut faite sur la glace
unie dans le commencement des glaces,
avant qu'il ait beaucoup neigé, depuis la
pointe des Roches de Québec jusqu'a la
deuxiéme butte de la pointe de Lévis et
fut trouvée de 1560 toises®. La deuxiéme
est la largeur de la riviére perpendiculai-
rement a la rive a partir de la pointe des
Roches, 608 toisest. Et la derniére toute la
longueur au nord de I'lsle aux Liévres’ de
680 toises®.

4. Entre 66,7km et 72,3 km

5. Une toise équivaut a 1,95 km et une dis-
tance de 1560 toises est donc d’environ
3040 km.

6. 608 toises équivaut a 1185 km.

7. Lile aux Lievres est située en face de
Riviere-du-Loup.
8. 680 toises équivaut a 1325 km.
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y=180°—(a + B)
sinoe _sin_siny
b c

Normalement, pour effectuer une triangu-
lation dans une région peuplée, on choisit
des clochers d'église, des tours, des pics ro-
cheux, etc. comme sommets de la chaine de
triangles. Jean Deshayes ne dispose pas de
tels objets a pointer.

Le Canada étant un pays couvert et
encore peu habité entre autres vers le
bas de la riviere, il fournit peu d'objets
commodes pour pointer les alignements
comme sont les maisons, les tours et les
moulins & vent. De plus la grande largeur
de la riviere empéche que des stations
de la cote nord on distingue bien toutes
celles du sud, ni de celles du sud celles du
nord. C'est pourquoi il a été necessaire de
pointer des sommets de montagnes éloi-
gnées qui ont servi de guide a plusieurs
stations de suite.

On donne ci-dessous la liste des points rete-
nus dont Deshayes établit |a latitude. Ce ta-
bleau indique également, avec plus de pré-
cision, les valeurs actuellement retenues
pour ceux des points facilement identifiables.
Dans son rapport, il explique que la mesure
ne peut étre plus parfaite que l'instrument
dont il dispose.

Localisation par GPS

Précise Imprécise

Latitudes mesurées par Jean Deshayes
(valeurs modernes pour les noms inchangés)

A Québec

A l'est de Ile Madame

Au Cap aux oies

Au Cap a l'aigle

A Port au saumon

A Port a I'Esquille

Al'ouest de la baie des rochers
Lesquemins (Escoumins)

Aux flets, riviére aux outardes
Aux sables, riviere aux outardes
Aux flets Chevaliers

Alile aux Oeufs

Ala cabane au ressac

Au Caduy

Au cabanage, Est Caduy

A la premiere des Sept-iles
Ala quatrieme des Sept-iles
Pointe Est, baie des Sept-iles

Quest d'Anticosti

fle Percée
Cabanage, anse Cap des Rosiers
Riviere Madeleine

46°55'
47°05'
47°37'
47°48'
47°51"
47°58'
48°02'
48°32'
49°11"
49°10'
49°37'
49°45'
49°50'
49°55'
49°57'
50°10'
50°10'
50°12'

49°48'

48°34'

48°52'
49°15'

(46°49'47")
(46°58'14")
(47°29'18")
(47°39'46")
(47°46' 0")

(48°20'52")

(49°37'30")

(50°09'44")
(50°09'44")

(49°23'25")
(48°31'28")

(48°51'45")
(49°14' 0")
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Pour déterminer la latitude de ces caps, il
mesure des hauteurs d'étoiles en direction
sud et, en direction nord, celle de I'¢toile po-
laire. Voici comment il s'en explique dans son
compte-rendu.

Je les ai observées (les latitudes) ¢ tous
les endroits ot j'ai eu du beau temps. La
plupart sont par des hauteurs d'étoiles,
et j'en ai pris autant que j'ai pu a chaque
endroit au nord ['étoile polaire, et plus
d'une au sud.

En plus de mesurer les latitudes, il dessine
le contour du rivage en orientant le dessin
a l'aide d'une boussole. Il ne retient pas trop
de détails du contour, puisque la profusion
de détails serait perdue dans la production
des cartes. Il se contente donc d'esquisser le
contour du rivage de cap en cap.

Chemin faisant le long des cétes avec le
canot d'écorce pour aller faire les stations
pour les angles de cap en cap, je dessinais
le détail du contour du rivage, et j'orientais
le dessin grdce a une petite boussole que je
tenais toujours dans une main.

Les hauts-fonds

Pour étre utile a la navigation et éviter des
naufrages, une carte doit indiquer le plus
précisément possible les détails sous-marins
afin qu'un capitaine sache ou se réfugier en
cas de gros temps. Il sonde les fonds marins
pour en détecter les hauts-fonds.

... sans négliger de faire toujours sonder
dans le canot aussi bien que dans la
barque le plus souvent que je pouvais
l'exiger des matelots et j'ai jeté quelques
fois la sonde moi-méme en repassant
des cétes dont j'avais déjd le dessin; et en
quelqu'autres endroits ou j'ai soupgonné
et trouvé que des matelots rebutés voulai-
ent me tromper.

J'ai continué ainsi toute la céte du Nord
environ cent lieues’ de marine depuis
Québec jusque par deld les Sept-iles.
Apres avoir repéré les caps les plus saillants,
dessiné les contours du rivage et sondé les
fonds marins, il va s'intéresser a8 nouveau a
la rive sud.

9. Environ 555,6 km.

Cette derniére partie de la céote du Sud
a partir du haut de I'ie d’Anticosti a 49
degrés 48 minutes de latitude et a environ
vingt cinq lieues des Sept-iles et ce que
J'ai de la cote du Nord, tout cela contient
ce qu'il y a de plus nécessaire pour la
navigation des navires dans ce fleuve, et
aussi tout ce que m'a permis la durée de
ma campagne. La cote de ['le Percée et
la position d’Anticosti & son égard servent
a entrer dans la riviére, premiérement
par leurs latitudes et de plus par leurs
connoissance comme de la Table a Roland
(voir encadré Table a Roland) sur la cote
de ['ile Percée.

Dans son rapport, il donne également des
directives pour naviguer.

... on longe toujours la Céte du Nord, pre-
nant garde principalement a la batture
de Manicouagan de n'approcher pas la
cote a plus d'une lieue et demie ou deux
lieues, et pour cela il ne faut pas attendre
que l'on ait passé sous les Monts Pelés’®,

10. Cette appellation désigne les montagnes

de la céte nord du fleuve. A environ 60 km a
I'est de Baie-Comeau, a I'endroit ou la céte
du Saint-Laurent prend une direction fran-
chement nord. Aux XVIle et XVIlIIe siecles,
cette entité topographique a d’abord été
connue sous le nom de Pointe des Monts

Pelés. La masse laurentienne qui s’étend

dans [l'arriere-pays du Saguenay jusqu’a
Sept-lles a été connue au cours de cette
période sous la dénomination de Monts
Pelés.
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Jean Deshayes (1650-1706)

Jean Deshayes est né a Paris vers 1650 et est décédé a I'Hotel-Dieu
de Québec le 18 décembre 1706. Il enseigne les mathématiques
et les principes de navigation aux officiers de marine a Rochefort
jusqu'en 1681. En 1685, il est envoyé au Canada pour cartogra-
phier le fleuve Saint-Laurent.

En 1699, Deshayes participe a un nouveau voyage scientifique
sur l'océan Atlantique, plus particulierement a Cayenne, en
Martinique et en Guadeloupe, a Saint-Domingue. Il vient a
nouveau au Canada en 1702 pour occuper le poste d'hydrographe
royal a Québec. Certaines de ses observations sont rapportées dans
les mémoires publiés par I'Académie royale des sciences. Durant
I'niver, il enseigne les principes du pilotage aux jeunes pilotes au
College des Jésuites, et I'été il poursuit la cartographie du fleuve. Il
meurt a I'Hotel-Dieu de Québec e 18 décembre 1706.

A sa mort, il laissa peu de biens, a part sa bibliotheque et quelques
instruments. La biliotheque contient: les Cours de mathématiques
de Jacques Ozanam en cing tomes; les Récréations mathéma-
tiques et physiques du méme auteur; les Eléments d'Euclide en
deux tomes; les Eléments d'arithmétique et d'algébre de Thomas
Fantet Delagny; le Traité du triangle arithmétique par Blaise Pascal;
leTabulae astronomicae par Philippe de La Hire; Les Institutions
de I'Arithmétique de Jacques Chauvet; I'Analyse des infiniments
petits pour l'intelligence des lignes courbes de Guillaume Francois
de I'Hospital.




Jean Deshayes et la cartographie du fleuve Saint-Laurent |
Alain Ross ® Chercheur indépendant « André Ross ® Professeur retraité

il faut commencer a prendre le large une
lieue ou deux avant la riviere Sainte-
Marguerite. Et quand on approche des
détroits du grand fleuve qui commencent
apres la riviere Saguenay, il y a des pré-
cautions particuliéres qui sont marquées

Position d’un navire

Un capitaine peut connaitre la position de son navire sur une
carte en relevant les angles entre trois points d'observation assez
distants I'un de 'autre et en déterminant les arcs capables dont
I'intersection est la position du navire. En utilisant la carte de Des-

sur la Carte qui marque aussi les mouil-
lages qui sont avant et aprés ces détroits
en cas de vent contraire.

Jean Deshayes sait que pour représenter une
distance sur la sphére, il faut utiliser la tri-
gonométrie sphérique. Il considere que cela
est négligeable dans son travail parce que les
sommets des triangles contigus sont visibles
I'un de I'autre et que la superficie couverte
n'est pas tres large.

Conclusion

Jean Deshayes a posé le premier jalon d'une
longue démarche, la cartographie complete
du Saint-Laurent. Cette premiére étape n'a
pas €été sans risques, le beau temps n'a pas
toujours été au rendez-vous. Il a été confron-
té aux intempéries et a di lutter contre les

hayes, il faut choisir trois caps et mesurer les angles (voir
La position d'un navire dans ce numéro). Ces trois points
de repere sont appelés amers. Peu a peu, le Saint-
Laurent sera muni d'une série de phares pour
aider a la navigation. lls ne sont mainte-
nant plus que des attractions touris-
tiques, ayant été remplacés par
des moyens plus modernes
pour la navigation.

éléments. Il lui a fallu beaucoup de détermi-
nation pour mener a bien la tache qui lui a
€té confiée. Son aventure n'a pas seulement
donné une carte du fleuve utile pour la na-
vigation, elle est la manifestation d'une des
premiéres applications des mathématiques
en Nouvelle-France.

Deshayes, Jean, Carte de la Grande riviere de Canada

Source gallica.bnf.fr / Bibliotheque nationale de France
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Si I est le nombre de points a coordonnées
entieres a l'intérieur du polygone et F le
nombre de points a coordonnées entiéres sur

2:8) la frontiére du polygone,

(1;5)

alors la formule de Pick

:9 dit que :

@
)

- F
Aire = [ + 5 - 1.

o
@

Dansnotreexemple, /=38,

(1;2)

et F= 10, ce qui donne
bien une aire de 12 unités2.

(3;2)

2;1

Si nous utilisons I'image

de gauche, celle-ci nous

(2;6)

montre qu'il est possible
de trianguler le polygone
en de multiples triangles

et d'additionner l'aire
de tous ces triangles,
on appelle cette
démarche la triangula-

tion de polygones?.

Pour utiliser la formule

de Pick, il est plus fa-
cile d'avoir le dessin sous les yeux et surtout
d'avoir des points a coordonnées entiéres, ce
qui est rarement le cas. Pour ce qui est de la
triangulation de polygones, celle-ci devient
rapidement inutilisable pour un humain qui
souhaiterait trianguler un polygone conte-
nant des milliers de points.

Que diriez-vous de plutdt utiliser une tech-
nique simple qui fonctionne peu importe le
polygone simple de départ? Cette méthode,
c'est celle des lacets de souliers.

1. Voir « La formule de Pick », Accromath,
volume 5.2. - été-automne 2010.

2. Sur la triangulation, voir dans ce numéro
« Surveiller une galerie d’art et « Jean
Deshales, la carthographie du fleuve ».

Comment faire pour trouver I'aire d'un polygone simple? Pour calculer I'aire
de la figure ci-contre, ou tous les sommets sont a coordonnées entiéres, on
peut utiliser la formule de Pick’. Lorsque certains des sommets ne sont pas a
coordonnées entiéres, on a recours a la formule des lacets de souliers.

La formule des lacets de souliers

Pourquoi des lacets
de souliers?

Pour comprendre d'ou vient le nom «lacets de
souliers», nous poserons tout d'abord notre
probléme. Rappelons qu'un polygone est une
figure géométrique formée d'une ligne brisée
qui se referme. Il est simple si l'intersection
de deux cotés est vide ou réduite a un som-
met pour deux coteés consécutifs.

Soit un polygone simple possédant n som-
mets orientés notés (x; y) ou i=1,., n. Les
sommets sont dits orientés si a partir d'un
sommet choisi au hasard (noté (x;; y,)), nous
numérotons tous les autres sommets en par-
courant le polygone en sens anti-horaire.
Nous verrons plus tard ce qui se passe
lorsque nous numérotons en sens horaire.
Dans la figure ci-dessous, nous avons choi-
si comme sommet de départ le point le plus
bas du polygone et nous les avons numéro-
tés en sens anti-horaire. A partir du premier
sommet, nous numérotons les sommets en
suivant les fleches.

(X y)

X7; y7

(b, v,

La méthode des lacets de souliers tire son
nom d'une facon mnémotechnique de trou-
ver |'aire du polygone.

® Pour débuter, nous placons dans deux
colonnes les coordonnées x et y des som-
mets du polygone placés en sens anti-
horaire.



La formule des lacets de souliers | Marc-André Désautels ¢ Cégep St-Jean-sur-Richelieu

® Nous fermons ensuite le polygone en ajou-
tant la coordonnée du sommet de départ a
la derniére ligne.

® Nous ajoutons ensuite deux colonnes sup-
plémentaires obtenues en multipliant en
diagonale les coordonnées x et y.

- La premiére de ces colonnes est obtenue
en multipliant les coordonnées des dia-
gonales bleues;

- La seconde en multipliant les coordon-
nées des diagonales rouges.

® Nous trouvons enfin la somme de ces deux
colonnes.

On peut voir apparaitre la forme des lacets de
souliers dans la figure ci-dessous.

XY,
XY,
372
X,
XY
473
XyVs
XY,
X/M n-2
Xnyn%
anzym
XY,
17n
Xn—‘\yn
Xny1
Somme|Somme
bleue | rouge

L'aire du polygone est obtenue en trouvant Ia
différence entre la somme bleue et la somme
rouge et en divisant par deux le résultat.
C'est-a-dire:

Somme bleue - Somme rouge

Aire = 7 .

Un exemple

Le meilleur moyen de comprendre la mé-
thode des lacets de souliers est de I'utiliser
dans un exemple concret. Nous reprenons
donc le premier polygone rencontré ou nous
avons indiqué le numéro des sommets orien-
tés en sens anti-horaire en l'indiquant en in-
dice des coordonnées.

(2;6)

u'!
o
Cal

A
@£

(1;2) 3;2

(2;1

En représentant la méthode des lacets de
souliers du polygone précédent, nous obte-
nons le tableau ci-dessous.

Sommet | x y 1 2
1 3
2 4 10
3 9 15
4 25 | 20
5 25 10
6 24 6
7 10 10
8 4 4
9 4 4
10 1

106 | 82

L'aire du polygone est donc donnée par :

Aire =% =12 unités’.
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Aire

Nous obtenons la méme aire que celle obte-
nue par la formule de Pick.

La méthode des lacets
de souliers en langage
mathématique

La méthode vue précédemment est un moyen
visuel de se rappeler et d'utiliser la méthode
des lacets de souliers. Par contre, pour étre
en mesure de démontrer pourquoi cette meé-
thode fonctionne, nous devrons utiliser une
formulation mathématique.

Soit un polygone P possédant n sommets
orientés en sens anti-horaire notés (x; y) ol
i=1,., n

En nous basant sur les lacets présentés plus
tot, et en débutant a la colonne des abscisses
(les valeurs de x), nous remarquons que
nous devons multiplier I'abscisse d'un som-
met avec l'ordonnée (la valeur de y) du som-
met suivant (représenté par x; v, ,) les dia-
gonales bleues et donc x;, ,; y). Nous devons
ensuite multiplier I'ordonnée d'un sommet
avec |'abscise du sommet suivant (représen-
té par les diagonales rouges et donc x,, ,y).

En langage mathématique, nous obtenons
que l'aire du polygone P, notée Aire(P) est
donnée pars:

(Somme bleue - Somme rouge)
(x1y2 + XYz + = + X, 1) Vi +X3y2 + -+ X1 )

n=1
<,_E1 (G Yi w1 X1y + (Xo ys _X1yn]>-

Pourquoi tourner
en sens anti-horaire?

Depuis le début de cet article, nous numéro-
tons nos sommets en sens anti-horaire pour
obtenir l'aire exacte de notre polygone. Mais
qu'arriverait-il si nous numérotions en sens
horaire?

Intuitivement, en numérotant les som-
mets en sens horaire, nous allons croiser les

mémes paires de coordonnées mais en sens
inverse. En d'autres termes, les diagonales
qui sont formées des produits des coordon-
nées d'un sommet et du sommet suivant de-
viendront des produits des coordonnées d'un
sommet et du sommet précédent. Les dia-
gonales bleues deviendront les diagonales
rouges et inversement. Plutdt que de faire
Somme bleue moins Somme rouge, nous fai-
sons l'inverse et nous obtenons la méme va-
leur au signe pres.

Plus simplement, I'aire du polygone numéro-
té en sens horaire est en valeur absolue égale
a l'aire du polygone numéroté en sens anti-
horaire.

|Aire(Panti—horaire]| = IAire('Dh
C'est pour cette raison que la plupart du
temps la méthode des lacets de souliers est
représentée avec une valeur absolue, indi-
quant qu'elle peut étre utilisée en numéro-
tant en sens anti-horaire ou horaire.

oraire]l

Mais en utilisant le sens anti-horaire on ob-
tient toujours un nombre positif et son op-
posé si on utilise le sens horaire, cela justifie
d'utiliser le sens anti-horaire.

Pourquoi ¢ca fonctionne?

L'aire d’un triangle

Pour démontrer pourquoi la formule fonc-
tionne, nous allons débuter en montrant
qu'elle fonctionne pour un triangle quel-
conque. Nous utiliserons ensuite ce résultat
pour montrer qu'elle fonctionne dans le cas
de polygones.

Soit un triangle ayant comme sommets |'ori-
gine ainsi que les points de coordonnées (a;
b) et (c; d). Nous pourrons ensuite générali-
ser notre résultat en translatant le sommet
du triangle dans le plan cartésien.

Pour faciliter notre démonstration de l'aire
d'un triangle, nous trouverons plutdt I'aire
du parallélogramme engendré par les deux
vecteurs ayant comme sommet l'origine et

3. Le symbole est un moyen d’écrire une somme sous une forme plus compacte, nous évitant

ainsi d’écrire plusieurs additions. Par exemple, la somme des n premiers entiers peut s‘écrire:

100

T+2+3+4+ +98+99+100 =,E1i



comme extrémités les sommets (o; b) et (c;
d). On peut aussi voir ce parallélogramme
comme étant formé par la réflexion du
triangle de départ par rapport au segment de
droite pointillé.

(c:d)

(a; b)

(0;0)

Il est clair que l'aire du triangle correspond
a la moitié de l'aire du parallélogramme en-
gendré.

(a+c; b+d)

(0;0

Il est possible, en utilisant un peu d'algebre,
de trouver l'aire du parallélogramme précé-
dent. Pour simplifier le processus, nous uti-
liserons une astucieuse preuve sans mots,
c'est-a-dire une preuve ou une image suffit a
prouver un résultat. Par contre, pour vous ai-
der un peu, j'utiliserai quand méme quelques
mots pour obtenir cette fameuse image.

A partir du parallélogramme précédent, nous
construisons le rectangle ou le sommet en
bas a gauche correspond a l'origine et le
sommet en haut a droite est obtenu en ad-
ditionnant les deux points de coordonnées
(a;b) et (c;d). Il suffit de réfléchir un peu et
d'utiliser la symétrie de la figure pour obtenir
I'image suivante.

S.00;0)

(a+c; b+d)

En observant la figure précédente, I'aire du
parallélogramme est donnée par la diffé-
rence entre l'aire du rectangle et l'aire des
triangles et des rectangles représentés.

Aire (P)

ab+ad +bc + cd -2bc - ab -cd
ad-bc.

Puisque nous venons de trouver l'aire du
parallélogramme, I'aire du triangle associé
est la moitié de I'aire trouvée et donc égale
a (ad - bo)[2.

Remarquons que la méthode des lacets de
souliers redonne le méme résultat lorsque
utilisée avec un triangle de sommets 0(0;
0), Ala; b) et B(c; d). Prenons l'origine comme
premier sommet et en numérotant ceux-ci
en sens anti-horaire nous avons:

Sommet | X y 1 2
0 0
A 0 be
B ad | 0O
0 0
ad be

L'aire du triangle est donc (ad - bc)/2, comme
montré précédemment. Pour trouver cette
aire, nous avons numeéroté notre triangle en
sens anti-horaire. Comme mentionné précé-
demment, si nous numérotons notre triangle
en sens horaire, nous allons trouver une aire
négative pour notre triangle, c'est-a-dire
nous allons obtenir (bc -ad)/2.

(@ +c)(b+d) —2bc—2% ab - 2%cd

La formule des lacets de souliers | Marc-André Désautels ¢ Cégep St-Jean-sur-Richelieu
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Nous voulons maintenant trouver l'aire d'un

triangle dont un des sommets ne se trouve
pas a l'origine. Pour ce faire, nous allons
prendre un triangle quelconque et translater
un de ses sommets a |'origine. Dans la figure
ci-dessous, nous avons pris un triangle de
sommets (x; y) ot i =1, 2, 3 et nous transla-
tons le point (x,; y,) a l'origine. Les sommets
(%,; v,) et (x;; y5) translatés deviennent donc
respectivement les sommets (a; b) et (c; d).
y (X, v,)

(X,: ¥,)

S xG )

(0;0)

En se basant sur le résultat obtenu a I'aide du
triangle dont un sommet est a l'origine, nous
obtenons que l'aire d'un triangle de sommets
Alx;ivy), Blx,;v,) et Clx,; ys) est donnée par:

ad - bc

Aire = 5

B (X2 =X1)(ys = v1) = (Vo= W) ( X3= X))

= 5 _
En écrivant cette aire un peu différemment,
nous obtenons:

1
j((XWz + X2y3 + X3y1) - [X2y1 +X3)2 +X1y3)]
qui peut étre réécrite :
1
> ((xayz = xayn) + (xays = xaya) + (xayr = xays))

Nous retrouvons notre formule des lacets de
souliers!

Comprendre intuitivement
la méthode des lacets
de souliers

Une preuve par récurrence de la méthode
des lacets de souliers est présentée a la page
suivante. Il est par contre difficile de com-
prendre intuitivement pour quoi la méthode
fonctionne uniquement en étudiant cette
preuve.

Rappelons que la méthode des lacets de
souliers est obtenue en sommant les aires
signées (positive si on numérote en sens
anti-horaire et négative si on numérote
en sens horaire) des triangles de sommets
0S;S;,, ou le sommet O peut étre n'importe
ou dans le plan.

Puisque le point O peut se trouver n'importe
ou dans le plan, nous allons le choisir pour
débuter a l'intérieur du polygone (le cas ou
le point O se trouve a l'extérieur du poly-
gone est un peu plus compliqué, voir section
Problémes).

Soit le polygone ci-dessous ainsi que les
triangles 0S;S,,,. On remarque que tous les
triangles indiqués sont numérotés en sens
horaire et nous donnent des aires positives.
Nous avons colorié tous les triangles de cou-

leurs différentes.

S

4

Puisque la méthode des lacets de souliers
est en fait la somme des aires signées des
triangles, nous obtenons l'aire compléte du
polygone.

Conclusion

La méthode présentée dans cet article pré-
sente une maniére simple de calculer l'aire
d'un polygone, aussi compliqué soit-il. C'est
la méthode utilisée par Google Earth si
vous lui demandez une aire de polygone. En
effet, la formule est utilisée en arpentage, ou
il suffit de rentrer les coordonnées des som-
mets, par exemple répertoriées par un GPS
et la formule programmée a l'avance dans
un appareil peut directement calculer l'aire
encerclée par I'arpenteur.
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En 1970, « the Game of Life », un jeu étrange inventé par le mathématicien
John Conway, fut révélé au grand public dans la revue de vulgarisation
Scientific American. Avec des principes d'une grande simplicité et des résul-
tats surprenants, ce jeu suscita un engouement tel qu'il compte aujourd’hui
encore de nombreux adeptes et continue d'inspirer de nouvelles recherches

dans des domaines trés variés. Qu'est-ce qui explique un tel succés ?

France Caron
Université de Montréal

Imaginez une grille comme celle d'une feuille
de papier quadrillé, mais infinie : ce sera le
plateau de jeu. Chacun des carreaux repré-
sente une cellule qui peut étre soit morte,
soit vivante. Au début de la partie, on connait
I'état de chaque cellule. Les régles du jeu (voir
encadré) déterminent I'état de chaque cellule
au prochain tour a partir de |'état actuel des
8 cellules voisines qui l'entourent. Le jeu
consiste a suivre I'évolution dans le temps de
cet ensemble de cellules.

Regles du Jeu de la vie

Pour une cellule qui est vivante|[  :si 2 ou 3 de ses
cellules voisines sont aussi vivantes, elle continue
de vivre au prochain tour; sinon elle meurt.

Pour une cellule qui est morte | | : si exactement
3 de ses cellules voisines sont vivantes, elle devient
vivante au prochain tour; sinon elle reste morte.

La séquence d'images de cet encadré il-
lustre le résultat de I'application des regles
pour les deux tours suivant I'état associé a
la premiere image, ou seules quatre cellules
étaient vivantes.

Des structures étonnantes

Le choix des regles du Jeu de la vie, mal-
gré leur simplicité, a demandé une longue
période de réflexion, d'essai et d'ajustement
a John Conway. Il cherchait a ce qu'elles
réalisent les trois objectifs suivants: 1) per-
mettre que des configurations initiales
simples puissent se développer et changer
sur plusieurs tours avant de se stabiliser,
de disparaitre complétement ou d'osciller;
2) faire voir que des configurations semblent
se développer sans limite; 3) rendre impos-
sible la preuve simple de la croissance infinie
d'une configuration initiale.

Et en effet, selon la configuration initiale, on
peut voir apparaitre des figures d'une grande
diversité. On note d'abord des structures
stables, qui ne changent pas d'une itération a
I'autre, comme celles-ci:

[l'y a aussi des structures oscillant entre deux
ou plusieurs états, comme celle-ci :



ou celle-13 :

On observe aussi des structures oscillantes
qui semblent se déplacer, comme si elles
rampaient:

Le développement de la structure ci-
haut a une période de 4 temps, au bout
desquels elle reprend sa forme ini-
tiale mais décalée d'une case a droite et
d'une case en bas, par une translation de
(+1, -1). A condition que d'autres structures
ne viennent pas la déranger dans son par-
cours, elle peut ainsi se maintenir et se dé-
placer a l'infini. On appelle « vaisseaux » de
telles structures.

D'autres configurations initiales trés simples,
comme celle ci-dessus (en t=0), peuvent
donner lieu a des développements élaborés
ou les cellules vivantes paraissent vouloir se
multiplier & l'infini (comme ici en t=80, ou
I'on peut apprécier le maintien de la symétrie):

De tels développements finissent typique-
ment par se réduire a une configuration
réduite, stable ou oscillante, apres parfois des
centaines ou des milliers d'itérations. John
Conway formula la conjecture qu'aucune
structure ne pouvait croitre indéfiniment et
offrit un prix de 50 $ a qui pourrait prou-
ver ou invalider cette conjecture avant la fin

Le jeu de la vie | France Caron e Université de Montréal

de 1970. Le prix fut accordé en novembre
1970 a une équipe du MIT qui avait élaboré
une structure produisant toutes les 30 ité-
rations un nouveau vaisseau sans menaces
extérieures, offrant ainsi a la fois une crois-
sance infinie et une preuve simple de cette
propriété.

Un jeu ?

S'agit-il vraiment d'un jeu ? Conway aimait
dire que le Jeu de la vie était un jeu a zéro
joueur, puisqu'une fois précisée la configu-
ration initiale des cellules vivantes, il n'y a
plus aucune décision a prendre. Comme il
suffit d'appliquer les mémes régles simples a
répétition et comme ces régles ne font pas
intervenir le hasard, le déroulement d'une
partie est entierement déterministe. Cela ne
veut pas dire pour autant qu'on puisse en
deviner facilement I'évolution. Et c'est ce
que recherchait Conway : que du détermi-
nisme des regles émerge l'incertitude du
résultat, que de la simplicité €émerge une
certaine complexité.

En jouant avec différentes configurations ini-
tiales, on peut observer comment prennent
forme des structures croissantes, décrois-
santesou périodiques. On peutaussi apprécier
I'effet majeur de changements en apparence
mineurs. On peut chercher a créer le plus
long développement avant stabilisation ou
oscillation. Si John Conway avait initialement
exploré a la main ces différentes possibilités,
muni d'un simple jeu de go (une planche de
bois quadrillée et des jetons), il est évidem-
ment beaucoup plus rapide et efficace d'utili-
ser I'un des environnements informatiques"
qui depuis ont éteé développés a cette fin. Des
communautés se sont baties pour poursuivre
les explorations, et méme l'intelligence artifi-
cielle est maintenant mise a contribution par
certains.

Finalement, on peut aussi jouer a program-
mer soi-méme le Jeu de la vie (voir I'encadré).
C'est un probléme parfait pour jouer avec les
boucles : dans le temps, pour chacun des
tableaux successifs, et dans l'espace pour
parcourir I'ensemble des cellules. Il faut aussi
garder en mémoire au moins deux versions
du tableau, celle de I'état actuel des cellules
et celle de leur état au prochain tour, car la

1. Voir playgameoflife.com ou conwaylife.com.
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John Horton Conway

Né en 1937 a Liverpool (R-U), John Conway
s'est intéresse trés to6t aux mathématiques.
Cela I'a conduit a poursuivre des études dans
cette discipline a Cambridge, au premier cycle
et au doctorat. Adepte du backgammon, il
développe un intérét pour la théorie des jeux.

Devenu professeur a Cambridge en 1964, puis a Princeton en
1986, il contribuera a plusieurs domaines : géométrie, algebre,
théorie des groupes, théorie des nombres, théorie des jeux, topo-
logie et méme physique théorique.

Avec la grande popularité que connut son Jeu de la vie, il en vint
a en vouloir a ce jeu simple de prendre toute la place dans ce que
I'on semblait retenir de ses contributions. Avec le temps, il s'est
réconcilié avec sa création, reconnaissant volontiers qu'il s'agissait
d'une réalisation notable dont il pouvait étre fier.

En avril 2020, il est décédé de complications liées a la COVID-19.

mise a jour des états doit se faire en méme
temps pour toutes les cellules. Et quand le
programme finit par fonctionner, on a vrai-
ment le sentiment d'avoir gagné !

Un modele de la vie ?

Le Jeu de la vie permet-il de simuler la vie ?
Il est sOr qu'il n'en reflete pas la complexi-
té, qu'on se situe au niveau des cellules, d'un
organisme vivant ou d'un écosystéme. Cela
dit, peut-il, dans toute sa simplicité, consti-
tuer un modele pour décrire ou expliquer en
partie comment la vie se propage, s&€ main-
tient et s'éteint?

Les cellules du jeu ne correspondent pas
strictement a des cellules biologiques; on
doit plutdt les comprendre comme des en-
tités ou des zones qui peuvent accueillir Ia
vie, la favoriser, ou la menacer. On peut en
effet voir dans les régles du jeu le respect de

certains principes écologiques qui régulent
I'évolution des populations. Le fait qu'une
cellule meure si elle est entourée de moins de
deux cellules vivantes est une illustration de
la nécessité de soutien d'autrui pour survivre.
Le fait qu'une cellule meure tout autant s'il'y
a plus de trois cellules vivantes qui gravitent
autour d'elle reflete les dangers associés
a une surpopulation. Le fait que les condi-
tions soient encore plus séveres pour qu'une
nouvelle vie émerge témoigne de la grande
sensibilité de la reproduction aux conditions
ambiantes.

Le Jeu de la vie est en fait un cas particulier
d'automate cellulaire, un concept imaginé
par le mathématicien et physicien John von
Neumann pour modéliser et simuler sur une
simplegrille un processusd'autoreproduction.
En se permettant un plus grand nombre
d'états possibles pour les cellules, voire méme
en utilisant une variable continue pour les
décrire, et en se dotant de régles différentes
pour faire intervenir les cellules voisines, on
peut construire des automates cellulaires
pour modéliser et simuler un large éventail
de phénoménes qui ne se limitent pas au
domaine du vivant: croissance de cristaux,
progression d'épidémies ou de feux de forét
(image? ci-dessous), urbanisation, propaga-
tion de la chaleur, de gaz ou d'opinions poli-
tiques, etc.

En fonction des besoins, on peut se doter
de parametres et de variables aléatoires
pour définir les regles; on peut insuffler
une direction privilégiée de propagation en
accordant plus de poids a certains voisins

2. Image tirée de A Cellular Automata Model

for Fire Spreading Prediction, Quartieri et al.,
2010.




qu'a d'autres; on peut méme envisager
un automate tridimensionnel ou chaque
cellule cubique est entourée de 26 (=33-1)
voisines.

Qu’en retenir ?

Le Jeu de la vie peut d'abord étre vu comme
un objet ludique offrant le plaisir de I'explo-
ration et de la découverte.

C'est aussi un formidable rappel qu'un sys-
teme constitué de plusieurs éléments qui
s'influencent mutuellement peut donner lieu

a long terme a des résultats difficilement
prévisibles. Et cela, méme si les régles d'inte-
raction sont simples et connues. C'est l'une
des grandes idées a la base de |'¢tude des
systemes dynamiques complexes.

Finalement, partir de ce jeu pour découvrir
d'autres automates cellulaires peut étendre
les possibilités de modélisation qu'on envi-
sage. Cela peut méme conduire a revoir la
frontiére percue entre le continu et le discret.

Le jeu de la vie | France Caron e Université de Montréal
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Christian Genest
Université McGill

Louis-Paul Rivest
Université Laval

Les

pinsons

de Darwin

La théorie de I'évolution s‘appuie sur I'observation de la nature.

La statistique permet de déterminer si ces observations
témoignent de phénoménes réels.

C’est au naturaliste britannique
Charles Darwin (1809-1882) que
nous devons la théorie de |'évo-
lution selon laquelle les espéces
vivantes sont en perpétuelle
transformation morphologique
et génétique. Cette théorie,
aujourd'hui largement admise,
allait a l'encontre des dogmes
religieux du 19¢ siécle et il
fallut @ Darwin plus de vingt
ans de travaux pour batir son
argumentaire et convaincre
ses contemporains du bien-fondé de cette
thése par le truchement de son monumental
ouvrage, L'origine des espéces, paru en 1859.

Selon cette théorie, différents phéno-
menes, dont la sélection naturelle, font en
sorte que les individus les mieux adaptés a
leur environnement se reproduisent davan-
tage que les autres, ce qui conduit a terme
a I'apparition ou a la disparition de certaines
espéces. Darwin concut cette théorie a la suite
des travaux d'observation géologiques et
zoologiques qu'il réalisa entre 1831 et 1836
au cours de trois voyages d'exploration en
Amérique du Sud et dans I'océan Indien a
bord du navire HMS Beagle.

Sur les Tles Galapagos, Darwin observa la
présence d'une douzaine d'espéces d'oiseaux
apparentés mais présentant des particulari-
tés quant a leur comportement, leur chant, et
surtout la taille et la forme de leur bec. Une
fois rentré en Angleterre, il montra ses spé-
cimens au célebre ornithologue John Gould
(1804-1881), qui conclut que malgré leurs
différences morphologiques, ces espéces ap-
partenaient toutes aux genres Geospiza et
Camarhynchus. |l s'agissait dans tous les cas
de passereaux, communément appelés pinsons.

Geospiza
magnirostris (1)

Geospiza fortis (2)

- Partant du fait que ces pinsons
n'étaient pas répartis uniformé-
" ment sur les fles de I'archipel,
Darwin en conclut que l'isolement
géographique, la diversité des ha-
bitatset dessourcesd'alimentation
avaient conduit a la création d'es-
péces distinctes issues d'ancétres
communs. Ce phénomeéne dit de
spéciation, manifeste dans la mor-
phologie du bec des pinsons des
Galapagos, nourrit les réflexions
de Darwin sur ['évolution des
espéces et la sélection naturelle en réponse a
des changements environnementaux.

Depuis ce temps, de nombreux autres
exemples de spéciation sont venus confirmer
la théorie de Darwin. Dans un ouvrage de
vulgarisation intitulé « The Beak of the Finch »
quiluiavalule prix Pulitzer en 1994, I'écrivain
américain Jonathan Weiner a notamment
décrit les travaux réalisés subséquemment
par les biologistes britanniques Peter et
Rosemary Grant, qui ont mis en évidence
certaines évolutions de ces espéces.

Répartition des pinsons
sur les iles

A la base, la théorie de Darwin repose sur
I'observation que les 13 espéces de pinsons
des les Galdpagos ne sont pas réparties au
hasard dans I'archipel. Le tableau 1 témoigne
de ce fait. Douze espéces de pinsons et
17 1les de I'archipel y figurent. La 13¢ espéce,
présente partout, a été¢ exclue par souci
d'économie.

1. Sources: la Fondation Charles Darwin, Ebird
et Flickr
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I:G magnirostris 0 o 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1] 14
2: G. fortis ! 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0|13
3:G.fuliginosa 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0] 14
4: G. difficilis 0 0 I 1 1 o0 o0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1]710
5: G. scandens 1 11 0 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 012
6:G.conirostris 0 0 0 O O O O O O O I O I O O O 0| 2
7: C. psittacula 0 o 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0|10
8 : C. pauper 0O 0 0 0 0 0O 06 00O 01 0 0 0 0 0 0] 1
9 : C. parvulus 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 1 0 0]T10
10:Ccrassirostis ¢ 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0] 11
11 : C. pallidus 00 I 1 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0| 6
12:C. heliobates 9 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0O 0 0 0 0 0 0| 2
Total 3 3 10 9 9 7 8 9 7 8 3 8 3 6 8 2 2105
Tableau 1.

Présence (1) ou absence (0) de 12 espéces de pinsons sur 17 iles de I'archipel des Galdpagos. Les 17 iles répertoriées sont
les suivantes : A = Seymour, B = Baltra, C = Isabela, D = Fernandina, E = Santiago, F = Rabida,
G = Pinzén, H = Santa Cruz, | = Santa Fe, J = San Cristébal, K = Espanola, L = Floreana, M = Genovesa,
N = Marchena, O = Pinta, P = Darwin, Q = Wolf.

En termes mathématiques, le tableau 1 est
une matrice Xa double entrée dont I'élément
X; situe a l'intersection de la ligne /et de Ia
colonne j est tel que X;;=1si I'espece de pin-
son | est présente sur lle j et X/.j= 0 sinon.
On remarque que certaines espéces sont pré-
sentes sur plusieurs iles et d'autres non. Par
exemple, I'espéce #1 se retrouve sur 14 iles
et I'espéce #12 sur a peine deux d'entre elles.

Par ailleurs, on constate que certaines
espéces ont tendance a cohabiter, tandis que
d'autres pas, comme le montre le tableau 2
des « co-occurrences » entre les espéces. Ce
tableau n'est autre que le produit S = XXT
de la matrice X par sa transposée XT. L'élé-
ment S,.jsitué a l'intersection de la ligne j et
de la colonne j de la matrice S représente le
nombre d'lles ou les especes / et j cohabitent.
Cette matrice est forcément symétrique et
I'¢lément S; représente le nombre d'les sur
lesquelles vit I'espece ie {1,.., 12 }.

A titre d'exemple, l'espece #2 habite sur
13 fles. L'espéce #1 est aussi présente sur
11 d'entre elles mais I'espéce #6 sur aucune
d'elles. Autrementdit,ona S,, = 11 et 5,,= 0.

Ces observations pourraient-elles n'étre
que le fruit du hasard ou, au contraire,
témoignent-elles de réels phénomeénes bio-
logiques ou comportementaux? La question
mérite réflexion car il serait hasardeux de
chercher une explication, voire d'échafauder
une théorie, sur de simples coincidences.
C'est ici que la statistique « vole » a la res-
cousse, pour ainsi dire.

Espéces 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 14 11 11 10 10 1 10 O 10 11 6 2
2 1 13 13 7 12 0 10 0 10 11 6 2
3 1 13 14 7 12 1 10 1 10 11 6 2
4 10 7 710 6 1 6 0 7 7 5 2
5 10 12 12 6 12 0 9 0 9 10 5 1
6 1 0 1 1 0 2 0 1 O O O O
7 10 10 10 6 9 0 10 O 9 10 5 2
8 0 0 1 0 0 1. 0 1 O O O O
9 10 10 10 7 9 0 9 0 10 10 6 2
10 11 11 11 7 10 0 10 O 10 11 6 2
11 6 6 6 5 5 0 5 0 6 6 6 2
12 2 2 2 2 1 0 2 0 2 2 2 2

Tableau 2.

Matrice S des co-occurrences (et totaux par espéce sur la diagonale).

Le test exact de Fisher

Supposons que I'espéce 7 soit présente sur m
fles et qu'une autre espéce j soit présente sur
n fles. Supposons en outre qu'il y ait S,-j= X
fles ou les deux especes sont présentes. Pour
évaluer si la valeur de x sort de I'ordinaire ou
non (et donc si cette observation mérite que
I'on s'y arréte), le test exact de Fisher procéde
en deux étapes, comme suit :

1.Enumérer les valeurs possibles de x et en
déterminer les probabilités sous I'hypo-
thése que c'est par pur hasard que les deux
especes ont choisi les fles ou elles sont éta-
blies.

2.Pour juger si la valeur observée x témoigne
ou non d'une tendance a cohabiter, cal-
culer la probabilité Pr(X>x) d'observer par
hasard une valeur au moins aussi grande
que x.

Geospiza
fuliginosa (3)

o il ek
Geospiza difficilis (4)
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Geospiza
scandens (5)

Geospiza
conirostris (6)

Camarhynchus
psittacula (7)

Camarhynchus
pauper (8)

B W o
Camarhynchus
parvulus (9)

Considérons par exemple le cas des es-
peces i =1 et j=2. Le tableau 2 nous révele
que l'espece #1 est présente sur m=14 iles
et I'espece #2 sur n=13 iles. De plus, elles
coexistent sur x = 11 les. Si les especes ont
choisi les iles ou elles habitent par pur ha-
sard, alorsilya

a)(17x16x15)/(3x2x 1) = 680 facons de
choisir m=141iles pour l'espéce i

b)(17 x 16 x 15 x 14)/(4 x 3 x 2 x 1)
=2380 facons de choisir n = 13 iles pour
I'espéce J.

[l'y a doncau total 680x2380= 1618400 fa-

cons possibles de remplir les deux premiéres

lignes du tableau 1 et elles sont toutes équi-

probables si les espéces se répartissent au

hasard. Chacune d'entre elles conduit a une

valeur de x. En compilant les résultats, on

aboutit au tableau 3.

Valeur de x 10 11 12 13
Fréquence | 680 680 742560 185640 9520
Pourcentage| 42,06 % 45,88 % 11,47% 0,59 %

Tableau 3.
Valeurs et fréquences du nombre x
de co-occurrences des espécesi = 1 etj = 2 sous
le postulat d'équiprobabilité. Les pourcentages sont
calculés en fonction du total, soit 1 618 400.
Puisque la valeur observée est x = 11, on

trouve
Pr(X>x)=937720/1618400 = 0,579,

ce qui constitue le seuil observé du test.
Cette valeur étant assez élevee, il n'est pas
exclu que ces 11 co-occurrences soient attri-
buables au hasard. Autrement dit, on ne peut
pas se baser sur cette observation pour éla-
borer une théorie.

On peut répéter I'exercice pour d'autres paires
d'espéces et donc faire au total (12 x 11)/2 =
66 tests différents, dont les seuils observés
sont donnés dans la partie triangulaire su-
périeure du tableau 4. Dans ce tableau, I'en-
trée p;=Pr(Xz S;) représente le seuil observé
du test exact de Fisher pour les especes i < J.
On a par exemple p,, = 0,579, tel que calcu-
Ié plus haut.

Heureusement, la combinatoire permet de
simplifier les calculs. En effet, quelles que
soient les miles choisies par la premiére es-
pece, il y aura x co-occurrences si la seconde
espéce choisit au hasard x iles parmi les m
déja identifiées par la premiere espece et
n - xiles parmi les autres. Ceci n'est possible
que pour les valeurs entiéres de x telles que
x< min(m, n) et n- x< 17 - m. Pour chaque
telle valeur de x, on trouve alors
(m)( 17—m>
x/\ n-x

PrX=x) = <17) :
n

ou (o > = 0!
b bl(a-b)!

dénote le coefficient binomial. Cette équa-
tion permet de calculer relativement facile-
ment le seuil observé Pr(XZS,j) pour chaque
paire (j, j) d'espéces.

En consultant le tableau 4, on constate que
certains seuils observés sont trés petits.
Par exemple, on trouve p,. = 0,002, ce qui
suggére que les espéces #2 et #5 ont vérita-
blement tendance a cohabiter. Il appert aussi
que les espéces #7,9 et 10 occupent la méme
niche écologique (puisque les seuils observés

1 2 R} 4 5 6 7 8 9 10 11 |
1 0,579 1 0,051 0,676 0,978 0,051 1 0,051 0,029 0,243 0,669
2 | 0,879 0,006 0912 0,002 1 0,015 1 0,015 0,006 0,139 0,574
310,53 1 1 0,015 0,978 0,051 0,824 0,051 0,029 0,243 0,669
4 1 0,441 0,176 0,959 0,846 0,646 1 0,268 0,484 0,16 0,331
51 0809 1 1 0,278 1 0,06 1 0,06 0,028 0,395 0,926
6 | 0,331 0,044 0,331 0,669 0,074 1 0118 1 1 1 1
7 1 1 1 0,732 0,997 0,154 1 0,004 0,001 0,16 0,331
8| 0,176 0,235 1 0412 0,294 1 0412 1 1 1 1
9 1 1 1 0948 0997 0,154 1 0412 0,001 0,017 0,331
10 1 1 I 0,855 0,999 0,11 1 0353 1 0,037 0,404
11 1 1 1 0,983 0,925 0,404 0,983 0,647 1 1 0,11
12 1 1 1 1 0515 0772 1 0,882 1 1 1

Tableau 4.

Matrice des seuils observés des tests exacts de Fisher unilatéraux. Au-dessus de la diagonale se trouvent les seuils des
tests d’association positive entre les especes, sous la diagonale se trouvent les résultats des tests d'association négative.
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sont aussi petits). Il vaudrait donc la peine
qu'un.e biologiste se penche sur la question
et cherche les causes de ce phénoméne, le-
quel ne semble pas relever du hasard.

Quant aux valeurs rapportées sous la diago-
nale principale du tableau 4, ce sont celles
des probabilités p;=Pr(X<S,) pour toute
paire d'especes i > j. De trés petits seuils ob-
servés permettraient de conclure que les es-
peces correspondantes cherchent a s'éviter.
Cela ne semble pas étre le cas, puisque la plus
petite valeur observée, p,, = 0,044, n'est pas
significative.

Comparaisons multiples

Bien que la méthodologie associée au test de
Fisher soitirréprochable et éprouvée, le faitde
I'utiliser a répétition sur le méme échantillon
peut conduire a l'identification de « faux po-
sitifs ». Pour illustrer ce probléme, supposons
qu'un.e chercheur.e juge un résultat signifi-
catif au seuil de 19, c'est-a-dire si la valeur
x prise par la variable X est telle que Pr(X>x)
= 0,01. Ce choix est raisonnable car il n'y a
alors que 19 des chances de conclure a tort
a la présence d'un signal.

Or si on répétait la procédure k fois sur des
échantillons indépendants, la probabili-
té qu'au moins une des 100 valeurs obser-
vées de X'soit supérieure a x par hasard serait
alors g=1-(0,99)% Quand k = 5, on trouve q
=~ 0,049 et quand k=66, alors g = 0,485. Plus
le nombre de tests augmente, plus la proba-
bilité d'obtenir au moins un faux positif de-
vient grande.

Dans le cas des pinsons des fles Galapagos,
la situation est aussi compliquée par le fait
que les 66 tests possibles doivent tous étre
effectués sur le méme échantillon. Avant
de procéder a des comparaisons par paire,
il importe donc de réaliser a prime abord un
test global, c'est-a-dire qui tienne compte
simultanément des 12 especes et de leurs co-
occurrences sur les 17 Tles.

Un test global d’association

A partir du moment ol I'on veut comparer
plus de deux espeéces, il est plus commode de
raisonner en termes de co-occurrences né-
gatives. Une telle co-occurrence se produit
entre deux especes /et j chaque fois qu'il
existe deux fles U et V telles que i est pré-
sente sur U et pas sur V tandis que j est pré-
sente sur V mais pas sur U.

Considérons par exemple les especes i=1 et
Jj=2.Ense référant au tableau 1, on doit donc
chercher tous les patrons du type

(5 o) (6 7)

ou les deux colonnes correspondent aux choix
possibles d'ensembles d'fles {U,V}. Comme il
y a 17 fles, il y a en principe 17x16/2=136
comparaisons a faire, mais a peine 6 d'entre
elles révelent une co-occurrence négative
entre ces deux espeéces. Les ensembles d'iles
correspondants sont {A,M}, {A P}, {AQ},
{B,M}, {B,P} et {B,Q}.

Il se trouve en fait que le nombre de co-oc-
currences négatives entre deux especes /et j
se déduit facilement du tableau 2. En effet,
il est tout simplement donné par le produit

Cy=(5;-S)%(5;-S)-

Dans notre exemple, on a S;= 14.5,-j=13 et
S,-j=11, d'ou C,-j=3><2=6.

Motivés par cette observation, le zoologiste
israélien Lewi Stone et I'environnementaliste
australien Alan Roberts ont proposé en 1990
de faire tout simplement la moyenne de
toutes les valeurs Cj; obtenues en faisant va-
rier i et j systématiquement dans I'ensemble
{1,...,r} des respéces. Leur statistique, appe-
lée C-score, s'exprime donc comme suit :

C- ﬁz Z'jc,,

=1 j=i
2

Camarhynchus
crassirostris (10)

Camarhynchus
pallidus (11)

Camarhynchus
heliobates (12)
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Ainsi, plus la valeur de Cest grande, plus il

/ o L2
2000 [ \\ y a présence d'association négative entre les
1500 IR especes.
1000 / \\ Pour les pinsons des iles Galapagos, on
500 | / \ trouve C=6,22. Pour déterminer si cette va-

0 / leur est révélatrice ou non d'une association

6 8 10 12 | négative entre les espéces, on procéde alors
g;f:ﬁe selon la méme logique que pour le test de

Fisher. Autrement dit, il faut :

1.Enumérer les valeurs possibles de C et en
déterminer les probabilités sous I'hypo-
thése que c'est par pur hasard que les r
espéces ont choisi les iles ou elles sont
établies.

Polygone de fréquences
de la statistique C
simulée 10 000 fois
et, en rouge, valeur de
cette statistique pour
les données
du tableau 1.

2.Pour juger si la valeur observée c témoigne
ou non d'une tendance a cohabiter, calcu-
ler la probabilité Pr(C< ¢) d'observer par
hasard une valeur au moins aussi petite
que c.

g Accronoth  voi. 19« hiver- printemps 2024
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Figure 2.
Carte Google Maps de I'archipel des iles Galapagos.

L'fle Isabela, la plus vaste, se trouve a quelque 1 102 km & I'ouest
des cotes équatoriennes. Une distance de 929 km sépare le continent de la plus orientale
des iles, San Cristébal. L'archipel se compose d'une quarantaine d'iles volcaniques formant
une province de I'Equateur depuis 1832 avec Puerto Baquerizo Moreno pour capitale.
Il accueille le parc national des Galdapagos et la réserve marine des Galdpagos qui
constituent un site du patrimoine mondial de I'Unesco.

Comme on I'a déja vu, il y a 680 x 2380 =
1 618 400 facons possibles de remplir les
deux premieres lignes du tableau 1.1y a aussi
680 facons de remplir la 3¢ ligne, 19 448
facons de remplir la 4¢ ligne, etc. Au total, il y
aurait donc plus de 2,4x10% cas a énumérer
pour pouvoir calculer la loi exacte de la
statistique C sous I'nypothése que les 12 es-
peces sont distribuées au hasard.

Malheureusement, cette tiche est hors de
portée avec les moyens de calcul actuels.
On procede donc plutdt par simulation, en
générant au hasard un grand nombre de
matrices, disons 10 000, sous I'hypothése de
répartition aléatoire des especes. On calcule
alors les 10 000 valeurs correspondantes de
la statistique C, ce qui conduit a un polygone
de fréquences, comme celui de la figure 1.

Cette figure montre que les 10 000 valeurs
de la statistique C simulées a partir des
totaux lignes du tableau 1 varient entre
6 et 12. Il se trouve qu'a peine 4 des 10000
valeurs simulées sont plus petites que la
valeur observée, soit C=6,22. Commelavaleur
calculée sur les données est beaucoup
plus petite que la vaste majorité de celles
obtenues en simulant sous le modele
d'indépendance, on conclut, comme pré-
cédemment, qu'il existe des associations
positive entres certaines especes.

Prise en compte
de la taille des iles

Bien que I'analyse statistique présentée
ci-dessus soit parfaitement rigoureuse au
plan mathématique, elle n'est pas exempte
de critique. En effet, si on jette un coup d'ceil
a la carte des iles Galdpagos représentée
a la figure 2, on se rend vite compte que
certaines iles sont beaucoup plus grandes
que les autres. Par exemple, Isabela (C) a une
superficie de plus de 4500 km?, alors que
Pinta (O) en fait & peu prés 60.



On s'attend donc a retrouver plus d'espéces
sur les grandes fles que sur les petites, et c'est
effectivement ce que I'on constate au tableau
1. Or, ni le test exact de Fisher ni celui de
Stone et Roberts ne tient compte de ce fac-
teur. Alors que le nombre total d'especes par
fle varie de 2 a 10, moins de 3% des 10 000
matrices 12 X 17 simulées aléatoirement
reflétaient une telle étendue. L'analyse pré-
cédente doit donc étre nuancée, puisqu'elle
ne reproduit pas les conditions dans
lesquelles les pinsons ont été observés sur les
Tles Galapagos.

Est-il possible de réaliser une analyse qui
tienne compte des tailles trés variables des
fles? La réponse a cette question est oui. Il
suffit pour cela de comparer la valeur obser-
vée de la statistique C a sa distribution sur
I'ensemble des matrices 12 x 17 dans les-
quelles les O et les 1 sont placés au hasard,
mais de telle sorte que les totaux de lignes et
de colonnes soient les mémes que ceux ob-
servés dans le tableau 1. On peut aussi faire
de méme pour toute statistique de la forme
S,j, ou i < j, et ainsi réaliser r(r-1)/2 tests
exacts a totaux de lignes et de colonnes fixés.
Sauf dans des cas triviaux, on ne dispose
pas d'une formule simple pour le calcul du
nombre de tableaux r xsdont les totaux des
lignes et des colonnes sont fixés. On peut
toutefois générer de telles matrices aléatoi-
rement a l'aide de méthodes dites MCMC
fondées sur des chaines de Markov Monte-
Carlo. Un tel algorithme s'appuie sur une
méthode de permutation proposée par les
statisticiens britanniques Julian Besag et
Peter Clifford.

Les analyses précédentes ont donc été
refaites avec une méthode de simulation
des matrices de présences-absences qui
préservent les totaux des lignes et des
colonnes du tableau 1. Ceci permet de
révéler la présence d'associations négatives
significatives entre certaines especes. La plus
marquée se produit entre les espéces #2
(G. fortis, & bec moyen) et #6 (G. conirostris,
a bec conique). La premiére est présente sur
13 iles et la seconde sur deux fles. Cepen-
dant, on ne les trouve jamais sur la méme fle.
Alors que le seuil observé du test d'associa-
tion négative entre ces deux espéces était de
4,49 au tableau 4, il chute 2 0,4% si on tient
compte de la taille des les.

Dans un article paru en 1973, I'ornitho-
logue britannique Mike Harris (décédé tout
récemment 4 I'dge de 84 ans) discute des
co-occurrences et suggére que cette associa-
tion négative est liée a la forme du bec des
deux espéces. L'espéce #6, a bec conique,
est spécialisée. Son bec long lui permet de
s'alimenter sur les fles Espafiola et Genovesa,
qui sont relativement petites et arides
(voir figure 2). En revanche, la diversité des
sources d'alimentation sur les autres iles
favorise l'espéce #2, le pinson a bec moyen,
qui est plus polyvalent.

Conclusion

Les méthodes statistiques présentées ici
permettent a la fois de confirmer des obser-
vations de terrain et de mettre en lumiere
certains phénomeénes sur lesquels les biolo-
gistes peuvent alors se pencher pour formuler
des conjectures, confirmer des hypotheses
ou simplement approfondir nos connais-
sances sur l'évolution des espéces et la
spéciation.

Au plan strictement mathématique, ces
méthodes posent aussi des défis intéres-
sants, dont celui d'énumérer toutes les
matrices 0-1a totaux de lignes et de colonnes
fixés. Il reste aussi beaucoup de travail a faire
pour améliorer l'efficacité des algorithmes
utilisés pour générer de telles matrices et
étudier leurs propriétés.

Charles Robert
% | Darwin

Né le 12 février 1809 a Shrewsbury et mort
le 19 avril 1882 a Downe, Darwin est un

naturaliste et paléontologue britannique.

Son ouvrage L'Origine des espéces paru en

1859, qui porte sur I'évolution des espéces
vivantes, a changé notre perception du monde.

Les pinsons de Darwin | Christian Genest ® Université McGill * Louis-Paul Rivest ¢ Université Laval
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Rubrique des I

Jean-Paul Delahaye

Université des Sciences

et Technologies de Lille
Le principe de récurrence est I'un des outils les
plus puissants du raisonnement mathéma-
tique. Il consiste, pour établir une propriété
générale du type « pour tout n, P(n) », & prou-
ver deux affirmations :

(i) P(0) est vrai
(ii) si P(n) est vrai pourA=0,1, .. k,
alors P(k +4) est vrai.

Dans un raisonnemgnt par récurrence, mal-
heureusement l'intuition est un peu perdue,
aussi des erreurs deviennent possibles. Voici
un exemple de raisonnement par récurrence
conduisant a une absurdité.

Nous allons démontrer qu'en mathématiques
rien ne bouge, plus précisément, nous allons
établir que toutes les fonctions x—x" (n un
entier fixé) sont des fonctions constantes.

i) C'estvraipour n=0carx%=1 (par conven-
tion) et que la dérivée d'une constante est
la fonction nulle.

ii) Supposons que c'est vrai pour n=0,1, ...,
k, c'est-a-dire que la dérivée de la fonc-
tion x—x" est nulle :

(x")" =0 pour n=0,1, ..., k
Utilisons maintenant la formule de dériva-
tion d'un produit (uv)'=u'v+uv.Ona:

() = (x- xK) = X - %k + x- (k)
On obtient O car, d'apres I'nypothese de
récurrence, on a X = (x')' = 0 (on utilise
I'hypothése avec n=1) et (x¥)' = 0 (on uti-
lise I'nypothése avec n= k).

Nous avons donc (x**')'=0, ce que nous
souhaitions. Qu'est-ce qui cloche ?

Solution du paradoxe précédent

Le de le plus fort

Si I'on admet que les organisateurs des
jeux de Loto ne trichent pas, alors toutes
les grilles ont la méme probabilité d'étre
tirées et cela a chaque tirage qui sera indé-
pendant des précédents. En particulier, il
est inutile de noter les numéros déja tom-
bés lors des tirages passés et de les éviter
(si I'on pense qu'ayant déja été tirés ils le
seront moins) ou de les jouer de préférence
aux autres (si I'on pense que ce sont des
numéros chanceux dont il faut tirer parti).

Tout comportement tentant d'exploiter
des informations sur les numeéros deja
tombés est une forme de superstition. Y
succomber est certes un penchant natu-

rel et c'est une forme de paradoxe que
de nombreuses personnes ayant suivi des
cours de probabilités basent leurs martin-
gales pour le Loto sur les numéros ancien-
nement tombés. Cependant, ce n'est pas
de ce paradoxe psychologique dont nous
voulons parler ici. Le paradoxe qui nous
intéresse est que :

- méme si les organisateurs du jeu ne
trichent paset que le passé des tirages
n'a pas la moindre influence sur
les prochains tirages, il est faux
d'en déduire que l'on doit
jouer au hasard et
que les numéros




Solution du paradoxe précédent

choisis quand on coche une grille sont sans impor-
tance. Certaines grilles sont meilleures que d'autres
pour une raison sérieuse qui ne contredit en rien les
lois admises des probabilités. Pourquoi ?

Solution du paradoxe

Le Loto, tel qu'il se pratique en France et dans de nom-
breux autres pays, répartit la somme gagnée entre les
joueurs ayant choisi les numéros gagnants. L'intérét
d'un joueur est donc de jouer une grille que personne
d'autre ne joue. Il n'augmente pas sa probabilité de
gagner, mais il augmente la somme d'argent qu'il
gagne le jour ou il gagne. Son espérance de gain -
la somme moyenne qu'il gagne a chaque fois qu'il joue
- augmente donc.

Ceux qui ne peuvent pas se passer du plaisir de réver
que l'on éprouve en remplissant une grille, et qui
voudraient rendre leurs méthodes de jeux plus ration-
nelles, doivent réfléchir aux grilles les plus jouées pour
les éviter et chercher a connaitre plus généralement
les numéros que les joueurs cochent le plus fréquem-
ment.

Pour connaitre les numéros joués préférentiellement,
on peut faire appel au bon sens psychologique. Les
joueurs composent assez souvent leurs grilles a par-
tir de dates. Cela favorise les nombres entre 1 et 12
(les numéros des mois), les nombres entre 1 et 31
(les numéros des jours), et le 20 (a cause des années
récentes qui commencent par 20). On sait aussi que les
numeros pris dans le monde réel sont souvent soumis
a la loi de Benford qui favorise les nombres commen-
cant par un 1 par rapport a ceux commencant par un
2, ceux commencgant par un 2 par rapport a ceux com-
mencant par un 3, etc.

L'hypothese que les petits numéros sont plus joués
que les autres peut étre confirmée trés simplement
en considérant le nombre de gagnants des diverses
grilles et en vérifiant que les grilles composées de
petits numeéros ont plus de gagnants que les autres.
Les tests statistiques menés dans ce sens donnent des

0o
-

\

résultats trés nets. On trouve par exemple que (a) la
moyenne des numéros des grilles pour lesquelles il
n'y a eu aucun gagnant de rang 1 est 2691 ; (b) la
moyenne des numeros des grilles ayant eu 8 gagnants
de rang 1 est 23,68 ; (c) la moyenne des numéros des
grilles ayant 16 gagnants de rang 1 est 21,66. Plus la
moyenne des numéros d'une grille est faible, plus elle a
de gagnants..., et moins elle rapporte. Derniere confir-
mation élémentaire de la préférence pour les petits
numéros : le plus petit gain obtenu par des gagnants
de rang 1 I'a été le 27 aolt 1994 pour la grille 4-5-7-
14-15-17 qui ne comporte aucun numéro au-dela de
17.

N'oubliez pas cependant que, méme en utilisant
les données statistiques des numéros joués par les
parieurs, il apparait quasiment impossible de rattraper
le pourcentage pris par la Francaise des Jeux et qu'elle
ne redistribue pas. Autrement dit, il semble qu'au
Loto aucune méthode ne conduise a des stratégies de
jeux ou I'espérance de gains soit supérieure a l'argent
dépensé pour jouer. Il vaut mieux ne pas jouer !

Courbe des numéros choisis
Plus joués : 7,9, 13, 12, 11,5
Moins joués : 41,39,32, 38, 40

0,032 :
0,030 7 = Méthode 1
— Méthode 2
0,028 ’ 9 13
£ 0,026 =
= 0,024 \’ %\ 19
| \L/A | \ A 27
S 0,022 1112
“ 0,020 \\VJ\VN V\
0,018 ,mvvm VA
0,016 \v\l
0014 i
! 5 10 15 20 25 30 35 40 45 49

Estimation des fréquences avec lesquelles les joueurs de Loto
choisissent les numéros qu'ils cochent

Cette courbe indique les numéros les plus joués par les joueurs du Loto
de la Francaise des Jeux. Chaque numéro, a priori, devrait étre joué avec
une probabilité de 1/49, Cependant, parce que les joueurs choisissent
des dates ou de numéros provenant de données réelles ou parce que
certains numeéros ne plaisent pas (le 2 par exemple), les probabilités se
trouvent parfois au-dessus ou au-dessous de 1/49. La Francaise des Jeux
ne publie pas ces données. elles ont été calculées par des méthodes
d’estimations statistiques indirectes. Deux méthodes différentes ont été
utilisées. Le fait qu’elles coincident presque en tout point assure qu’elles
sont proches des données réelles gardées secretes. On remarque que le
numéro 7 est le plus populaire et qu’une tendance générale est que plus
le numéro est grand, moins il est joué, ce qui est conforme aux explica-
tions invoquant |'attrait des joueurs pour les dates et une incidence de la
loi de Benford.
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Forteresses

Galerie d'art

Polygone convexe

IV
|A(0{5

=

1 =504, 2)
il i\

L asi=3)
Polygone étoilé

Point a I'extérieur
du polygone

Les casiers de I'école

1. Montrer que les nombres naturels possé-
dant un nombre impair de diviseurs sont
précisément les carrés parfaits.

2. Etant donné un naturel n écrit comme le
produit de deux facteurs, n = a x b (avec
a < b), montrer que a<Jnetb=yn.

3. Considérant les 1000 casiers de |'école de
la Longue-Pointe,

a) quel est le premier casier touché par les
élevesE et B,7 E et Bg? B, et B2 By By
et B,?

b) quels sont tous les casiers touchés par
les éleves E. et E,? etc. (voir a).

¢) quels sont tous les éléves touchant aux
casiers Cget C, .7 Cget C,;? C et C?
CpetCuy? C, Cppet Cye?

d) quel est le dernier éléve touchant aux
casiers Cg et C,? ete. (voir c).

4. Alécole du Rond-Point, les 1000 casiers
sont placés tout autour d'un long cor-
ridor circulaire. Quelles portes sont ou-
vertes et lesquelles sont fermées, aprés le
passage des 1000 éléves?

Tuyau : Examiner des cas simples — par
exemple des écoles avec n casiers et n
éleves, pour 1 < n < 8. A noter que tout
éleve doit éventuellement toucher au
casier C, (pourquoi?), et c'est alors qu'il
arréte son manege. Une étude détaillée
de 'action de chacun des éléves, dans le
cas n= 12, peut suggérer qu'il est souvent
possible de les associer deux par deux.

La position d’un navire

1. Montrer que la mesure d'un angle inscrit
dont les cotés ne passent pas par le centre
d'un cercle vaut la moiti¢ de I'angle au
centre interceptant le méme arc.

2. Montrer que I'angle entre une corde et la
tangente au cercle au point d'intersection
de la corde et du cercle est égal a I'angle
inscrit sous-tendu par cette corde.

3. Le capitaine a calculé que I'angle entre
la position du bateau et les points A
et B est de 35°, et qu'il est de 48°
avec les points Bet C Déter-
miner la position du ba-
teau sur la carte et
calculer le rayon
des arcs capables.

Surveiller une galerie d'art

1. Montrer que pour tout n, alors
| (n+1)/2]=[n/2]. et pour tout n >3,
alors | (n+2)/3]<[n/2]

2. Considérant les deux forteresses (en
rouge), appliquer I'algorithme de Ia
forteresse pour déterminer ou placer les
cameéras pour en surveiller I'extérieur.

3. Placer des caméras permettant de
surveiller cette galerie (en vert)

a) par une triangulation du polygone,

b) par une division du polygone en quadri-
latéres convexes.

La formule des lacets
de souliers

1. Trouvez l'aire du polygone convexe (en
bleu) en utilisant la triangulation propo-
sée a la premiere figure de I'article.

2. Trouvez l'aire du polygone étoilé en utili-
sant la méthode des lacets de souliers.

3. Démontrez que la méthode des lacets de
souliers correspond bien a la somme des
aires signées des triangles 05,5, ,, lorsque

le point est a I'extérieur du polygone (en

vert).

Les pinsons de Darwin
Montrer que dans le cas de n = 2 espéces,
le test fondé sur la statistique Cse réduit
au test exact de Fisher.
Suggestion: noter que

C=Cy=(51-51,) x (5, - 5))
est une fonction décroissante de S,, puisque
S, <min (S, S,,).



o plus!

Accro-flashs
Les casiers de I'école

¢ | e probleme des casiers de I'école (version « école de la Longue-Pointe ») est un classique de la littérature portant
sur la formation mathématique des enseignants. Voir par exemple

Bell, Max S., Karen C. Fuson, et Richard A. Lesh, Algebraic and Arithmetic Structures.: A Concrete Approach for
Elementary School Teachers. New York: The Free Press, 1976 (p. 620).

® |a généralisation a la version « école du Rond-Point » a été proposée par
Cassidy, Charles, et Bernard R. Hodgson, « Because a door has to be open or closed... »
The Mathematics Teacher 75 (1982) 155-158.

(Article réédité sous le titre « Because a door has to be open or closed: An intriguing problem solved by some
inductive exploration. » In: Stephen |. Brown et Marion |. Walter, dir., Problem Posing: Reflections and Applica-
tions. Hillsdale, N.J. : Lawrence Erlbaum Associates, 1993, pp. 220-228.)

Histoire des mathématiques
Jean Deshayes et la cartographie du fleuve Saint-Laurent

¢ Jean Deshayes, rapport d'expédition, Archives du Séminaire de Québec.
https://1drv.ms/b/s!AsdJj9mYtYWOITDdjpdtL-XgwUea

e Pour avoir acces a la cartedu Saint-Laurent par Deshayes (p. 25): https.//gallica.bnf.fr/ark:/12148/btv1659733439

Application des mathématiques
La formule des lacets de souliers

e Braden, Bart. « The surveyor’s area formula ». The College Mathematics Journal 17 (4): 326-37, 1986.
https.//www.academia.edu/8176010/The_Surveyors_Area_Formula

e Golomb, Solomon W. « Proof without words: A 2 x 2 determinant is the area of a parallelogram ».
Mathematics Magazine 58 (2): 107-7, 1985. https.//doi.org/10.1080/0025570X.1985.11977163.

¢ Lim, Woong. « Shoelace formula: connecting the area of a polygon and vector cross product ». The
Mathematics Teacher 110 (April): 631-36, 2017. https.//www.researchgate.net/profile/\Woong-Lim-2/
publication/315737612_Shoelace_formula_Connecting_the_area_of_a_polygon_and_vector_cross_product/links/
babae4de0f7e9b51b388bb98/Shoelace-formwula-Connecting-the-area-of-a-polygon-and-vector-cross-product.pdf

e Laforest, Marc, et Isabelle Jalliffier-Verne. « La formule de Pick ». Accromath, vol. 5, été-automne, 2010, pp. 10-13.
https.//accromath.ugam.ca/wp-content/uploads/2013/04/Pick.pdf

e Rakhmanov, Ochilbek. « A new approach (extra vertex) and generalization of shoelace algorithm usage in convex
polygon (point-in-polygon) ». CoRR abs/1907.11015, 2019. https.//arxiv.org/fto/arxiv/papers/1907/1907.11015.pdf

Statistique
Les pinsons de Darwin
e Besag, J. & P. Clifford (1989). « Generalized Monte Carlo significance tests ». Biometrika, vol. 76, pp. 633-642.

e Harris, M. P. (1973). « The Galdpagos avifauna ». The Condor, vol. 75, pp. 265-278.
https://sora.unm.edu/sites/detault/files/journals/condor/v075n03/p0265-p0278.pdf

e Stone, L. & A. Roberts (1990). « The checkerboard score and species distributions ». Oecologia, vol. 85, pp. 74-79.
https.//www.tau.ac.il/lifesci/departments/zoology/members/stone/documents/checkerboardscoreandspecies.pdf

e Les pinsons des Galapagos de Darwin. https:/fr.happygringo.comyblog/darwins-galapagos-finch/


https://onedrive.live.com/?authkey=%21AN2Ol20v5eDBR5o&id=B485B598D98F49C2%211200&cid=B485B598D98F49C2&parId=root&parQt=sharedby&o=OneUp
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/btv1b59733439
https://www.academia.edu/8176010/The_Surveyors_Area_Formula
https://accromath.uqam.ca/wp-content/uploads/2013/04/Pick.pdf
https://arxiv.org/ftp/arxiv/papers/1907/1907.11015.pdf
https://sora.unm.edu/sites/default/files/journals/condor/v075n03/p0265-p0278.pdf
https://www.tau.ac.il/lifesci/departments/zoology/members/stone/documents/checkerboardscoreandspecies.pdf
https://fr.happygringo.com/blog/darwins-galapagos-finch/

Accromath est une publication de I'Institut des sciences mathéma-
tiques (ISM) et du Centre de recherches mathématiques (CRM). La
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L’Institut des sciences mathématiques est une institution unique
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CENTRE
DE RECHERCHES
MATHEMATIQUES

Le Centre de recherches mathématiques est un centre national
pour la recherche fondamentale en mathématiques et ses applica-
tions. Les scientifiques du CRM comptent plus d’une centaine de
membres réguliers et de stagiaires postdoctoraux. Lieu privilégié
de rencontre, le Centre est I’'hdte chaque année de nombreux Vvisi-
teurs et d’ateliers de recherche internationaux.

Les activités scientifiques du CRM comportent deux volets principaux :
les projets de recherche qu’entreprennent ses laboratoires, et les
activités thématiques organisées a I'échelle internationale. Ces
dernieres, ouvertes a tous les domaines, impliquent des chercheurs
du CRM et d’autres universités. Afin d’assurer une meilleure
diffusion des résultats de recherches de ses collaborateurs, le CRM
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