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Nous tenons à remercier En avant math! qui nous a accordé une
subvention afin d’augmenter le nombre de pages de la revue en y
ajoutant des articles accessibles pour le niveau secondaire, et de la
brancher aux réseaux sociaux.

Dans l’article Quadriller un territoire avec des antennes, Christiane
Rousseau nous invite à une réflexion sur la disposition des antennes
de téléphonie mobile pour assurer l’accès au signal de la façon la plus
économique possible en tout point d’un territoire.

Dans Différence de carrés, deux jeunes interlocuteurs, Zia et Léo,
discutent d’une observation intrigante faite par ce dernier, discus-
sion qui les mène à développer une approche générale de calcul des
différences de carrés.

Dans Améliorer l’accessibilité au cœur des bidonvilles, Marc-André
Desautels nous présente une démarche pour reconfigurer à coût mini-
mum des quartiers d’une ville et donner l’accès aux services publics.

Dans Les modèles compartimentaux, Christiane Rousseau nous
explique comment la modélisation mathématique permet de
comprendre la dynamique de phénomènes évolutifs.

Dans l’article Couples stables et prix Nobel, Serge Fontaine nous
présente une solution applicable à des problèmes qui vont des admis-
sions dans les universités au recrutement des internes en médecine,
ou plus généralement au recrutement universitaire.

Alice et la fourmi discutent d’aspects de la physique quantique qui
paraissent si bizarres et contre-intuitifs qu’il est difficile d’y croire
dans l’article L’étrangeté du monde quantique, de Patrick Labelle
et Vasilisa Shramchenko.

Dans Comparaison d’aires : 3. La méthode des indivisibles, André
Ross poursuit sa description de la façon dont a été traité le problème
des aires dans l’histoire.

Dans Glanures mathématico-littéraires, Bernard R. Hodgson
réfléchit à l’adage « un mathématicien qui n’est pas un peu poète ne
sera jamais un mathématicien complet ».

Dans Le secret statistique, Dylan Spicker, Erica E.M. Moodie et
Christian Genest nous expliquent comment on peut partager des
données sensibles ou les rendre publiques tout en préservant
l’anonymat des personnes concernées.

Quelle est la meilleure stratégie pour gagner le plus possible à la loterie ?
C’est le problème posé par Jean-Paul Delahaye dans le paradoxe
Gagner au loto.
Invitez vos élèves et collègues à nous suivre sur les médias sociaux.

Bonne lecture !

André Ross
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Le réseau hexagonal
On considère un
réseau d’hexagones
de côté c.

Il est facile de véri-
fier que c = d.

Comptons main-
tenant le nombre
d’antennes néces-
saires pour un
grand carré de côté
L. Sur chaque ran-
gée horizontale, les
distances entre les
antennes alternent
entre 2c et c.
Donc la distance

moyenne entre deux antennes est 3c/2 = 3d/2.
Il faut donc  2L/3d antennes par rangée. La
distance entre les rangées est la hauteur du
triangle équilatéral de côté c, soit

h c d .
3

2
3

2
= =

Donc, on a besoin de L h L d2 3=  rangées.
Au total, on a besoin d’environ

L
d

L d,
4

3 3
0 77

2

2
2 2≈

antennes, soit exactement le double du
nombre nécessaire avec le réseau triangulaire.

On peut comprendre pourquoi ce nombre
est exactement le double. En effet, chacun
de ces réseaux peut être obtenu de l’autre en
prenant les antennes
au centre des cellules,
et on voit sur la fi-
gure (ci-contre) que
le d est le même pour
les deux réseaux (le
petit segment rouge sur
la figure). Sur chaque rangée horizontale, on a deux
antennes du réseau hexagonal pour une antenne
du réseau triangulaire.

Une autre manière
de faire les calculs
On aurait pu faire les calculs un peu
différemment. Prenons le cas du réseau
triangulaire, et supposons que notre grande
région a pour aire A. Chaque triangle a pour

aire ah d .
1
2

3 3
4

2=

Donc, on a environ =N A d4 3 3 2

triangles.

Chaque triangle a trois antennes, mais
chaque antenne est partagée par six
triangles. Donc, on a deux fois moins d’an-
tennes que de triangles, soit A d2 3 3 2

antennes, comme calculé précédemment.
À vous de faire les mêmes calculs pour les
réseaux carré et hexagonal.

Le cas général
Nous avons exploré trois réseaux
et vu que le réseau triangulaire
équilatéral est bien plus écono-
mique que les deux autres. En
fait, il est connu que l’on ne peut
faire mieux, mais une preuve ri-
goureuse traitant le cas géné-
ral est très difficile. Par contre, si on
explore d’autres exemples particuliers
de réseaux, on verra qu’ils sont tous
moins bons que le réseau trian-
gulaire équilatéral.

Et si le territoire
n’est pas très grand?
Si le territoire est un grand carré,
nous avons négligé les effets au
bord, parce que le périmètre est
P = 4L, alors que l’aire est A = L2 et
que P est pas mal plus petit que A si
L est grand. Mais, bien sûr, un bon
positionnement des antennes
est nécessaire auprès du
bord. Aussi, si le territoire
a une forme compliquée,
ou des ramifications, ou
encore des montagnes qui
constituent des obstacles au
signal, un positionnement
plus astucieux devra être
recherché, possiblement par
tâtonnements.

Quadriller un territoire avec des antennes |  Christiane Rousseau  • Université de Montréal
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Zia
Qu’est-ce que tu veux dire ?

Léo
Si la différence des deux nombres n’est pas 1,
ça ne marche pas.

Zia
On peut peut-être trouver autre chose. Consi-
dérons que la différence des deux nombres
est 2. Qu’est-ce que ça donnerait ?

Léo
En supposant que le plus petit des deux
entiers est n l’entier suivant est n + 2. La dif-
férence des carrés est alors

(n + 2)2 – n2.
En factorisant, j’obtiens

(n + 2)2 – n2 = (n + 2 + n)(n + 2 – n)
= (2n + 2) × 2.

Zia
On essaie avec une différence de trois ?

Léo
Pourquoi pas?
En supposant que le plus petit des deux
entiers est n le plus grand est n + 3. La diffé-
rence des carrés est alors

(n + 3)2 – n2.
En factorisant, j’obtiens

(n + 3)2 – n2 = (n + 3 + n)(n + 3 – n)
 = (2n + 3) × 3.

Zia
Je pense qu’on peut généraliser en suppo-
sant que la différence des deux entiers est k,
qu’en dis-tu ?

Léo
Je crois aussi qu’on peut généraliser. Es-
sayons pour être certain.
On représente par n le plus petit des deux en-
tiers et  le plus grand par n + k. La différence
des carrés est alors

(n + k)2 – n2.
En factorisant, j’obtiens

(n + k)2 – n2 = (n + k + n)(n + k – n)
 = (2n + k) × k.

Zia
Avec ce résultat, tu peux impressionner la galerie.

Léo
Impressionner la galerie ?

Zia
Je vais te montrer. Supposons que tu es la
personne que je veux impressionner. Je te
demande de choisir deux nombres entre 1 et 50.

Léo
Je choisis 27 et 36.

Zia
Tu demandes à la personne si elle peut calculer

362 – 272

plus vite que toi.

Léo
Je vois. La différence des nombres est k = 9,
je calcule donc

(2 × 27 + 9) × 9 = 63 × 9
= 60 × 9 + 3 × 9
= 540 + 27 = 567.

Super ! À ton tour. Choisis deux chiffres de
1 à 50.

Zia
Je choisis 4 et 48.

Léo
La différence est 44, en l’additionnant à deux
fois le plus petit nombre, ça donne 52 et en
multipliant par 44, ça donne
52 × 44 = (50 + 2) × (40 + 4)

= 50 × 40 +2 × 40 + 50 × 4 +2 × 4
= 2 000 + 80 + 200 + 8 = 2 288.

On dirait que plus la différence entre les deux
nombres est grande, plus celle entre leurs
carrés est grande.

Zia
C’est croissant, mais selon quelle courbe ?

Léo
Représentons graphiquement les différences
entre les car-
rés. En notant
k la valeur de
la différence
entre les en-
tiers, celle
entre les car-
rés est y = k2

+ 2nk. J’ouvre
une feuille de
calcul dans
Excel et je re-
présente gra-
phiquement.

Zia
On voit que la croissance est parabolique.
On aurait dû s’en douter, puisque y = k2 + 2nk
est l’équation d’une parabole.

k
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15

5
12
21
32
45
60
77
96
117
140
165
192
221
252
285

9
20
33
48
65
84
105
128
153
180
209
240
273
308
345

17
36
57
80
105
132
161
192
225
260
297
336
377
420
465
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Différence de carrés |  André Ross  • Professeur retraité
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Le Programme des Nations unies pour les établissements humains
décrit un bidonville comme la partie défavorisée d’une ville caracté-

risée par des logements très insalubres et construits par les habitants
avec des matériaux de récupérations, une grande pauvreté et sans

aucun droit ou sécurité foncière. La plupart des habitants des
bidonvilles n’ont pas accès à l’eau potable, ni aux égouts. Plusieurs
résidences de bidonvilles n’ont pas d’adresse et ne peuvent pas être

facilement rejointes par un véhicule, ce qui rend difficile l’accès aux
services médicaux et aux services d’incendie.

En raison de l’accroissement de la population
mondiale et surtout de la population urbaine,
le nombre d’habitants des bidonvilles est
en augmentation. En 2008, un milliard de
personnes sur la planète vivaient dans des
bidonvilles et les prévisions sont de trois
milliards pour 2050.
Pour contrer ce problème, les Nations Unies
veulent promouvoir des villes écologiques,
durables à la fois économiquement et
socialement. Pour ce faire, une solution est
d’ajouter des voies d’accès pour offrir les
services de base aux habitants des bidonvilles.
Puisque la définition de bidonville implique
un manque d’accès, celui-ci peut être
interprété mathématiquement comme un
manque de connectivité. Ceci implique que
la branche des mathématiques qui étudie la
manière de déformer, plutôt que la géométrie,
pourrait donner une nouvelle perspective à
ce problème.

Marc-André
Desautels

Cégep
Saint-Jean-sur-Richelieu

Comment identifier
les bidonvilles?
Nous allons débuter en introduisant un
algorithme (une sorte de recette que nous
pouvons répéter et surtout que nous pouvons
apprendre à un ordinateur) permettant
d’identifier les quartiers où les résidents
n’ont pas accès au réseau routier (bien sûr,
nous pourrions faire de même pour le réseau
d’aqueduc, d’égouts, etc.) de la ville. Nous
utiliserons les lignes de couleur bleu pour
représenter le réseau routier et les lignes de
couleur orange pour représenter les parcelles
de terrain, comme des bâtiments ou des
terrains.
Remarquons que dans le quartier ci-dessous,
chaque parcelle de terrain est adjacente
à une portion du réseau routier de la ville.
Toutes les parcelles sont donc desservies par
ce réseau.

Améliorer l’accessibilité
au cœur des bidonvilles
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Par contre, certaines parcelles (coloriées en
orange) du quartier suivant n’ont pas accès
au réseau routier.

Nous voulons trouver un moyen automatique
de détecter les parcelles intérieures pour
pouvoir ensuite mesurer leur manque d’accès
au réseau. Ici notre quartier est une réunion
de polygones qui partagent des sommets et
des arêtes. Rien n’empêche de généraliser ces
polygones en permettant des arêtes courbes
et que le polygone soit vallonné. Appelons
complexe cet objet généralisé formé par
des sommets, des arêtes et des faces (voir
encadré).

Dans le complexe initial, les « faces » ne sont
pas nécessairement des polygones, car les
« arêtes » peuvent être des courbes.
Débutons avec le quartier dont toutes
les parcelles ont un accès au réseau. Les
sommets sont représentés par les points
noirs, les arêtes par les segments de couleur
orange. Les faces quant à elles sont toutes
les régions fermées délimitées par des arêtes.
Le complexe, noté S0, représenté ci-dessous,
compte 11 faces, représentant les diverses
parcelles.

S0

À partir de S0, nous allons construire un
complexe associé, noté S1, que nous appelons
son dual. Chaque face possède un « centre »
qui est son centre de gravité1 si elle est faite
d’un matériau uniforme. Les sommets de S1
sont les centres des faces. Dans la figure ci-
dessous, les centroïdes de S0 sont représentés
en rouge.

S1

1. Le centre de gravité est le point sur lequel
la face est en équilibre sur la pointe d’un
crayon.

Améliorer l’accessibilité au cœur des bidonvilles |  Marc-André Desautels  • Cégep Saint-Jean-sur-Richelieu

La notion de complexe
Un complexe est composé de sommets,
d'arêtes et de faces.

Face
Une face est une surface plane ou courbe
délimitée par une ou des arêtes. Par
exemple les faces coloriées en orange
dans la figure suivante.

Arête
Une arête est une ligne située à la
rencontre de deux faces ou à la frontière
du complexe.

Sommet
Un sommet est un point de rencontre de
plusieurs arêtes.

Faces

Arêtes Sommet

] 
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DossierDéveloppement durable Améliorer l’accessibilité au cœur des bidonvilles |  Marc-André Desautels  • Cégep Saint-Jean-sur-Richelieu

On connecte les centres de gravité dont
les faces partagent une arête de S0. Ces
connexions sont alors les arêtes de S1 et dé-
terminent les faces de S1.

S1

Remarquons que S1 a moins de faces que
S0. Ce sera toujours le cas. Puisque S1 est un
complexe, il nous est possible de répéter le
processus précédent et de trouver S2, le dual
de S1. Nous trouvons donc les centres de gra-
vité des faces de S1.

S2

Pour ensuite relier les centres de gravité dont
les faces partagent une arête.

S2

Remarquons qu’à partir de S2, il n’est plus
possible de former de nouvelles faces, nous
arrêtons donc notre processus à ce moment.
Nous arrêtons lorsque le complexe n’a plus
de faces, c’est-à-dire qu’il est toujours pos-
sible d’aller d’un sommet à l’autre par un
chemin d’arêtes, mais qu’il est impossible de
partir d’un sommet et d’y revenir sans re-
brousser chemin à un moment. Le graphe n’a
pas de cycle.
Notre intuition est qu’un bidonville est très
mal desservi si pour accéder à une parcelle
on doit passer chez beaucoup de voisins.
Nous pouvons maintenant introduire un
outil pour mesurer cela. Nous définissons
la complexité, notée K, d’un quartier comme
étant le nombre de fois où nous avons
répété la construction précédente. Dans le
cas actuel, la complexité est de 2, car nous

avons effectué la construction deux fois. Ceci
signifie que dans un quartier où toutes les
parcelles ont accès au réseau, la complexité
sera K = 2. Nous disons dans ce cas que le
quartier est universellement accessible.
Pour comprendre la signification de la com-
plexité, nous ferons le processus à partir d’un
quartier où certaines parcelles n’ont pas ac-
cès au réseau. Soit S0 et S1 les deux premières
étapes du processus.

S0

S1

À partir de S1, nous trouvons maintenant S2.

S2

Remarquons que les faces de S2 sont en cor-
respondance bijective avec les faces de S0 qui
ne touchent pas au réseau routier: chaque
face de S2 contient un sommet de S1 qui est
le centre de gravité d’une face de S0 non des-
servie par le réseau routier. Ainsi, S2 est donc
obtenu de S0 en enlevant les faces adjacentes
au réseau routier. Les faces de S2 sont donc
les parcelles de ce quartier où nous devons
traverser une arête interne pour accéder au
réseau. Ces parcelles n’ont donc pas accès au
réseau routier.

] 
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Améliorer l’accessibilité au cœur des bidonvilles |  Marc-André Desautels  • Cégep Saint-Jean-sur-Richelieu

Nous pouvons continuer le processus et
trouver S3 et S4.

S3

S4

Les faces de S4 correspondent donc aux par-
celles où il faut traverser deux arêtes internes
pour accéder au réseau. Nous pouvons faire
le processus une dernière fois et obtenir S5,
qui, ici, est seulement un point.

S5

La complexité du quartier est donc de 5,
car nous avons dû trouver S5 pour obtenir
un arbre. La complexité possède une
interprétation pratique: on peut accéder à
chaque parcelle du quartier en traversant
au maximum (K– 1)/2 arêtes. Dans le cas
que nous venons d’étudier, il est possible
d’accéder au réseau à partir de n’importe
quelle parcelle en franchissant au maximum
(5 – 1)/2 = 2 arêtes.
En pratique, l’algorithme décrit nous donne
une manière efficace de déterminer la
complexité d’un quartier. De plus, il nous
permet d’identifier les parcelles de quartier
nécessitant un accès au réseau.

Reparcelliser
Maintenant que nous savons quelles parcelles
d’un quartier manquent d’accès au réseau,
il nous faut trouver des stratégies pour les
relier à ce réseau. Pour ce faire, nous désirons
ajouter des arêtes au réseau pour donner
accès aux parcelles qui en sont privées. Nous
allons prendre le quartier ci-dessous. Le trait
bleu représente le réseau et les parcelles
privées d’accès sont représentées en orange.

Il existe de multiples solutions au problème
de donner un accès universel à toutes les
parcelles du quartier. Une première idée
possible est de regarder toutes les parcelles
privées d’accès. Parmi celles-ci, nous en
trouvons une qui est le plus près du réseau
et nous la connectons. Nous représentons
la nouvelle connexion en rouge et puisque
la parcelle est connectée, nous enlevons sa
couleur orangée.

Nous continuons le processus en observant
les parcelles sans accès restantes, nous trou-
vons celle se trouvant la plus près du réseau
et nous la connectons.

...._,___ k--1\ 
....... Ec-L A\ 

-r 

q ] 
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Pour ce quartier, nous refaisons le processus 
à deux reprises pour obtenir:

Comme on peut le voir dans notre solution 
précédente, l’idée de minimiser la longueur 
des accès que nous voulons ajouter 
implique de créer de nombreux cul-de-sacs 
au réseau. De plus, on peut remarquer que 
plusieurs parcelles qui sont physiquement 
près l’une de l’autre, sont en fait éloignées 
si on doit utiliser le réseau pour se déplacer. 
Bien que notre quartier soit maintenant 
universellement accessible, les déplacements 
entre les parcelles sont difficiles en raison de 
la distance et de la congestion sur le réseau. 
Prenons pour exemple les deux parcelles ci-
dessous ainsi que le chemin (représenté en 
pointillé) que nous devons emprunter pour 
passer de l’une à l’autre.

À partir de notre solution minimale précé-
dente, nous voulons améliorer notre réseau 
pour diminuer les temps de déplacement.
Soit deux parcelles i et j. Nous définissons la 
distance de déplacement, notée Ti,j , comme 
la distance minimale entre les parcelles en se 
déplaçant sur le réseau.
Nous voulons diminuer Ti,j en ajoutant des 
accès relativement courts à notre réseau. 
Pour savoir comment ajouter des accès, nous 
allons considérer une parcelle p et définir 
Gp , distance géométrique moyenne de 
déplacement. Celle-ci est calculée en prenant 
la distance moyenne entre le centroïde de la 
parcelle  et les centroïdes de toutes les autres 
parcelles. Nous définissons également Np , la 
distance moyenne entre la parcelle p et les 
autres parcelles, en utilisant le réseau pour 
se déplacer.
Pour chacune des parcelles, il nous est 
possible de calculer le ratio Gp / Np pour 
mesurer le degré de connexion de la parcelle 
p par rapport aux autres.
Si le ratio est grand, cela signifie que Np est 
petit par rapport à Gp , et donc que les temps 
de déplacement à partir de cette parcelle 
sont petits. Par contre, si le ratio est petit, 
cela signifie que Np est grand par rapport à 
Gp, et donc qu’il est difficile de se déplacer à 
partir de cette parcelle.
Pour améliorer la solution précédente, la 
technique est donc de choisir la parcelle p* 
avec le ratio minimal. Celle-ci est donc la 
moins connectée. On veut trouver la parcelle 
q la plus proche de p*. Pour ce faire, on veut 
que le ratio entre la distance p* <-> q (prise 
centre à centre) et la distance p* <-> q (prise 
comme si on se déplacait sur le réseau) soit 
la plus petite possible. On trouve en fait la 
parcelle q la plus proche de p*.

DossierDéveloppement durable

] 
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Améliorer l’accessibilité au cœur des bidonvilles |  Marc-André Desautels  • Cégep Saint-Jean-sur-Richelieu

Nous ajoutons ensuite l’accès le plus court
possible entre p*, q et le réseau. Pour le
quartier étudié jusqu’à maintenant, nous
obtenons ceci.

Contrairement au premier algorithme
présenté dans cet article (pour détecter les
parcelles n’ayant pas accès au réseau), cette
méthode peut continuer à être utilisée. C’est-
à-dire qu’il est possible de continuer d’ajouter
des accès. Par exemple, nous pouvons ajouter
un autre accès, de la manière suivante.

Puisque des quartiers différents ont des
priorités différentes, basées sur des facteurs
économiques ou sociaux, les diverses
solutions peuvent être présentées aux élus
ou aux résidents pour que ceux-ci choisissent
la meilleure solution en fonction des critères
retenus.

Conclusion
Les techniques présentées ici sont décrites
en grand détail dans l’article de (Brelsford
et coll. 2018). On y utilise entre autres des
techniques statistiques pour choisir de
manière encore plus optimale les parcelles
qui peuvent être reliées au réseau.
Les auteurs indiquent également :

We believe that only the
current convergence of science,

technology, and contextually
appropriate people-centric design
practices can deliver the necessary

fast change in the millions of
neighborhoods worldwide that

require upgrading.
En traduisant, nous avons:

Nous croyons que seule la
convergence actuelle de la

science, de la technologie, et des
pratiques de design centrées sur

les gens peut offrir le changement
rapide et nécessaire dans les
millions de quartiers dans le
monde qui nécessitent des

améliorations.

Les techniques présentées dans cet article
ont été utilisées pour reparcelliser des quar-
tiers de Mumbai et de Cape Town, main dans
la main avec les communités locales et les
gouvernements. Comme quoi, les mathéma-
tiques ne sont pas qu’abstraites et peuvent
être un outil indispensable pour améliorer la
vie de millions de gens.

] 
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Les modèles compartimentaux, souvent utilisés en biologie mathématique
sont des simplifications, parfois drastiques, de la réalité. De telles

simplifications permettent d’avoir une vision d’ensemble, de capter l’essence
des phénomènes et de voir la forêt et non l’arbre qui la cache.

Regardons deux exemples.
Le premier exemple est le modèle SIR1 de
propagation des maladies infectieuses.
Il prend les hypothèses les plus simples

possibles et son objectif
est de décrire l’évolution
d’une épidémie en
fonction du temps et en
ignorant les phénomènes
spatiaux. Le premier
ingrédient est la division

de la population en trois compartiments :
les personnes susceptibles, les personnes
infectées et les personnes retirées (rétablies
ou décédées).

Le second ingrédient est donné par l’ensemble
de règles qui permettent de décrire le nombre
d’individus dans chaque compartiment
au jour n, étant donné un nombre initial
d’infections au jour 0. Soit S(n), I(n), R(n), les
nombres de personnes susceptibles, infectées
et retirées au jour n.
Règle1 : Le nombre de susceptibles diminue
du nombre de nouvelles infections.
Règle 2 : Le nombre d’infections augmente
du nombre de nouvelles infections et diminue
du nombre de nouveaux retraits.
Comment suivre l’évolution des quantités
S(n), I(n), R(n) ? Pour générer de nouvelles
infections, il faut des individus contagieux.
De plus, il faut absolument que des individus
contagieux soient en contact avec des
individus susceptibles. En effet, s’il n’y a
personne à contaminer, il n’y aura pas de
nouvelles infections. La manière la plus

1. Voir aussi « Naviguer au travers d’une
épidémie », Accromath 15.2, été-automne
2020

Christiane Rousseau
Université de Montréal

simple de mettre cela en équation est que
le nombre de nouvelles infections au jour
n + 1 soit proportionnel à la fois à S(n) et
à I(n), donc au produit S(n)I(n) avec un
facteur de proportionnalité p. Ce facteur p
peut être interprété comme la probabilité
qu’une personne susceptible rencontre une
personne infectée et que cette rencontre
résulte en une infection.

Quant à la règle 2, l’hypothèse la plus simple
est qu’une fraction q des infectés est retirée
chaque jour. Ceci donne :

S(n + 1) = S(n ) – p S(n)I(n),

I(n + 1) = I(n ) + p S(n)I(n) – q I(n),

R(n + 1) = R(n ) +q I(n),

que l’on peut simuler pour différentes valeurs
de p et q.

Au travers des simulations se dessinent trois
grandes lois :

• la croissance exponentielle des infections
au début de la pandémie;

• le pic des infections, ou sommet de la
vague;

• le phénomène de l’immunité de groupe par
lequel l’épidémie s’éteint avant que toutes
les personnes susceptibles n’aient attrapé
la maladie.

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0,0 80 100 120 140 160 180 200

s(n)
i(n)
r(n)

s(n) = S(n)/N, i(n)= I(n)/N, r(n)= R(n)/N où N
est la population totale.

Les modèles compartimentaux |  Christiane Rousseau  • Université de Montréal

Les modèles
compartimentaux

Susceptibles Infectés

Rétablis

Décédés

Retirés
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À cause du terme p S(n)I(n) , ce modèle est non
linéaire. C’est ce terme qui contrôle le pic des
infections et le phénomène de l’immunité
de groupe qui ne pourraient se produire
dans un modèle linéaire. Le modèle SIR
décrit l’évolution d’une épidémie et
on ne peut faire plus simple.

« Tout doit être aussi
simple que possible, mais

pas plus simple. », Albert
Einstein, 1933

Expliquons maintenant la mécanique de
ces trois lois. Pour cela, il est préférable de
regarder les variables

= = =s n
S n

N
i n

I n
N

r n
R n

N
( )

( )
, ( )

( )
, ( )

( )

qui représentent les fractions de la population
de personnes susceptibles, infectées et
retirées et qui prennent leurs valeurs dans
[0,1]. Les équations deviennent :

s(n + 1) = s(n ) – pN s(n)i(n),

i(n + 1) = i(n ) + p N s(n)i(n) – q i(n),

r(n + 1) = r(n ) +q i(n).

La deuxième équation donne

i(n + 1) = i(n )(1 + p N s(n)– q)

Au début de l’épidémie s(n) est proche de 1.
Donc, pN s(n) ≈ pN. Par suite, en début
d’épidémie,

i(n ) ≈ i(0 )(1 + p N – q)n.  (*)

Comme le n est en exposant, c’est la
croissance exponentielle annoncée.

On peut aussi réécrire la deuxième équation
comme

i(n + 1) – i(n ) = i(n )(p N s(n)– q).

Alors, on voit que i(n + 1) – i(n ) a le signe de
(p N s(n)– q). Mais, au fur et à mesure que
l’épidémie progresse, s(n) décroit. Quand
s(n) est suffisamment petit, (p N s(n)– q)
devient négatif et les infections se mettent
à décroître, expliquant le pic de l’épidémie et
l’immunité de groupe.

Aucun des ingrédients du modèle SIR n’est
exact. Pourtant, ce modèle est très riche
d’instructions sur l’évolution d’une épidémie.

« Tous les modèles sont faux,
mais certains sont utiles.2 »

George E.P. Box,
statisticien, 1976

Le modèle SIR décrit ci-dessus ne prédit
qu’une seule vague. Pourtant, on en a
observé plusieurs pour la COVID-19. Et on
a vu des individus attraper la COVID-19 plus
d’une fois.

En fait, des raffinements naturels du
modèle nous permettent de suivre tous
ces phénomènes. Ainsi, le paramètre p
représentant la probabilité qu’une personne
susceptible rencontre une personne infectée
et que cette rencontre résulte en une
infection varie au cours du temps. Il diminue
lors de mesures de distanciation sociale. Il

2. Traduction libre de «All models are wrong,
but some are useful.»

Les modèles compartimentaux |  Christiane Rousseau  • Université de Montréal
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augmente lorsqu’un nouveau variant, plus
contagieux, apparait. Donc, il est naturel de le
regarder comme dépendant du temps, c’est-
à-dire comme une fonction p(n) du jour n.
Ce qui est important c’est toujours l’équation

i(n + 1) – i(n ) = i(n )(p(n) N s(n)– q)

qui indique comment évoluent les infections.
Ainsi,

i(n + 1) – i(n ) > 0 si p(n) N s(n)– q > 0,

i(n + 1) – i(n ) < 0 si p(n) N s(n)– q < 0.

Et des oscillations dans la valeur de p(n)
peuvent permettre plusieurs vagues.

Quant à modéliser
le fait qu’on puisse
attraper la COVID-19
plusieurs fois, il suffit
d’ajouter une flèche qui

revient du compartiment des retirés vers
le compartiment des susceptibles. À ce
moment-là, on a intérêt à fonctionner avec
quatre compartiments : séparer les rétablis
des décédés, puisque les décédés ne peuvent
pas redevenir susceptibles.

D’autres raffinements
du modèle
Un premier défaut du modèle est qu’une
personne devient contagieuse dès qu’elle a été
infectée, alors qu’on sait qu’il y a une période
de latence avant que la personne devienne
contagieuse. À cause de cela le modèle prédit
le pic de l’épidémie plus tôt que ce qu’il se
produit en pratique. La correction utilisée
par les épidémiologistes est d’introduire un
compartiment de personnes exposées. Une
personne infectée passe quelque temps dans
ce nouveau compartiment des exposées
avant de migrer vers le compartiment des
personnes infectées contagieuses.

Susceptibles Infectés

Rétablis

Retirés

Décédés

Exposés

Le tournant dans la pandémie de COVID-19
qui a permis l’allègement des mesures
sanitaires a été la vaccination. On peut
modéliser la vaccination en ajoutant
un compartiment pour les personnes
susceptibles vaccinées. Pour la COVID-19, on
a vu que les personnes vaccinées peuvent
quand même être infectées. Il faudrait alors
diviser les personnes infectieuses en deux
compartiments : infectieuses vaccinées et
infectieuses non vaccinées. Les paramètres
p et q peuvent être différents pour les deux
compartiments.

Infectés Rétablis

Décédés

ExposésSusceptibles

Vaccinés
infectés

Vaccinés
exposés

Susceptibles
vaccinés

À vous d’ajouter d’autres raffinements.

Donc, on peut voir le processus de
modélisation comme un processus en
plusieurs étapes en partant d’un squelette
qui montre la structure globale qu’on habille
ensuite de couches de détails.

La modélisation
mathématique permet
d’avoir une vision d’ensemble
Plusieurs questions se posent. Comment
déterminer la valeur numérique des
paramètres? Et quelle est la fiabilité des
prédictions d’un modèle mathématique pour
simuler l’avenir et faire des prédictions.

Pour déterminer la valeur numérique des
paramètres, il faut des données sur les
nombres d’infections, la durée des infections,
etc. Si la période d’infection est en moyenne
de L jours, il est naturel de penser que, chaque
jour, une fraction 1/L des personnes infectées
sont retirées, et donc que le paramètre q est
de l’ordre de 1/L. Au début de l’épidémie on
a vu la croissance exponentielle qui, dans la
variable s’écrit

I(n) ≈ I(0) (1 + pN – q)n.

Susceptibles Infectés

Rétablis

Décédés

] 
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Donc, si on connait I(n) pour plusieurs n, on
peut espérer estimer 1 + pN – q, et donc p une
fois qu’on a estimé q. Une difficulté est que
toutes les infections ne sont pas rapportées.
Et dès qu’on introduit des mesures sanitaires,
cela change le paramètre p, ce qui a été le cas
avec la COVID-19 mais qui était rarement le
cas avec la grippe dans le passé.

Si l’on a accès à des données sur une période
suffisamment longue, on simule le modèle
pour cette période passée. On compare les
prédictions du modèle avec les données
observées pendant cet intervalle de temps.
Lorsque le modèle dépend de paramètres,
la technique de validation croisée consiste
à diviser les données en deux ensembles
disjoints : le premier ensemble est utilisé
pour estimer les paramètres, et le second
pour valider le modèle avec ces valeurs de
paramètres estimées.

Le taux de reproduction
de base R0

On a beaucoup entendu parler pendant
la pandémie du fameux R0, le taux de
reproduction de base, qui correspond au
nombre moyen d’infections secondaires
générées par une infection primaire au
début de la pandémie. Prenons un individu
infecté au début de la pandémie. La journée
n, il génère p S(n) nouvelles infections. On
a mentionné qu’il est assez naturel que
q soit de l’ordre de 1/L, où L est le nombre
moyen de jours pendant lequel un individu
est contagieux. Donc, en L jours, cet individu
va générer p S(n) L ≈ pS(n)/q nouvelles
infections. Mais, au début de l’épidémie, S(n)
est de l’ordre de N. Ceci suggère la formule,

=R
pN
q

,0

et on voit bien dans (*) que le facteur 1 + pN – q
est plus grand que 1 si et seulement si R0 >1.

Ce taux de reproduction de base est un grand
concept unificateur. Il a été emprunté dans
d’autres contextes, dont la modélisation
des espèces invasives. Voyons-le dans notre
deuxième exemple.

Modéliser une espèce inva-
sive, la matricaire inodore
La matricaire inodore ou camomille sauvage
a été introduite d’Europe. Elle se répand
principalement dans les sols perturbés, ce
qui lui permet d’envahir les cultures, dont
elle diminue le rendement. Cette plante est
un fléau dans les cultures de l’Alberta. Le
conseil de recherches de l’Alberta a donc
commandité une recherche en 2004-05
pour comprendre comment la plante se
répand, et tenter d’optimiser des stratégies
de contrôle. Cette recherche a été menée par
Tomas de Camino Beck, étudiant de doctorat
à l’époque, et par son directeur de recherche,
le biologiste mathématicien Mark Lewis.
Regardons-la.

La plante est annuelle ou bisannuelle et son
cycle de vie comprend trois états : l’état
de graine, l’état de rosette (ou groupe de
feuilles), et l’état de fleur. La germination a
lieu en mai-juin, et les graines qui ne germent
pas peuvent attendre jusqu’à 15 ans dans la
terre un moment favorable pour germer.

On regarde l’état de la plante en juillet et
la transition d’un mois de juillet au mois
de juillet suivant. L’unité de temps est donc
l’année.

• Une graine peut germer l’année suivante et
donner une plante à l’état de rosette ou de
fleur.

• Une plante à l’état de rosette sera à l’état
de fleur l’année suivante.

• Une plante à l’état de fleur va faire des
graines. Trois états pour ces graines l’été
suivant :

- des graines qui dorment dans la terre,

- des plantes à l’état de rosette,

- des plantes à l’état de fleur.

] 
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Le schéma du cycle de vie est du même type
que les diagrammes à compartiments d’une
maladie infectieuse vus précédemment.

t1

f1

f2
f3

t2

t4

t3

Graines Rosettes Fleurs

Le modèle proposé est linéaire et représenté
par une matrice. Si Gn, Rn et Fn sont les
quantités de graines, de plantes à l’état
rosette et de plantes à l’état fleur en l’année
n, alors
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Tous les coefficients de la matrice sont
positifs ou nuls. Les coefficients ti sont des
coefficients de transition, donc inférieurs à 1,
pour tenir compte de la mortalité et du fait
que la transition est partielle. Les coefficients
fi sont des coefficients de fécondité. Comme
chaque plante peut produire jusqu’à
256 000 graines, les coefficients fi sont
très grands. L’équation (**) est de la forme
Pn + 1 = APn, où A est la matrice et Pn, le
vecteur des « populations ».

Le taux de reproduction
de base R0 pour la matricaire
inodore
Le taux de reproduction de base compte le
nombre moyen de « descendants directs ». Que
signifie descendant direct dans ce contexte?
Une graine peut rester graine pendant
quelques années avant de germer. Donc, il
faut regarder plus loin que l’année suivante.
Aussi, pour parler de descendance, on veut
qu’il y ait eu une forme de fécondation. On
décompose donc la matrice A comme A = T
+ F, où T est la matrice de transition, et F, la
matrice de fécondité :

=
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t t
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Les descendants directs après un an sont
donnés par F P0. Après deux ans, ce sont ceux
qui ont survécu après un an, puis se sont
reproduits, donc donnés par F T P0. Après
trois ans, ce sont ceux qui ont survécu deux
ans, puis se sont reproduits, donc donnés par
F T 2 P0. Par suite, si I est la matrice identité, le
nombre de descendants directs est donné par

F (I + T +T 2 +  ...) P0.

Si T était un nombre plus petit que 1, on
pourrait déduire de la formule

(1 + T +T 2 +  ... + T n ) (1 – T ) = 1 – T n+1

qu’à la limite

(1 + T +T 2 +  ... ) (1 – T ) = 1

En suivant la même logique et en remplaçant
1 par la matrice identité I, on admettra qu’une
formule similaire est valide pour la matrice T
dont tous les coefficients sont dans [0,1[ :

(I + T +T 2 +  ... + T n ) (I – T ) = I
d’où l’on tire

(I + T +T 2 +  ... ) = (I – T )–1

où (I – T )–1 est l’inverse de la matrice
I – T. La nouvelle matrice B = F (I – T )–1 donne
le nombre de descendants directs. Il existe un
nombre R0, qui exprime la « tendance » de la
matrice B (voir encadré). Ce nombre R0 est
appelé taux de reproduction de base.
Ce taux de reproduction de base joue bien le
rôle qu’on veut qu’il joue. La population croît
si R0 > 1, décroît si R0 < 1 et est stationnaire
si R0 = 1.

De plus, R0 est facile à calculer (voir encadré)
et vaut

=
+
−

+ +R
f t t t

t
f t f

( )
.

10
1 3 2 4

1
2 4 3

Les coefficients de la matrice A doivent être
évalués sur le terrain. Ceci a été fait par Tomas
de Camino Beck. Les coefficients de fécondité
varient beaucoup d’une année à l’autre car la
fécondité dépend des conditions de chaleur
et d’humidité. Voici les résultats pour les
deux années de l’étude :

=












A
,
,
, ,

en 2004,
0 08 0 36 376
0 27 0 517
0 04 0 45 298

] 
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=












A
,
, ,
, , ,

en 2005.
0 08 0 1 775
0 27 0 25 24
0 04 0 45 14 53

Ceci donne R0 ≈ 0,175f1 + 0,45f2 + f3.

Pour 2004, R0 ≈ 6 896, car 0,175f1 ≈ 6 366,
0,45f2 ≈ 232 et f3 ≈ 298.

Pour 2005, R0 ≈ 335,93, car 0,175f1 ≈ 310,
0,45f2 ≈ 11,4 et f3 ≈ 14,53.

Pour ces deux années, on voit que R0 est très
grand et que le terme 0,175f1 est beaucoup
plus grand que les deux autres.

Utiliser R0 pour tenter
de contrôler la matricaire
inodore
La très grande valeur du R0 traduit le fait
que la matricaire inodore est une plante
très envahissante dont il est difficile de se
débarrasser. La solution la plus simple serait
de l’empêcher de faire des graines par un
contrôle mécanique en enlevant les têtes de
fleurs avant que les graines ne soient mûres,
mais c’est une solution difficile à mettre en
pratique quand la plante envahit des champs
de blé.

Aussi, le terme 0,175f1 est la plus importante
contribution du R0. C’est parce qu’il y a
énormément de graines qui dorment dans
la terre et attendent une autre année avant
de germer. Ceci enseigne donc que toute
stratégie de contrôle de la matricaire inodore
doit s’échelonner sur plusieurs années et
qu’une stratégie limitée à une année donnée
serait inefficace. Les chercheurs considèrent
des stratégies de contrôle mixtes : contrôle
chimique à l’aide d’herbicides, contrôle
biologique avec des insectes s’attaquant aux
graines ou aux plants de matricaire inodore
et contrôle mécanique lorsque c’est possible.

Conclusion
Un grand nombre de phénomènes
évoluent dans le temps et la modélisation
mathématique permet de comprendre leur
dynamique. Parmi les modèles utilisés, les
modèles compartimentaux forment une
large classe de modèles relativement faciles
à étudier. Le taux de reproduction de base est
un grand concept unificateur pour plusieurs
de ces modèles. Il aide à la compréhension et
à la prise de décision.

Le taux de reproduction de base
de la matricaire inodore

Le calcul de R0 est facile, mais demande
des concepts avancés d’algèbre linéaire.
La matrice B a une forme bien spéciale.
En effet, les deux premières colonnes de F
sont nulles et sa troisième colonne est de
la forme
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Donc, si r3 est la troisième rangée de (I –
T )–1, les trois rangées du produit F (I – T )–1

sont de la forme f1r3, f2r3, f3r3. Un calcul
donne que

=
+
−


















r

t t t
t

t .
1

13r3r
3 2 4

1
4

Pour comprendre l’action de la matrice B,
on change de base. De par la forme de la
matrice, il existe deux vecteurs linéairement
indépendants V1 et V2 tels que BV1 = 0 et
BV2 = 0. Pour compléter une base, il faut un
troisième vecteur V3. On peut le choisir tel
que B V3 soit un multiple µV3 de V3.

Ce coefficient µ est le R0 cherché1. Il vaut

=
+
−

+ +R
f t t t

t
f t f

( )
.

10
1f1f 3 2 4

1
2f2f 4 3f3f

1. Comme les trois rangées sont multiples
l’une de l’autre, la matrice a deux valeurs
propres nulles. Et comme la somme des
valeurs propres est égale à la trace de la
matrice (c’est-à-dire la somme des coeffi-
cients de la diagonale), alors la troisième
valeur propre, soit R0 , est égale à la trace.
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Que ce soit sur Netflix, sur Noovo ou sur les réseaux sociaux, le thème de la
recherche de l’amour, de relations stables ou la création de couples stables
sont depuis quelques années hyper populaires. Est-il possible d’utiliser un

algorithme mathématique de pairages pour créer un couplage stable?
L’algorithme de Gale-Shapley permet, sans nécessairement jumeler chacun

avec son premier choix, de créer méthodiquement un couplage stable,
c’est-à-dire un ensemble de couples où aucune paire de couples n’a intérêt à

échanger leurs partenaires. Cet algorithme simple, puissant,
ne requérant aucune connaissance mathématique, ni théorèmes,

ni calculs, fait partie des travaux pour lesquels Lloyd Shapley
s’est mérité un prix Nobel d’économie en 2012.

Algorithme, rituel et couples
stables
La version la plus simple de l’article originel
[1] des mathématiciens David Gale et Lloyd
Shapley (problème des mariages stables),
datant de 1962 dans lequel ils décrivent
à l’aide de la métaphore du mariage leur
algorithme de création de couples, peut être
présentée de la façon suivante.

Soit une population de n hommes et de n
femmes dans laquelle chaque personne a des
préférences de choix mutuelles de la personne
de sexe opposé avec qui elle aimerait finir en
couple. Chaque personne des deux groupes
crée un classement de toutes les personnes
du groupe opposé ordonné sans ex aequo
selon ses préférences. Le problème est résolu
lorsque chaque personne est jumelée avec
une personne du groupe opposé et que cet
ensemble de couples est stable, c’est-à-dire
qu’il n’y a aucune situation où une paire
de couples préféreraient échanger leurs
partenaires.

Serge Fontaine
Cégep

Saint-Jean-sur-Richelieu

Ainsi, le problème des mariages stables a pour
but de jumeler les hommes et les femmes
selon les deux règles suivantes :

Règle 1
Chaque homme doit être en couple seulement
avec une femme et vice versa ;

Règle 2
Chaque ensemble de couples doit être
stable, c’est-à-dire qu’il ne contient pas deux
couples Aa et Bb tels que A préfère b à a, et
b préfère A à B.

Exemple 1

(Angelina, brad et cie)
Soit les listes des préférences des personnes
du groupe opposé ordonné sans ex aequo de
deux femmes Angelina et Barbara et de deux
hommes brad et alexander notées avec le
symbole :

a A B
b A B

A b a
B b a

:
:

et :
:

�
�

�
�{ {
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Les notations b : A ≻ B et A : b ≻ a
nous informent que brad préfère Angelina
à Barbara et qu’Angelina préfère brad à
alexander. Ici, nous remarquons que les deux
hommes préfèrent Angelina et que les deux
femmes préfèrent brad. Pour former des
couples stables, nous utiliserons l’algorithme
de Gale-Shapley sous forme de rondes
d’invitations.

À chaque ronde, les demandes des hommes
(prétendants) sont notées par le symbole .
On mettra en rouge les demandes acceptées
par les femmes et en noir les demandes
rejetées par celles-ci (Voir le tableau suivant).
À la ronde suivante, le prétendant débouté

(en noir) est redevenu célibataire et fait une
demande à la femme suivante sur sa liste de
préférences.

En première ronde, les hommes font une
demande à leur premier choix. Comme a  et b
préfèrent A, ils ont choisi A, alors A doit faire
un choix. Elle accepte la demande de b, car b
est plus haut sur la liste de A que a. Angelina
doit donc également rejeter la demande de
a. Ainsi, a devient un prétendant débouté,
biffe sur sa liste le prénom de A et fera une
demande différente à la ronde suivante.
À la deuxième ronde, b est encore avec A
(fiancés) et a, qui est redevenu célibataire à la
suite de sa dernière demande rejetée, fait une
demande à B qui l’accepte. Ici, les rondes se
terminent, car chaque femme a exactement
un prétendant. On remarque qu’Alexander a
épuisé sa liste de prénoms.

1ère ronde
(premier choix

des demandeurs)

2ème ronde
(deuxième choix
des demandeurs)

b A
a A a B

b A

Le couplage Ba et Ab est stable, car aucun
des couples Ba et Ab ne va se séparer pour en
reformer un autre plus optimal.

Le problème des mariages stables de Gale
et Shapley [1] garantit curieusement qu’il
est possible de trouver un couplage stable
entre n hommes et n femmes, c’est-à-dire un
ensemble de couples satisfaisant à la Règle 2.

Le rituel
Cet algorithme de création d’un couplage
stable peut être décrit comme un rituel qui
se déroule par étapes sur plusieurs périodes,
disons des jours ou des rondes. Le premier
jour, chaque homme a sa liste complète
numérotée en ordre de préférences, sans ex
aequo, de toutes les femmes, et de même
pour chaque femme. Ensuite, les événements
suivants se produisent quotidiennement :

Le matin :
Chaque homme fait une demande à la
femme qui est première sur sa liste actuelle.
Lorsqu’un homme fait une demande à une
femme, on dit qu’il est son prétendant.

L’après-midi :
Chaque femme répond « Peut-être » au
prétendant qu’elle préfère et décline
l’invitation des autres. En particulier, si ce
jour-là elle reçoit une nouvelle demande
meilleure que celle d’un jour précédent, elle
oublie l’ancienne demande. L’homme qui a
reçu une demande « Peut-être » est considéré
fiancé.

Couples stables et prix Nobel |  Serge Fontaine  • Cégep Saint-Jean-sur-Richelieu
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Le soir :
Chaque homme dont la demande a été rejetée
biffe de sa liste le nom de la femme qui a
rejeté sa demande. Il redevient célibataire.
Chaque femme termine la journée avec au
plus un prétendant.

Remarque :

Le matin suivant, un homme célibataire
descend dans sa liste pour faire une nouvelle
demande. Si au contraire, il est fiancé, il
maintient son offre de la veille, puisqu’elle
était faite à la préférée de sa liste de la veille.

Condition de terminaison :
Quand arrive un jour où chaque femme
a exactement un prétendant, le rituel se
termine avec chaque femme se jumelant
avec son prétendant.

Remarques :

• Il ne reste plus de célibataire à ce stade-ci
puisqu’il y a autant de femmes que
d’hommes. En effet, une femme qui a
été fiancée le demeure à jamais. Donc, le
nombre de femmes fiancées ne diminue
jamais. De plus, chaque soir, chaque femme
est fiancée à au plus un homme.

Si la liste d’un célibataire était vide, cela
signifierait qu’il a été rejeté par toutes
les femmes. Et donc qu’elles sont toutes
fiancées à des hommes différents. Mais il
y a n femmes et (n – 1)  autres hommes en
dehors du célibataire. Contradiction ;

• Si l’on continuait l’algorithme, on
générerait la même solution d’une journée
à l’autre. La solution générée est un point
fixe de l’algorithme ;

• Au fur et à mesure que l’algorithme avance,
les femmes obtiennent de meilleurs
partenaires, alors que c’est le contraire
pour les hommes.

Appliquons l’algorithme précédent à une
autre situation concrète :

Exemple 2

Quatre couples stables
en quatre rondes
Soit les lettres a, b,  c et d  représentant quatre
hommes et A, B, C et D quatre femmes. Nous
notons les préférences de chaque personne
avec le symbole :

� � �
� � �
� � �
� � �

� � �
� � �
� � �
� � �

















a A B D C
b B A D C
c C B D A
d B A C D

A c b d a
B b a c d
C b d a c
D c a d b

:
:
:
:

et

:
:
:
:

En utilisant la même notation qu’à l’Exemple
1, l’application de l’algorithme de Gale-
Shapley mène aux cinq rondes suivantes :

Pourquoi l’algorithme fonctionne-t-il ?
Au matin d’une journée,

• Si tous les hommes font des propositions à des
femmes différentes, alors l’algorithme se termine sur
des unions stables.

• Sinon, au moins deux hommes font des propositions
à une même femme, et celle-ci choisit parmi ses
multiples prétendants celui qu’elle préfère et rejette
l’autre ou les autres. Donc, au moins un homme est
rejeté et celui-ci biffe de sa liste le nom de la femme
qui l’a rejeté. Alors, au matin suivant, il y a au moins
un nom de femme de moins sur les listes.

• Au départ il y avait n2 noms de femmes sur les listes
des hommes. Chaque jour que l’algorithme n’aboutit
pas à des couples stables, le nombre de noms de
femmes sur les listes diminue. Donc, on ne pourra pas
continuer plus de n2 jours.

On a aussi remarqué (voir ci-dessus) qu’il est impossible
qu’un célibataire ait sa liste vide. En effet, cela signifierait
qu’il a été rejeté par les n femmes et que celles-ci sont
toutes pairées à un autre homme. Mais, il n’y a que
(n – 1) autres hommes et aucun homme ne peut être en
couple avec deux femmes.

Lorsque l’algorithme se termine, la solution obéit à la
Règle 2. En effet, supposons qu’il existe deux couples
Xx et Yy où x préfère Y et Y préfère x. Puisque x préfère
Y à X,  x  a demandé à Y avant de demander à X. Mais
les fiancés de Y s’améliorent au cours du temps. Donc, Y
préfère son fiancé actuel, soit y, à son fiancé précédent,
x. Contradiction.

] 
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Nous remarquons qu’il y a un triangle
amoureux entre Alex, Bobby et Taylor
(préférence circulaire). Nous remarquons
également que Kin est le dernier choix des
trois autres personnes. Supposons que Kin
soit en couple avec  Alex. On a donc l’ensemble
de couples KA et BT. Mais A préfère B et T à
K. D’autre part, A est le premier choix de T.
Donc, l’ensemble de couples KA et BT n’est
pas stable, puisque A et T se préfèrent à leur
partenaire. De même si Kin est en couple avec
Bobby ou avec Taylor. Dans ce cas, il n’y a pas
d’ensemble de couples stables possibles.

De la théorie à la pratique!
La grande simplicité de la théorie du
problème des mariages stables de Gale
et Shapley et son ingénieux algorithme
permettent de reprendre le modèle, de
l’appliquer méthodiquement, parfois
dans une version modifiée, dans plusieurs
problèmes d’association et dans une variété
de domaines dont voici quelques-uns :

1. Dans leur article originel, Gale et Shapley
[1] traitent également du modèle plus
général des admissions dans les universités
ou collèges. Le modèle est identique à
celui du mariage à la différence près
que chaque université ou collège Ci peut
désormais être jumelé à qi ≥ 1 étudiant,
où qi représente la quantité d’accueil
de Ci. Dans cette version originelle qui
favorise les candidats, la seule différence
notable est la prise en compte de la
capacité d’accueil de chaque institution
dans le choix de garder temporairement
ou de rejeter une candidature. Ainsi, à
une étape donnée si la capacité d’accueil
est dépassée d’une unité, la moins bonne
candidature est rejetée.

2. En 1984, Alvin Roth [2] a publié une
étude sur le recrutement des internes
en médecine aux États-Unis, laquelle
montrait la pertinence et les limites du
modèle proposé par Gale et Shapley.
Durant les années 80, de plus en plus
de couples d’internes cherchaient des
places d’internat dans le même hôpital.
Le mécanisme en vigueur ne permettait
pas de chercher des places « en couple ».
Ainsi, Roth et certains de ses collègues
ont mis au point, pour l’Association
américaine de médecine et pour faire
face au problème de la compétition entre
les hôpitaux, une méthode de jumelage
de couples d’internes et d’hôpitaux. Cette
méthode pas nécessairement parfaite,
mais performante appliquait la méthode
des mariages stables sous une nouvelle
configuration retrouvant ainsi les
propriétés du modèle originel lorsqu’il y a
un grand nombre d’internes.

3. En 2003, Abdulkadiroglu et Sönmez ont
démontré que l’algorithme de Gale-
Shapley pouvait aider à solutionner le
problème de la répartition des enfants
dans les écoles primaires et secondaires
lorsque l’on donne aux parents la
possibilité d’exprimer leurs choix sur la
future école de leur enfant. Au public, seuls
les parents ont des préférences. Les écoles
publiques n’ont qu’un ordre de priorité
sur les élèves qui habituellement ne
dépend que de facteurs divers (proximité
avec le lieu de résidence, présence de
frères ou sœurs dans l’école, etc.). Ainsi,
dans ces écoles, le problème des pairages
consiste essentiellement en un problème
d’élicitation des préférences des parents.
Après avoir analysé le mécanisme utilisé
par les écoles de Boston, les chercheurs
ont convaincu les villes de Boston et
de New York d’utiliser une méthode
dérivée de l’algorithme de Gale-Shapley
déclenchant ainsi une vague de réformes
à travers les États-Unis. La littérature sur
la répartition scolaire constitue encore
aujourd’hui un domaine actif de la théorie
du pairage.

Les Américains
Lloyd Shapley et
Alvin Roth les
lauréats du prix
Nobel d’économie
de 2012.

Alvin Roth
1951-
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4. Parallèlement à l’étude du problème
de la répartition des enfants dans
les écoles primaires et secondaires
énoncée précédemment, Alvin Roth et
ses collaborateurs Sönmez et Ünver ont
développé à l’aide d’une version modifiée
de l’algorithme de Gale-Shapley, un
processus d’échange et de transplantation
de rein. Ce processus d’échange permet
à des patients atteints d’insuffisance
rénale en attente d’une transplantation
de trouver des donneurs compatibles. De
plus, grâce à ce processus, les donneurs
incompatibles avec leur receveur initial
sont jumelés avec d’autres patients
en attente de transplantation créant
ainsi une chaîne d’échanges de reins.
L’algorithme développé permet de
maximiser le nombre de patients recevant
une transplantation rénale compatible
tout en minimisant le temps d’attente
pour une transplantation.

En conclusion
L’article de Gale et Shapley écrit en 1962 sur le
problème des mariages stables est considéré
comme un modèle de référence et l’un des
articles fondateurs de la théorie du pairage.
Il est, de façon étonnante, très court, ne
contient aucune équation mathématique et il
est d’une très grande simplicité. La pertinence
de cet ingénieux algorithme a eu un rôle
déterminant et a un impact significatif sur la
recherche en économie, en mathématiques
appliquées et en théorie des jeux. L’auteur
Lloyd Shapley et son collègue Alvin Roth ont
reçu le prix Nobel d’économie en 2012 pour
leur travail sur la théorie du pairage et pour
leur contribution à l’économie expérimentale.
La venue d’ordinateurs a rendu l’algorithme
de Gale-Shapley encore plus puissant et plus
rapide à exécuter même s’il y a un grand
nombre de personnes. L’algorithme de Gale-
Shapley garantit qu’il est possible de résoudre
un problème des mariages stables et que
tous les couples formés sont stables, c’est-
à-dire qu’il n’y a pas de « couple insatisfait ».

Prix Nobel
Suivant les vœux du suédois et inventeur de la dynamite, Alfred Nobel,
les prix Nobel sont décernés annuellement par l’Académie royale des
sciences de Suède depuis 1901 à des personnes « ayant apporté
le plus grand bénéfice à l’humanité ». Les lauréats reçoivent une
médaille d’or, un diplôme et une somme d’argent pour avoir con-
tribué à des avancées théoriques et à des travaux empiriques. Le
prix Nobel en économie, créé en 1968 par la Banque de Suède
pour commémorer le 300e anniversaire de sa fondation, est un
prix international décerné annuellement pour récompenser les
contributions exceptionnelles dans le domaine de l’économie. Il
est l’un des prix les plus prestigieux et les plus convoités dans le
domaine de l’économie.

j Nobel, 
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On pourrait s’attendre à ce que les lois de physique expliquant le
comportement des plus petites particules soient semblables à celles décrivant
les objets familiers comme un ballon ou la lune orbitant la Terre. Au contraire,

ce que la physique quantique nous révèle paraît si bizarre et contre-intuitif
qu’il est difficile d’y croire. Pourtant les mathématiques qui décrivent ces lois

étranges sont assez simples!
Nous retrouvons notre petite fourmi
préférée qui, après avoir découvert la
relativité générale d’Einstein (voir Accromath,
Volume 11.2), étudie maintenant la physique
quantique, qui se révèle être encore plus
stupéfiante. C’est à ce moment qu’elle reçoit
la visite de sa bonne amie, Alice, de retour de
ses aventures au pays des merveilles.

La fourmi décide alors d’expliquer le
simple concept mathématique qui est
au coeur de la théorie quantique et l’une
de ses plus mystérieuses implications,
l’intrication quantique, dont la confirmation
expérimentale a été récompensée par le prix
Nobel de physique de 2022.

Les expériences portant sur l’intrication
quantique sont habituellement faites avec
des photons (qui constituent la lumière). Ces
particules ont une propriété appelée « spin »
(ou «polarisation») qui est facile à mesurer
mais qu’il est impossible de décrire en détail
sans des notions avancées de physique.
Ce qu’il suffit de savoir est que lorsqu’on
mesure le spin, on obtient toujours l’un de
deux résultats possibles (dont les valeurs
exactes ne sont pas importantes pour notre
discussion).

Pour comprendre l’essence de la physique
quantique, la petite fourmi décide d’utiliser
une analogie dans laquelle un photon
est représenté par une carte postale sur
laquelle on peut voir soit un triangle
soit un cercle, pour représenter les
deux mesures possibles du spin.
Mais, explique la fourmi, en physique
quantique le processus de mesure est
un aspect crucial de la théorie et il est
essentiel de faire la distinction entre

Patrick Labelle
Vasilisa Shramchenko

Université de Sherbrooke

l’état d’une particule avant que
son spin soit mesuré et son état
après la mesure. Pour tenir cela
en ligne de compte, on doit
considérer dans notre analogie
que toute carte postale est
à l’intérieur d’une enveloppe avant d’être
regardée (ou, comme disent les physiciens,
« observée »). Une mesure du spin sera alors
représentée par l’ouverture de l’enveloppe
et l’observation du symbole ou  sur la
carte postale.

Alice:
Je ne comprends pas. Pourquoi faire la
distinction entre une carte ayant un triangle
qu’on a regardée et cette même carte avant
que l’on ait ouvert son enveloppe ?

L’étrangeté du monde quantique |  Patrick Labelle  •  Vasilisa Shramchenko  • Université de Sherbrooke
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Fourmi:
Excellentequestion.Dansunmondenon
quantique(onappellecelaparfoisun
monde«classique»),iln’yauraitpasde
distinction.Maisonarrivemaintenant
aucoeurdel’étrangetédelaphysique
quantique.Classiquement,unecartepeut
être seulement dans deux «états physiques»
possibles: elle est marquée soit d’un triangle,
soit d’un cercle. Mais en physique quantique,
une carte, avant d’être observée, peut en fait
être dans un nombre infini d’états physiques
possibles!

Vecteurs au cœur
de la physique quantique
La branche des mathématiques dont on a
besoin pour décrire ces états porte le nom
d’algèbre linéaire. Le concept fondamental
en algèbre linéaire est celui de vecteurs.

Pourcomprendrelesvecteurs,ilsuffit
deconnaîtreleprincipeessentielquiles
caractérise:multiplierunvecteurparun
nombredonneànouveauunvecteur,et
additionner deux vecteurs donne également
un vecteur. Combinant ces deux propriétés,
pour deux vecteursv1 etv2 et deux nombres
a etb, l’expressionav1 +bv2 est bien définie
mathématiquement(onappellecelaune
«combinaison linéaire de vecteurs») et donne
comme résultat un autre vecteurv3. L’algèbre
linéaire est un vaste sujet qui a énormément
d’utilité dans de nombreux domaines (par
exemple dans le graphisme des jeux vidéos)
mais nous n’aurons besoin ici que du concept
de combinaison linéaire.

Après de longues recherches, les physiciens
ont découvert que les états physiques, par
exemple une carte portant un triangle et
une carte portant un cercle, doivent être
vuscommedesvecteurs(lesphysiciens
utilisent l’étrange notationet○ pour
cesdeuxvecteursquisontalorsappelés
«vecteurs d’états»). Par conséquent on doit
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Une façon de visualiser certains vecteurs
Onpeutreprésenterlesvecteurspardesflèches
partant du point d’intersection des axes. Voici comment
lesadditionneretlesmultiplierpardesnombres.
Considéronslesvecteursv1,v2,v3représentésci-
dessous.

v1

v2 v3

–v3

2v1
v2 3
4

x

y

En les multipliant par des nombres réels on obtient
d’autres vecteurs voir, par exemple, 3v2/4, 2v1, −v3 sur
le dessin.

v1

x

y

v2

V

Une somme de vecteurs est un autre vecteur. Le vecteur
V est la somme des vecteursv1 etv2. On écrit alors

V=v1+v2. Notez que les segments rouges sont parallèles
l’un à l’autre et représentent le vecteurv1 «attaché» à
des points différents. Il en est de même pour les deux
segments verts représentantv2.

x

x=1

y=1 y
=+ a

a

b

b

a

b

Prenons dans le plan deux vecteurs orthogonaux de
longueur 1 et notons-leset○. La longueur d’un
vecteur est la longueur du segment qui le représente. Si
on a deux nombres réelsa etb satisfaisanta2+b2=1,
alorsa etb se trouvent compris entre −1 et 1. Dans ce
cas, la longueur deane dépasse pas celle de.
Pour trouver la longueur du vecteur, on remarque
quelesegmentreprésentant=a+best
l’hypoténuse d’un triangle rectangle dont les cathètes
sont de longueursa etb. Par le théorème de Pythagore,

la longueur de est+= ab1
22

, et donc le vecteur
se termine sur le cercle unité.
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pouvoir construire une infinité d’autres états
physiquesenutilisantdescombinaisons
linéairesquisontappeléesdansce
contextedes«superpositionsd’états».Ces
superpositions sont de la forme

=a+b, (1)

où on a utilisé la lettre grecque psi pour
noter le vecteur résultant, qui est souvent
appelé «fonction d’onde» pour des raisons
historiques. C’est l’existence de cette infinité
d’étatsquantiquesquiestàl’originede
lapuissancedecalculdesordinateurs
quantiques.

Enphysiquequantique,lesnombresaet
b sont en général complexes (dans le sens
qu’ils peuvent contenir le nombre imaginaire

1 =− i). Pour garder les choses simples,
considérons les états pour lesquelsa etb
sont des nombres réels. Ces deux nombres
doivent obéir à la conditiona2 +b2 = 1 pour
une raison qui deviendra claire bientôt.

Les probabilités
entrent en jeu

Alice:
C’est très sensé de parler de combinaisons
linéaires en mathématiques. Mais pour ce
qui est de la signification physique, je suis
perdue. Je ne peux comprendre ce que ça
veut dire, qu’une carte puisse être dans un
état de superposition.

Fourmi:
J’y arrive! D’abord rappelons qu’on ne parle
pas ici de vraies cartes postales mais d’une
analogie pour représenter les états de spin de
photons (qui ne peuvent être observés qu’avec
des détecteurs sophistiqués). Une vraie carte
ne peut être dans une superposition d’états
même si les particules dont elle est faite -
électrons, protons et neutrons - le peuvent.
Ceci est dû au fait que les effets quantiques
ont tendance à s’annuler lorsqu’on assemble
un nombre énorme de particules.

La physique quantique nous dit que ce qui
se passe dans le monde des particules obéit
à ce qu’on appelle le postulat de la mesure.
L’état de spin d’une particule avant toute
mesureestreprésentémathématiquement

par la combinaison linéaire (1) de deux états
de spinet○, où on utilise ces symboles
au lieu des valeurs de spin qui sont mesurées
dansunevraieexpérience.C’estcetétat
qu’on visualise comme une carte dans une
enveloppe fermée.

Lorsqu’onmesurelespind’uneparticule
(actionreprésentéeparl’ouverturede
l’enveloppe et l’observation du symbole sur
la carte), le postulat de la mesure dit qu’il y a
une probabilité égale àa2 d’obtenir la valeur
de spin correspondant à et une probabilité
égale àb2 que la valeur corresponde à.
Dans notre analogie, ce sont les probabilités
devoiruntriangleouuncerclesurla
carte,respectivement.Lasommedeces
deux probabilités doit être égale à 1, ce qui
explique la conditiona2 +b2 = 1.

Le postulat de la mesure nous dit également
qu’unefoisl’observationfaite(unefois
l’enveloppe ouverte), l’état physique de la
carte (c’est-à-dire du photon!) change. Si
par exemple on observe un triangle sur la
carte, son état physique sera juste après
l’observationetsionobserveuncercle,
l’état sera○. Ce passage de l’étatψ
(voir l’équation 1) à ou○ après une
mesure est ce que les physiciens appellent
l’«effondrement de la fonction d’onde». La
mesure a modifié l’état physique de la carte!

Par exemple, on peut avoir une carte (cachée
dans une enveloppe) dans l’état quantique
suivant:

=0,25+0,75.

Cela nous dit qu’il y a une probabilité de
25% de voir un triangle et de 75% de voir
un cercle si on ouvre l’enveloppe et regarde
la carte.

À partir de maintenant, je parlerai de l’état
quantique de cartes mais n’oublions pas que
cela sera une image pour l’état quantique de
photons.

=a+b

?

==

a2 ×100%b2 ×100%

(OI__J- (Vl__f- (Al 

( I (VI 

( I < I 

(VI 
(OI ("I (VI ("I I 

_t 

0 
V 

Q 
(OI (VI (Al (OI (VI (Al 

( I (VI 



27

 V
ol

. 1
8 

• 
ét

é 
– 

au
to

m
ne

 2
02

3

L’étrangeté du monde quantique |  Patrick Labelle  •  Vasilisa Shramchenko  • Université de Sherbrooke

Alice:
D’accord. Mais au lieu de parler de
probabilités d’observer un triangle ou un
cercle si on ouvre l’enveloppe, pourquoi ne
pas le dire plus simplement: il y a 25 % de
chances que la carte qui est dans l’enveloppe
soit marquée d’un triangle et 75 % qu’elle
soit marquée d’un cercle. Présenté comme
cela, ça ne sonne pas si mystérieux!

Fourmi:
Parce que ce n’est PAS ce que nous enseigne
la physique quantique! Elle nous dit qu’avant
que l’enveloppe soit ouverte, la carte n’est
pas marquée d’un triangle ou d’un cercle. Elle
existe plutôt dans un état mystérieux dans
lequel elle a la possibilité d’être observée
avec un triangle (avec une probabilité
de 25 %) et la possibilité d’être observée
avec un cercle (avec probabilité de 75%) !
C’est complètement différent de ce que tu
suggères. Avant qu’une observation soit
faite, on ne peut pas dire qu’il y a quelque
chose d’écrit sur la carte!11

Alice:
Quoi!? C’est plus fou que tout ce que j’ai
rencontré au pays des merveilles, et c’est
encore plus renversant parce qu’on parle ici
du monde réel!

Attends une minute. On a plein de situations
dans la vie de tous les jours où les probabilités
jouent un rôle, comme lorsqu’on jette des dés
ou on tire à pile ou face. Si on a une pièce
de monnaie truquée qui donne pile 25 % du
temps et face 75 % du temps, alors ouvrir
une enveloppe et regarder la carte n’est-il
pas la même chose que lancer cette pièce et
observer le résultat ? Avant d’être lancée la
pièce n’indique pas encore ni pile ni face. Ne
peut-on donc aussi dire qu’elle est en état de
superposition de l’état «pile» et l’état «face»
et que lancer la pièce est la même chose que
mesurer son état?

1. À l’exception des cas particuliers a = 1,
b = 0 et a = 0, b = 1, qui correspondent
en fait aux deux états classiques et pour
lesquels on est dans la même situation
qu’en physique classique car l’état est le
même avant et après la mesure et il n’y a
pas d’effondrement de la fonction d’onde.

Fourmi:
C’est une analogie souvent utilisée mais
elle est malheureusement trompeuse.
L’apparition de probabilités dans le cas du
lancer d’une pièce de monnaie (truquée ou
pas) vient du fait que l’on ne connait pas
tous les détails du mouvement de la pièce
quand elle est lancée. Si on connaissait
avec une très grande précision la forme de
la pièce, sa position et sa vitesse initiales,
les forces appliquées par les molécules d’air
et les doigts qui l’ont lancée, la surface où
elle rebondit, etc., on pourrait calculer avec
certitude quel résultat serait obtenu à chaque
lancer. Les probabilités apparaissent pour
décrire le lancer d’une pièce de monnaie ou
d’un dé seulement parce qu’il nous manque
de l’information.

Dans le cas quantique, on connait absolument
tout ce qui est possible de connaître sur
l’état quantique de la carte, qui est décrit
par la combinaison linéaire (1). Et même en
connaissant cela, on ne peut pas prédire
avec certitude laquelle des deux valeurs de
spin sera obtenue lors d’une mesure. Les
probabilités font partie des lois de la Nature
à un niveau fondamental! Ce n’est pas facile
à croire, même pour les physiciens les plus
brillants. Einstein lui-même ne pouvait se
résoudre à accepter cet aspect probabiliste
des lois fondamentales de la Nature.

Le paradoxe EPR
Cela a amené Einstein à introduire en 1935
avec ses collègues Boris Podolsky et Nathan
Rosen, un argument qui semblait prouver
que le postulat de la mesure ne pouvait
être correct (et qu’on appelle maintenant
le paradoxe EPR, d’après leurs noms).
Avant d’expliquer cela, je dois discuter d’un

] 
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aspect encore plus fantastique du principe
de superposition: l’intrication quantique.

Mais nous aurons besoin de l’aide d’une
troisième personne. Qui pourrait

bien nous aider? Oh, je sais!
Demandons à la cigale :

comme elle passe son été
à chanter, elle a sûrement un

peu de temps pour nous aider.

Il faut maintenant considérer
un état composé de deux
cartes postales,
chacune dans son

enveloppe. Disons
que je t’envoie à

toi, Alice, une des cartes et
j’envoie l’autre à la cigale. Les
cartes constituent un seul état, même quand
elles sont séparées par une grande distance.

Disons que l’état quantique décrivant les
deux cartes à l’intérieur de leurs enveloppes
respectives est

ψ = 0,30 ΔA ,○C + 0,70 ○A ,ΔC .

Dans cette expression, le premier terme veut
dire qu’il y a 30 % de chances que lorsque
vous ouvrez vos deux enveloppes, tu observes
un triangle sur ta carte (l’indice « A » signifie
Alice) et que la cigale observe un cercle. Le
deuxième terme signifie qu’il y a 70 % de
chances pour que vous observiez l’opposé.
L’équivalent de cet état pour les spins de deux
photons peut être créé dans des expériences
réelles.

Disons que tu observes un cercle sur ta
carte. Alors, d’après le postulat de la mesure,
la fonction d’onde s’effondrera sur l’état
○A ,ΔC . Maintenant, si la cigale ouvre

sa propre enveloppe, on est certain qu’elle
observera sa carte marquée d’un triangle.

Mais que se passe-t-il si la cigale ouvre son
enveloppe avant toi? Dans ce cas, l’état
physique est toujours ψ  lorsque la cigale
jette un coup d’oeil à sa carte. Elle a donc
une probabilité de 30 % d’observer un cercle
sur sa carte et de 70 % d’observer un triangle.

La conclusion inévitable est que lorsque
tu ouvres ton enveloppe en premier, cela
affecte non seulement l’état de ta carte,
mais également la carte postale de la cigale,
étant donné que l’effondrement de la
fonction d’onde que tu as causé influence
les probabilités des observations de la cigale
(bien sûr, l’inverse est aussi vrai: si la cigale
est la première à ouvrir son enveloppe, cela
affectera l’état de ta carte). On dit alors que les
deux cartes sont dans un état d’« intrication
quantique »: faire une mesure sur une des

cartes affecte l’état de la deuxième carte
avant même que cette dernière

soit observée. Ce qui est
remarquable est que la

théorie prédit que cet
effet est instantané

et se produit peu importe la distance
séparant les deux observateurs.

Cela semble contredire la théorie de
la relativité restreinte. En effet, un
de ses principes est qu’aucune
matière ou forme d’énergie ne
peut se propager plus vite que
la lumière (dont la vitesse est
approximativement 300 000
km/s). Cela implique qu’aucun
signal ne peut se propager plus vite
que la lumière. Considérons par exemple
la Terre et Neptune, dont la distance est telle
que la lumière prend près de quatre heures
pour aller d’une planète à l’autre. Si tu te
trouves sur Terre et que tu apprends que ton
équipe de sport favorite vient de gagner un
championnat, il n’y a aucun moyen de laisser
savoir la nouvelle à un ami qui se trouve sur
Neptune en moins de quatre heures.

On voit maintenant la contradiction avec la
physique quantique. Disons que tu es sur
Terre et la cigale est sur Neptune, et que je
suis à mi-chemin entre vous deux lorsque

sais cffij~ t'::e. qU(!; 

,a ,~ cigale I 

I) ..r-1 

) 
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je vous envoie vos deux enveloppes. Si tu
ouvres ton enveloppe dès que tu la reçois, la
physique quantique nous dit que ta mesure
causera l’effondrement de la fonction d’onde
et a ainsi un effet immédiat sur les résultats
possibles que la cigale pourra ensuite obtenir.

Pour Einstein et ses collègues, cela démontrait
qu’il n’y avait pas de superposition d’états
et pas d’effondrement de fonction d’onde.
Einstein croyait que les cartes portaient déjà
leurs symboles avant que les enveloppes
soient ouvertes, que ces symboles étaient en
fait déterminés dès l’envoi des enveloppes
(comme des cartes classiques) et que le besoin
d’introduire des probabilités était dû au fait
qu’il y avait des lois de physique qui n’avaient
pas encore été découvertes. Si on connaissait

ces lois, on pourrait calculer certaines
variables qui nous permettraient

de prédire avec certitude la
marque sur chacune des cartes
avant les mesures (c’est ce
qu’on appelle l’hypothèse
des « variables cachées »). La
présence de probabilités dans
la physique quantique serait
due à notre ignorance de
lois de physique, pas à une
probabilité inhérente dans les
lois de physique fondamentales

(un peu comme le résultat d’un
lancer de dés semble probabiliste seulement
parce qu’on ne connait pas précisément
toutes les variables affectant la
trajectoire).

Une résolution
du paradoxe?

Alice :
Cela a dû bouleverser la communauté
scientifique et mettre fin à la physique
quantique!

Fourmi:
Pas du tout! Le formalisme de la physique
quantique était spectaculairement efficace
pour expliquer une vaste gamme d’obser-
vations dans plusieurs domaines, comme
la physique atomique. Il semblait aux

physiciens(nes) que le paradoxe EPR était
plus une question d’ordre philosophique que
scientifique car ils ne croyaient pas possible
de prouver ou réfuter l’existence des super-
positions d’états.

Mais il y eut un coup de théâtre en 1964!
Un brillant physicien irlandais, John
Bell, proposa une expérience impliquant
des photons dans un état intriqué qui
permettrait de déterminer laquelle des deux
interprétations, superposition d’états ou
variables cachées, était correcte. Depuis, des
expériences ont spectaculairement confirmé
l’existence de l’intrication quantique et donc
des superpositions d’états. Cela prouve de
façon convaincante qu’une mesure ne peut
être interprétée comme le lancer d’une pièce
truquée, par exemple le lancer d’une pièce
sur Terre ne pourrait affecter les résultats
d’un lancer d’une autre pièce au même
moment sur Neptune! Le monde dans lequel
on vit est en effet plus étrange que le pays
des merveilles.

Qu’en est-il de la contradiction avec la
relativité? Comment explique-t-on que
l’influence entre deux particules d’un état
intriqué se propage plus vite que la lumière?
Certains disent que cela n’est pas un
problème car on ne peut utiliser l’intrication
quantique pour envoyer un message (comme
le résultat d’un championnat) parce qu’on
ne peut contrôler les résultats des mesures.
Mais cette explication n’est pas vraiment
satisfaisante car il y a définitivement un effet
qui est transmis plus vite que la lumière.

Peut-être un lecteur ou une
lectrice de cet Accromath
expliquera un jour ce grand
mystère de la science!

I 
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Peut-on comparer des aires dans le plan et dans l’espace avec des outils tout
à fait élémentaires? Avant l’avènement du calcul différentiel, les anciens

avaient introduit des outils pour le faire, d’abord avec la règle et le compas,
puis ensuite avec les méthodes d’exhaustion et du levier. Nous explorons ici

une troisième méthode: la méthode des indivisibles.
Méthode des indivisibles
La méthode des indivisibles est due à
Bonaventura Cavalieri. Cependant, plusieurs
mathématiciens ont utilisé cette méthode
en y apportant des modifications ou des
critiques.

Dans son Traité des Indivisibles1, Cavalieri
considère qu’une surface est composée par
des droites parallèles équidistantes.

Si deux figures planes sont
comprises entre deux droites
parallèles et si toutes les
intersections de ces figures
avec une droite parallèle aux

deux premières ont même longueur, alors
les figures planes ont même aire.

Il considère également un solide comme
composé de plans parallèles équidistants.

Si deux solides sont compris entre deux plans
parallèles et si toutes les intersections de
ces solides avec un plan parallèle aux deux
premiers ont même aire, alors les solides ont
même volume.

En utilisant ce principe, il montre que l’aire
du cercle et celle de l’anneau est A = π(r2

– h2). Il en conclut que le volume de la demi-
sphère est égal à la différence des volumes
du cylindre et du cône.  Le volume du cylindre

1. Voir l’article Les indivisibles de Cavalieri,
Vol.12, Hiver-printemps 2017.

André Ross
Professeur retraité

de rayon r et de hauteur r est Vcylindre = πr3.
Puisque le volume d’un cône est le tiers du
volume du cylindre de même rayon et de
même hauteur, il en obtient :

V r r r–
1
3

22
3

.sVsV /2
3 3 3= π π = π

Galilée et les indivisibles
En 1627, Cavalieri a fait parvenir à Galilée
la version finale de son premier ouvrage
Geometria indivisibilibus continuorum nova
quadam ratione promota qui ne fut édité
qu’en 1635.

Galilée utilise la méthode des indivisibles dans
son Dialogue sur les deux grands systèmes du
monde, mettant en scène trois personnages,
Salviati, Sagredo et Simplicio.

À la fin de la deuxième
journée de cet ouvrage,
Salviati décrit à Sagredo le
mouvement uniformément
accéléré. Il utilise un triangle
pour illustrer son propos.
Voici comment il décrit ce
mouvement2.

Sur le côté AC, prenons
autant de parties égales
qu’on voudra, AD, DE, EF,
FG; par les points D, E, F,
G traçons les lignes droites
parallèles à la base BC;
imaginons que les parties
marqués sur la droite AC
sont des temps égaux  et

2. Galilée, Discours sur les deux grands
systèmes du monde, traduit de l’italien par
René Fréreux avec le concours de François
de Gandt, Éditions du Seuil, 1992, pp.369 -371.

Comparaison d’aires: 3. la méthode des indivisibles |  André Ross  • Professeur retraité
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quelesparallèlestracées
par les pointsD, E, Fet G
représententlesdegrés
devitessesaccéléréesqui
croissentégalementen
des temps égaux, le point
Aétant l’état de repos.; le
mobile qui part deAacquiert
parexemple,ledegréde

vitesseDH pendant le tempsAD;dans le
temps qui suit, sa vitesse s’accroit au-delà
du degréDH jusqu’au degré EI, puis elle
devient successivement plus grande dans
lestempssuivants,proportionnellement
aux accroissement des lignesFK, GL,etc.;
or, l’accélération se fait continûment de
moment en moment, et non par saccades
d’unepartieassignabledetempsàla
suivante; si on suppose que le termeA
est le plus petit moment de vitesse, c’est-
à-dire l’état de repos, et que le premier
instant du temps qui suitAD,il est évident
qu’avant d’avoir acquis le degré de vitesse
DH, pendant le tempsAD, on est passé par
l’infinité de tous les degrés de vitesse de
plus en plus petits, gagnés pendant l’infinité
des instants qu’il y a dans le tempsDAet
qui correspondent à l’infinité des points
qu’il y a dans la ligneDA.Si donc on veut
représenter l’infinité des degrés de vitesse
qui précèdent le degréDH, on doit concevoir
qu’il y a une infinité de lignes de plus en
plus petites, tracées à partir de l’infinité
de points de la ligneDA, parallèlement
àDH;or cette infinité de lignes nous est
représentée finalement par la surface du
triangleAHD;nous comprendrons ainsi que
tout espace parcouru par le mobile dont le
mouvement, commençant par le repos, va
en accélérant uniformément, a consommé
et utilisé l’infinité des degrés croissants de
vitesse, correspondant à l’infinité des lignes
qu’on peut concevoir, en commençant par
le pointAlui-même, parallèles à la ligneHD
et aux lignesIE, KF, LG, BC,le mouvement
se poursuivant autant qu’on veut.
Complétonsmaintenantleparallélo-
grammeAMBC et prolongeons jusqu’à son
côtéBMnon seulement les parallèles mar-
quées dans le triangle, mais l’infinité des
parallèles qu’on peut concevoir comme tra-

çées à partir de tous les points du côtéAC.
La ligneBC était la plus grande parmi l’infi-
nité des lignes du triangle, elle représentait
pour nous le degré maximum de vitesse ac-
quis par le mobile en mouvement accéléré,
et la surface de ce triangle, prise en sa to-
talité, était la masse et la somme de toutes
les vitesses avec lequel le mobile a parcou-
ru un tel espace pendant le tempsAC;de la
même façon, le parallélogramme se trouve
être une masse et un agrégat d’autant de
degrés de vitesse, mais ici chaque degré est
égal au plus grand degréBC, et la masse
de vitesse se trouve être le double de la
masse des vitesses croissantes du triangle,
puisque ce parallélogramme est le double
du triangle. Par conséquent, si le mobile
qui, en tombant, a utilisé les degrés de vi-
tesse accélérée correspondant au triangle
ABC a parcouru en autant de temps un tel
espace, il est fort raisonnable et probable
qu’en utilisant les vitesses uniformes, qui
correspondent au parallélogramme, dans
le même temps il parcourra d’un mouve-
ment uniforme un espace double de l’es-
pace parcouru par un mouvement accéléré.

OnvoitdanscetextraitqueGaliléea
recoursauxindivisiblespourdécrirele
mouvementuniformémentaccéléré.Il
donne une interprétation physique à chacun
desélémentsconsidérés.Lespointssont
considérés comme des instants, les droites
parallèles comme des degrés de vitesse et les
surfaces comme les espaces traversés.

Galilée soulève cependant des critiques par
rapport à la méthode des indivisibles. Par la
bouche de Salviati, il fait remarquer qu’à la
limite le cercle devient un point et l’anneau
circulaire devient un cercle. Le rayon de la
sphère étant arbitraire, cela signifie que tous
les cercles, quel que soit leur rayon, ont une
circonférence égale et que chacune de ces
circonférences est égale à un point, ce qui
est absurde.

Comparaison d’aires: 3. la méthode des indivisibles| André Ross •Professeur retraité
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Kepler et les indivisibles
Kepler est connu pour ses trois lois des
mouvements planétaires. Pour obtenir
l’énoncé de sa deuxième loi, appelée loi des
aires, il a recours aux indivisibles.

Dans Mysterium cosmographicum, il énonce
que la force qui agit sur les planètes se situe
au Soleil et que la vitesse est inversement
proportionnelle à la distance.

Illustrons son raisonnement en considérant
que la Terre se déplace du point
A au point H. Il divise l’arc AH en
arcs de même longueur AB, BC,
..., GH. En notant tAB le temps
nécessaire pour parcourir l’arc
AB, la vitesse vAB est égale au
rapport de la longueur de l’arc
AB sur du temps de parcours tAB .
En supposant, selon l’hypothèse,
que la vitesse vAB est inversement

proportionnelle à la longueur du segment AS
du secteur circulaire ASB, il obtient que

v AB = k
AS

,

où k est la constante de proportionnalité.  Le
temps du parcours pour aller de A à H est
alors

tAH = tAB + tBC + tCD +!+ tGH

= AB!

v AB
+ BC!

vBC
+ CD!

vCD
+!+ GH!

vGH
.

Puisque les arcs sont égaux, on obtient

�

�

� � � �

�

= + + + +

= + + + +





t
AB

v
AB
v

AB
v

AB
v

AB
v v v v

.

AH
AB BC CD GH

AB BC CD GH

1 1 1 1

L’hypothèse de la proportionnalité inverse de
la distance donne alors

�

�

�

�

�

� ( )

= + + +





= + + +






= + + +

t AB
k AS k BS k GS

AB
AS
k

BS
k

GS
k

AB
k

AS BS GS .

AH
1 1 1

Ce qui permet de conclure que le temps
nécessaire pour parcourir l’arc AG est
proportionnel à la somme des rayons compris
dans cette portion d’orbite, puisque le résultat
demeure le même quelque soit le nombre de
subdivisions de l’orbite. Ce résultat appelé loi
des aires 3, s’énonce

La droite joignant une planète au Soleil
balaie des aires égales en des temps égaux.

Torricelli et les indivisibles
Torricelli a obtenu un bon résultat en
utilisant les indivisibles. Il considère la
surface engendrée par la rotation autour
de l’axe horizontal de la courbe xy = 1. En
décomposant celle-ci en cylindres creux qu’il
« déroule », il montre que le volume est égal
à π.

(1; 1) (x; y)

Malgré des résultats intéressants par la
méthode des indivisibles4,  Torricelli a illustré
que la méthode donnait parfois des résultats
erronés.

3. Kepler a obtenu sa deuxième loi avant la
première.

4. Voir  Les indivisibles ...et après, Accromath,
vol 13.1, hiver-printemps 2018.

Johannes Kepler
1571-1630

Evangelista Torricelli
1608-1647
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Torricelli a utilisé une figure qu’il appelle
« triangle mixte » (voir figure ci-contre) et
il a montré que cette méthode permettait
également de générer des paradoxes.

Étant donné un « triangle mixte » limité par
une frontière de forme parabolique, une
tangente et une droite parallèle à l’axe de
la parabole (triangle ADC, figure ci-contre),
il est possible d’inscrire dans ce triangle
mixte une figure rectiligne formée de
parallélogrammes de hauteur (horizontale)
constante de telle sorte que sa surface
diffère de celle du triangle mixte  d’une
grandeur plus petite que toute quantité
donnée.

La différence entre l’aire du « triangle mixte »
et celle de la « figure rectiligne » est la
somme des aires des petits parallélogrammes
contenant une partie de l’arc parabolique. La
tangente CD est bisectée m fois, d’où

� �

= +

= + + +

= + + + + +

CD CX XD

CP PX XH HD

CP PQ P H HE ED .

On poursuit jusqu’à ce que l’aire du
parallélogramme DAFE soit plus petite
qu’une grandeur k donnée. À la fin de cette
séquence, CD est divisé en n parties égales
(DE, EH, ..., XS, SP, PQ, QC). En translatant
chacun des petits parallélogrammes
contenant une partie de la ligne parabolique
(LAFI, MIGB, ..., QORC) selon la direction du
côté CD du « triangle mixte », Torricelli obtient
que le premier parallélogramme DAFE est la
somme des petits parallélogrammes,

�= + + +A A A ADAFE LAFI MIGB QORC

En appliquant la méthode de Cavalieri à cet
exemple, si le passage de la figure entière
aux agrégats est aussi simple que le sens
commun le suggère, les points de l’arc
parabolique seraient les indivisibles de celle-
ci. Ces points sont obtenus en réduisant
la hauteur (horizontale) jusqu’à ce que le
parallélogramme LAFI devienne un point et
que le parallélogramme DEFA devienne un

segment de droite. On peut donc
définir une relation biunivoque
entre les points de l’arc parabolique
et ceux du segment DA.

Cependant, en considérant
la figure, il est clair que l’arc
parabolique AC et la droite DA ne
sont pas de même longueur. En
effet, lorsque ces paralélogrammes
sont suffisamment petits,
la ligne parabolique incluse
dans chacun de ceux-ci est
approximée par la diagonale de ces
parallélogrammes et la diagonale
d’un parallélogramme est toujours
plus longue que ses côtés. Par
conséquent, la somme de toutes les
diagonales est plus grande que la
somme des côtés correspondants,
parallèles au côté DA du « triangle
mixte ».

Ce n’est pas le seul paradoxe relevé
par Torricelli. Ainsi, il montre à
l’aide de la figure du bas de la page
que l’aire du triangle ABC est la
moitié de celle du triangle ACD,
puisque = =AB CB CD .2  Les points
sur le côté commun AC établissent
une bijection entre chacun des
indivisibles EF du triangle ACD
et chacun des indivisibles FG du
triangle ABC. Les deux triangles ont
donc le même nombre d’indivisibles
et chaque paire d’indivisibles est de
même longueur.  Cependant, il est
faux d’en conclure que les deux
triangles ont la même aire.

Ce qui soulève la question : comment
la méthode de Cavalieri appliquée
correctement peut-elle donner un
résultat qui est faux ?
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Selon ce que veut l’adage, « Un mathématicien qui n’est pas un peu poète
ne sera jamais un mathématicien complet. » Jolie image, certes!

Mais qu’est-ce à dire au juste? Et d’où cet énoncé provient-il?
Un fougueux étudiant du bac en maths,
tout frais émoulu d’un premier cours
d’analyse, s’élancera peut-être candidement
à la recherche de suites de Cauchy non
convergentes suivant une certaine métrique…
Mais sans doute convient-il de considérer
cette affirmation sous d’autres points de vue.

En remontant aux sources
Diverses questions se posent naturellement
concernant la provenance d’un tel aphorisme
et le contexte dans lequel il a été émis : à
quand remonte-t-il ? à qui le doit-on et que

cherche à exprimer son auteur ? peut-on
l’associer à un texte original précis? Pour ma
part, cet adage constitue en quelque sorte
une fort lointaine glanure mathématico-
littéraire, qui me renvoie à l’époque de mes
études en mathématiques : c’est en effet en
feuilletant un dictionnaire de proverbes1 que
je l’ai un jour rencontré.

Il se retrouve dans cet ouvrage sous la
rubrique « Mathématiques », en compagnie
de quelques autres apophtegmes à propos
de la « reine des sciences » (voir encadré),

mathématico-littéraires (V)

Bernard R. Hodgson
Université Laval

À propos de la « reine des sciences »
Cette célèbre expression est invariablement
attribuée au grand mathématicien Carl
Friedrich Gauss (1777-1855). Mais pour ma
part, je ne connais pas de texte de la main
de Gauss lui-même où elle se rencontrerait.

Comme c’est le cas pour une partie du folklore
entourant le « prince des mathématiciens »
(autre locution consacrée!), l’expression
« reine des sciences » apparaît dans une
biographie de Gauss publiée un an après sa
mort par le géologue Wolfgang Sartorius
von Waltershausen, professeur tout comme
Gauss à l’Université de Göttingen. Celui-ci
écrit en effet : « Pour reprendre ses propres
mots, Gauss considérait les mathématiques
comme la reine des sciences et l’arithmétique
comme la reine des mathématiques. »2

Ce même texte relate entre autres le
délicieux épisode de Gauss, jeune écolier de
7 ans, trouvant d’emblée la somme d’une
progression arithmétique qu’avait donnée
en exercice son instituteur — une anecdote,
aux dires de Sartorius, qu’un Gauss
« vieillissant se plaisait à nous raconter
fréquemment et avec grande vivacité. »3

(À propos de cette fameuse « somme à la
Gauss », voir la Section problèmes.)

À noter qu’une version courante de cette
prouesse arithmétique de Gauss porte
sur la somme des entiers de 1 à 100 —
cette information numérique ne figurant
cependant pas dans le texte de Sartorius.

1 Maurice Maloux, Dictionnaire des proverbes, sentences et maximes, Larousse, 1960, p. 334.
2. Wolfgang Sartorius von Waltershausen, Gauss zum Gedächtniss (À la mémoire de Gauss). Leipzig, S.

Hirzel Verlag, 1856, p. 79. (Traduction personnelle.)
3. Ibid., p. 12. (Traduction personnelle.)

Augustin-Louis
Cauchy

1789-1857
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notamment la célébrissime mise en garde
quant au caractère exigeant de l’appren-
tissage des mathématiques :

« Il n’y a pas de route royale
vers la géométrie. »

Le même dictionnaire attribue cette dernière
phrase à Euclide (env. 300 avant notre ère),
prenant à l’appui comme source le philosophe
néoplatonicien Proclus de Lycie (412-485). Et
de fait, on peut bel et bien la dénicher dans
les écrits de Proclus qui nous sont accessibles
(voir encadré).

Il convient sans doute d’insister sur le fait
qu’il ne s’agit pas ici d’un texte de la propre
main d’Euclide (il en est de même, chez Gauss,
de la provenance de l’expression « reine des
sciences »). De plus, Proclus écrit quelque huit
siècles après Euclide et rapporte une sorte
d’héritage oral. On a bel et bien une source,
mais passablement lointaine, il faut le dire,
et donc incertaine quant à l’authenticité du
texte rapporté.

Weierstrass et Kovalevskaya
L’adage cité en amorce, où se conjuguent
le fait d’être mathématicien et celui
d’être poète, est attribué dans mon
dico Larousse à l’un des pères de l’analyse
moderne, Karl Weierstrass (1815-1897),5

la source indiquée étant son traité
Abhandlungen aus der Functionenlehre
(1886). J’ai pu un jour avoir accès à ce livre,
mais c’est en vain que je l’y ai cherché.

4. Texte tiré de Bernard Vitrac, Euclide
d’Alexandrie, Les Éléments, volume 1. PUF,
1990, p. 91-92.

5. Pour en savoir plus sur Weierstrass,
notamment sur sa carrière d’une quinzaine
d’années comme enseignant à l’école
secondaire et sur son apport à l’analyse
mathématique, voir André Ross, « Karl
Weierstrass. » Accromath, vol. 10,
été-automne 2015, pp. 26-29.

6. Expression utilisée (en français) par Mittag-
Leffler dans la Préface (p. IV) de la revue
Acta Mathematica 39 (1923). (Voir Pour en
savoir plus!)

Grâce à Internet et aux innombrables
ressources qu’il renferme (notamment un
foisonnement de textes de jadis et naguère), il
peut aujourd’hui s’avérer relativement facile
de retracer une telle information jusqu’à
son origine — à tout le moins dans certains
cas. C’est ainsi que j’ai éventuellement
su que l’aphorisme ouvrant ces glanures
provient d’une lettre de Weierstrass à Sofia
Kovalevskaya (1850-1891) publiée dans les
Actes du deuxième Congrès international
des mathématiciens tenu à Paris en 1900. Le
mathématicien suédois Gösta Mittag-Leffler
(1846-1927), une des figures importantes en
mathématiques au tournant du 20e siècle, y
donnait en effet l’une des cinq conférences
principales, son sujet étant la correspondance
entre Weierstrass et « sa chère disciple »6 et
étudiante Kovalevskaya.

Au tout début de son texte, Mittag-Leffler
rappelle certaines des circonstances ayant
mené Kovalevskaya à faire des études en

Carl Friedrich Gauss
1777-1855

Sofia Kovalevskaya
1850-1891

Karl Weierstrass
(1815-1897)

« Il n’y a pas de route royale vers la géométrie. »
Si l’usage a retenu le nom d’Euclide en lien avec cet
énoncé proverbial, c’est en raison d’un passage dans
les Commentaires de Proclus sur les Éléments d’Euclide,
dans le cadre d’un prologue portant sur les origines de
la géométrie.

Afin de situer Euclide sur l’échelle du temps, Proclus y
indique qu’il a vécu à l’époque du premier Ptolémée,
Ptolémée I Sôter, général macédonien d’Alexandre
le Grand et souverain de l’Égypte de 305 à 283 avant
notre ère. En appui à cette affirmation, Proclus rappelle
d’abord qu’Archimède, qui a vécu après Ptolémée I,
mentionne Euclide dans ses travaux. Et pour mieux
étayer son argument, il indique même qu’Euclide et
Ptolémée se sont rencontrés. En effet, écrit-il, « on

raconte qu’un jour »4 Ptolémée demanda à Euclide s’il
n’y avait pas, pour l’apprentissage de la géométrie, un
chemin plus court que celui présenté dans ses Éléments.
C’est alors, écrit Proclus, qu’Euclide répondit au roi en lui
servant l’adage qu’on lui attribue.

Revenant à ses soucis chronologiques, Proclus conclut
en disant qu’Euclide « est donc plus jeune que les
disciples de Platon, mais plus vieux qu’Ératosthène
et Archimède. Ceux-ci sont en effet contemporains,
comme le dit quelque part Ératosthène. » 4

(Voir, dans l’encadré à la toute fin du présent texte, un
extrait des Commentaires de Proclus sur la proposition
I.47 d’Euclide : le théorème de l’hypoténuse, alias
théorème de Pythagore.)

I 



Gösta Mittag-Leffler
1846-1927

Leopold Kronecker
1823-1891

9.  À ce sujet, voir aussi Michèle Audin,
Souvenirs sur Sofia Kovalevskaya.
Calvage & Mounet, 2008, pp. 68-70.

7. Gösta Mittag-Leffler, « Une page de la vie
de Weierstrass. » In : E. Duporcq (éd.),
Compte rendu du deuxième Congrès
international des mathématiciens (Paris,
1900). Gauthier-Villars, 1902, pp. 131-153.

8. Les citations textuelles de la lettre de
Weierstrass (entre guillemets) sont tirées
de l’article de Mittag-Leffler (note 7),
pp. 148-149.
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analyse sous la direction de Karl Weierstrass,
l’un des mathématiciens les plus réputés  à cette
époque en Europe — « notre maître à tous »,
au dire du mathématicien français Charles
Hermite (1822-1901), comme le rapporte
Mittag-Leffler dans son introduction. Il
s’agissait évidemment de leçons particulières,
car il était alors impossible pour l’étudiante,
en tant que femme, d’assister aux cours de
Weierstrass à l’Université de Berlin. Durant les
études de Kovalevskaya menant à l’obtention
de son doctorat en 1874, et au cours des
années qui suivirent, elle et Weierstrass
échangèrent une abondante série de lettres.

Vers le début des années 1880, Mittag-
Leffler réussit à faire engager Kovalevskaya à
l’Université de Stockholm alors nouvellement
créée, faisant ainsi de la jeune Russe la
première mathématicienne nommée à un
poste de professeure dans une université
européenne. Quelques années plus tard, après
le décès de Kovaleskaya, Mittag-Leffler entra
en possession d’une quarantaine de lettres
qu’elle avait reçues de Weierstrass et sur
lesquelles il s’appuya pour sa conférence lors
du Congrès international des mathématiciens
de 1900.7

Le mathématicien poète
dans les mots de Weierstrass
Dans une lettre d’août 1883 à Sofia
Kovalevskaya, Weierstrass se penche sur
« diverses catégories de personnes »,8 parmi
une dizaine de mathématiciens de son époque
(la plupart allemands), qu’il se hasarde à
comparer selon certains critères. L’un d’eux,
par exemple, est présenté comme très sélectif
quant aux sujets auxquels il s’intéresse, alors
qu’un autre, malgré son intérêt pour « tout ce
qui est nouveau, (…) ne possède pas le don
de s’occuper d’un travail fait par une autre
personne avec le même intérêt scientifique
que s’il s’agissait de ses propres recherches ».

Cette dernière remarque porte sur son
collègue Leopold Kronecker (1823-1891), à
propos duquel Weierstrass déplore de surcroît
qu’il a « une imperfection qu’on rencontre
chez beaucoup d’hommes extrêmement
intelligents, (…) il n’a pas assez de fantaisie
(je devrais plutôt dire d’intuition). » Et c’est
alors que naît sous sa plume sa phrase
mémorable :

« Il est certain qu’un
mathématicien qui n’est pas

un peu poète ne sera jamais un
mathématicien complet. »

Il faut souligner qu’en formulant ses
commentaires, Weierstrass s’appuie
explicitement sur les origines juives de
Kronecker. De tels propos antisémites,
infondés mais hélas assez répandus à son
époque, feraient aujourd’hui l’objet de
dénonciations vigoureuses, et pour cause. On
ne connaît que trop les atrocités auxquelles
le laisser-faire, souvent assimilé à une
approbation tacite, a pu conduire dans la
première moitié du 20e siècle. Les remarques
de Weierstrass, à cet égard, ont difficilement
pour nous le caractère anodin qu’il leur
prêtait peut-être lui-même.9

L’histoire n’a charitablement retenu de
l’aphorisme de Weierstrass que l’importance
qu’il accordait, avec justesse, à la créativité
et à l’audace de la pensée comme vecteurs
du succès en recherche mathématique.
En effet, son emploi du terme poète dans
un tel contexte est sans doute en lien avec
les mots fantaisie et intuition qu’il utilise
juste avant dans sa lettre à Kovalesvkaya.
Contrairement à l’image éculée d’un savant
(à l’air possiblement un peu sévère) exécutant
minutieusement de laborieux calculs,
ce n’est pas d’une telle manière que les
mathématiques avancent et se développent.
C’est plutôt grâce à des intuitions fortes —
voire à certaines idées fantaisistes ou même
un peu folles — permettant de saisir des
relations nouvelles et inspirantes entre divers
cadres et concepts mathématiques, et d’avoir
ainsi accès à des territoires inexplorés.

DossierLittérature



10. Alice Munro, Trop de bonheur. Éditions de
l’Olivier, 2013, p. 317. (La version origi-
nale anglaise, Too Much Happiness, a été
publiée en 2009.)

37

Vo
l. 

18
 •

 é
té

 –
 a

ut
om

ne
 2

02
3

Une telle vision du « processus mathématique »
a fait depuis longtemps l’objet de réflexions
parmi les personnes s’intéressant à la
créativité dans le domaine mathématique,
notamment au tournant du 20e siècle. Elle se
retrouve par exemple chez le mathématicien
Henri Poincaré (1854-1912) qui, dans une
conférence lors du même Congrès des
mathématiciens tenu en 1900, affirmait :

« La logique et l’intuition ont
chacune leur rôle nécessaire

[en mathématiques].
Toutes deux sont indispensables.
La logique qui peut seule donner

la certitude est l’instrument
de la démonstration:  l’intuition
est l’instrument de l’invention. »

Glanures mathématico-littéraires (V) |  Bernard R. Hodgson • Université Laval

Et cette même vision a été remarquablement
bien capturée, quelques années plus tard,
dans le célèbre adage du mathématicien
Jacques Hadamard (1865-1963) :

« La rigueur n’a jamais
eu pour objet que de sanctionner
et de légitimer les conquêtes de

l’intuition. »

(Voir la section Pour en savoir plus !)

Kovalevskaya,
héroïne d’une nouvelle
L’écrivaine canadienne Alice Munro est la
lauréate du prix Nobel de littérature 2013.
Dans le communiqué de presse annonçant
ce prix, l’Académie suédoise la présente
comme « la souveraine de l’art de la nouvelle
contemporaine » (voir la section Pour en
savoir plus ! ).

Quelques années avant de recevoir le Nobel,
Munro a publié une nouvelle intitulée « Trop
de bonheur » (parue dans un livre portant
le même titre), inspirée de la vie de Sofia
Kovalevskaya. Elle explique son intérêt pour
la mathématicienne russe en ces termes :

« J’ai découvert Sofia Kovalevskaïa
un jour que je cherchais autre
chose dans mon Encyclopædia

Britannica. La combinaison d’une
romancière et d’une mathémati-

cienne éveilla aussitôt mon intérêt
et je me mis à lire tout ce que je

pouvais trouver sur elle. » 10

(Kovalevskaya a en effet à son actif quelques
œuvres littéraires, dont un roman en partie
autobiographique.) Trait typique de la
nouvelle en tant que genre littéraire, le récit
de Munro ne propose pas une présentation
systématique de la vie de Kovalevskaya et
de ses réalisations, mais plutôt une série de
tableaux.

Variantes stylistiques
Une citation traduite d’une autre langue se
retrouve souvent sous diverses variations.
Ainsi la version de l’adage weierstrassien
citée en amorce de ce texte est celle
donnée par Mittag-Leffler lui-même à
partir du texte allemand de Weierstrass.
Dans le dictionnaire Larousse de la note
1, on lit plutôt : « Un mathématicien
qui n’est pas aussi quelque peu poète ne
sera jamais un mathématicien complet. »
Changements mineurs, bien sûr, mais cela
donne en français des textes qui ne sont
pas complètement identiques.

Le même commentaire s’appliquerait aux
mots mis dans la bouche d’Euclide par
Proclus.  J’ai utilisé en tout début de texte la
formulation figurant dans le dico Larousse
de la note 1. Celle utilisée par Vitrac (voir la
note 4) est : « Il n’y a pas, vers la Géométrie,
de voie directe réservée aux rois. » Ver Eecke
(voir la section Pour en savoir plus !) écrit
plutôt (p. 61) : « [Euclide] répondit qu’il
n’existait pas une voie royale en géométrie. »

] 
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11. Ibid., p. 293.
12. Cela semble un fait avéré. Ann Hibner Koblitz, biographe de Kovalevskaya, écrit à propos de

cette première rencontre : « He gave Sofia a series of problems and told her to come back
when/if she could solve them. » (Voir A Convergence of Lives. Sofia Kovalevskaia : Scientist,
Writer, Revolutionary. Birkhäuser, 1983, p. 99.)

13. Alice Munro, Trop de bonheur, pp. 284-285.

L’autrice y reprend l’analogie du poète, mais
en la transposant dans des réflexions qu’elle
prête à Weierstrass dans un contexte tout
à fait différent du cadre épistolaire dont
parle Mittag-Leffler : les toutes premières
rencontres entre Kovalevskaya et celui
qu’elle en viendra à appeler « mein lieber
professeur ».11 Lors de la première visite chez
lui de sa future étudiante, tout juste âgée
de 20 ans, Weierstrass, raconte Munro, lui
donne à résoudre une série de problèmes.12

La narration qu’elle fait de cet épisode se
retrouve dans l’encadré Le mathématicien
poète sous la plume d’Alice Munro.

On aura compris que par souci narratif,
Munro prend certaines libertés avec l’histoire,
notamment en rattachant le commentaire
de Weierstrass sur le lien mathématicien /
poète à une rencontre tenue à l’automne
1870, au tout début de la relation entre le
maître berlinois et sa jeune étudiante, plutôt
qu’à la lettre de 1883 citée par Mittag-Leffler.
De plus, la mention que fait Munro du mot
poète dans les réflexions de Weierstrass est
ici épurée de toute connotation antisémite,
l’autrice faisant plutôt ressortir le rôle de
l’intuition dans le travail du mathématicien
et le moment magique de l’illumination, tel

DossierLittérature

Le mathématicien poète sous la plume d’Alice Munro
« [Weierstrass] se souvint de la méthode, ou du
stratagème, dont il avait déjà fait usage une ou deux
fois, afin de décourager un étudiant indésirable.

‘‘ Ce que je puis faire dans votre cas, dit-il, c’est
vous proposer une série de problèmes que je vous
demanderais de résoudre et de me rapporter dans une
semaine. Si je juge leur résolution satisfaisante, nous
nous reparlerons. ‘‘

Une semaine plus tard, il avait oublié jusqu’à son
existence. Il s’était évidemment attendu à ne jamais
la revoir. Quand elle entra dans son bureau, il ne la
reconnut pas. (…) Mais quand elle eut tiré les devoirs
de son sac et les eut étalés devant lui sur le bureau, il se
rappela, poussa un soupir et chaussa ses lunettes.

Quelle ne fut pas sa surprise — il le lui confia par la
suite — de constater que chacun des problèmes avait
été résolu, et parfois d’une façon tout à fait originale.
Cependant ses soupçons avaient persisté, il croyait à
présent qu’il s’agissait sans doute du travail d’un autre,
un frère peut-être, ou un amant qui se cachait pour des
raisons politiques.

‘‘ Asseyez-vous, dit-il. Et maintenant, expliquez-moi
chacune de ces solutions, étape par étape. ‘‘

Elle se mit à parler, penchée en avant, et le bonnet
lui retomba sur les yeux, elle l’arracha pour le poser
par terre. Ses boucles parurent, ses yeux brillants, sa
jeunesse, et l’enthousiasme dont elle frissonnait.

‘‘ Oui, disait-il. Oui. Oui. Oui. ‘‘ Sa voix était empreinte de

considération, il cachait de son mieux son étonnement,
surtout devant celles des solutions dont la méthode
pleine de brio différait de la sienne.

Il était frappé et déconcerté par bien des choses, chez
elle. Elle était si frêle, si jeune, si enthousiaste. Il avait
le sentiment de devoir l’apaiser, l’encadrer avec soin, lui
permettre d’apprendre à gérer les feux d’artifice de son
esprit.

Toute sa vie — une expression qui ne lui était pas d’un
usage facile, il dut l’avouer, s’étant toujours méfié des
excès d’enthousiasme — toute sa vie il avait attendu de
voir entrer un tel étudiant dans son bureau. Un étudiant
qui le remettrait complètement en question, qui ne
serait pas seulement capable de suivre les efforts de son
esprit à lui, Weierstrass, mais peut-être de les dépasser.
Il convenait de faire très attention avant de dire ce qu’il
croyait réellement — qu’il devait entrer quelque chose
comme de l’intuition dans l’esprit d’un mathématicien
de premier plan, une espèce d’éclair qui illuminerait ce
qui s’y trouvait de tout temps. Rigoureux, méticuleux,
certes il fallait l’être, mais cela était vrai aussi de tout
grand poète.

Quand il finit par trouver la force de dire tout cela à Sofia,
il ajouta que certains se rebifferaient à la seule mention
du mot ‘‘ poète ‘‘ à propos de la science mathématique.
Et d’autres, poursuivit-il, qui ne demanderaient qu’à
bondir sur cette idée, afin de défendre la confusion et le
relâchement de leur pensée. »13
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un éclair dans le ciel. Elle offre ainsi dans
« Trop de bonheur » un récit inspirant, apte
à faire sentir par un large public les états
d’âme de Weierstrass, tant à l’égard des
mathématiques que de son élève.

Poésie mathématique
en action
J’aimerais, pour conclure, évoquer sommai-
rement quelques rencontres concrètes entre
mathématiques et poésie.

Certains « poèmes mathématiques » sont fort
célèbres, tel par exemple le fameux alexandrin

Que j’aime à faire apprendre un
nombre utile aux sages!

où le nombre de lettres des mots correspond
aux chiffres consécutifs de l’expression déci-
male de π,14 ou encore le « poème scolaire »

La circonférence est fière
D’être égale à 2πR,

Et le cercle est tout joyeux
D’être égal à πR2.

récité théâtralement par un enseignant de
mathématiques de l’écrivain Marcel Pagnol.15

Glanures mathématico-littéraires (V) |  Bernard R. Hodgson • Université Laval

Mais ce n’est certes pas à ce type de cadre
« poétique » que songeait Weierstrass.

Voici une perle peut-être davantage
weierstrassienne, dénichée dans un livre
au titre quelque peu coquin, Rationnel
mon . Prenant comme ingrédient initial
la preuve classique de l’irrationnalité de

2 , les autrices en proposent soixante-
cinq variations dans l’esprit oulipien des
Exercices de style de Raymond Queneau16

et inspirées tant des mathématiques en soi
que de la littérature, du théâtre ou même
du cinéma. On y trouve bien sûr quelques
poèmes chantant dans divers registres la
gloire de la diagonale du carré. Et parmi eux,
un superbe haïku,17 se distinguant tant par
son minimalisme, comme le requiert ce genre
poétique, que par sa finesse et sa luminosité.
Un bijou de poésie mathématique !

L’irrationnel 2
en version haïku18

un trait dans le sable
diagonale inattendue
un nombre nouveau

Proclus à propos du théorème de Pythagore
« Il y a deux types de triangles rectangles : les isocèles et
les scalènes. Dans les isocèles il ne nous sera pas possible
de trouver des nombres coïncidant avec les côtés. Car il
n’y a pas de nombre carré double d’un nombre carré. (…)
Mais dans les triangles scalènes il nous est montré très
clairement qu’il est possible de prendre le carré sur le
côté sous-tendant l’angle droit égal à ceux sur les côtés
de l’angle droit. (…)

Certaines méthodes nous ont aussi été transmises
pour trouver de tels triangles dont l’une est attribuée à
Platon, l’autre à Pythagore. La méthode pythagoricienne
part des nombres impairs; elle pose en effet l’impair

donné comme le plus petit côté de l’angle droit et
prenant son carré et retranchant une unité de celui-ci,
elle pose la moitié du reste comme le plus grand côté de
l’angle droit. Et en ajoutant l’unité restante à celui-ci,
elle produit l’hypoténuse. (…) La méthode platonicienne
procède à partir des nombres pairs. En effet prenant le
nombre pair donné, elle le pose comme l’un des côtés
de l’angle droit, le divise en deux parties égales et carre
la moitié; en ajoutant une unité à ce carré elle produit
l’hypoténuse, en retranchant une unité à ce carré elle
produit l’autre côté de l’angle droit. »19

(Ces propos de Proclus sont repris à la Section problèmes.)

14. Marie-France Dallaire et Bernard R. Hodg-
son, «Regards archimédiens sur le cercle :
la quête du fameux 22/7. ». Accromath,
vol. 7, été-automne 2012, p. 29.

15. Bernard R. Hodgson, « Glanures mathé-
matico-littéraires (I). » Accromath, vol. 11,
hiver-printemps 2016, p. 29.

16. Voir à ce propos Bernard R. Hodgson,
«Glanures mathématico-littéraires (III).»
Accromath, vol. 12, hiver-printemps 2017,
pp. 28-29.

17. Selon les règles de cette forme poétique
japonaise, on doit retrouver dans un haïku
17 syllabes réparties en trois vers, respec-
tivement de 5, 7 et 5 syllabes.

18. Ludmila Duchêne et Agnès Leblanc,
Rationnel mon . Hermann, 2010, p. 67.
(Hermann est la maison d’édition où sont
parus les traités du célèbre mathématicien
polycéphale Nicolas Bourbaki —
voir Accromath, vol. 3, hiver-printemps
2008, pp. 14-17.)

19. Texte tiré de Bernard Vitrac  — voir la
note 4—, p. 312.
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La recherche médicale mobilise souvent plusieurs centres de recrutement afin
d’accroître la taille des études cliniques et la portée de leurs conclusions. Le

partage de données aux fins d’analyse soulève toutefois des préoccupations
quant à la protection des renseignements personnels. La statistique offre des

outils permettant ce partage dans le respect de l’anonymat.
Nos téléphones intelligents et autres
appareils électroniques d’usage courant
génèrent un flux constant d’informations sur
nous-mêmes et sur nos habitudes de vie. Ils
fournissent de précieuses indications quant à
nos allées et venues, aux lieux ou sites virtuels
que nous fréquentons, aux produits que nous
consommons, etc. Il en va de même pour
toutes les transactions que nous réalisons
au moyen d’une carte de débit, de crédit ou
de fidélité, mais aussi chaque fois que nous
nous rendons chez un professionnel de la
santé.

Ces données constituent une mine de
renseignements pour tous ceux qui
cherchent à prédire le comportement des
consommateurs, anticiper leurs besoins
et leur proposer des biens et services qui
comblent leurs attentes. Elles sont aussi fort
utiles dans un contexte médical, notamment
pour réguler la prise de médicaments et en
mesurer les effets thérapeutiques. Toutefois,
leur secret est vital pour la protection de la
vie privée.

La nécessité de protéger les données à
caractère personnel s’est imposée par
suite de scandales retentissants qui ont
soulevé l’indignation du public. Dans
une affaire largement médiatisée, on
est entre autres parvenu à apparier des
données dépersonnalisées de la plate-
forme de diffusion en continu Netflix et
des profils publics de la base de données
cinématographiques IMDb pour identifier des
abonnés et tenter d’en déduire leurs opinions
politiques. Par ailleurs, Latanya Sweeney,

Dylan Spicker
Université du

Nouveau-Brunswick, St-Jean

Erica EM Moodie
Christian Genest

Université McGill

professeure d’informatique à Harvard, a
démontré que plus de 85 % des Américains
peuvent être identifiés de manière unique à
partir de leur date de naissance, de leur sexe
et du code postal de leur résidence principale.

Dès lors, comment s’étonner que l’on puisse
déduire l’identité de quelqu’un à partir d’un
fichier de données individuelles, même si
ce dernier est dépourvu de renseignements
nominatifs ? Par exemple, qui sait si l’exploita-
tion d’une base de données généalogiques en
ligne ne saurait permettre d’inférer des faits
ou comportements d’ordre privé concernant
des personnes ? Divers organismes publics et
privés ont donc légiféré et instauré un train
de mesures coercitives visant à protéger la
vie privée des utilisateurs d’applications
mobiles et autres « générateurs de données »
en tous genres.

Le secret statistique
De prime abord, le concept de secret
statistique paraît intuitif, mais il est difficile
d’en donner une définition mathématique
rigoureuse. Pour y parvenir, il est utile de
se demander ce qui pourrait constituer une
violation de la vie privée.

Supposons que l’on s’intéresse au profil
socio-économique d’une ville de banlieue
et que l’on mène une enquête auprès d’un
échantillon de 100 résidents choisis au hasard.
Comment faire pour s’assurer que la mise à
disposition d’informations est conforme au
secret statistique ? Hors de question, bien sûr,
de publier les données brutes. Advenant que
des noms, adresses ou numéros d’assurance

 Le secret statistique |  Dylan Spicker  • Université du Nouveau-Brunswick, St-Jean
Erica EM Moodie, Christian Genest  • Université McGill

Le secret statistique

] 
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sociale aient été recueillis, mais aussi des
informations sensibles telles que le revenu
annuel ou l’identité de genre, la diffusion
intégrale des données contreviendrait de
façon flagrante aux règles de confidentialité.

On pourrait naïvement croire qu’il
suffit de masquer les renseigne-
ments nominatifs pour régler
le problème. Certaines des va-
riables restantes pourraient
néanmoins être liées d’assez
près à un seul individu pour
que, mises en rapport avec
d’autres bribes d’information,
elles permettent de l’identifier. Il
pourrait être de notoriété publique, par
exemple, qu’un certain habitant de la ville
dispose d’un revenu bien supérieur à celui de
tous les autres.

Conscient de ce risque, on pourrait se
résoudre à ne publier que des statistiques
(moyennes, proportions, etc.) qui résument
les informations pertinentes. Mais là

 Le secret statistique |  Dylan Spicker  • Université du Nouveau-Brunswick, St-Jean
Erica EM Moodie, Christian Genest  • Université McGill

Latanya Sweeney
Scientifique engagée dans la protection de la vie
privée et l’atténuation des risques à l’ère des données
massives, passionnée de mathématiques
depuis son enfance, Latanya Sweeney a
toujours rêvé de concevoir un « ordinateur
pensant ». Après avoir entrepris des études
en génie électrique et en informatique au
Massachusetts Institute of Technology
(MIT), elle les a interrompues pour fonder
une entreprise de conception de logiciels
d’intelligence artificielle. Sa passion pour la
recherche et l’innovation l’ont éventuellement poussée
à se perfectionner et à entreprendre une carrière
universitaire. Elle a obtenu une maîtrise de Harvard
en 1997 et a été la première femme afro-américaine à
obtenir un doctorat en informatique au MIT en 2001.

Dans une entrevue accordée à la Fondation Ford1,
Latanya Sweeney explique que son intérêt pour
la protection de la vie privée a été éveillé par un
commentaire fortuit sur les méfaits possibles de
l’informatique. En couplant un fichier de données

médicales anonyme à une liste électorale municipale
qu’elle avait acquise pour la modique somme de

20 $, elle a pu identifier le dossier médical
du gouverneur de l’État. « Cette petite
expérience m’a permis de montrer que l’on
pouvait reconstituer un jeu de données.
J’ai aussitôt été invitée à témoigner devant
le Congrès. Ce fut un tournant dans ma
vie : nous voulions que le monde entier
bénéficie des bienfaits de l’informatique,
mais personne ne s’était méfié de ses

répercussions possibles. »

Mme Sweeney a occupé divers postes administratifs
et de recherche dans les secteurs public et privé. Elle
est titulaire de la Chaire Daniel-Paul sur les pratiques
gouvernementales en matière de technologie à la
Harvard Kennedy School. Elle a fondé et dirige le
« Public Interest Tech Lab », le « Data Privacy Lab » et
le « Tech Science Program » à Harvard. Elle est aussi
rédactrice en chef de la revue Technology Science.
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1. https://www.fordfoundation.org/news-
and-stories/stories/posts/advice-to-my-
younger-self-latanya-sweeney/
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encore, plus ces valeurs agrégées sont
nombreuses et variées, plus on ouvre la porte à
des recoupements qui permettent d’identifier
des répondants, voire de reconstituer une
partie des données… Pour cette raison, on
procède généralement au « contrôle de la
divulgation statistique » (CDS) en supprimant
volontairement certaines observations ou
valeurs particulièrement instructives.

En 2019, le Bureau du recensement des États-
Unis a révélé qu’en dépit de ses règles de
CDS, le recours à des informations publiques
et à un système d’équations géant lui avait
permis de reconstituer un jeu de données
nominatif ayant un haut degré de précision
pour plus de 70 % de la population ! Il a donc
révisé ses normes avant le recensement
de 2020. Depuis lors, Statistique Canada
a tenté de reproduire cette étude dans le
cadre du recensement canadien, mais les
résultats obtenus à ce jour suggèrent que
les techniques de CDS employées au Canada
offrent une meilleure protection que celles
en vigueur aux États-Unis.

Outre la reconstruction de données, il
importe de se prémunir contre les tentatives
de repérage visant à déterminer si des
individus spécifiques font partie d’un jeu
de données. Le problème ne date pas d’hier,
mais il a pris une toute nouvelle dimension
lorsqu’en 2008, une équipe de recherche
dirigée par Nils Homer a pu identifier le
matériel génétique d’un individu dans
le cadre d’études génomiques à grande
échelle. Dans un tout autre contexte, Joseph
Calandrino et son équipe ont pu déduire
les habitudes de consommation de clients
d’Amazon en associant les avis marchands
de la compagnie à ceux de son système de
recommandation. Des exploits similaires ont
aussi été réalisés sur les sites web Last.fm et
LibraryThing.

La confidentialité
différentielle
Pour mesurer l’efficacité d’une modalité
de partage de l’information au regard
du secret statistique, on peut recourir au
concept mathématique de confidentialité
différentielle, que nous allons maintenant
présenter.

Comme mise en contexte, considérons un
jeu de données x et un objet M(x) que
l’on souhaite rendre public. En général, x est
une matrice dont les lignes représentent des
individus et dont les colonnes représentent
des variables. Quant à M(x), ce pourrait être
une moyenne ou un intervalle de confiance
autour d’une estimation, mais il pourrait
aussi s’agir d’un tableau d’estimations ou
d’un jeu de données dans son ensemble.

Dans le cadre de l’enquête portant sur la ville
de banlieue, par exemple, x pourrait être le
vecteur (x1, ... x100) des revenus annuels des
100 répondants choisis au hasard et

M x = 1
100

(x1 + + x100 )  (1)

l’estimation du revenu annuel moyen.
Supposons maintenant que dans cette
ville, 80 % des habitants gagnent 50 000 $
par an, 20 % des gens n’ont aucun revenu
et qu’un haut salarié gagne 1 000 000 $
par an. Comme M(x) dépend de chacune
des composantes de x, il est difficile d’en
énumérer toutes les valeurs possibles, mais
on peut avoir une idée de leur répartition en
générant un grand nombre d’échantillons sur
ordinateur et en traçant un histogramme des
valeurs obtenues. Le résultat se trouve à la
figure 1 ci-dessous.

 Le secret statistique |  Dylan Spicker  • Université du Nouveau-Brunswick, St-Jean
Erica EM Moodie, Christian Genest  • Université McGill

Figure 1

Histogramme des valeurs de la variable M(x)
calculée par la formule (1), selon que le haut
salarié en fait partie (histogramme rouge) ou

non (bleu).
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Comme on peut le constater, la valeur de
M(x) varie autour de 50 000 $ quand le
haut salarié est inclus dans l’échantillon
(histogramme en rouge), alors que M(x)
tourne autour de 40 000 $ si ce haut salarié est
remplacé par un non-salarié (histogramme
en bleu). Comme les deux histogrammes se
chevauchent à peine, le fait de publier la
valeur de M(x) pourrait donc permettre à
une personne bien informée de savoir si le
haut salarié faisait partie de l’échantillon et,
éventuellement, de déterminer son revenu
annuel.

Soit x’ le jeu de données dans lequel le haut
salarié est remplacé par une personne sans
revenu. On dit que les jeux de données x et
x’ sont voisins car ils ne diffèrent que par un
seul individu. Pour que l’objet M(x) réponde
à l’exigence de confidentialité différentielle,
on exige alors que les valeurs de M(x) et
M(x’) soient « relativement proches » l’une
de l’autre lorsque x et x’ sont voisins. À
défaut, on court le risque de violer le secret
statistique.

Par « relativement proche », on entend que
pour tous jeux de données voisins x et x’,
et pour toute valeur y que puissent prendre
M(x) et M(x’), on ait

P M(x) = y{ }
P M(x') = y{ } ≤ e ε

pour un niveau de confidentialité
prédéterminé e ε. Plus la valeur de ε est
proche de zéro, meilleure est la protection.
Typiquement, on prend ε plus petit ou égal à
1, de sorte que les probabilités d’avoir M(x)
et M(x’) soient proches l’une de l’autre.

Pour vérifier si la formule (1) fournit
un bon degré de confidentialité
différentielle, on doit calculer le ratio
P{M(x)= y}/P{M(x’)= y} pour toutes
les valeurs possibles de y dans le cas où le
haut salarié fait partie de l’échantillon x
mais est remplacé par un non-salarié dans
l’échantillon x’. Dans la figure 1, il est clair

que ce ratio peut être très grand ; il suffit de
le calculer quand y = 55 000 $, par exemple.
Par conséquent, le fait de publier la valeur de
M(x) calculée en (1) ne répond pas au critère
de confidentialité différentielle pour ε ≤ 1.

Une manière simple d’induire la confidentialité
différentielle consisterait à prendre

M x = 1
100

(x1 + + x100 ) + ,  (2)

où τ est une variable aléatoire d’espérance
nulle dont la variance est fonction du niveau
de confidentialité souhaité. Ceci induit un
bruitage qui atténue l’impact de chacun
des répondants sur le résultat, offrant
ainsi un démenti plausible à leur inclusion
dans les données publiées. La figure 2
ci-dessous illustre l’effet de ce bruitage : on
y voit clairement que l’ajout d’une variable
τ (ici, une variable de Laplace centrée)
fait en sorte que les deux histogrammes
se chevauchent alors considérablement,
semant le doute quant à l’inclusion du haut
salarié dans l’échantillon. De fait, le critère
de confidentialité différentielle est vérifié
pour ε = 1 quand l’écart-type de la loi de
τ est égal au revenu maximal divisé par

fois n, où n = 100 est la taille de
l’échantillon.

 Le secret statistique |  Dylan Spicker  • Université du Nouveau-Brunswick, St-Jean
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Figure 2
Histogramme des valeurs de la variable M(x)
calculée par la formule (2), selon que le haut
salarié en fait partie (histogramme rouge) ou

non (bleu).
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Le secret statistique
en recherche
Malgré son importance, le secret statistique
s’avère parfois trop contraignant. C’est
notamment le cas en recherche médicale
où, dans le respect de l’anonymat des
participants aux essais cliniques, les
chercheurs ont besoin d’informations bien
plus fines et détaillées que celles qui figurent
dans des fichiers « grand public ». Cependant,
l’accès aux données brutes dénominalisées
comporte des risques de divulgation
d’informations sensibles.

Au Canada, par exemple, les soins de santé
et les données qui en sont issues sont
de juridiction provinciale. Dans le cadre
d’études cliniques pancanadiennes, les
administrateurs locaux sont souvent les seuls
à pouvoir y accéder. Les exigences en matière
de secret statistique étant généralement
axées sur la protection des informations
relatives aux patients en amont de l’analyse,
le partage de données s’en voit limité.

Quelle que soit la norme de protection de la
vie privée que l’on souhaite adopter, un défi
majeur consiste à trouver un équilibre entre
l’accès aux données et leur confidentialité.

Des spécialistes en mathématiques, en
statistique et en informatique continuent
de chercher des solutions. Voici un petit tour
d’horizon des techniques dont ils disposent
actuellement.

Contamination : Comme on l’a déjà vu, une
approche courante et simple de protection
de la vie privée consiste à contaminer les
données. Plutôt que de fournir les variables
telles que mesurées, on les bruite en en
perturbant les valeurs par des variables
aléatoires soigneusement sélectionnées.
Pour des variables telles que le sexe ou
l’origine ethnique, il s’agit de remplacer la
bonne catégorie par une autre pour une
petite proportion des répondants ; l’idée est
semblable à l’ajout d’un terme d’erreur τ,
mais elle est appliquée au niveau individuel,
de façon à modifier les renseignements
nominatifs en tout ou en partie.

Agrégation de données, mise en commun
et méta-analyse: Dans un contexte multisite,
comme celui des soins de santé au Canada,
on peut choisir d’agréger les données en
classes plutôt que de fournir des données
individuelles. Par exemple, plutôt que de
communiquer l’âge de chaque répondant,
on peut former des groupes (de 5 à 30
personnes, par exemple) et ne communiquer
que les moyennes (l’âge moyen) par groupe.2

La forme la plus extrême d’agrégation de
données est sans doute la méta-analyse.
Dans le contexte d’une étude clinique
pancanadienne, par exemple, il est possible

2. Pour un exemple de mise en commun
d’échantillons biologiques plutôt que statis-
tiques, voir l’article de Genest et Rousseau
dans Accromath, vol. 15, no 2.

DossierProbabilité  Le secret statistique |  Dylan Spicker  • Université du Nouveau-Brunswick, St-Jean
Erica EM Moodie, Christian Genest  • Université McGill

Statistique Canada et la loi
En vertu de la Loi sur la statistique, la participation à certaines
enquêtes de Statistique Canada, dont celle portant sur le
recensement de la population, est obligatoire. En cas de refus
ou de fausse déclaration, le contrevenant était jadis passible
d’une peine d’emprisonnement ; il s’expose maintenant à une
amende pouvant aller jusqu’à 500 dollars.

La loi sur la statistique impose également des responsabilités
à Statistique Canada : toutes les informations qui lui sont
divulguées doivent rester confidentielles et ne peuvent être
utilisées qu’à des fins statistiques. Tous les employés de
Statistique Canada sont tenus de prêter un serment d’office
en vertu duquel ils s’engagent à protéger les renseignements
reçus. Ils s’exposent à des sanctions sévères en cas de
violation de la confidentialité des données.
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fuites
de

données
et de protéger le secret statistique, il est
im

portant de souligner qu’elles ont leur prix.
En contam

inant les variables pour garantir
l’anonym

at, on court le risque d’induire des
distorsions dans les relations estim
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plantation du secret statistique com

porte
donc de grands défis, qui restent à explorer:
trouver un équilibre entre la protection de la
vie privée et la nécessité d’éviter de graves
distorsions dans l’analyse ou l’interprétation
des données.
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Rubrique des

Jean-Paul Delahaye
Université de Lille

Gagner au loto

Si on admet que les organisateurs des jeux
de Loto ne trichent pas, alors toutes les
grilles ont la même probabilité d’être tirées
et cela à chaque tirage qui sera indépendant
des précédents. En particulier, il est inutile
de noter les numéros déjà tombés lors des

Le dé le plus fort
On dispose de trois dés entièrement blancs
ayant chacun 6 faces et de 18 gommettes
autocollantes à mettre sur les 18 faces des
trois dés. Ces gommettes portent les nu-
méros 1, 2, 3, ..., 18.

a) Le joueur A place les gommettes comme
il veut sur les 18 faces (une gommette
par face).

b) Le joueur B choisit alors un des trois dés.

c) Le joueur A choisit un des deux dés res-
tants.

d) Les joueurs A et B lancent chacun leur
dé. Celui qui obtient le plus gagne.

Imaginons, par exemple, que le joueur A
compose un dé avec les gommettes 1, 2, 3,
4, 5, 6, un autre avec les gommettes 7, 8,
9, 10, 11, 12 et le troisième avec les gom-
mettes 13, 14, 15, 16, 17, 18. Le joueur B
aura alors la certitude de gagner : il choi-
sira le troisième dé – qui est le plus fort –
et alors, quel que soit le choix du joueur A
dans la phase (c) du jeu, le joueur B sera
certain de gagner dans la phase finale (d).
Choisir en premier un des trois dés semble
un avantage décisif.

Tout ne sera pas toujours aussi net, mais

tirages passés et de les éviter (si on pense
qu’ayant été déjà tirés, ils le seront moins)
ou de les jouer de préférence aux autres (si
on pense que ce sont des numéros chanceux
dont il faut tirer parti).

Tout comportement tentant d’exploiter des
informations sur les numéros déjà tombés
est une forme de superstition. Y succomber
est certes un penchant naturel et c’est une
forme de paradoxe que de nombreuses per-
sonnes ayant suivi des cours de probabilités
basent leurs martingales pour le Loto sur les
numéros anciennement tombés. Cependant,
ce n’est pas de ce paradoxe psychologique
que nous voulons parler ici. Le paradoxe qui
nous intéresse est que :

- même si les organisateurs du jeu ne trichent
pas et que le passé des tirages n’a donc pas
la moindre influence sur les prochains, il est
faux d’en déduire qu’on doit jouer au hasard
et que les numéros choisis quand on coche
une grille sont sans importance. Certaines
grilles sont meilleures que d’autres pour une
raison sérieuse qui ne contredit en rien les
lois admises des probabilités.

Pourquoi ?
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on est tenté de penser qu’en choisissant le
dé le plus fort, le joueur B a toujours un
jeu favorable, c’est-à-dire qui lui donne
une probabilité de gagner au moins égale
à 1/2 dans la phase finale. Cela est faux :
le joueur A qui colle les gommettes sur les
faces des trois dés peut le faire d’une telle
façon que la phase finale lui est toujours
favorable, c’est-à-dire lui donne une pro-
babilité strictement supérieure à 1/2 de
gagner. Comment doit procéder le joueur
A et qu’est-ce qui explique que le joueur
A puisse disposer d’un dé plus fort que le
dé choisi par B, qui pourtant a choisi le dé
qu’il désirait en premier ?

Solution
Une façon (mais ce n’est pas la seule) de
gagner pour le joueur A est la suivante. Il
colle les gommettes pour obtenir :

Dé 1 : 18, 10, 9, 8, 7, 5.

Dé 2 : 17, 16, 15, 4, 3, 2.

Dé 3 : 14, 13, 12, 11, 6, 1.

Le tableau ci-contre montre que le dé 1
contre le dé 2 est gagnant dans 21 cas sur
36. De même, le dé 2 contre le dé 3, et le dé
3 contre le dé 1.

Même si cela est très étonnant, on a une
situation cyclique : le dé 1 bat le dé 2, qui
bat le dé 3 qui bat le dé 1. On parle de non-
transitivité : le fait que x gagne contre y et
que y gagne contre z n’implique pas que x
gagne contre z.

Le paradoxe est alors expliqué : quel que
soit le choix opéré par B dans la phase
(b) du jeu, le joueur A peut répliquer en
choisissant un dé plus fort :

- si B choisit le dé 1, A choisit le dé 3 ;

- si B choisit le dé 2, A choisit le dé 1 ;

- si B choisit le dé 3, A choisit le dé 2.

Le joueur A, bien qu’il choisisse un dé
après le joueur B, gagnera donc avec une
probabilité de 21/36, c’est-à-dire avec une
probabilité de 58,3 %.

Il a été démontré que le joueur A ne pouvait
pas obtenir mieux que 21/36.

Chose étonnante encore, si les trois dés
sont lancés simultanément (il y a 216 ré-
sultats équiprobables possibles), on trouve
que le dé 2 a une probabilité de gagner
supérieure aux
deux autres :
90/216 pour le
dé 2, 63/216
pour le dé 1, et
63/216 pour le
dé 3. L’équiva-
lence des trois
dés, quand ils
sont opposés
deux à deux,
n’est plus véri-
fiée quand ils
jouent tous les
trois ensemble !

dé1
18
18
18
18
18
18
10
10
10
10
10
10
9
9
9
9
9
9
8
8
8
8
8
8
7
7
7
7
7
7
5
5
5
5
5
5

dé2
17
16
15
4
3
2

17
16
15
4
3
2

17
16
15
4
3
2

17
16
15
4
3
2

17
16
15
4
3
2

17
16
15
4
3
2

gagnant
1
1
1
1
1
1
2
2
2
1
1
1
2
2
2
1
1
1
2
2
2
1
1
1
2
2
2
1
1
1
2
2
2
1
1
1

dé2
17
17
17
17
17
17
16
16
16
16
16
16
15
15
15
15
15
15
4
4
4
4
4
4
3
3
3
3
3
3
2
2
2
2
2
2

dé3
14
13
12
11
6
1

14
13
12
11
6
1

14
13
12
11
6
1

14
13
12
11
6
1

 14
13
12
11
6
1

14
13
12
11
6
1

gagnant
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
3
3
3
3
3
2
3
3
3
3
3
2
3
3
3
3
3
2

dé3
14
14
14
14
14
14
13
13
13
13
13
13
12
12
12
12
12
12
11
11
11
11
11
11
6
6
6
6
6
6
1
1
1
1
1
1

dé1
18
10
8
9
7
5

18
10
8
9
7
5

18
10
8
9
7
5

18
10
8
9
7
5

18
10
8
9
7
5

18
10
8
9
7
5

gagnant
1
3
3
3
3
3
1
3
3
3
3
3
1
3
3
3
3
3
1
3
3
3
3
3
1
1
1
1
1
3
1
1
1
1
1
1

21 dé1 21 dé2 21 dé3

•. -• • • • • 
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Glanures
mathématico-littéraires
1. « Sommes à la Gauss »

a) Évaluer la somme des entiers de 1 à 100
en vous appuyant sur un « calcul effi-
cace », par exemple un réarrangement
inspirant des termes de la somme.

b) Votre calcul de la partie a) peut-il
s’interpréter géométriquement?

c) Et que dire de la somme des entiers de
1 à 99?

d) Soit maintenant une progression (ou
suite) arithmétique quelconque. Il
s’agit donc de nombres de la forme
un = a + nd, avec a d, �∈  et n .�∈
(Le réel d est la différence entre deux
termes consécutifs de la suite. On
suppose que d ≠ 0.)
Posant S u u un n–0 1 1�= + +  — une
somme de n termes —, trouver une ex-
pression générale pour Sn en fonction
de l’indice n et des paramètres a et d.
(La partie a) porte sur le cas où n = 100
et a = d = 1.

2. On appelle progression (ou suite) géomé-
trique une suite de nombres de la forme
vn = arn, où a r, �∈  et n .�∈  (Cette
suite est dite de raison r, ce réel donnant
le rapport entre deux termes consécutifs
de la suite. On suppose que a et r ne sont
pas nuls.)
a) Posant S v v v ,n n–0 1 1�= + +  trouver

une expression générale pour Sn en
fonction de l’indice n et des para-
mètres a et r.
Tuyau : En introduisant l’expression
rSn, on peut produire un phénomène
de « télescopage » permettant d’élimi-
ner beaucoup de termes.

b) Montrer que dans une progression
arithmétique, chaque terme, sauf
le tout premier u0, est la moyenne
(arithmétique) de ses deux voisins.

c) Montrer de même que chaque terme
d’une progression géométrique est la
moyenne géométrique de ses deux
voisins.
Rappel : Étant donné deux entiers po-
sitifs, leur moyenne géométrique est
la racine carrée de leur produit.

3. À propos de la proposition I.47 des
Éléments d’Euclide, Proclus s’intéresse
entre autres à une méthode qu’il attribue
à Pythagore afin de trouver des triplets
pythagoriciens1 — voir encadré p. 39.
a) Traduire cette méthode à l’aide d’une

expression algébrique, puis en vérifier
algébriquement l’exactitude.

b) En donner une preuve géométrique
plausible dans le cadre des mathéma-
tiques grecques de l’Antiquité.

c) Trouver trois triplets pythagoriciens
différents à l’aide de cette méthode.
Existe-t-il des triplets pythagoriciens
qui ne résultent pas de cette méthode?

4. Mêmes questions, cette fois en lien avec
la méthode attribuée à Platon par Proclus
— voir encadré p. 39.

5. Soit (x, y, z), un triplet pythagoricien1. On
dit que ce triplet est primitif si le PGCD de
ses trois composantes est 1.
a) Donner trois exemples de triplets

pythagoriciens primitifs.
b) Montrer que dans un triplet pythago-

ricien primitif, les deux composantes
x et y sont de parité opposée.  En
déduire que z est forcément impair.

c) Montrer que le triplet (x, y, z) est
pythagoricien et primitif si, et seule-
ment si, il est de la forme

(#)
= −
=
= +







x r s
y rs
z r s ,

2

2 2

2 2

où r et s sont deux entiers de parité
opposée et dont le PGCD est 1 (avec
r > s > 0).
Tuyau : Une « moitié » de cette équiva-
lence se démontre aisément ; l’autre
relève d’un cours élémentaire de
théorie des nombres.

d) Trouver tous les triplets pythagori-
ciens primitifs, pour 2 ≤ r ≤ 7.

1. On appelle triplet pythagoricien un triplet
(x,y, z) d’entiers positifs tels que x2 +y2 =z2.

Section problèmes
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Pour en s  voir plus!

Développement durable

Améliorer l’accessibilité au cœur des bidonvilles

• Brelsford, Christa, Taylor Martin, Joe Hand, et Luís M. A. Bettencourt. 2018.
« Toward cities without slums: Topology and the spatial evolution of neighborhoods ».
Science Advances 4 (8): eaar4644. https://doi.org/10.1126/sciadv.aar4644.

« Global Map Helps Identify Urban Slums ». s. d. Consulté le 10 mars 2023.
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• Porta, Sergio, Paolo Crucitti, et Vito Latora. 2006a. « The Network Analysis of Urban Streets: A Primal Approach ».
Environment and Planning B: Planning and Design 33 (5): 705-25. https://doi.org/10.1068/b32045.
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Applications des mathématiques

Couples et prix Nobel

• Gale, D., & Shapley, L. S. (1962). College admissions and the stability of marriage.
The American Mathematical Monthly, 69(1), 9-15.

• Knuth, D. E. (1976). Mariages stables et leurs relations avec d’autres problèmes combinatoires. Les Presses de
l’Université de Montréal, 106, ISBN 978-2-7606-0529-9.

• Voici un lien intéressant d’une vidéo sur l’intégration des lycéens français à l’enseignement supérieur (Parcoursup)
et sur l’algorithme de Gale-Shapley : https://scienceetonnante.com/2020/01/09/parcoursup/.

Mathématiques et littérature

Glanures mathématico-littéraires

• Pour le texte complet de Proclus, voir

Paul Ver Eecke, Proclus de Lycie : Les Commentaires sur le premier livre des Éléments d’Euclide.
Desclée de Brouwer, 1948.

• Le texte Gauss zum Gedächtnis est accessible à l’url http://books.google.de/books?id=h_Q5AAAAcAAJ.

Une traduction en anglais, Carl Friedrich Gauss : A Memorial. (1966), est disponible à l’url
https://archive.org/details/gauss00waltgoog.

• Les Actes du deuxième Congrès international des mathématiciens (Paris, 1900) sont accessibles à l’url
https://www.mathunion.org/icm/proceedings.

Le texte de Gösta Mittag-Leffler (pp. 131-153) est en français, avec citation des lettres de Karl Weierstrass en alle-
mand et traduction en français. Mittag-Leffler y indique (p. 135) que les lettres de Sofia Kovalevskaya à Weierstrass
ont été brûlées par celui-ci après la mort de son étudiante.

• Mittag-Leffler a publié une version enrichie de son texte du Congrès des mathématiciens de 1900 :

Gösta Mittag-Leffler, « Weierstrass et Sonja Kowalewski. » Acta Mathematica 39 (1923) pp. 133-198.

• La citation d’Henri Poincaré sur intuition vs rigueur provient de son texte « Du rôle de l’intuition et de la logique
en mathématiques », paru dans les mêmes Actes du Congrès de 1900 (voir p. 126).  Ce texte forme le premier
chapitre de son livre La valeur de la science (Flammarion, 1939 — voir p. 29), accessible sur https://gallica.bnf.fr/.

La citation de Jacques Hadamard est tirée d’une lettre à Émile Borel, que ce dernier reproduit (p. 73) dans son article
« L’infini mathématique et la réalité. » La Revue du mois 18 (No 103) (1914) pp. 71-84.

• Le communiqué de presse émis lors de l’annonce du prix Nobel de littérature décerné en 2013 à Alice Munro est
accessible à l’url https://www.nobelprize.org/prizes/literature/2013/8138-alice-munroe/ (sic).

Probabilités et statistiques

Le secret statistique

• Calandrino, J.A., Kilzer, A., Narayanan, A., Felten, E.W. et Shmatikov, V. “You might also like:”
Privacy risks of collaborative filtering, Symposium on Security and Privacy. IEEE, 2011.

• Genest, C. et Rousseau, C. (2020). Le dépistage par groupe. Accromath, 15 (2), 30-35.

• Narayanan, A. et Shmatikov, V. (2006). How to break anonymity of the Netflix Prize dataset arxiv
https://arxiv.org/abs/cs/0610105
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