Volume 18 ® hiver-printemps 2023

8
: mp;{ndre Ia'—g:ructure des':,

hombres

524 47 -

le plus fort

=2 w37



y 4
Editoriol
Les premiéres observations du mouvement brownien ont été
difficiles a interpréter dans un monde convaincu du déterminisme
universel. Depuis, on trouve des applications de ce mouvement dans
divers champs d'activité comme nous le rappellent Michel Adés,

Matthieu Dufour, Steven Lu et Serge B. Provost dans Le mouvement
brownien : Du pollen de Brown a I'origine de la finance moderne.

Une autre question va bouleverser la conviction du déterminisme
universel. Comment décire le mouvement de N points matériels
soumis a la loi de la gravitation universelle de Newton ? En tentant
de répondre a cette question, on a constaté que le chaos est pré-
sent dans notre systéme solaire. Dans Le probléme des N corps,
Christiane Rousseau réussit a nous convaincre qu'il y a quand méme
de I'ordre dans ce chaos.

Les nombres premiers sont a la fois fascinants et intriguants. Dans
Comprendre la nature des nombres premiers, Andrew Granville
nous ameéne a la pointe de la recherche couronnée par une médaille
Fields en 2022.

Le tic-tac-toe est un jeu auquel nous avons toutes et tous joué et
que nous avons délaissé. Mais avons-nous analysé toutes les facettes
de ce jeu? Dans A propos du tic-tac-toe, Christian Genest nous
présente une analyse mathématique de ce divertissement classique
de notre enfance.

Quelle forme doit avoir une piece de monnaie pour ne pas bloquer dans
les machines a sous ? Elles doivent avoir un diamétre constant, mais
cela implique-t-il qu'elles doivent étre rondes? Dans Une nouvelle
forme pour les pieces de monnaie, Anik Trahan nous présente des
formes différentes ayant elles aussi un diametre constant.

Un joueur A colle des gommettes, numérotées de 1a 18, sur les faces
de trois dés. Un joueur B choisit un dé et A choisit un des deux dés
restants. lls les lancent et celui qui obtient le plus haut résultat gagne.
Il semble bien que B ait toutes les chances de gagner puisqu'il choi-
sit son dé en premier. Cependant, A peut coller les gommettes de telle
sorte que sa probabilité de gagner est strictement supérieure a 1/2.
Comment cela est-il possible? C'est le probléme posé par Jean-Paul
Delahaye dans le paradoxe Le dé le plus fort.

Bonne lecture !

André Ross
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Le mouvement brownien:
Du pollen de Brown a l'origine
de la inance moderne

Le mouvement brownien est une description mathématique du mouvement

Michel Ades
Matthieu Dufour
Steven Lu

UQAM

Serge B. Provost
Univ. Western Ontario

Anthony van
Leeuwenhoek
(1632 - 1723)

Jan Ingenhousz
(1730 - 1799)

Genése du mouvement
brownien

Le savant néerlandais Anthony van Leeu-
wenhoek! (1632-1723) a été le premier a
observer, a l'aide d" un microscope, le mou-
vement irrégulier et désordonné de
petits grains en suspension dans
I'eau. Ce mouvement a été décrit
par I'abbé catholique John Tuberville
Needham (1713-1781), qui avait
une grande maitrise du microscope
et qui attribua ce mouvement a une
activité vitale.

En 1785, Jan Ingenhousz (1730-
1799) médecin, botaniste et chimiste
britannique d'origine néerlandaise a
décrit le mouvement irrégulier de la
poussiere de charbon a la surface
de l'alcool. On peut postuler qu'il
fut I'un des premiers a découvrir ce
qu'on appelle aujourd’'hui le mouve-
ment brownien.

Robert Brown
(1773-1858)

En 1827, le botaniste écossais Robert
Brown (1773-1858) en immergeant
dans un liquide au repos des grains
de pollen de la Clarkia pulchella
(une espeéce de fleur sauvage nord-
américaine d'environ 100 microns)
remarqua le méme comportement
désordonné. Il observa au micro-
scope de minuscules particules de
quelques micrométres décrivant

1. Van Leeuwenhoek était un constructeur
de microscopes de Delft, sa ville natale.
I construisit environ cing cents « micros-
copes », avec lesquels il alla jusqu’a
observer des bactéries vivantes.

aléatoire d'une particule immergée dans un fluide et qui n'est soumise a
aucune autre interaction que les chocs avec des molécules, relativement
petites, du fluide environnant.

a la surface du liquide des trajectoires
apparemment erratiques. Il utilisa les grains
de pollen car ils contenaient des particules
oblongues ayant une forme allongée plus
longue que large. Brown était particuliére-
ment passionné par les pollens et il croyait
pouvoir suivre leur progression durant la
fertilisation. Il pensait que ce mouvement
était causé par un fluide vital provenant de
I'intérieur des grains de pollen. En apprenant
qu'lngenkousz avait observé le méme com-
portement pour la poussiére de charbon,
Brown renonca a son hypothese du fluide
vital et il réussit a montrer que ce mouve-
ment chaotique se produisait également
avec des grains de matiere inerte. En 1828,
Brown publia ses résultats dans un article?
de la revue The Edinburgh Journal of Science.

Grains de pollen de la Clarkia pulchella
(SpringerLink)

2. Brief Account of Microscopical Observa-
tions Made in the Months of June, July and
August, 1827, on the Particles Contained
in the Pollen of Plants; and on the General
Existence of Active Molecules in Organic
and Inorganic Bodies.
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Mouvements
aléatoires des
grains de pollen
posés sur I'eau

Molécule d'eau——— ©

Grain de pollen ¢
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]‘%v\ \\ molécules d'eau
Les molécules en agitation autour de
la particule (par exemple plongée
dans I'eau) appliquent des forces

particule
due a une
molécule d'eau

aléatoires dont la somme se traduit
par un déplacement de la particule.

En 1877, le physicien Joseph Delsaux (1828-
1891) et le mathématicien Pére Jésuite
Ignace Carbonnelle (1829-1889) ont émis
I'nypothese selon laquelle les changements
continus de direction de trajectoires qui
donnent lieu au mouvement aléatoire et
erratique des grains de pollen, sont dus aux
chocs incessants entre les particules de pol-
len et les innombrables molécules d'eau qui
sont comparativement beaucoup plus petites
que les grains de pollen. Par conséquent, les
petites particules contenues dans les grains
de pollen de la Clarkia pulchella se déplac-
eraient de facon erratique, car elles seraient
heurtées ou bombardées par des entités
invisibles nommément, les molécules d'eau
dans lesquelles elles sont immergées. Comme

Trajectoire d'une particule soumise

a un mouvement brownien

ces molécules sont soumises en permanence
a une agitation thermique, les particules
se déplacent nécessairement les unes par
rapport aux autres.

Bachelier et la naissance de
la finance moderne

Le 29 mars 1900, Louis Bachelier a soutenu
a la Sorbonne sa thése de doctorat intitulée
« Théorie de la spéculation» rédigée sous la
direction du celebre mathématicien Henri
Poincaré. Dans cette thése, Bachelier utilise
I'idée du mouvement brownien pour modeé-
liser la dynamique des prix des actions a la
bourse de Paris3. Sa thése contenait, entre
autres, cette idée de lier les fluctuations bour-
sieres a I'équation de la chaleur, il exprime sa
perspective de la diffusion de la probabilité.
Cette thése fut le début de la finance mod-
erne et le point de départ de la théorie des
produits dérivés qui s'appelaient a I'époque
produits a prime.

Les idées et intuitions extraordinaires de
Bachelier sont tombées dans I'oubli par la
suite, et ce malgré les éloges d'Andrei Kol-
mogorov (1903-1987) qui fut le fondateur
de la théorie moderne des probabilités avec
I'axiomatique de Kolmogorov et le fameux

3. Avant méme que le mouvement brownien

ne soit correctement décrit.

L’abbé John
Tuberville
Needham

(1713 -1781)

Joseph Delsaux
(1828 - 1891)

Pere Ignace
Carbonnelle
(1829 - 1889)

Louis Bachelier
(1870 - 1946)
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triplet (Q, A, P): espace fondamental, tribu,
probabilité. Dans les années 1970 aux Etats-
Unis, Paul Samuelson (1915-2009) prix Nobel
d'économie en 1970 et Robert C. Merton
(1944- ) prix Nobel d'économie en 1997,
reprirent les idées de Bachelier en finance,
lesquelles se sont propagées dans le monde
entier par la suite.

Les expériences de Brown ont été reprises
au début des années 1990, par Brian J. Ford*
dans les conditions les plus similaires pos-
sibles. Il fit les mémes observations, ce qui
justifiait 'appellation de mouvement brow-
nien.

De nos jours, le mouvement brownien est
omniprésent dans le modéle de Black-
Scholes pour calculer la valeur théorique de
certains contrats d'option, en utilisant les
cours boursiers actuels, les dividendes atten-
dus, le prix d'exercice de I'option attendu, les
taux d'intérét, le délai d'expiration et la vola-
tilité attendue.

4. Movement in Clarkia pollen : A reprise of the first
observations, The Microscope, 40, 4, 235- 241,
1992 | http://www.brianjford.com /

Une bréve introduction aux
processus stochastiques

Le mouvement brownien joue un réle central
dans la classe des processus stochastiques.
Un processus stochastique représente, dans
sa forme la plus simple, I'évolution d'une
variable aléatoire @ dans le temps, ce dernier
pouvant étre discret ou continu. En regrou-
pant plusieurs variables aléatoires, on a une
famille de variables aléatoires X(t) définies
pour tout tdans un intervalle de temps T.

Le marché boursier est un bon exemple d'un
processus stochastique, toutcomme le climat,
I'¢lectrocardiogramme, le nombre de buts
dans un match de hockey, le nombre d'autos
a un poste de péage pendant un intervalle de
temps, I'évolution de la taille de la popula-
tion en fonction du temps, la propagation de
la covid-19 dans le monde, les mutations en
biologie, etc.

La modélisation d’Einstein

En 1905, Albert Einstein a donné une descrip-
tion quantitative du mouvement brownien et
a modélisé pour la premiére fois le mouve-
ment des particules dans un liquide soumises
a des interactions aléatoires. Son article® de
1905 étudie la probabilité qu'une particule
se trouve en un endroit donné en un instant
t. Cet article marque la naissance de la phy-
sique statistique.

Comme les grains de pollen sont immergés
dans l'eau et qu'on est intéressé a décrire
leurs trajectoires, alors soit W(t,®) la posi-
tion a l'instant t d'une particule de pollen
o le long d'une trajectoire sur laquelle elle
peut se déplacer. Ainsi, pour traduire mathé-
matiquement les observations de Brown,
Einstein énonce les hypothéses que voici au

sujet de W(t,m):

5. Uber die von der molekularkinetischen Theorie
der Wirme geforderte Bewegung von in
ruhenden Fliissigkeiten suspendierten Teilchen
/Sur le mouvement de petites particules en
suspension dans un liquide au repos, prédit
par la théorie cinétique moléculaire de la
chaleur, Annalen der Physik, 322 (8): 549-560,
1905.


http://www.brianjford.com
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HYPOTHESE 1.

Le mouvement de chaque particule est
indépendant des mouvements des autres
particules. Ainsi, le mouvement de W(t )
est indépendant de W(t, mj] pour toute par-
ticule /# .

HYPOTHESE 2.

Les mouvements d'une méme particule
pendant deux intervalles de temps disjoints
sont indépendants. Mathématiquement,
les variables aléatoires W(t,), W(t,)- W(t),
W(t,) - W(t,), ..., sont indépendantes. Autre-
ment dit, pour une trajectoire quelconque,
les mouvements réalisés par la méme parti-
cule n'ont pas d'influence entre eux sur des
intervalles de temps disjoints.

HYPOTHESE 3.

La distribution de W(tj]—l/V(t,-) pour i < |,
suit une loi normale de moyenne nulle et de
variance égale a la durée de déplacement
entre tet t, ie, N(O,tj- t). En fait, comme
il y a beaucoup de particules de pollen qui
sont immergées dans I'eau et qui produisent
des interactions mutuelles entre elles, alors le
mouvement de telles particules est le résultat
d'un grand nombre de collisions indépen-
dantes les unes contre les autres et qui
s'ajoutent entre elles. On peut alors postuler
que le mouvement de ces particules suit une
loi normale en vertu du théoréme de la limite
centrale.

HYPOTHESEA4.

La trajectoire de toute particule de pollen ®
est continue, autrement dit, a chaque instant
t la fonction associée W(t, ®) est continue,
I'interprétation physique de cette continuité
étant que les particules ne sautent pas d'une
position a une autre.

Mouvement brownien
et Norbert Wiener

En 1923, Norbert Wiener est le premier a
développer rigoureusement les bases mathée-
matiques du mouvement brownien, en
construisant une mesure de probabilité sur
I'espace des fonctions continues réelles.

Contributions importantes
de Paul Lévy et Kiyoshi Ito

Paul Lévy est une figure marquante dans le
développement du mouvement brownien. |l
publie en 1948 un livre intitulé « Processus
stochastiques et mouvement brownieny,
et obtient alors de nombreux résultats qui
portent son nom. En fait, il donne les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour définir
le mouvement brownien.

[l introduit une premiére forme des équations
différentielles stochastiques dont ['étude
sera réalisée de facon systématique par Kiyo-
shi 1t6, le fondateur du calcul stochastique
nommé aussi le calcul d'lto.

Albert Einstein
(1879 - 1955)

Norbert Wiener
(1894 - 1964)

Paul Lévy
(1886 — 1971)

Kiyoshi Ité
(1915 - 2008)
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Les positions successives /(t) de la particule
aux instants t avec la condition initiale W(0) = O.
Trajectoire d'une réalisation du mouvement brownien.
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Le probléme

Quel est le mouvement de N points matériels soumis a la loi de la gravita-
tion universelle de Newton? Deux corps se meuvent sur des coniques avec

Christiane Rousseau
Université de Montréal

On appelle probleme des N corps la descrip-
tion du mouvement de N points matériels
soumis a la loi de la gravitation universelle
de Newton. Au départ, c'est un probléme de
physique. Mais, les physiciens s'en sont désin-
téressés au tournant du 20¢ siécle lorsque les
travaux d'Einstein sont venus révolutionner
la physique. Et les mathématiciens s'en sont
emparés. Les équations de Newton donnent
un systéeme d'équations différentielles (voir
encadré). A partir de |3 on peut oublier la
physique et se concentrer sur I'étude des
propriétés des solutions de ce systeme. Le
mouvement des N points matériels est com-
pletement déterminé par les masses des
points materiels, et par leur position initiale
et leur vitesse initiale au temps zéro. C'est
ce qu'on appelle un systeme déterministe, le
présent déterminant le futur.

Intégrer le systeme

Pendant tout le 19¢ siecle, la recherche s'est
concentrée sur intégrer ces équations. Pour
cela, on a cherché des quantités physiques
qui sont préservees lors du mouvement des
corps comme, par exemple, I'énergie. En effet,
chaque fois qu'une quantité est préservée,
cela nous dit que la solution se trouve sur
une hypersurface de niveau de cette quan-
tité. Si plusieurs quantités sont préservées,
alors la solution se trouve a l'intersection de
plusieurs hypersurfaces et on gagne de la
précision. Ceci fonctionne pour comprendre
les solutions du probleme a deux corps.
Et en prenant l'origine au centre de masse
du systéeme a deux corps, on peut montrer

le centre de masse a un foyer. Dés qu'on a plus de trois corps, la majeure
partie des mouvements sont chaotiques. Mais, les mathématiciens se
passionnent aussi a découvrir de nombreux mouvements périodiques.

N

. e N
que chaque point matériel se meut sur une
conique avec l'origine a un foyer, comme

dans les lois de Kepler (voir figure 1).
A

Figure 1

Le mouvement du probleme a deux corps
Mais on avait beau chercher, on n'a jamais
trouvé suffisamment de quantités physiques
préservées pour décrire les mouvements
généraux du probleme a trois corps. Euler
et Lagrange avaient pourtant identifié cing
types de mouvements ou les trois corps se
meuvent dans un plan sur des coniques avec
le centre de masse a un foyer. Dans les trois
premiers, les trois corps sont alignés en tout
temps

Figure 2
Configuration centrale avec les trois corps
alignés déecouverte par Euler
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des N corps

et dans les deux derniers, ils sont aux
sommets d'un triangle équilatéral a chaque
instant.

Mouvement sur des cercles

Mouvement sur des ellipses

Figure 3
Configurations centrales avec les trois corps
au sommet d’un triangle équilatéral
découverte par Lagrange

Dans tous ces mouvements, les positions
relatives des corps ne changent pas: si on
prend des photos des positions des corps a
deux instants donnés t, et t, alors en faisant
un zoom et une rotation on peut superposer
les deux photos. On dit que ce mouvement
des trois corps est une configuration centrale’.

Les deux configurations centrales en forme
de triangle équilatéral sont remarquables car
elles existent pour trois masses quelconques,
si inégales soient-elles.

Le systeme des N corps
est non intégrable.

C'est Henri Poincaré qui réalise a la fin de
la décennie 1880 qu'on ne trouvera jamais
suffisamment de quantités physiques préser-
vées dés que N > 3. Au contraire, la plupart
des solutions sont chaotiques et ne semblent
obéir a aucune regle. De plus, on a sensi-
bilité aux conditions initiales. Etant donné

1. Ces configurations centrales sont les points de
Lagrange décrits dans I'article « Voyager aux con-
fins du systeme solaire en économisant I'énergie »,
Accromath 7.2, 2012.

o Accronmoth  voi 18« hiver- printemps 2023

Figure 4
Une trajectoire chaotique
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deux ensembles de conditions initiales trés
proches, au début les deux solutions sont trés
proches, mais aprés un certain temps, elles
sont aussi différentes que si elles n'avaient
jamais été proches que dans le passé.

La stabilité
du systeme solaire

L'existence de solutions chaotiques n'est-elle
pas inquiétante pour notre systeme solaire
qui comprend le soleil, les huit planétes, et
de nombreux astéroides? Si tous ces corps
ont des mouvements chaotiques, ou allons-
nous aboutir?

La réponse a ces questions est de deux ordres.

L'astronome et mathématicien Jacques
Laskar a montré que les planétes internes
du systéme solaire, soit Mercure, Venus, la
Terre et Mars, ont un mouvement chaotique.

Figure 5. Le systéme solaire?

Pour ce faire, en 2005, il a simulé en paral-
léle une modeélisation du systeme solaire
sous 2000 conditions initiales voisines.
En fait, on peut se demander quelle est Ia
valeur de telles simulations puisqu'on fait
des approximations a chaque étape et que
toute approximation peut nous éloigner
beaucoup de la vraie solution. Fort heureu-
sement, un résultat mathématique, le lemme
d'ombrage, assure que ces simulations n'ont
rien de farfelu: chacune est proche du futur
possible d'un systéme solaire qui ressemble-
rait au nétre. C'est pourquoi, en faisant 2000
simulations en paralléle, on explore un grand
nombre de futurs possibles du vrai systéme
solaire. Ces simulations montrent qu'a long
terme les planétes internes sont déstabilisées
et qu'on ne peut exclure qu'une des planétes
internes soit éjectée du systéme solaire. Mais,
I'norizon de temps est trés long: cela ne se
produirait pas avant trois milliards d'années,
alors qu'on estime que le soleil va encore

briller pour cing milliards d'années.

2. Crédit: Harman Smith and Laura Gene-
rosa (née Berwin), artistes graphiques et
contractuels pour le Jet Propulsion Labo-
ratory de la NASA. Du domaine public, via
Wikimedia Commons)
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De I'ordre dans le chaos

Le systéme solaire est tres spécial: les masses
des planétes et des astéroides sont trés
petites par rapport a celle du soleil: la masse
de Jupiter, la plus grosse planéte, est infé-
rieure & 0,1% de celle du soleil. Donc, sur
de courts intervalles de temps (a I'échelle
astronomique), on peut négliger l'interaction
des planetes entre elles. Mais, on peut dire
beaucoup plus. Sur la figure 5 on remarque
la ceinture d'astéroides entre Mars et Jupiter.
Dans les tables, ces astéroides sont réperto-
riés selon le demi-grand axe. Ce dernier, par la
troisieme loi de Kepler, détermine la période
de l'astéroide. On remarque des régions de
la table sans astéroides, appelées lacunes de
Kirkwood dans la ceinture d'astéroides.

Pour la lacune la

R Distribution de la ceinture d'astéroides
plUS a gauche, la Lacunes de Kirkwood

350
31

période de Jupi-
ter est 3 fois celle
de Il'astéroide, a la
deuxiéme lacune,
le rapport est de
5/2, etc. Lorsque
le rapport de Ia

période de Jupiter 20 22 24 26
a celle de I'astéroide
est un nombre

300
250
200
150

Nombre d'astéroides
(par tranche de 0,0005 al)

100
50

rationnel p/q avec Figure 63

que la plupart des astéroides en résonance
avec Jupiter ont un mouvement chaotique et
qu'ils finissent par fréler suffisamment Mars
pour étre catapultés hors du systéme solaire.
Donc, le systeme solaire tel que nous le
connaissons est un systéme en évolution qui
a été « nettoyé » des astéroides qui étaient
en résonance avec Jupiter, ceci expliquant les
lacunes de Kirkwood.

Pour les autres astéroides, principalement
ceux dont la période est un multiple irration-
nel de Jupiter, comme Jupiter et I'astéroide
ne reprennent jamais les mémes positions
respectives, il se passe une forme de com-
pensation et on peut espérer un mouvement
stable pour I'éternité. Ce phénomeéne fait
I'objet des célébres theéoremes de la théo-
rie KAM, dont le
nom est formé des
52 713 20 initiales de Kol-
mogorov, Arnold
et Moser qui ont
développé  cette
théorie de 1954 3
1965. Si on prend
des conditions ini-

ey tiales au hasard,

Demi-grand axe on a une probabi—

(en années-lumiére (al))

lité trés proche de
1 que l'astéroide

p > q petits, on dit Les lacunes de Kirkwood. En haut de la figure, 3~ SOit stable. Clest

que l'astéroide est
en résonance avec
Jupiter, et un phénomeéne trés spécial se pro-
duit. En effet, Jupiter et I'astéroide ont globa-
lement un mouvement périodique de période
g fois la période de Jupiter, I'astéroide fai-
sant p rotations sur son orbite pendant que
Jupiter en fait g. Du fait de cette périodicité,
I'attraction de Jupiter sur I'astéroide s'addi-
tionne au cours du temps et finit par désta-
biliser I'astéroide. Les simulations montrent

3. Traduction francaise de
http.//ssd.jpl.nasa.gov/images/ast_histo.ps,
d‘apres un croquis de Alan Chamberlain,
JPL/Caltech).

chaque lacune, le rapport de la période de I'astéroide |'ordre  dans le
a celle de Jupiter.

chaos.

D’autres configurations
centrales du probleme
des N corps

Nous avons parlé des configurations cen-
trales a trois corps qui ont été découvertes par
Euler et Lagrange. Il en existe de nombreuses
autres pour N > 3 et la recherche se poursuit
pour en trouver toujours de nouvelles. Il est
plus facile d'en trouver de nouvelles quand
toutes les masses sont égales car on cherche
alors des configurations centrales qui ont des
symétries. Prenons le cas des trois masses
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au sommet d'un triangle équilatéral. Si les Dans les articles de Saari, les preuves de
masses sont égales et si on a la bonne vitesse  I'existence de telles configurations sont
initiale, alors les trois masses parcourent le  incompletes. Dans son mémoire de maitrise,
méme cercle a vitesse constante et le centre  Olivier Hénot a utilisé I'ordinateur pour mon-
de masse est au centre du cercle. |l est alors  trer rigoureusement I'existence de configu-
facile de se convaincre qu'on peut générali- rations centrales en toiles d'araignées pour
ser a N masses €gales, équidistribuées sur un  tout C < 100 et tout n < 200. De plus, les
cercle. Effectivement, une telle configuration  simulations numériques laissent a penser
centrale existe. que ces solutions sont uniques.

."‘. La motivation de Saari pour étudier ces
i e configurations particuliéres était de les voir
‘ . comme des modeles jouets pour comprendre
X ‘ les galaxies, et la répartition de la matiére

- i dans les galaxies. Lorsqu'on ajoute a une

Figure 7
Une configuration centrale de planétes
sur un cercle

configuration en toile d'araignée une masse
au centre qui n'a pas besoin d'étre égale aux
autres masses, ceci donne un modéle jouet

de Saturne et de ses anneaux.

Donald Saari a généralisé le probleme et
affirmé I'existence de configurations cen-
trales en toile d'araignée. Dans ces configu-
rations, toutes les masses sont €gales, elles
sont situées aux points d'une toile d'araignée
et elles tournent a la méme vitesse angulaire
constante autour du centre de masse. Soit n,
le nombre de masses sur chaque cercle, et C,
le nombre de cercles. On a alors N= nCcorps.

Figure 9
Une configuration centrale
avec masse centrale
(figure : Olivier Hénot)
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Voici trois configurations avec, respecti-
vement, 15, 128 et 400 corps. Ces confi-
gurations ne peuvent exister que pour des
rayons bien choisis: les cercles ne sont pas
équidistants et le trou central a une taille
bien précise.

Que ce soit le systéme solaire, les galaxies,
ou les anneaux de Saturne, les mouvements
se situent essentiellement dans un plan. Les
méthodes numériques d'Olivier Hénot ont per-
mis d'explorer la répartition de la masse dans
ces configurations centrales. Si r; est le rayon
du i-eme cercle en commencant par l'inté-
rieur, ce qui est important pour ces configu-
rations en toile d'araignée, ce sont les écarts
entre les différents cercles, soit les quanti-
tés r, , - r; en fonction du rayon r; du cercle
intérieur. La figure 10 montre les rapports
Figure 8 (r.,,-r)lr, pour n=C= 100 (en remarquant

Trois configurations centrales en toile d'araignée ; ; ;
(figure : Olivier Henot) qu_et'ce)s rapports sont invariants du choix des
unites).
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L'encadré donne les idées de la preuve de
ol | I'existence de ces configurations centrales.

La méthode permet aussi de construire des
1 configurations en toile d'araignée avec une

< - g

= 1 masse centrale au milieu (voir figure 9). Elle
L om 1 segeénéralise au cas oU les masses sur chaque
§ cercle sont égales, mais varient d'un cercle a

I'autre. Mais, numériquement il faut résoudre

T =

0 20 30 ) 50 60 70 80 % %

i

Figure 10
Les différents rayons
(Figure: Olivier Hénot)
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On sait de uclide qu'il'y a un nombre infini de nombres premiers. Leur
structure semble aléatoire. On observe des intervalles tres grands sans
nombres premiers, et on semble aussi observer une infinité de nombres
premiers jumeaux comme 9719 et 9721. Pourtant les nombres premiers ont
une structure. En comprendre les détails ne cesse de fasciner les
mathématiciens, et certains de ces résultats ont été couronnés

Andrew Granville
Université de Montréal

par une médaille Fields en 2022.

Comprendre

Dans toutes les sciences on cherche les con-
stituants de base : comprendre leur structure
permet de comprendre la structure des com-
posés. En physique, les composants de base
sont les particules élémentaires, en chimie,
les atomes. Dans la science du vivant, c'est
I'ADN. Et en théorie des nombres, ce sont
les nombres premiers. Chaque entier naturel
différent de O et 1 est caractérisé par sa
décomposition en facteurs premiers et celle-ci
nous en apprend beaucoup sur les propriétés
du nombre.

En lisant les Eléments d'Euclide, nous savons
que les Grecs de I'Antiquité ont compris que
tout nombre entier positif a une factorisation
unique en puissances de nombres premiers
(sans se soucier de l'ordre des facteurs), ce
qui les a conduits a commencer a s'interroger
sur les propriétés des nombres premiers eux-
mémes. La premiére question a laquelle ils
ont répondu était de savoir s'il y en avait une
infinité. Euclide donne une preuve qu'il y en
a une infinité dans son livre, et aujourd'hui
nous avons littéralement des millions de
preuves différentes.

Une fois que I'on sait qu'il y a une infinité
de nombres premiers, il est naturel de se
demander combienilyenajusqu'aunnombre
donné, par exemple combien de nombres
premiers inférieurs @ un million, ou un
milliard, ou plus encore. Regardons la table
de la page suivante. La deuxiéme colonne
n(x) donne le nombre de nombres premiers
inférieurs ou égaux a x.

trﬂ e

e T(x) croit rapidement avec
x. En‘effet, le pourcentage, m(x)/x, des entiers
premiers inférieurs ou égaux a x décroit
régulierement de 16,8% et 12,3% dans la
premiére et la deuxieme rangée a

...2,014%, 1,925%, 1, 84490,
1,7680%, 1, 699 %, 1, 635%,....

pour les derniéres rangées, soit une décrois-
sance lente. Si nous jouons avec cela, nous
pouvons découvrir qu'en multipliant le
rapport 1(x)/x pour x = 10" par N (colonne
3), nous nous rapprochons de la constante
0,442 qui est un peu plus grande que
1/In(10) = 0,434294. En mettant ces obser-
vations ensemble, nous devinons a partir de

ces données que X

nt(x) est bien approximé par nx

(comparer colonnes 2 et 4). Une autre
maniere de le voir est de regarder les

rapports X
n(x)/—
In x

pour les x de notre tableau (colonne 5): ces
rapports sont supérieurs a 1, mais semblent
converger vers 1 .a mesure que x augmente.

Lorsque Gauss était adolescent, a la fin du
XVIIIe siecle, il y avait relativement peu de
données disponibles sur les nombres pre-
miers, mais Gauss, a la main, a déterminé
combien de nombres premiers il y avait dans
les différents intervalles de longueur 1000
jusqu'a 3 millions.
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Bien des années plus tard, il a écrit’ :

En 1792 ou 1793... j'ai porté
mon attention sur la fréquence
décroissante des nombres pre-

miers... en comptant les nombres
premiers dans des intervalles de
longueur 1000. J'ai vite compris
que derriéere toutes ces fluctua-
tions, cette fréquence est en moy-
enne inversement proportionnelle
au logarithme...

2 des nombres premiers

Les mémes observations qu'a la ligne 3 de la
citation peuvent étre reformulées ainsi

Environ 1 sur In t des entiers de
l'ordre de t sont premiers.
A premiére vue, cela confirme notre estima-

tion de x/nx, mais une telle estimation ne
tient pas compte de la facon dont 1/In t varie

1. Lettre de K.F. Gauss a Johann Franz Encke,
veille de Noél 1849

lorsque tvarie de 2 a x. Quand on veut tenir
compte de l'effet global d'une quantité qui
varie quand tvarie, il est naturel de pren-
dre une intégrale. Ceci a suggéré a Gauss
I'approximation suivante

ja

2 Int’
que nous désignons par Li(x) (et qui est
appelée logarithme intégral). Cette approxi-
mation est meilleure. Dans la table (colonne
6) on voit que pour chaque valeur de x, Li(x)
est une excellente approximation de 7(x):

en effet, les nombres de la colonne Li(x) —
7(x) sont moitié moins longs que ceux de la
colonne de gauche (dans leur écriture déci-
male), et sont donc de I'ordre de la racine
carrée de x, ce qui laisse supposer que | 7t(x) —
Li(x) | est peut-étre toujours inférieur a~/x ,
ou quelque chose comme ca.?

2. On a de bonnes raisons de croire que
[ m(x)—Li(x) < Vx Inx dés que x = 100.
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i(x) —m(x)

10° 168 0,504
10* 1229 0,492
10° 9592 0,480
108 78498 0,471
107 664579 0,465
108 5761455 0,461
10° 50847534 0,458
10 455052511 0}455
10" 4118054813 0,453
10 37607912018 0,451
10" 346065536839 0,450
10™ 3204941750802 0,449
10" 29844570422669 0,448
10" 279238341033925 0,447
107 2623557157654233 0,446
10" 24739954287740860 0,445
10" 234057667276344607 0,445
102 2220819602560918840 0,444
10 21127269486018731928 0,444
102 201467286689315906290 0,443
10% 1925320391606803968923 0,443
10% 18435599767349200867866 | 0,442
10% 176846309399143769411680 | 0,442
10% 1699246750872437141327603 | 0,442
10¥ 16352460426841680446427399 | 0,442

\7;1(1): ?\‘ ‘ L) —oetr)
145 1,59 10
1085 1,32 17
8586 1,12 38
72382 1,08 130
620421 1,07 339
5428681 1,06 754
48254942 1,05 1701
434294482 1,05 3104
3948131654 1,04 11588
36191206825 1,04 38263
334072678387 1,04 108971
3102103442166 1,03 314890
28952965460217 1,03 1052619
271434051189532 1,03 3214632
2554673422960305 1,03 7956589
24127471216847324 1,03 21949555
228576043106974646 1,02 99877775
2171472409516259138 1,02 222744644
20680689614440563221 1,02 597394254
197406582683296285296 1,02 1932355208
1888236877840225337614 1,02 7250186216
18095603412635492818797 1,02 17146907278
173717792761300731060452 1,02 55160980939
1670363391935583952504342 | 1,02 155891678121
16084980811231549172264034 | 1,02 508666658006

1169
0,059
0,0017
0,0138
0,0135
0,0051
0,0014
0,33%10*
0,68x107°
0,28x10°
0,10x10”7
0,31x10®
0,98x107°
0,35x107°
0,15x107°
0,30x107°
0,89x10™"
0,43x10™"
0,10x10™"
0,28x107"?
0,96x10"
0,38x107"
0,93%x10™*
0,31x107™
0,92x107"®
0,31x10°"
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Une autre observation de notre tableau est
que la sixieme colonne semble toujours étre
positive. Ceci semble suggérer qu'il y a peut-
étre un autre terme que nous pourrions
introduire dans notre approximation de m(x)
qui rendrait le terme d'erreur encore plus
petit. Dans ce cas, les données de la table
sont trompeuses et ce ne sera pas toujours le
cas que Li(x) > m(x). Nous savons maintenant
que Li(x) et (x) se coupent une infinité de
fois: il existe des nombres x, arbitrairement
grands, tels que Li(x) est plus petit que 7t(x) et
aussi des nombres y, arbitrairement grands,
tels que Li(y) est plus grand que m(y). Nous
ne savons pas vraiment quand la premiere
intersection se produit. Mais, nous savons
avec certitude que la premiere intersection
se produit avant 1,4 x103'® et nous soup-
connons qu'elle se produit a peu prés a ce
moment-la. Cependant, les nombres en jeu
sont tellement grands qu'un calcul exact est
impossible et qu'il est difficile de confirmer
ce soupgon.

Des patrons dans
les nombres premiers ?

Y a-t-il un patron quand on regarde la suite
des nombres premiers

2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31,
37,41,43,47,...7

Il n'y a rien qui saute aux yeux immédiate-
ment. Alors, faisons quelques observations
simples. Pour commencer, tous les nombres
premiers, sauf le premier, 2, sont impairs. Or,
les entiers impairs different d'au moins 2, de
sorte que I'écart entre toute paire de nom-
bres premiers distincts supérieurs ou égaux
a 3 est au moins 2. Nous voyons que I'écart

Yitang Zhang

Yitang Zhang, né en 1955, est un mathémati-
cien chinois qui a obtenu son doctorat en 1991.
N'ayant pas obtenu de poste universitaire,
il a poursuivi ses recherches en paralléle d'une

carriere de comptable et d'un emploi dans un

restaurant Subway. En 2013, il a donné une
réponse positive a la question Q,. Son résultat spectaculaire de
2013 lui a finalement valu un poste universitaire a partir de 2014.
Le film Counting from Infinity (Zala Films, 2015) relate sa vie
fascinante.

1 entre les nombres premiers ne se produit
qu'une seule fois (entre 2 et 3). Alors, qu'en
est-il de I'écart 2 7 Ne se produit-il également
qu'un nombre fini de fois? Qu bien existe-t-il
une infinité de paires de nombres premiers
Jjumeaux?

En regardant les données, nous trouvons les
paires

3&5; 5&7; 11&13; 17&19; 41&43;
59&61; 71&73; 101&103; 107&109; . ..

et les calculs a l'ordinateur permettent de
poser la conjecture suivante

Conjecture des nombres
premiers jumeaux :

Il'y a une infinité de paires de
nombres premiers jumeaux.

Cette conjecture est encore ouverte. Pour-
quoi semble-t-elle si difficile & résoudre?
Peut-étre est-ce parce que les nombres pre-
miers sont une caractéristique des propriétés
multiplicatives, alors qu'une différence de 2
entre deux nombres est une propriété addi-
tive? Alors, comment mélanger les deux?
Souvent en mathématiques quand on ne
sait pas répondre a une question on élargit
la question. Ici on peut regarder d'autres
différences que 2 entre deux nombres pre-
miers consécutifs. On peut par exemple se
demander s'il existe une infinité de paires de
nombres premiers de la forme p, p + 4, ou de
la forme p, p + 6, ou encore de la forme p, p
+ 2k pour tout entier pair donné 2k > 2.3 Ces
questions semblant encore hors de portée,
les mathématicien.ne.s se sont concentré.e.s
sur une approche sur laquelle il.elle.s pou-
vaient progresser en €largissant encore leurs
questions :

3. Prouvez que 2, 5 est la seule paire de
nombres premiers différant de 3 ; que 2 et
7 est la seule paire de nombres premiers
différant de 5 ; et qu'il n’existe aucune
paire de nombres premiers différant de 7.
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Q, Existe-il un entier pair 2k pour lequel
on a une infinité de paires de nombres
premiers consécutifs p, p+2k?

Q, Prenons deux nombres premiers p et g.
Quelle est la valeur minimale de | p - q/|
si on force p et g a étre plus grands que
N et qu'on fait croitre N ?

Pour mettre la question Q, en perspective
il est bon de mentionner que puisqu'il y a
x/In x nombres premiers inférieurs ou égaux
a x, alors la différence moyenne | p—q| entre
deux nombres premiers est de I'ordre de In x.
Remarquons aussi que la valeur minimale de
la question Q, pourrait étre infinie. Par con-
tre, si on a une réponse a la question Q,, alors
on sait qu'il existe une valeur minimale finie
inférieure ou égale & 2k pour la question Q,.
Surprise ! Une fois qu'on a élargi nos ques-
tions on commence a voir: il y a eu beau-
coup de progres récents spectaculaires sur
ces deux questions.

Le sujet a une longue histoire mais la pre-
miére percée significative en 2009 est I'ceuvre
de I'equipe de Dan Goldston des Etats-Unis,
Janos Pintz de Hongrie et Cem Yildirim de
Turquie, qui a montré quesip, =2,p,=3,...
sont les nombres premiers consécutifs, alors

le rapport
Pn+1— Pn

Inp,

peut devenir arbitrairement petit (sur une
certaine sous-suite des nombres premiers).
Leur nouvelle méthode utilise la théorie des
cribles d'une maniere inattendue et donne
des résultats bien meilleurs que ce que les

Une réponse positive
a la question Q,

En 2013, la surprise a été encore plus grande :
un mathématicien chinois de 57 ans, Yitang
Zhang, qui n'avait publié qu'un seul article,
a montré qu'il existe une infinité¢ de paires
de nombres premiers qui différent de moins
de 70 millions. Ceci donne une réponse posi-
tive & la question Q. En effet, supposons que
pour chaque entier pair 2k < 7 x 107 il n'existe
qu'un nombre fini de paires de nombres pre-
miers p, p + 2k. Comme on a un nombre fini
d'entiers pairs positifs 2k < 7x 107 , ceci
contredit le théoreme de Zhang. Zhang n'a
pas pu résoudre la conjecture des nombres
premiers jumeaux, mais avec ce théoreme, il
montre qu'une conjecture analogue est vraie
pour au moins un entier 2k, bien qu'il n'ait
pas pu identifier laquelle !

Comme c'est souvent le cas en mathéma-
tiques, les méthodes sont au moins aussi
importantes que les résultats. Cette percée
a ouvert la voie a de nouvelles méthodes et
a une animation fébrile autour du sujet, si
bien que le résultat de Zhang a été rapide-
ment amélioré. En effet, Zhang a ajouté des

4. Un professeur typique de son 4ge a publié

entre 50 et 100 articles.

James Maynard

James Maynard a fait son doctorat a Oxford
en 2013. Aprées plusieurs postdocs, dont le
premier au Centre de recherches mathéma-
tiques a Montréal, il est devenu professeur au
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chercheurs précédents avaient cru possible Mathematical Institute d'Oxford en 2017.

avec de telles techniques. Cela a stimulé Ia
recherche sur la limite jusqu'ou leurs idées
pouvaient étre poussées (en apportant des
modifications et des ajouts appropriés a leur
théorie).

James Maynard travaille sur la distribution
des nombres premiers et, plus particulierement sur les écarts entre
nombres premiers. Dés son doctorat, a I'age de 26 ans il a obte-
nu des résultats spectaculaires immédiatement célébrés dans le
monde entier. Ses travaux lui ont valu de nombreux prix, dont un
prix Erdos et le prix SASTRA Ramanujan en 2014, un prix Whi-
tehead en 2015, un prix de I'European Mathematical Society en
2016, et le prix Cole en 2020. En 2022, sa recherche a été couron-
née par la médaille Fields.
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sophistications trés profondes et difficiles
aux idées de Goldston-Pintz-Yildirim. Donner

une réponse positive a la question Q, avait
semblé si improbable aux experts (comme
moi) qu'il semblait inévitable que, pour pro-
gresser, on ait besoin d'autres idées vraiment
profondes. Cette année-1a, un jeune docteur
en mathématiques d'Oxford, James Maynard,
a rejoint notre groupe de recherche a
I'Université de Montréal. Il voulait modifier
différemment les outils de Goldston-Pintz-
Yildirim, pour éviter la machinerie profonde
utilisée par Zhang. Je lui ai dit qu'il était naif.
Il était peut-étre naif, mais il avait raison!
Quelques mois plus tard, il est revenu vers
moi avec un argument correct qui fonction-
nait et qui, techniquement, était encore plus
simple que celui de Goldston-Pintz-Yildirim 1>

A peu pres a la méme époque, Terence Tao,
I'un des plus grands mathématiciens du
monde et médaillé Fields en 2006, a proposé
un argument similaire a celui de Maynard. En
combinant leurs idées et en les poussant plus
loin avec 'aide d'autres collaborateurs, ils ont
pu montrer qu'il existe une infinité de paires
de nombres premiers qui ne difféerent pas de
plus de 246. Ce n'est pas encore tout a fait
la conjecture des nombres premiers jumeaus,
mais on s'en rapproche beaucoup.

Maynard et Tao se sont également rendu
compte que leurs preuves donnaient un
grand résultat, allant bien au-dela de celui de
Zhang :

Pour tout entier m= 3, il existe
une infinité d'intervalles de lon-
gueur2'*™ qui contiennent m
nombres premiers. Autrement dit,
il existe une infinité de m-tuples
de nombres premiers consécutifs

pnlpn+1l---:pn+m_7 tEISCIUC

14
Prim-1 =Pn <27,

5. L'explication de ces idées et leur déve-
loppement est maintenant la plus grande
source de theses de maitrise en théorie
analytique des nombres.

Il 'y a une effervescence en recherche pour
découvrir d'autres propriétés des nombres
premiers. Nous n'en regarderons que deux:
une qui permet de construire une infinité de
carrés magiques de nombres premiers, et de
nouveaux résultats de James Maynard.

Des carrés et des cubes
magiques de nombres
premiers

Rappelons qu'un carré magique est une
table n x n dont les sommes des entrées sur
chaque ligne et chaque colonne et sur les
deux diagonales sont toutes égales. En voici
deux dont toutes les entrées sont des nom-
bres premiers.

17 | 89 | 71
M3|5 | 5
47 | 29 | 101

41 | 71 | 103| 61
97 | 79 | 47| 53
37 | 67 | 83| 89
101 | 59 | 43| 73

Comment les construit-on ? Le premier se
construit en deux temps. On commence par
construire un carré dont toutes les entrées
sont des nombres premiers et dont chaque
rangée et chaque colonne est une progres-
sion arithmétique et ensuite on réordonne
les entrées des carrés.

Regardons le premier carré. On a réordonné
les entrées de

5 17| 29
47 | 59 | 7
89 [ 101 | 113

Les rangées de ce nouveau carré sont de la
forme p, p +12, p+24, et les colonnes, de
la forme p, p + 42, p + 84. Si on numérote
les rangées par ie {0,1,2} et les colonnes
parje {0,1,2}, etquon regarde ce carré
comme une matrice, son entrée a;; est de la
forme

0,;=5+ 42+ 12j.



Cela fonctionne parce que les valeurs du
polynéme de degré 1,

Pli, ) =5+ 42i+ 12j,
sont des nombres premiers pour j, je {0, 1,2}.
L'étude des polyndmes de degré 1,

Pii)=a+bi+cjouabce?Z

et dont les valeurs sont des entiers premiers
pouri,je {0,1,...,k—1} estun cas par-
ticulier de I'é¢tude des polynémes

Pliy gy ) = Qg + O 1y + 0

pour lequels P(i,, i, , .., i) est premier pour
i i, €40, 1, ., d = 1}. C'est un champ
de recherche important dans lequel Ben
Green, Terence Tao et Tamar Ziegler ont
obtenu de grands résultats depuis 2008. De
tels polyndmes permettent de construire
des hypercubes de taille k% dont les rangées
dans les d directions sont des progressions
arithmétiques de nombres premiers.

Une autre technique permet de construire
le cube suivant (il faut voir les trois carrés
comme trois couches d'un cube en dimen-
sion 3) dont les rangées dans les trois direc-
tions sont des progressions arithmétiques de
nombres premiers :

251[419|5
167 | 263 4359

83 | 107 | 131

149|401 | 6
173 | 347 y'521

197 | 293 | 389

47 383|719
179|431 | 683
311|479 | 647

Les nombres premiers avec
décimales manquantes

En 2019, James Maynard s'est intéressé a
une question sur laquelle se penchaient les
mathématicien.ne.s depuis des siécles, soit
les entiers n qui n'ont pas de chiffre 3 dans
leur expansion décimale.

Parmi ceux-ci, y a-t-il une infinité
qui sont premiers ?

Il'y a 9 choix pour chaque chiffre de n (tous
les entiers entre O et 9 sauf 3), et donc il y
a 9K entiers jusqu'a 10% qui n'ont pas de 3
dans leur expansion décimale. On peut avoir
I'impression qu'il y a beaucoup de tels nom-
bres. Cette impression est fausse: il y en a
peu. En effet, la proportion de tels nombres
jusqu'a 10k est 9410 = 0,9% qui tend vers 0
quand k tend vers l'infini. Maynard a montré
qu'il existe une infinité de tels nombres pre-
miers et que, de plus, les nombres premiers
ont une densité proche de 1/In(x) parmi tous
les entiers sans décimale 3, soit exactement
la méme densité que celle des nombres
premiers! De plus, le méme résultat est
valable pour toute base > 10 et tout chiffre
manquant.

Comme vous le voyez, un résultat n'attend
pas l'autre. Attendez-vous a de nouveaux
développements dans les prochaines années !

Comprendre la structure des nombres premiers | Andrew Granville ¢ Université de Montréal
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Qui n'a pas joué au tic-tac-toe ?
Que révéle une analyse mathématique de ce jeu ?

A propos du tic-t

Le tic-tac-toe, aussi appelé « morpion » en
France et « OXO » en Belgique, est un jeu de
réflexion trés simple qui se pratique entre
deux joueurs. Placés devant une grille com-
portant neuf cases disposées sur trois lignes
et trois colonnes, les opposants remplissent a
tour de role I'une des cases vides de la grille
en y apposant le symbole qui leur est attri-
bug, soit un X ou un O.

Le gagnant du jeu est celui qui parvient le
premier a aligner trois symboles identiques,
horizontalement, verticalement ou en dia-
gonale. En général, le symbole X est associé
au premier joueur. Les origines du tic-tac-toe
remontent, parait-il,  I'Egypte antique et on
en retrouve des variantes dans pratiquement
toutes les civilisations.

La popularité du tic-tac-toe aupres des en-
fants ne se dément pas. Cependant, les
adultes s'en lassent généralement trés vite
car une partie entre joueurs vigilants se solde
presque invariablement par une nulle. En rai-
son de sa relative simplicité, le jeu se préte
bien a une étude mathématique qui leéve le
voile sur la fagcon de s'y prendre pour ana-
lyser d'autres jeux, déterminer si le premier
joueur jouit d'un avantage ou trouver des
stratégies gagnantes.

Combien y a-t-il de parties
de tic-tac-toe possibles ?

De toute évidence, il existe un nombre fini
de parties de tic-tac-toe distinctes et un ré-
pertoire complet de tous les matchs possibles
permettrait, par simple dénombrement, de
répondre a toutes les autres questions que
I'on pourrait se poser a propos de ce jeu.

Par abus de langage, appelons X le premier
joueur et O son adversaire. Puisqu'une grille
de tic-tac-toe comporte neuf cases, X dis-

pose de neuf choix au premier tour et O peut
envisager huit réponses possibles. Au second
tour, X a sept choix et O en a six, etc. Au final,
il y adoncau plus

9l =9x8x7x6 x5x4x3x2x1
=362 880

parties possibles, mais il s'agit la d'une esti-
mation conservatrice (une borne supérieure,
en termes mathématiques) car plusieurs par-
ties finissent bien avant le 9¢ coup.

Pour compter le nombre de parties possibles,
la facon la plus simple consiste a argumen-
ter en fonction du nombre N de coups né-
cessaires pour qu'un joueur soit déclaré vain-
queur ou qu'il y ait partie nulle. Il est clair que
N ne peut varier qu'entre 5 et 9, car il faut au
minimum trois X et deux O pour que le pre-
mier joueur soit déclaré vainqueur.

Les calculs requis sont présentés en enca-
dré et résumés dans la premiere colonne
du tableau 1. La seconde colonne donne
quant a elle le nombre de parties possibles
lorsque I'on tient compte des symétries. En
effet, deux parties peuvent étre considérées
comme équivalentes si leur déroulement
est le méme, au prix de rotations ou de ré-
flexions.

Ceci complique passablement les calculs,
qui ne sont pas présentés ici, mais pour le
premier coup, par exemple, on réalise rapi-
dement que X n'a pas neuf choix mais bien
trois : jouer au milieu, jouer sur une case
adjacente au centre, ou alors jouer dans un
coin.



On ne s'étonne pas, des lors, que les nombres
figurant dans la deuxiéme colonne soient en-
viron neuf fois plus petits que ceux de la pre-
miere colonne. Si le ratio n'est pas exacte-
ment égal a 9, cela vient du fait qu'il y a plu-
sieurs manieres de définir I'équivalence de
deux parties par symétrie.

On peut montrer par énumération qu'a
I'issue d'une partie il y a 138 configurations
possibles de X et de O, une fois les symétries
prises en compte. De celles-ci, 91 sont fa-
vorables a X, 44 sont favorables a O et les 3
autres correspondent a des matchs nuls.

Nombre de A B %
victoires 0
en 5 coups 1 440 172 0,6 %
victoires

5328 579| 2.1 %
en 6 coups
victoires 47 952 5115|19,1 %
en 7 coups
victoires 72 576 7 426 (27,7 %
en 8 coups
victoires 81792| 8670(32,3%
en 9 coups
parties 46 080| 4 868(18,1 %
nulles
Total 255 168 | 26 830|100 %

Tableau 1

Nombre de parties de tic-tac-toe
possibles ventilées en fonction du nombre de
coups joués. Colonne A : Enumération brute,

telle que détaillée dans le premier encadré;
colonne B : énumération apres prise en
compte des symétries.

A propos du tic-tac-toe | Christian Genest * Université McGill

Quelle stratégie employer
pour gagner ?

Lorsque les participants jouent strictement
«au hasard » (sans prise en compte des symé-
tries), la colonne A du tableau 1 montre que
131184 parties sont gagnées par X, 77 904
sont gagnées par O et 46 080 parties, soit
environ 18% d'entre toutes, se soldent par
un match nul. Dans ces conditions, il y a donc
avantage a jouer le premier.

Dans la pratique, le pourcentage de parties
nulles est beaucoup plus grand que 18% car
des joueurs le moindrement aguerris peuvent
mettre en ceuvre diverses stratégies pour
s'assurer la victoire ou, du moins, éviter une
défaite. Par exemple, on peut montrer que si
X ne commet pas d'erreur, il ne peut jamais
perdre s'il joue son premier coup dans un
coin. Au pire, il fera match nul.

De fait, il existe une stratégie qui permet aus-
si a O de s'assurer de ne jamais perdre, ce qui
relegue le tic-tac-toe au rang de jeu futile.
Une stratégie optimale est décrite dans le se-
cond encadré, qui dicte le comportement a
adopter par chacun des joueurs. C'est un bon
exercice que de traduire ces reégles en un pro-
gramme informatique. Essayez !

C'est d'ailleurs le tic-tac-toe qui a I'honneur
d'avoir été, des 1952, le tout premier jeu vi-
déo programmé sur ordinateur. L'auteur du
programme, l'informaticien  britannique
Alexander Sandy Douglas (1921-2010), était
alors doctorant a I'Université de Cambridge.
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Intéressé par l'interaction entre I'humain et
la machine, il avait besoin d'un banc d'essai.
Son programme était codé sur un ruban troué
lu par EDSAC, un ordinateur de premiere
génération, et transposé sur le tube a rayons
cathodiques d'un oscilloscope (voir figure 1).
Il s'agit 1a du tout premier exemple (primi-
tif) d'intelligence artificielle, puisque c'était
I'ordinateur qui déterminait ses propres coups.

Figure 1.

Photographie de I'Electronic Delay Storage
Automatic Calculator (EDSAC), ordinateur de
premiere génération mis en service en 1949

a I'Université de Cambridge, Royaume-Uni.

La simplicité du tic-tac-toe n'a pas non plus
empéché des célébrités de s'y intéresser,
notamment l'informaticien Allen Newell
(1927-1992) et le célébre Herbert Simon
(1916-2001), lauréat du Prix dit Nobel d'éco-
nomie en 1978. En début de carriére, ces deux
chercheurs affiliés a I'Université Carnegie-
Mellon de Pittsburgh s'intéressaient a la
psychologie cognitive. Ceci les a amenés a
mettre au point, en 1959, un programme
capable en principe de résoudre n'importe
quel probleme formalisé, qu'il s'agisse de
démonstrations de théorémes, de problémes
géométriques ou de parties d'échecs. Leur
algorithme, baptisé GPS (abréviation de
General Problem Solver), a effectivement
permis de solutionner des probléemes relati-
vement simples tels que le tic-tac-toe et le
jeu des tours de Hanoi, mais il est facilement
victime de I'explosion combinatoire, carac-
térisée par la croissance exponentielle du
nombre de solutions possibles.

Généralisations

Le tic-tac-toe est un exemple de jeu de type
(m, n, k) dans lequel deux adversaires jouent
tour a tour sur une grille de taille m x n
jusqu'a ce que 'un d'entre eux réussisse le
premier a aligner k symboles sur une ligne,
une colonne ou une diagonale (dont la défi-
nition doit étre précisée). Dans le tic-tac-toe,
onam=n= k=3 etle Gomoku style libre,
qui a des millions d'adeptes en Extréme-
Orient, correspondaucasm=n=15et k=5.

Un argument classique de théorie des
jeux montre que dans un jeu de type
(m, n, k), il n'existe aucune stratégie qui
assure une victoire au second joueur. Ceci
vient du fait que nul ne saurait étre désavan-
tagé s'il peut jouer un coup de plus que son
adversaire.



Supposons en effet que le second joueur dis-
pose d'une stratégie gagnante. Le premier
joueur peut alors commencer par jouer un
coup arbitraire et adopter ensuite la stratégie
gagnante de l'autre ! Il peut toujours le faire
sauf si la stratégie en question exige de jouer
la oU il I'a lui-méme fait au premier coup. Si
cela se produit, le premier joueur peut cepen-
dant jouer un autre coup arbitraire et adop-
ter ensuite la stratégie gagnante du second
joueur. Puisqu'un coup de plus ne peut pas le
désavantager, il dispose donc d'une stratégie
gagnante. On aboutit ainsi a une contra-
diction, ce qui montre qu'il n'existe pas de
stratégie gagnante pour le second joueur.
Evidemment, cet argument ne renseigne
pas quant a la meilleure stratégie a adop-
ter. Il ne permet pas non plus de déterminer
si une telle stratégie est garante d'une vic-
toire pour le premier joueur ou si elle ne lui
permet que d'éviter la défaite. On peut donc
chercher a classifier les jeux de type (m, n, k).
Par exemple, une recherche intensive sur
ordinateur, menée par l'informaticien néer-
landais Louis Victor Allis (1965- ), a permis de
montrer I'existence d'une stratégie gagnante
pour le premier joueur dans une certaine
version du Gomoku.

Faits cocasses

Le tic-tac-toe peut prendre des formes par-
fois inattendues et déroutantes. C'est le cas
du scrabble numérique, dans lequel deux
joueurs choisissent en alternance et sans re-
mise des nombres entre 1 et 9. Le gagnant est
le premier qui obtient une somme de 15 et si
nul ne réussit, la partie est ... nulle. En dispo-
sant les nombres de 1 a 9 dans un carré ma-
gique, comme dans la figure 2, on constate
rapidement que pratiquer ce jeu revient ef-
fectivement a jouer au tic-tac-toe.

Tout comme aux échecs, on peut pratiquer le
tic-tac-toe a trois dimensions, mais ce jeu-Ia
est encore plus trivial que la version classique
car le premier des deux concurrents peut trés
facilement I'emporter en jouant son premier
coup au centre.

/ .
15 115 115 115 15

Figure 2. Carré magique d'ordre 3

La version jouée sur un cube 4 x 4 x 4
s'appelle Qubic. Linformaticien américain
Oren Patashnik (1954- ), qui a fait sa thése
sous la direction du Iégendaire Donald Knuth
(1938- ), a montré en 1980 que le premier
joueur peut toujours vaincre. Sa démons-
tration, réalisée par ordinateur, a nécessité
plus de 1500 heures de calcul. La stratégie a
employer est toutefois trés compliquée et
difficile @ mémoriser pour la plupart des
gens. Sachant que Knuth a été un pionnier de
I'algorithmique et le concepteur du logiciel de
traitement de texte LaTeX trés répandu en re-
cherche, on ne s'étonnera pas que Patashnik
ait été l'un des auteurs du programme
BibTeX qui permet de compiler rapidement
des références bibliographiques.

Jeu de Qubic

A propos du tic-tac-toe | Christian Genest * Université McGill
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Une nouvelle forme pour

les pieces de monnaie

Au Canada, toutes les piéces de monnaie sont rondes, a I'exception de la
piéce de 1 dollar qui est un polygone réqulier a 11 coteés.

Les piéces rondes ont plusieurs avantages :
elles sont plus faciles & rouler (emballer dans des rouleaux) et n‘ont pas de
coins qui peuvent piquer les poches des personnes qui les transportent.

Les machines peuvent facilement trier et
compter les piéces de monnaies rondes car,
quand l'une d'elles se présente, elle a tou-
jours la méme largeur, peu importe son
orientation. Ce n'est pas le cas des autres
figures classiques, comme on le constate sur
les images ci-bas.

Une forme qui a la méme largeur peu
importe son orientation est dite a diamétre
constant. Le cercle n'est pas la seule forme a
diamétre constant.

Ces formes bloqueraient
une machine pour compter
la monnaie.

Le triangle de Reuleaux a
un diametre constant. Il ne
bloquerait pas une machine

pour compter la monnai

Polygones de Reuleaux

Les polygones de Reuleaux sont une
famille de figures a diametre constant’. lIs se
construisent a partir d'arcs de cercle centrés
aux sommets d'un polygone avec un nombre
impair de c6tés. Tout comme le cercle, ils
sont a diametre constant.

Polygones de Reuleaux

Triangle

Pentagone

th iZ,

Heptagone

1. Voir « Le triangle de Reuleaux », Accro
été-automne 2010




Une nouvelle forme pour les pieces de monnaie | Anik Trahan e Cégep de Sherbrooke

Toutes les figures a diametre
constant ont un périmetre
égal a nd

Ce résultat est le
théoréeme de Bar-
bier. Par exemple, le
cercle de diamétre d
a une circonférence
de nd. Le contour K
d'un triangle de ™.,
Reuleaux est faitde ™.
trois arcs de cercle

de rayon d faisant le sixieme du cercle. Le
périmétre du triangle de Reuleaux est donc

3x(ﬂ)= md.
6

Voir I'encadré « Idée de la démonstration de
la longueur du contour d'une figure a dia-
metre constant » pour plus de détails sur
I'origine de cette formule.

Parmi les figures

a diametre constant,

le triangle de Reuleaux
a la plus petite surface.

Ce résultat a €té montré indépendamment
par Henri Lebesgue en 1914 et Wilhelm
Blaschke en 1915.

Les pieces sont de tailles différentes et de
masses différentes afin de pouvoir les distin-
guer facilement. Elles doivent avoir une taille
minimale pour étre facilement manipulables
et des diamétres de valeurs distinctes pour
pouvoir les différencier. Pour la méme valeur
de diameétre, le triangle de Reuleaux a une
surface environ 10 % plus petite que celle
du cercle (voir probléme). Pour un diamétre
constant donné, c'est la figure ayant la plus
petite surface. On économiserait donc des
ressources matérielles en faisant nos pieces
de monnaie en triangles de Reuleaux.

Tourner les coins ronds

Peut-on imaginer une piece de monnaie a
diameétre constant, sans coins? Et sans axes
de symétrie? Qui, il est possible d'avoir de
telles pieces!

En voici deux : la premiére est symétrique, la
seconde ne |'est pas.

L'encadré «Construction d'une forme sans
coin et a diamétre constant» présente
une méthode de construction qui permet
d'obtenir une famille de formes sans coins et a
diametre constant.

Joseph-Emile Barbier

Joseph-Emile Barbier est né a Saint-Hilaire-Cottes le 18 mars 1839.
Apres avoir enseigné dans un lycée a Nice, il travailla a I'Observa-
toire de Paris. Il assistait les astronomes dans leurs calculs et il a
congu un nouveau type de thermometre. Ses principaux travaux
concernent la géométrie de I'espace et la trigonométrie sphérique.

Il quitta I'observatoire en 1865. I cessa toute relation avec ses amis,
mais il fut retrouve par un de ses anciens éléves a |'asile de Charen-
ton en 1880. Encouragé par son ancien €léve a reprendre ces tra-
vaux en mathématiques, il a écrit plus de 10 articles entre 1882 et
1887 sur les polyedres, le calcul intégral et la théorie des nombres.
Il est mort le 28 janvier 1889 a Saint-Genest-Lerpt.
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Une nouvelle forme pour les pieces de monnaie | Anik Trahan ¢ Cégep de Sherbrooke

Georges Louis Leclerc, compte de Buffon.

Georges Leclerc est né a Montbard le 7 septembre 1707. Son pére voulait qu'il étudie le
droit, mais il se démarquait seulement dans ses cours de mathématiques. Apres la mort
de sa mére, il devint un homme influent dans Paris. Il travailla sur des navires de guerre, il
fut nommé gardien du jardin botanique royal. I a écrit plusieurs livres sur les mathéma-
tiques, la théorie des probabilités, I'astronomie, I'optique et surtout sur I'histoire naturelle.
[I voulait écrire une série de 50 livres sur |'histoire naturelle, et au moment de sa mort le
16 avril 1788, il en avait écrit 36 sous le nom de Georges Louis-Leclerc de Buffon, Buffon
est le nom d'un domaine dont sa mére avait hérité quand Georges était enfant.
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Rubrique des I

Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences
et Technologies de Lille

Le jeu des trois dés est un jeu a deux joueurs
dont les régles sont les suivantes.

On dispose de trois dés entierement blancs
ayant chacun 6 faces et de 18 gommettes
autocollantes a mettre sur les 18 faces des

trois dés. Ces gommettes portent les numéros
1,23, .. 18.

a) Le joueur A place les gommettes comme
il veut sur les 18 faces (une gommette par
face).

b) Le joueur B choisit alors un des trois dés.
c) Le joueur A choisit un des deux dés restants.
d) Les joueurs A et B lancent chacun leur dé.
Celui qui obtient le plus gagne.

Imaginons, par exemple, que le joueur A
compose un dé avec les gommettes 1, 2, 3,
4, 5,6, un autre avec les gommettes 7, 8, 9,

L N
eoe®
-

et

I

10, 11, 12 et le troisieme avec les gommettes
13, 14, 15, 16, 17, 18. Le joueur B aura alors
la certitude de gagner : il choisira le troisieme
dé - qui est le plus fort - et, alors, quel que
soit le choix du joueur A dans la phase (c) du
jeu, le joueur B sera certain de gagner dans
la phase finale (d). Choisir en premier un des
trois dés semble un avantage décisif.

Tout ne sera pas toujours aussi net, mais on
est tenté de penser qu'en choisissant le dé
le plus fort, le joueur B a toujours un jeu
favorable, c'est-a-dire qui lui donne une
probabilité de gagner au moins égale a 1/2
dans la phase finale.

Le paradoxe est que cela est faux : le joueur
A, qui colle les gommettes sur les faces des
trois dés, peut le faire d'une telle facon que la
phase finale lui est toujours favorable, c'est-
a-dire lui donne une probabilité strictement
supérieure a 1/2 de gagner.

Comment doit procéder le joueur A et
qu'est-ce qui explique que le joueur A puisse
disposer d'un dé plus fort que le dé choisi par
B qui, pourtant, a choisi le dé qu'il désirait en
premier ?

Solution du paradoxe précédent

Les ages des cing habitants de la rue Kurt
Godel sont 8, 14, 20, 23 et 35 ans ; leur age
moyen est donc :

(8 + 14 + 20 + 23 + 35)/5 = 20 ans.

Les 6 habitants de la rue Alan Turing ont
respectivement 25, 30, 35, 40, 45 et 59 ans.
Leur age moyen est donc

(25+30+35+40+45+59)/6 = 39 ans.

Jacques habite la rue Godel. Il a 35 ans. |l
déménage et va habiter dans la rue Turing.

Maintenant, I'age moyen dans la rue Godel
est devenu :
(8 + 14 + 20 + 23)/4 = 16,25 ans,
et I'dge moyen dans la rue Turing s'établit a :
(25+30+35+35+40+45+59)/7
=38,42 ans
Les moyennes des ages dans les deux rues
ont toutes les deux diminué ! En organi-
sant des déménagements de ce type, ne

pourrait-on pas alors faire baisser les ages
moyens de toutes les rues dans toutes les



Solution du paradoxe précédent

villes, et donc tous rajeunir ? Une telle baisse simulta-
née par déplacement d'un élément d'un ensemble A
vers un ensemble B peut-elle se produire tout le temps ?

Caractériser les situations ou le « paradoxe » survient.

Solution

Il est contraire a l'intuition que le déplacement d'un
élément d'un ensemble A vers un ensemble B fasse
baisser la moyenne a la fois de A et de B. C'est pour-
tant tout a fait possible et il n'y a aucune erreur de
calcul. La moyenne générale des 11 habitants des deux
rues est bien sir restée identique. Elle vaut :

(8+14+20+23+25+30+35+35
+ 40 + 45 + 59)/11 = 30,36

Cette moyenne peut s'obtenir en faisant une moyenne
pondérée des deux premieres moyennes :

(5/11) x 20 + (6/11) x 39 = 30,36
De méme, on l'obtient a partir des deux moyennes
apres déménagement :
(4/11) x 16.25 + (7/11) x 38.42 = 30,36

Ceci qui conduit a la remarque - elle aussi choquante
pour l'intuition - que lorsque I'on fait la moyenne
pondérée de deux nombres, celle-ci peut rester stable
méme si chacun des deux nombres dont on fait Ia
moyenne diminue.

En réfléchissant quelques minutes, on peut préciser
quand et pourquoi ces troublants phénomenes numé-
riques des rues Godel et Turing se produisent. La régle
est la suivante :

® Sj on fait passer de A a B un élément dont I'age x
est supérieur a la moyenne de A, et inférieur a la
moyenne de B, autrement dit moyenne(A) < x <
moyenne(B), alors, les nouvelles moyennes de A et
de B baisseront toutes les deux - ce qui n‘empéche-
ra pas les moyennes convenablement pondérées de
ces moyennes de rester constantes.

La moyenne des éléments de A baissera car on aura
enlevé a A un élément dont I'age est plus grand que
la moyenne de A, ce qui fait baisser la moyenne de A,
c'est évident. Par ailleurs, on aura ajouté a B un élé-
ment dont 'age est inférieur a la moyenne des ages
des éléments de B, ce qui fait baisser la moyenne de B,
c'est [a encore une évidence.

Ce phénoméne un peu mystérieux n'est pas rare, la
baisse simultanée de deux moyennes dans le méme
sens a la suite du déplacement d'un élément se pro-
duit a chaque fois qu'on déplace un élément dont I'age
est situé entre les deux moyennes. Si on le déplace

vers le groupe qui a la plus forte moyenne, cela fait
baisser les deux moyennes et si on le déplace vers le
groupe qui a la plus petite moyenne, cela augmente
les deux moyennes. Bien sdr, dans ces changements, la
moyenne générale des deux groupes ne change pas et
personne ne rajeunit !

Formulons encore deux remarques.

® Pour qu'un tel déplacement simultané des moyennes
soit possible, il faut trouver quelqu'un dont I'age soit
situé entre les deux moyennes, ce qui est d'autant
plus difficile que les deux moyennes sont proches.
Dans certains cas, c'est impossible, et en particulier :
si A et B ont les mémes moyennes au départ, tout
déplacement d'un élément ayant une valeur diffé-
rente de cette moyenne fera évoluer les moyennes
dans deux directions opposées.

e Un déplacement doublement rajeunissant peut étre
réalisé plusieurs fois de suite. Dans notre exemple,
si, apres le premier déménagement, la personne de
23 ans déménage de la rue Godel a la rue Turing,
cela fera encore baisser la moyenne d'age dans les
deux rues. Un cas extréme de ces rajeunissements
répétés serait constaté si le plus agé des habitants
de la rue Gddel était moins agé que le plus jeune
des habitants de la rue Turing. En effet, dans une
telle situation, en faisant déménager du plus agé au
plus jeune les habitants de la rue Godel vers la rue
Turing, les uns apres les autres, on constaterait une
baisse successive des moyennes des ages des deux
rues a chaque nouveau démeénagement, jusqu'a ce
qu'il ne reste plus qu'un habitant - le plus jeune -
dans la rue Godel.
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Section problemes

Comprendre la structure
des nombres premiers

1.

Montrer qu'il n'existe pas de suites
de trois nombres premiers p, p + 2,
p+4 apart3,57.

.La suite 3, 7, 11 est une suite de trois

nombres premiers de la forme p, p+4,
p+8 et lasuite 5, 11, 17, 23 est une suite
de quatre nombres premiers de la forme p,
p+6, p+12, p+18. Montrer qu'il n'existe
pas de suites de cing nombres premiers de
la forme p, p+ 8, p+ 16, p + 24, p + 32.

. Construire un carré 3x3 dont toutes les

rangées et colonnes sont des progressions
arithmétiques de nombres premiers en uti-
lisant le polynome P(i, j) = 29 + 30/ + 12/
et lesvaleursjje {0, 1,2}.

Une nouvelle forme
de piéce de monnaie

1.

Calculer I'aire du triangle de Reuleaux de
diametre égal a 1.

2. Calculer en fonction de p l'aire d'un poly-

gone de Reuleaux a p cotés (p impair) de
diamétre égal a 1.

3. Calculer le diametre de la figure construite

dans I'encadré de l'article [&2%3 partir
des mesures des segments AB, AC, BC et
BD.

4. Démontrer que le contour de la figure

construite dans lI'encadré de [I'article
(p. 29) est wd ol d est le diamétre calculé a
la question précédente.
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