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Editoriol

Grande nouvelle pour Accromath. La revue s'est vu attribuer le prix Anatole
Decerf 2012 de la Société mathématique de France. Les membres du jury ont
souligné « la haute qualité scientifique et pédagogique de la revue ».

Le présent numéro débute avec un article de Marc Bergeron, La compression des
images sur la Toile, tout un défi. Marc nous fait voir que derriere la Toile, il y a
toute une infrastructure mathématique.

Dans le second article, Les mathématiques au thédtre, France Caron nous
présente trois pieces qui renvoient a différentes visions des mathématiques.

Dans larticle Voyager aux confins de l'univers en économisant I'énergie?,
Christiane Rousseau nous explique comment il est possible d'utiliser la force
gravitationnelle pour déterminer la trajectoire la plus économe d'énergie pour
effectuer un voyage aux confins de I'univers.

Avec leur article Un regard archimédien sur le cercle, Marie-France Dallaire et
Bernard Hodgson illustrent la démarche d'Archiméde dans sa quéte pour
estimer le rapport de la circonférence du cercle a son diametre.

Dans la Rubrique des paradoxes, Jean-Paul Delahaye nous présente « La cravate
la plus longue » et donne la solution du paradoxe précédent, « Impossible
de gagner ».

Le prochain numéro contiendra des articles reliés au projet Mathématiques de la
planéte Terre 2013 (MPT2013), qui, & l'origine, est une initiative nord-américaine
lancée a Montréal. Maintenant sous le patronage de I'UNESCO, ce projet a
pris I'ampleur d'une année internationale avec des partenaires partout dans le
monde. Une compétition internationale fournira la base d'une exposition
permanente librement accessible : écoles et musées pourront emprunter les
éléments produits, utiliser les animations ou modules interactifs, ou encore
réaliser des montages physiques de modules. Cette exposition sera inaugurée au
siege de I'UNESCO a Paris le 5 mars 2013. Accromath est partenaire du projet
MPT2013. Si vous souhaitez aborder le théme des mathématiques de la planéte
Terre dans votre enseignement, nous avons déja identifié sur le site de la revue

Et nous espérons que MPT2013 soit une occasion d'échange de

matériel intéressant. Nous vous invitons donc déja a penser
communiquer a info@mpt20713.0rg les ressources pertinentes que vous voudriez
partager avec le reste de la planéte.

% par l'icone ci-contre les articles pertinents des anciens numéros.
Pi [] i E.
comment vous voudrez célébrer cette année spéciale et a
Bonne lecture!
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Les sites Web que nous visitons sur la Toile sont maintenant inondés
d'images. Cela constitue naturellement un probléme de taille,

car une quantité énorme d'informations doit étre transférée du serveur
Jusqu'a notre ordinateur. Pour accélérer le traitement de ces images,

il faut compresser celles-ci. Ce procédé diminue le poids de I'image

en ne sacrifiant pas ou presque pas la qualite.

Il existe plusieurs formats de compression
d'images : JPEG, PNG, GIF, RAW, ... Chacun
possede ses avantages. Par exemple, avec
la compression au format PNG, il n'y a pas
de perte de qualité et celui-ci gere la trans-
parence de I'image (trés utile pour de beaux
effets visuels sur votre site préféré), mais le
fichier sera habituellement plus volumineux
que si nous avions utilisé la compression au
format JPEG. Ce dernier est justement I'un
des plus utilisés, car il est bien adapté aux
images ayant plusieurs couleurs différentes
comme les photographies. Regardons de plus
prés l'algorithme de compression JPEG dans
lequel les mathématiques interviennent a
plusieurs étapes.

Premiere étape :

Changement de repére

Sur I'écran d'un ordinateur, une image est
divisée en points appelés pixels. La cou-
leur du pixel affichée sera habituellement
donnée par trois nombres entre 0 et 255

. LES IMAGES SUR LA TOILE,

t o
1. Call

(norme RVB) :le premier représente I'intensité
de rouge; le deuxiéme, l'intensité de vert et le
dernier, l'intensité de bleu. Le rouge, le vert et
le bleu sont les longueurs d'onde détectées
par les 3 types de cones situés sur la rétine
de nos yeux. Le mélange de ces trois couleurs
permet de recréer toutes les couleurs détecta-
bles par I'numain. Une image peut donc étre
décomposée en trois images élémentaires
(voir illustrations). Remarquons que dans
I'image ii), la carrosserie de I'automobile nous
semble presque noire. Cela est dd au fait qu'il
n'y a pratiquement pas de teinte de vert sur
celle-ci.

Avant de procéder a la compression au format
JPEG, il faudra effectuer un changement
de repére’ du systéme a trois composantes
RVB (rouge, vert, bleu) vers le systeme LMN
(luminance, chrominance1, chrominance2).

1. Les changements de repere ont déja été
partiellement expliqués dans Accromath,
éte-automne 2011, p. 22
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La luminance

La luminance? contient l'information des
niveaux de gris de I'image. Pour la définir, il
faut remarquer que la sensibilité de nos yeux
n'est pas la méme pour les couleurs de base
(rouge, vert et bleu). La figure suivante repré-
sente les trois couleurs en noir et blanc (plus
précisément en niveaux de gris) :

Luminance apparente
du rouge, du vert et du bleu

Etant donné que le vert est presque au milieu
du spectre visible, cette couleur aura la plus
grande luminance apparente, suivie par le
rouge et le bleu. Apres des tests expérimentaux
effectués par la Commission internationale
de I'éclairage (CIE), la luminance (L) a été
définie par la formule suivante :

L=0,299R+ 0,587V + 0,114 B, (*)

2. La luminance est définie par I'intensité
lumineuse divisée par unité de surface
émettrice. Elle n’est ni plus ni moins la
sensation visuelle de la lumiere. Si nous
sommes éblouis par une lampe de poche
ou lorsque nous avons de la difficulté a
distinguer les détails dans une piece sombre,
c’est la luminance qui est en cause.

Décomposition d’une image en trois images ¢lémentaires

[

i) Intensité de rouge (R) des
pixels de I'image initiale

ii) Intensité de vert (V) des iii) Intensité de bleu (B) des
pixels de I'image initiale pixels de I'image initiale

() Accromoth ol 7 « ét¢ - automne 2012
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Applications

ou R, V, Bsont les composantes du systéme
RVB comprises entre 0 et 255. On remarque
que L sera aussi compris entre O et 255.

Les chrominances

La chrominancel (notée M) varie linéaire-
ment avec I'écart entre le niveau de bleu et la
luminance du pixel. Donc,

M=a(B-1)+b. ()
Pour que M soit compris entre 0 et 255
(aprés troncature), nous trouvons a = 0,56434
et b=128. En utilisant I'égalité (*) et (**), nous
obtenons, en gardant 5 décimales,
M=-0,16874R-0,33126V
+0,5B+128

La chrominance2, pour sa part, contient
l'information de [I'écart entre le niveau
de rouge et la luminance (a(R - ) + b,
ol a=0,71327 et b= 128).

Par le méme procédé, nous obtenons
N=05R-0,41869V-0,08131B+ 128.

Alors, notre image initiale (dans le systeme
RVB) sera maintenant décomposée en trois
images dans le systeme LMN; (voir illustrations
ci-dessous). Nous constatons aisément que
la luminance est de loin la plus importante
composante du systeme LMN.

Luminance et chrominance d’une image

—

l \\ Luminance (L)

Chrominance 1 (M)

Chrominance 2 (N)




Deuxieme étape :

Compression des chrominances
Pour l'instant, nous n'avons pas diminué la
taille du fichier image. Etant donné que nos
yeux sont moins sensibles aux chrominances
(donc aux écarts entre les couleurs), nous
allons compresser une premiére fois en
diminuant la quantité d'informations sur les
chrominances :

1. Considérons le tableau contenant les
valeurs de chrominancel associées a
chaque pixel.

2. Partageons celui-ci en plusieurs petits
tableaux de 4 nombres (2 lignes par
2 colonnes).

3. Gardons seulement la moyenne des
4 nombres de chaque petit tableau.

Par exemple, prenons une «image» de
4 pixels par 4 pixels que nous avons décom-
posée dans le systeme LMN et regardons la
chrominance1 (M) pour chacun des pixels :

43 45 48 46

41 43 48 46 43 47
30 30 47 45 31 44
32 32 41 43
Tableau (M)
Tableau contenant apres la compression

la chrominance 1 (M)
pour chaque pixel

Naturellement, cette compression sera aussi
effectuée sur la chrominance2. Donc, I'image
de 4 pixels par 4 pixels, avant compression,
est décrite par 16 nombres pour la chromi-
nancel (M), 16 pour la chrominance2 (N) et
16 pour la luminance (L), pour un total de
48 nombres. Aprés la compression, elle est
décrite par 4 nombres pour M, 4 pour N et
nous gardons les 16 nombres de L, pour un
total de 24 nombres. La taille de notre fichier
image sera diminuée de moiti¢ !

Lorsque nous voudrons afficher I'image a
partir de ce fichier compressé, lors de la
décompression, chaque nombre gardé pour
la chrominancel (ou chrominance2) sera
reproduit quatre fois.

43 43 47 47

43 47 43 43 47 47
( 31 44 ) 31 31 44 44
31 31 44 44

Tableau (M) Tableau contenant

apres la compression ~ !a chrominance 1 (M)
apres la décompression

Troisieme étape :

Compression de la luminance

Etant donné I'importance des valeurs de la
luminance, celles-ci ne pourront pas étre
compressées comme précédemment. La
conséquence serait une grande perte de la
qualité de l'image a la décompression. Le
format JPEG utilise plutot la transformée
en cosinus discréte (TCD) ou interviennent
les fonctions trigonométriques. Ce procédé,
énormément utilisé en télécommunication et
dans le traitement des sons et des images,
permet d'extraire des informations plus
importantes que d'autres d'un ensemble
de données. L'idée de base de la TCD est de
réorganiser les données sur la luminance en
soulignant les contrastes entre les pixels
plutét que de garder les informations sur
chacun des pixels individuellement. Les
contrastes les moins importants sont tout
simplement éliminés, diminuant par le fait
méme la taille de notre fichier image.

Les images sur la Toile, un défi de taille | Marc Bergeron ¢ Cégep de Ste-Foy
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Applications

Voici un exemple trés simplifié qui nous per-
mettra de mieux comprendre le mécanisme
derriére la TCD (pour quelques détails sur le
vrai calcul de la TCD, voir I'encadré) :
Considérons les valeurs de luminance pour
4 pixels :

120 124
123 128

Le premier élément du tableau deviendra la
somme de toutes les valeurs (495). Le deuxieme
élément sera la somme des valeurs de la
premiére colonne moins les valeurs de
la deuxieme colonne (-9). Ce nombre re-
présente le contraste entre la partie gauche
et la partie droite du tableau. Le troisieme
élément sera la somme des valeurs de la
premiére ligne moins la somme des valeurs
de la deuxieme ligne (-7). Cela représente le
contraste entre la partie du haut et celle du
bas. Finalement, le quatrieme élément sera
la somme de la diagonale principale moins
la somme de la diagonale secondaire (1).
Le tableau deviendra :

495 -9
-7 1

(Soulignons qu'il est facile, a partir de ce
dernier tableau, de retrouver le tableau
initial). Mais quel est l'avantage de cette
réorganisation des données? Notre ceil sera
davantage sensible aux grandes valeurs du
tableau. Sans entrer dans les détails, la com-
pression consistera a éliminer les plus petites
valeurs (en valeur absolue) et réduira alors
la taille du fichier image, car il y aura moins
de valeurs pour décrire la luminance (dans
notre exemple, seules les valeurs 495, -9 et
-7 seraient gardées).

Naturellement, le chemin inverse sera encore
possible, mais a cause des données éliminées,
il y aura une perte de qualité de I'image.

Conclusion

Pour convertir au format JPEG, nous devons
donccalculer lescomposantes LMN, compres-
ser les deux composantes de chrominance,
puis finalement compresser la luminance
a I'aide de la TCD. Un fichier au format JPEG
pourra étre le 1/4 de la taille du fichier
original avec une perte minime de qualité.
On comprend pourquoi le format JPEG est
extrémement utilisé sur le Web.
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theatre




Le professeur

Vous savez bien compter? Jusqu'a combien
savez-vous compter?

L'eleve

Je puis compter ... a l'infini.

Le professeur

Cela n'est pas possible, Mademoiselle.
L'éleve

Alors, mettons jusqu'a seize.

Le professeur

Cela suffit. Il faut savoir se limiter. Comptez
dong, s'il vous plait, je vous en prie.
L'éleve

Un .., deux .., et puis apres deux, il y a trois
.. quatre ...

Le professeur
Arrétez-vous, Mademoiselle. Quel nombre
est plus grand? Trois ou quatre?

L'éleve

Euh .. trois ou quatre? Quel est le plus
grand? Le plus grand de trois ou quatre?
Dans quel sens le plus grand?

Le professeur

Il 'y a des nombres plus petits et d'autres
plus grands. Dans les nombres plus grands
il y a plus d'unités que dans les petits.
L'éleve

... Que dans les petits nombres?

Le professeur

A moins que les petits aient des unités plus
petites. Si elles sont toutes petites, il se
peut qu'il y ait plus d'unités dans les petits
nombres que dans les grands ... s'il s'agit
d'autres unités ...

L'éleve

Dans ce cas, les petits nombres peuvent étre
plus grands que les grands nombres?

Le professeur

Laissons cela. Ca nous meénerait beaucoup
trop loin: sachez seulement qu'il n'y
a pas que des nombres .. il y a aussi
des grandeurs, des sommes, il y a des
groupes, il y a des tas, des tas de choses
telles que les prunes, les wagons, les oies,
les pépins, etc. Supposons simplement, pour
faciliter notre travail, que nous n'avons que
des nombres égaux, les plus grands seront
ceux qui auront le plus d'unités égales.
L'éleve

Celui qui en aura le plus sera le plus grand?
Ah, je comprends, Monsieur, vous identifiez
la qualité a la quantité.
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exemple, trois milliards sept cent cinquante
cing millions neuf cent quatre-vingt-dix-huit
mille deux cent cinquante et un, multiplié par
cing milliards cent soixante-deux millions
trois cent trois mille cing cent huit » Face
a l'¢tonnement du professeur devant sa
quasi-réussite!, elle avouera candidement
que, ne pouvant se fier a son raisonnement,
elle a «wappris par coeur tous les résultats
possibles de toutes les multiplications pos-
sibles. » Cela donnera lieu a l'un des rares
moments ou le spectateur pourra recon-
naftre une certaine clairvoyance chez le
professeur, méme si elle s'exprime assez
durement :

Le professeur

C'est assez fort ... Pourtant, vous me per-
mettrez de vous avouer que cela ne me
satisfait pas, Mademoiselle, et je ne vous
féliciterai pas: en mathématiques et en

arithmétique tout spécialement, ce qui
compte - car en arithmétique il faut toujours
compter - ce qui compte, c'est surtout de
comprendre ... C'est par un raisonnement
mathématique, inductif et déductif a la
fois, que vous auriez di trouver ce résultat
- ainsi que tout autre résultat. Les mathé-
matiques sont les ennemies acharnées de
la mémoire, excellente par ailleurs, mais
nefaste, arithmétiquement parlant! ... je
ne suis donc pas content ... ¢ca ne va donc
pas, mais pas du tout ...

Le spectateur regrettera bientdt d'avoir été
d'accord momentanément avec la logique
du professeur. Ayant « cassé » son éléve en
arithmétique, le professeur poursuivra avec
le cours de langues la « désintégration » qu'il
incarne, celle du progres, de la science et de
la vie, dans toute la désillusion de I'aprés-
guerre.

Incendies - Wajdi Mouawad (2003)

'absurdité de la guerre est aussi au coeur
des préoccupations de Wajdi Mouawad. Mais
contrairement a lonesco, il n'essaie pas d'en
faire la démonstration en croisant un humour
grincant avec une logique poussée jusque
danssesderniersretranchements. C'est plutot
danslebutdecomprendrel'incompréhensible,
de faire dire I'indicible, qu'il a choisi de recourir
aux mathématiques dans sa troublante piece
Incendies. A travers le personnage de Jeanne,
qui enseigne la théorie des graphes a I'uni-
versité, il se libére des mots trop chargés
et nous dote de nouveaux modéles pour
appréhender la complexité du monde. Méme
si cela reléve davantage de la quéte que de
I'aboutissement.

Jeanne

Je ne peux pas dire aujourdhui

combien d'entre vous passeront a
travers les épreuves qui vous attendent.
Les mathématiques telles que vous
les avez connues jusqu'a présent
ont eu pour but darriver a une

1. En fait, elle se trompe « de peu » dans sa
réponse, mais ni le professeur ni le spec-
tateur n'auront ou ne prendront le temps
de bien évaluer sa réponse. Voir la section
Problemes pour s’en convaincre.

réponse stricte et définitive en partant de
problemes stricts et définitifs. Les matheé-
matiques dans lesquelles vous vous engagez
en suivant ce cours d'introduction a
la théorie des graphes sont d'une toute
autre nature puisqu'il sera question de
problemes insolubles qui vous meneront,
toujours, vers d'autres problémes tout
aussi insolubles.

Jeanne enchaine avec I'énoncé suivant :

Jeanne

Prenons un polygone simple a cing
cotés nommeés A, B, C, D et E. Nommons
ce polygone le polygone K. Imaginons a
présent que ce polygone représente le
plan d'une maison ou vit une famille.
Et qu'a chaque coin de cette maison est
posté un des membres de cette famille.
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Remplacons un instant A, B, C, D, et E par
la grand-mere, le pere, la mere, le fils, la
fille vivant ensemble dans le polygone K.
Posons alors la question a savoir qui, du
point de vue qu'il oc-cupe, peut voir qui.
La grand-meére voit le pere, la mére et la
fille. Le pére voit la mere et la grand-mere.
La mere voit la grand-mere, le pere, le fils
et la fille. Le fils voit la meére et la sceur.
Enfin la sceur voit le frére, la mére et la
grand-meére. [...] Maintenant, enlevons les
murs de la maison et tracons les arcs uni-
quement entre les membres qui se voient.
Le dessin auquel nous arrivons est appelé
graphe de visibilité du polygone K.

Apres avoir invité les étudiants a procéder
a l'inverse, c'est-a-dire a retrouver la forme
du polygone correspondant a un graphe quel-
conque de visibilité, a imaginer la « maison »
a partir de qui chacun voit du point de vue
qu'il occupe, Jeanne conclut :

Jeanne
Vous n'y arriverez pas. Toute la théorie
des graphes repose essentiellement sur
ce probleme pour l'instant impossible a
résoudre. Or, c'est cette impossibilité qui
est belle.

Cette fascination pour les problemes ouverts
ne lui semble a priori d'aucun secours face
au drame qui secoue sa vie lorsque le notaire
Lebel révele a son frére jumeau et a elle la
mission dont les charge leur mére décédeée :
remettre des enveloppes a leur pére qu'ils
croyaient mort et a leur frére dont ils
ignoraient I'existence. Car la résolution d'un
probléme, tout ouvert soit-il, demande de
s'appuyer sur certaines hypotheses. Or la
nouvelle qu'elle apprend sape justement les
hypothéses, les fondements sur lesquels elle
avait bati sa vie, et lui impose de reconstruire
un monde qu'elle croyait avoir compris.

Jeanne

En mathématiques, 1 + 1 ne font pas
1,9 ou 2,2. lls font 2. Que vous soyez de
bonne humeur ou trés malheureux, 1 et 1
font 2. Nous appartenons tous a un poly-
gone, monsieur Lebel. Je croyais connaitre
ma place a l'intérieur du polygone auquel
j'appartiens. Je croyais étre ce point qui ne
voit que son frere Simon et sa mére Nawal.
Aujourd'hui, j'apprends qu'il est possible
que du point de vue que j'occupe, je puisse
Vvoir aussi mon pére ; j'apprends aussi qu'il
existe un autre membre a ce polygone,
un autre frere. Le graphe de visibilité que
j'ai toujours tracé est faux. Quelle est ma
place dans le polygone? Pour trouver, il
me faut résoudre une conjecture. Mon
pere est mort. Ca, c'est la conjecture. Tout
porte a croire qu'elle est vraie. Mais rien
ne la prouve. Je n'ai pas vu son cadavre,
pas vu sa tombe. Il se peut, donc, entre
1 et l'infini, que mon pere soit vivant.
Au revoir, monsieur Lebel.

Revenue du choc initial, de cette crise des
fondements, elle partira avec son frére en
quéte de la vérité, une veérité si terrible qu'elle
en ébranlera d'autres auxquelles on prétend
croire, mais dont on connait la fragilité...
comme 1et 1 font 2. Etseul le faitd'avoir vécu
cette quéte, qui les fera monter et descendre
a la maniére d'une suite de Collatz?
permettra aux jumeaux d'en accepter le
résultat et de poursuivre la reconstruction.
La génération des termes d'une de ces suites,
qu'ils évoqueront a la fin de leur parcours,
participera d'ailleurs a faire jaillir la vérité.
Comme s'en excusera leur mere dans l'une
de ses lettres posthumes : « Il y a des vérités
qui ne peuvent étre révélées qu'a la condition
d'étre découvertes. »

2. Pour plus de détails sur ces suites, voir larticle
de B. R. Hodgson, Envolées intersidérales
a destination terrestre, dans le numéro 2.1
d’Accromath, Hiver-Printemps 2007.
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Contre le temps - Genevieve Billette (2011)

Plus qu'un moyen de compréhension, la quéte
devient une fin en soi dans cette nouvelle
piece de Genevieve Billette. Créée a Montréal
en novembre 2011, tout juste deux cents ans
apreés la naissance d'Evariste Galois, a piece en
célebre le génie et la ferveur.

Reconnaissant la distance qui la séparait
initialement de ce fabuleux mathématicien
du 19¢ siécle, l'auteure dramatique a néan-
moins été frappée par le caractere familier
de « ses batailles [...] contre les orniéres de
la pensée ». Apres avoir mis quelques années
a s'approcher du personnage, elle choisit de
structurer sa piece autour du temps, le temps
qui file entre les doigts, le temps qu'on re-
monte ou qu'on devance quand le présent
constitue un obstacle.

Evariste Galois lui est ainsi apparu comme
un étre engagé, en avance de deux cents ans
sur son époque pour ses idées, tant politiques
que mathématiques, porté par un réve de
démocratie et une quéte d'absolu. Une quéte
qui prend sa source dans le passé, incarné
par son pére, maire aux idées libérales qui
se suicidera en 1829 a la suite d'une cabale
montée par le curé de la commune.

Evariste

Un homme est mort, maman. A cause de la
bétise. Je ne peux accepter que le monde
demeure dans le méme ordre, coupable,
dans la méme hiérarchie, coupable, autour
de I'espace que cet homme n'occupe plus.

Galois incarne le génie romantique, dans sa
fougue, son furieux désir de vivre et de changer
I'ordre du monde, jusqu'a la facon de le voir.
Sa volonté et son impatience se verront
d'abord contrariées dans le parcours
académique auquel il se destinait. Il fut
en effet refusé par deux fois a l'examen
d'entrée & I'Ecole polytechnique, peut-étre
pour son peu d'empressement a développer
face a I'examinateur.

Adélaide

Il n'a peut-étre pas tout saisi, ce n'était

peut-étre pas sa spécialité.

Evariste
C'est pire. Il ne voulait pas que ¢a existe.

Face a cette porte qui se ferme définitive-
ment a lui, il se résigne a entrer a I'Ecole
normale en 1830.

Evariste

Il 'y a autre chose, maman. Un détail que
vous avez habilement évité tout I'été.
Feindre de ne pas avoir d'opinions poli-
tiques, je n'en ai pas non plus le temps.
Adélaide

La direction de I'Ecole s'affiche royaliste,
et alors. Ca ne t'empéchera pas de penser,
de travailler, I'algebre n'a pas de drapeau !

Evariste

L'algébre aussi est une vision du monde.
Un mini-temps de réflexion.

Adélaide

Ca se peut. Mais heureusement, vous étes
les seuls a le savoir.



Les mathématiques au théatre | France Caron ¢ Université de Montréal

Dans les mois qui suivent, une nouvelle
révolution secoue la France et détrone le roi.
Galois devient un républicain actif et va
jusqu'a menacer publiguement le nouveau
roi, Louis-Philippe, ce qui lui vaut un premier
séjour en prison. La piéce propose une nouvelle
explication de ce geste.

Evariste
Je ne voulais pas menacer le roi. [.]
Je voulais juste réveiller les cerveaux.

Augustin
Tu parles de tes collégues, ceux qui
comme toi veulent la république ?

Evariste

Les cerveaux confits de la table d'honneur.
lIs révent de renverser Louis-Philippe, ¢a
oui. Mais si tu les avais entendus. Inca-
pables de promettre autre chose que des
pansements et du pain. Incapables d'élever
leur discours au-dela de la charité. Pas un
n'avait réfléchi a un nouvel ordre, a une
vraie invitation, pour tous, a faire partie
pleinement de I'humanité.

L'auteure dramatique fait ainsi reposer cette
quéte d'un nouvel ordre sur la réflexion, que
paraissent favoriser autant les mathéma-
tiques abstraites, qu'elle a découvertes par
I'entremise de son personnage, que le théatre
auquel elle s'associe.

« On a besoin de se rassembler, on
a besoin de réfléchir.

Je pense que le théatre permet
ca encore. C'est un espace de
démocratie, le théatre.

Les comédiens ont cette grdce, ce
pouvoir de nous présenter I'étre
humain sous une forme inédite.
C'est trés important pour une
société qui a des prétentions
démocratiques d'avoir des
représentations extrémement
diverses de ce que peut étre un
étre humain. » 3

Regarder autrement, construire de nouveaux
modéles qui permettent de révéler ce qu'on
ne pouvait voir avant. Cest justement
'exploit que réussit le jeune Evariste en éta-
blissant une condition structurale, nécessaire
et suffisante, pour qu'une équation polynomiale
de degré supérieur a quatre soit résoluble par
radicaux.

Evariste

Pourquoi tu crois que personne avant moi
n'avait réussi a résoudre le probleme ? Les
autres mathématiciens ne manquent pas
d'intelligence. Je connais leurs travaux
par cceur, je sais exactement comment
ils pensent : ils ont tous I'esprit enchainé
a la notion de particulier. Un a un, ils se
sont cassé les dents sur l'équation de
degré 5, parce qu'ils isolaient le probleme.
lls essayaient de le résoudre en soi. [...] La
seule facon de le résoudre, c'était de s'en
décoller. Ma méthode de résolution géné-
rale, Augustin, ce n'est pas du zele, c'était
l'unique solution.

3. Entrevue avec G. Billette.
Théatre d’Aujourd’hui

htto/;wvww.theatredaujourdhui.qc.ca/contreletemps
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En définissant la structure de groupe qui
lui permet de faire s'évanouir les cloisons
entre les équations, Evariste Galois crée un
nouveau territoire a explorer.

« Mais sous le couvert de I'algébre,
son projet embrasse des horizons
humanistes bien plus ambitieux :
trouver une liberté de pensée qui

ne se pliera pas aux besoins
particuliers d'une époque ou d'un
régime, mais qui sera nécessaire

a des lendemains plus lumineux. »*

Augustin

Je comprends le principe, mais ca sert a
quoi ?

Evariste

A penser large.

Augustin

Je veux bien...

Evariste

A penser loin aussi. Ca permet d'anticiper.

Augustin

Mais a quoi c'est dédié ?
Evariste

Tu veux dire ...

Augustin comme une évidence
Les applications concreétes.

Evariste
Ah ca. Aucune.
[.]

4. Jean-Philippe Lehoux,

Penser large.

Contre le temps —
Dossier de presse.
Théatre d'Aujourd’hui,
Montréal, 2011.

Augustin

Allez... Quand tu iras solliciter un mécéne,
tu lui diras quoi ? A qui tes groupes profi-
teront dans I'immédiat ?

Evariste

A personne. Dans l'immédiat, & personne.
Non... ce n'est pas pour nous. Les chimistes
s'en empareront slrement. Les physiciens
aussi. Mais les applications concrétes,
comme tu dis, selon moi, elles ne seront
visibles que dans cent, deux cents ans.

[.]

Augustin

Cest impossible. Personne ne... Nous sommes
en retard, Evariste. Nous accusons
un grave retard. Tout le monde travaille a
rattraper ce retard.

Evariste
Et... ca se passe bien?

Augustin

Clest sérieux, Evariste. Tu n'as pas pu
passer des nuits entieres a travailler sans
connaitre I'utilité de tes recherches... C'est
impossible. Impossible !

Copyright © Images.com/Corbis



Evariste

C'est idiot, ce que tu dis. Comment
veux-tu inventer si tu sais exactement
ce que tu cherches? Je me suis buté sur
I'équation de degré 5, c'est ca qui m'a
permis de m'élever, de nuit en nuit, jusqu'a
I'idée de groupes. On ne peut pas chercher,
Augustin, vraiment chercher, en connais-
sant a l'avance le paysage final.

Augustin

Deux cents ans... personne n'en profitera.
Je veux dire, personne de nous n'y sera...

Evariste

C'est vrai. Et c'est ce qui me fascine le
plus. Rendre possible un monde que je ne
connaitrai jamais.

Il n'eut que bien peu de temps pour mettre
en place les conditions d'émergence de ce
monde. La mort devait le faucher bétement
a vingt ans, a l'issue d'un duel®. Mais ses
travaux lui survécurent, et le temps lui
donnera finalement raison, méme face a ceux
qui réclamaient des applications concrétes :
ses groupes, qui permettent d'envisager I'étude
d'objets complexes en termes de symétries
et de permutations, s'appliquent aujourd'hui
¢galement dans des domaines aussi vari¢s
que la bioinformatique, la chimie, I'astrophy-
sique et la cryptographie.

Avec laliberté qu'autorise la création littéraire,
Genevieve Billette se permet de réveiller les
morts pour offrir & Evariste Galois I'appro-
bation tant souhaitée de ses travaux qu'il ne
put obtenir de leur vivant®.

Fourier:
Tout y est. (Pause) Tout y est, Galois.

Le rideau tombe sur ce moment d'éternité.

5. La nuit avant ce duel, Galois écrivait en
marge du mémoire qu’'il annotait : « Il y a
quelque chose a compléter dans cette
démonstration. Je n’ai pas le temps. »

6. Le mathématicien Joseph Fourier meurt en
mai 1830, quelques jours apres avoir regu un
manuscrit de Galois a évaluer. Ce manuscrit
sera déclaré perdu, sans avoir pu bénéficier
de I'évaluation de Fourier.

Evariste Galois (1811-1832)

MathématicienfrancaisnéaBourg-la-Reine.
Eduqué par sa mére jusqu'a I'age de douze
ans, il entre ensuite au Lycée Louis-le-Grand
a Paris. Il s'y découvre une passion pour

les mathématiques qu'encouragera son
professeur M. Richard. Mort a vingt ans, ses
travaux révolutionnaires en algebre ne
furent reconnus que des années plus tard.

Les mathématiques au théatre | France Caron ¢ Université de Montréal
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Les sondes spatiales Voyager 1 et 2 ont été
lancées en 1977.Voyager 1 avait pour mission
d'explorer Jupiter et Saturne. Continuant
sur sa lancée, elle a maintenant quitte le

systeme solaire. Pour sa part, Voyager

2 a pu s'approcher d'Uranus et de Nep-

tune et se trouve aux confins du systéme

solaire. Ces missions ont frolé rapidement
les planeétes dont elles n'ont pu prendre
que quelques photos. La sonde spatiale
Galileo lancée en 1989 fut déja plus précise :
elle se placa en orbite autour de Jupiter en
décembre 1995 et accomplit 35 révolutions
de deux mois autour de la planéte. On peut
maintenant concevoir des missions spatiales
qui visiteront a tour de role les différentes
lunes de Jupiter en faisant quelques révolu-
tions autour de chacune avant de revenir sur
Terre. Les progrés dans ce domaine viennent
de la théorie des systemes dynamiques, une

branche des mathématiques créee par Poincaré
a la fin du 19¢ siecle.

Alors que les planétes et astéroides circulent
sur une orbite, d'autres corps célestes par-
courent des distances énormes : ils utilisent
des sortes de couloirs spatiaux dans lesquels
on peut se déplacer trés loin sans aucun
apport d'énergie ! La connaissance de ces
couloirs se raffine. Toutes ces connaissances
reposent sur I'étude des trajectoires des
corps célestes soumis a la loi de la gravitation
universelle de Newton.

Ainsi, vous connaissez sans doute laloi de
Kepler qui affirme qu'un corps de dimension
modeste attiré par un autre de trés grande
taille se déplace sur une ellipse dont le foyer
est au centre du corps de grande masse. En
fait, cette loi est a la fois inexacte et incomplete.



Le foyer de l'ellipse est au centre de
masse du systéme des deux corps ;

Sur la figure, on voit deux positions des
deux corps décrivant des ellipses autour

de leur centre de masse (le point orange). \

De plus, la trajectoire n'est une ellipse que
si la vitesse initiale n'est pas trop grande.
Si la vitesse est suffisante, la trajectoire
peut étre une parabole ou une hyperbole.
Un objet céleste sur une telle trajec-
toire serait visible une seule fois dans le
systéme solaire.

Au moment du projet spatial Voyager,
on retient I'idée d'utiliser des trajectoires
naturelles d'un systtme a deux corps:
I'engin spatial et un corps céleste, ce dernier
¢tant typiquement une planete ou le soleil. La
trajectoire réelle est approchée par des
portions de coniques, chacune correspondant
a une trajectoire du systéme a deux corps
constitué de l'engin et d'un corps céleste.
Lorsqu'on s'éloigne d'un premier corps
ceéleste et donc, que son attraction gravi-
tationnelle diminue, on utilise un peu de
carburant pour changer de direction et se
placer sur une autre branche de conique
calculée dans un autre systéme a deux corps.
Les sondes Voyager 1 et 2 ont profité d'un
positionnement exceptionnel des quatre
planetes gazeuses, Jupiter, Saturne, Uranus

et Neptune, ce qui a permis de les visiter a
tour de réle sans consommer de carburant.
Mais cet alignement ne se reproduit que tous
les 175 ans, et il faut donc trouver une autre
idée pour les nouvelles missions...

La loi de Kepler corrigée plus haut décrit
les trajectoires du « probléme des deux corps ».
On appelle « probleme des n corps » le pro-
bléme de décrire les trajectoires de n points
matériels soumis a la loi de la gravitation
universelle de Newton. Henri Poincaré
a montré a la fin du 19¢ siecle que ce probleme
a des trajectoires trés complexes, et souvent
chaotiques, déja pour n= 3. Pourtant, on connait
des equilibres ou encore des trajectoires
particulieres du probleme des trois corps.
En fait, ce qui est utilisé pour raffiner les
trajectoires des missions spatiales, ce sont
les connaissances du probléme restreint
des trois corps. Dans ce probleme on fait
I'nypothése qu'un des corps a une masse nulle.
Prenons le cas de la Terre, de la Lune et d'une
sonde spatiale. La Terre et la Lune exercent
toutes deux une attraction sur la sonde,
mais on peut négliger l'attraction gravita-
tionnelle de la sonde sur la Terre et sur la
Lune, ce que l'on exprime en prenant une
limite des équations de Newton ou la masse de
la sonde est nulle (voir encadre). En utilisant
la connaissance de trajectoires du probleme
restreint des trois corps, on a pu raffiner
énormément la détermination de trajectoires
économisant |'énergie pour parcourir le
systéme solaire.

Avant de rentrer dans des explications plus
poussées, prenons déja un cas simple : il
existe un point situé entre la Terre et la Lune
en lequel l'attraction de la Terre est €gale a
celle de la Lune ! En ce point, appelé point
de Lagrange, une sonde spatiale serait en
équilibre. On congoit donc que s'arracher
de ce point requiére peu d'énergie, et que
certains couloirs sont plus éco-énergétiques
que d'autres. Egalement décélérer pour venir
s'immobiliser en ce point requiert peu
d'énergie puisque l'attraction de la Terre
et celle de la Lune s'y annulent. C'est donc
I'endroit révé pour installer une station de
lancement, ou encore une station de relais !

En fait, il existe cing points de Lagrange pour le
systéme Terre-Lune. Nous les décrirons dans
I'encadré. Une fois qu'on s'est servi de ces
points et des corridors qui leur sont associés
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pour s'éloigner suffisamment de la Terre, on
utilise les points de Lagrange d'un deuxiéme
systeme a deux corps, le systeme Terre-Soleil,
etlorsqu'on se rapproche de Jupiter, on utilise
les points de Lagrange du systéme formé de
Jupiter et d'une de ses lunes. Dans le cas de
Jupiter qui a 4 lunes, on peut aussi utiliser
des connaissances sur un systéme restreint a
4 corps ou plus. Une telle méthode permet
de concevoir des missions qui peuvent
faire des nombres arbitraires de
révolutions autour de chacune des
lunes de Jupiter avant de revenir
sur Terre, ou mieux, au relais du
premier point de Lagrange entre la

Terre et la Lune.

Mais comment s’y sont pris
les premiéres missions
pour s'arracher

a l'attraction terrestre?

En fait, une fusée n'aura jamais assez de
carburant pour donner une accélération
suffisante a un engin spatial pour I'arracher
a l'attraction terrestre. Une fois que l'engin
est lancé, il faut lui conférer une accélération
supplémentaire. Si vous avez étudié les lois
de Kepler, vous savez qu'une planéte est
beaucoup plus rapide lorsqu'elle est proche
du soleil que lorsqu'elle en est loin. Donc,
pour accélérer un engin on lui fait froler
des planétes : d'abord la Terre, puis ensuite
les autres planétes. Cette méthode s'appelle
« fronde gravitationnelle ».



Voyager aux confins du systéme solaire en économisant I'énergie? | Christiane Rousseau ¢ Université¢ de Montréal
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Bien sar lorsqu'un engin s'approche d'une planéte,
sa vitesse augmente, mais elle diminue
lorsqu'il s'en éloigne. Alors, a-t-on vraiment
gagné ?Parfoisoui, parce quel'enginachangé
de direction, puisque sa trajectoire au voisi-
nage de la planéte ressemble a une branche
d'hyperbole. Ainsi, pour la méme énergie, on
pourrait se retrouver a parcourir une ellipse
plus allongée. Mais, on peut aussi étre plus
astucieux en frélant la planete. En effet, cette
derniére est en mouvement. Si lorsqu'on la
frole, on passe derriére elle, alors on aura
vraiment augmenté notre vitesse, alors que
si on la coupe, la manceuvre permettra de
perdre de la vitesse.

Accélération

Décélération

Des couloirs ou circuler
sans énergie

On a vu qu'il existe des points de Lagrange
qui sont des points d'équilibre dans le
probléme restreint des trois corps. En fait,
ces points sont des centres organisateurs.
Prés de chacun des points de Lagrange L,
L, et L, il existe une famille de trajectoires
périodiques autour de ce point situées
approximativement dans un plan. Chaque
trajectoire périodique est a l'intersection
de deux couloirs en forme de cylindre :
un premier couloir (en jaune) sur lequel
on s'approche de cette trajectoire, et un
deuxiéme couloir (orange) sur lequel on s'en
¢loigne. Ces couloirs cylindriques emboités
sont ceux que doivent emprunter les missions
interplanétaires si on veut économiser I'€nergie.



Il se trouve que ces couloirs associés aux
points de Llagrange L, et L, du systeme
Terre-Lune sont connectés aux couloirs
associés aux points de Lagrange L;" et L)' du
systtme Terre-Soleil I Ceci vient d'une
coincidence fortuite : les niveaux d'énergie
potentielle des points L," et L," different trés
peu de ceux des points L, et L,. Ainsi, envoyer
un télescope de L, a L;" ou L, requiert un
minimum d'énergie, alors que ce qui
demande de I'énergie, c'est d'envoyer un
engin spatial sur L, ! D'ou I'intérét d'installer
une station de relais en L,, par exemple quand
il faut effectuer des réparations sur un
télescope : le ramener en L,, le réparer sur
place et le renvoyer dans I'espace demande
peu d'énergie.

Ce n'est pas de la science fiction !
Ces techniques sont utilisées.

Ainsi, la sonde Genesis a été lancée en
ao(t 2001, avec pour objectif de capter des
parcelles de vent solaire autour du point L;.
Elle y est restée de décembre 2001 a fin mars
2004 (sans dépenser d'énergie puisque elle
se trouvait a un point d'équilibre). Elle s'est
malheureusement écrasée a son retour sur
Terre car les parachutes n'ont pas fonctionné.

Plus tot, en 1990, le Japon a lancé deux
engins spatiaux, MUSES-A et MUSES-B.
MUSES-B devait se mettre en orbite autour
de la Lune et MUSES-A rester en orbite

Voyager aux confins du systéme solaire en économisant I'énergie? | Christiane Rousseau

autour de la Terre comme relais de commu-
nication. MUSES-B a di renoncer a cause
d'ennuis techniques, et MUSES-A n'avait
pas assez de combustible pour se rendre
jusqu'a la Lune. Cependant, en utilisant une
trajectoire plus économique découverte par
Belbruno en 1986, MUSES-A a pu se mettre
en orbite autour de la Lune en octobre 1991.

Dans les cartons a dessins de la NASA se
trouvent un projet de station de relais
en L, et des projets de futurs télescopes
spatiaux. Ceux-ci pourraient étre assemblés
en L,, pour ensuite étre envoyés aux points de
lagrange L, et L, du systeme Terre-Soleil
avec un minimum de carburant. lls seraient
ramenés pres de L, pour l'entretien et les
réparations.

Les progrés dans ces techniques doivent
beaucoup aux mathématiciens. Au 20¢ siecle
ce sont eux, plutdét que les physiciens, qui
ont fait des contributions fondamentales au
probléeme des n corps. Nous avons fait
allusion ci-dessus a des missions qui
pourraient faire plusieurs révolutions autour
de chacune des lunes de Jupiter, Callisto,
Ganymeéde, Europa et lo, permettant des
observations prolongées de toutes ces lunes.
Les plans de ces missions existent déja. lls
sont I'ceuvre conjointe de mathématiciens,
dont Jerrold Marsden, un mathématicien
né au Canada et décédé récemment, et son
ancien étudiant Shane Ross, ainsi que
d'ingénieurs de la NASA comme Martin Lo.

e Université de Montréal




Marie-France Dallaire
Bernard R. Hodgson
Université Laval

3,141 592 653 :

La constante 22/7 a longtemps été utilisée afin d'exprimer la circonférence
du cercle en fonction de son diamétre. Connue de tous les écoliers
Jusqu'a des temps trés récents, c'est dans un court traité di a I'un des
mathématiciens les plus importants de I'’Antiquité que cette remarquable
approximation de T a été introduite, sa justification faisant intervenir

tant des arguments géométriques élémentaires
que de fascinantes prouesses numériques.

On doit au Grec Archimede! (~287-~212) et 3
son appétit insatiable des mathématiques une
douzaine de traités qui constituent autant de
monuments de la littérature mathématique
de I'Antiquité. Plusieurs de ces ouvrages se pré-
sentent sous des titres résolument évocateurs,
tels que De la spheére et du cylindre, Des spirales,
La quadrature de la parabole ou encore La
méthode relative aux théorémes mécaniques,
pour n'en nommer que quelques-uns.

Dans son opuscule intitulé De la mesure du
cercle, Archiméde expose trois propositions
dépeignant le cercle de maniere aussi astucieuse
que jolie.? Nous abordons ici la derniere de ces
propositions, dans laquelle le Syracusain coince
la circonférence du cercle entre deux bornes
remarquablement fines. L'argumentation que
déploie Archimeéde afin de justifier ce résultat,
bien que passablement dense, permet de godter
la saveur des mathématiques de I'époque. Nous
suivons de pres dans ce texte la démarche
archimédienne.

1. On trouvera deux textes consacrés a Archi-
mede dans le volume 2 (hiver-printemps
2007) de la revue Accromath.

2. Aux dires des experts, il semble que seul

un fragment du traite original d’Archimede
Soit parvenu jusqu’a nous.

Une circonférence
bien encadrée

La troisieme proposition du traité De la mesure
du cercle renferme I'une des plus célébres
approximations du nombre 7 : le fameux 22/7,
toujours d'intérét aujourd'hui en raison de sa
grande simplicité et susceptible méme d'étre
utilisé en pratique, quand le niveau de préci-
sion visé n'est pas trop élevé. Cette valeur a été
abondamment utilisée au fil des ages, notam-
ment par Héron d'Alexandrie, au premier siecle
de notre ére, ou encore par al-Khwarizmi, plus
de mille ans apres Archiméde.

« Pour tout cercle, la mul-
tiplication du diametre
par trois et un septieme
est la circonférence qui
I'entoure; ceci est une
convention entre les gens,
sans nécessité. »

Al-Khwarizmi,

Livre d'algébre et d'al-
mugabala, c. 820.3

3. Cité dans R. Rashed, al-Khwarizmi :
Le commencement de I'algebre, p. 204.
(Editions Albert Blanchard, 2007)

Copyright © Images.com/Corbis
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De fait, Archiméde introduit dans cette troisiéme
proposition deux bornes pour la circonférence
d'un cercle en termes de son diametre, bornes
qui, il convient de le souligner, font non
seulement montre d'une précision inégalée
dans un tel contexte historique, mais sont
également les plus anciennes dont la justification
nous soit parvenue. En dépit de son caractére
un brin vieillot, il convient sans doute de
sarréter a la facon méme dont I'éminent
géomeétre grec énonce son résultat :

Le périmétre de tout
cercle vaut le triple du
diametre augmenté de
moins de la septieme

partie, mais de plus des
dix soixante et onziemes
parties du diametre.

On aura reconnu dans la premiere partie de
cet énoncé le 22/7 au cceur du présent texte.
Etant donné un cercle de circonférence Cet de
diameétre d, le résultat d'Archiméde peut donc
s'écrire, en notation moderne :

3Exd<C<3Exd.
71 70

(On a utilisé ici deux fractions de méme
numérateur afin de mieux faire ressortir la
finesse de I'encadrement obtenu par Archimede.)
Habitués comme nous le sommes aujourd'hui
de penser a 1 via une représentation décimale
telle 3,1416 (voire 3,1415926536, valeur que
nous révele immédiatement la plus élémen-
taire des calculatrices), les deux approximations
obtenues par Archimede peuvent, a premiere
vue, ne nous sembler que modérément percu-
tantes. Il suffit pourtant de se rappeler le cadre
dans lequel évoluait Archiméde, et en particulier
le systtme de numération peu performant
utilisé en Grece antique, pour apprécier toute
la force de son résultat, et comprendre les
prouesses numériques qu'il doit déployer pour
I'obtenir.

Largument d'Archimeéde est l'archétype des
méthodes géométriques visant a obtenir T avec
une précision de plus en plus fine. Il repose,

dans un premier temps, sur I'idée d'approximer
le cercle donné par des polygones réguliers bien
choisis (circonscrits ou inscrits, selon la partie de
la double inégalité précédente sous discussion).
A cette fin, Archimede démarre avec un hexa-
gone régulier, qu'il remplace successivement,
en effectuant les bissections appropriées,
par des polygones réguliers de 12, 24, 48, et
enfin 96 cotés. A ce stade, il a atteint le niveau
de précision souhaité, tout en demeurant dans
un cadre numérique qui ne rend pas les calculs
inabordables.

La base géomeétrique de
I'encadrement archimédien

Voyons comment Archimede obtient
1
3=xd
7

atitre de borne supérieure pour la circonférence.
Considérons un cercle de centre O et de diameétre
AH , ainsi que la tangente au cercle en A (cou-
pant donc perpendiculairement le diamétre).
Placons un point B sur cette tangente de telle
sorte que l'angle BOA corresponde au tiers de
I'angle droit, c'est-a-dire 30°.

Soulignons dés maintenant que les cotés du
triangle rectangle BAO sont dans des rapports
fort singuliers. En effet, comme ce triangle peut
étre vu comme un « demi- triangle équilatéral »,

ona

m(B0) _, . m(AO) _ NG

m(AB) ~ m(AB)
Cette derniére valeur numérique jouera un
réle-clé un peu plus loin. En raison de la

89 793 238 462 643 383 279 502 884 197 169 399 375 105 820 974
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valeur particuliére choisie pour I'angle BOA, le
segment AB peut étre vu comme le demi-coté
de I'nexagone régulier circonscrit au cercle.

B
C
A
0

Archimede amorce alors
une série de bissections. |l
introduit tout d'abord un
point C sur AB tel que le
segment CO coupe l'angle
BOA en deux parties égales :
le segment AC est donc
le demi-coté du dodéca-
gone* régulier circonscrit
au cercle. De méme, Archi-
mede introduit les points D,
E et Fobtenus par bissections
successives  d'angles  de
sommet O, de sorte que
finalement I'angle FOA vaut
(£BOA)[2% soit 1/48 de
I'angle droit.

(@]

Appelant G le point situé sur
le prolongement de AB et tel
que I'angle AOG soit lui aussi
égal a 1/48 de I'angle droit,
on en conclut que l'angle
FOG vaut la vingt-quatriéme
partie de langle droit,
c'est-a-dire le quatre-vingt-
seizieme de l'angle plein :
GF est donc le coté du
96-gone régulier circonscrit
au cercle.

la démarche purement
géométrique a laquelle
recourt Archimede jusqu'ici,
en vue d'établir sa troisiéme
proposition, n'a rien de
vraiment étonnant et est
assez typique de ce que
savaient faire les géometres
de son temps. Mais la ou
I'argumentation prend une
allure résolument nouvelle,
c'est dans la facon dont Archiméde « bricole »
les cing polygones réquliers qu'il a introduits
afin d'en tirer des valeurs numériques auda-
cieuses.

4. Alias 12-gone.

Prouesses numériques
d’Archimede

Le véritable objectif d'’Archiméde n'est pas
simplement de jouer avec des figures géo-
métriques s'approchant du cercle, mais bien
de mettre en lumiére des valeurs numériques
précises. Il lui faut donc introduire des
longueurs bien choisies pour les cotés du
triangle rectangle initial BAQ, a I'origine de sa
construction géométrique. Et c'est la que va
intervenir le nombre /3 mentionné précédem-
ment, mais sous un déguisement numérique
assez inusite.

Il n'existe aucun texte dans lequel Archiméde
expliqgue comment il a obtenu les approxi-
mations dont il fait usage. Il ressort toutefois
de ses propos qu'il disposait par exemple de
I'encadrement

%5 _ 51350

153 780

(dont le lecteur pourra a sa guise apprécier la
précision décimale). Les spéculations quant
a lI'évaluation archimédienne de ces deux
approximations abondent (voir, pour une
lecture  possible, I'encadré  D'intrigantes
approximations numeériques).

S'inspirant de I'inégalité de gauche, Archimede
démarre donc avec un triangle rectangle BAO

tel que _
’ m(B0) _, _ 306
m (AB) 153"

m(A0) 265
—— =J3>—.
m(AB) 153

de sorte que

Lenvironnement numérique de ['hexagone
régulier circonscrit étant établi, s'enclenche
alors un processus a la fois géométrique et
numérique qu'Archimede répéte pour chacun
des polygones circonscrits, respectivement de
12, 24, 48 et 96 cotés (voir I'encadré Le coeur
de l'argument dArchiméde).

Ultimement, dans le 96-gone régulier, Archi-
mede obtient 'inégalité

m(m)>4673%
m(AF) ~ 153

Comme le diametre AH du cercle et le coté GF
de ce polygone satisfont la méme inégalité, on
en tire que

AH 46731, 4673
m(AH)_ . /2= /2
96xm(GF) = 96x153 14 688
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En d'autres termes, le rapport du périmetre du
96-gone au diametre d du cercle est inférieur a

667 1
14 688 =3+ /2 <3+l.
4673% 4673% 7

Le périmétre du 96-gone circonscrit est donc
inférieur a 31><d. Comme la circonférence C
du cercle est c7ertes inférieure a ce périmetre, on
en conclut bel et bien que C < 3;><d.

Pour la seconde inégalité énoncée dans la
proposition, soit 0
C>3—xd,
71

Archiméde utilise une stratégie semblable. Il
introduit des polygones réguliers inscrits de 6,
12, ..., 96 cotés et base ses calculs numériques
sur l'inégalité

1351
V3<—.
780

Et la constance de &t
dans tout ca?

On a tenu pour acquis dans le présent texte que
le rapport de la circonférence d'un cercle a son
diametre est constant.® Mais qu'en est-il, sur le
plan historique, de la justification de ce fait?

Ce résultat est accepté depuis si longtemps qu'il
semble difficile d'en trouver la trace exacte.
Ainsi, il n'en est question explicitement ni chez
Euclide ni chez Archimeéde. La mention la plus
ancienne que nous ayons repérée se trouve
chez Pappus d'Alexandrie (4¢ siécle de notre ére).
On trouve en effet dans La Collection mathé-
matique de Pappus (livre V, proposition 11)
le résultat suivant: les circonférences de
cercles sont entre elles comme les diameétres.
Autrement dit, étant donné deux cercles de
circonférence respective C, et C, et de diametre
detd,ona
G d

c, d,

8. La constance du rapport circonférence/
diameétre revient au fait que la circonfé-
rence d'un cercle peut étre obtenue en
multipliant le diamétre par une constante
bien choisie (le célebre nombre m).
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Il s'ensuit donc que quel que soit le cercle en
cause, le rapport (Jd est une constante, qui
en est finalement venue a étre désignée par le
symbole 12 Il est intéressant d'observer que la
preuve de Pappus repose essentiellement sur
des résultats d'Euclide et d'’Archiméde : d'une
part la proposition XI1.2 des Eléments stipulant
que les aires de cercles sont entre elles comme
les carrés des diametres, et d'autre part la pro-
position | du texte De la mesure du cercle dans
laquelle Archiméde établit un lien entre I'aire
d'un cercle et sa circonférence.'

9. A noter que I'emploi du symbole &t (pre-
miére lettre du mot grec pour périmétre)
ne remonte qu’au 18° siecle et est dd a
un certain William Jones. Il a été popularisé
par Leonhard Euler dans son célebre
Introductio in analysin infinitorum (7748).

10.En notation moderne : 'aire d’un cercle
de rayon r et de circonférence C est rC/2.
Cette proposition fera I'objet d’un prochain
texte.

Une vision poétique de 1

Diverses fantaisies ont €té €laborées a partir des décimales de .
L'une d'elles consiste a représenter ce nombre en poemes, le nombre
de lettres dans chacun des mots correspondant a une de ses
décimales. Le poeme le plus familier en francais débute ainsi :

Que j'aime a faire apprendre un nombre utile aux sages!
31415 9 2 6 5 3 5

C'est bien parti! En voici quelques lignes de plus :

Que j'aime a faire apprendre un nombre utile
aux sages!

Immortel Archiméde, artiste, ingénieur,
Qui de ton jugement peut priser la valeur?
Pour moi, ton probléme eut de pareils avantages.

Le lecteur aura sans doute remarqué qu'il s'agit bel et bien
d'alexandrins classiques, avec rimes, hémistiches et tout le tralala.
A noter qu'une décimale 0 arrive bientot : mais qu'a cela ne tienne,
nos m-ttoresques poétes ont contourné la chose sans m-naillage
en convenant d'y mettre un mot de dix lettres.

Les amants de 1 d'autres langues ne sont bien slr pas en reste.
Voici par exemple un échantillon en anglais :

How | want a drink alcoholic of course after the
heavy chapters involving quantum mechanics

On ne sera pas surpris que T ait également attiré I'attention des
passionnés de rébus. Ainsi on peut le voir se cachant dans le rapport

cheval
oiseaqu

En effet, en appliquant des propriétés naturelles d'associativité
et de commutativité, le mot « cheval» devient successivement
« (cheva)l», puis « (vache)/». Or qu'est-ce une vache? Une béte 3
pis, pardi! Et qu'est-ce qu'un oiseau? Une béte a ailes. Il s'ensuit
donc

cheval _ (vache)l _ (Bm)l _ -
olseau

oiseau B/
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La cravate la
plus longue

mﬁ’ubrique des I
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Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences
et Technologies de Lille

Voici un paradoxe classique mais décon-
certant par sa simplicité (il a été inventé par
Maurice Kraitchik dans les années 1930).
Monsieur A propose a Monsieur B le marché
suivant :

Comparons les longueurs de nos cravates
et celui qui aura la plus longue cravate la
donnera a l'autre qui aura alors deux cravates.
Monsieur B raisonne ainsi :

Ma cravate a pour longueur L. Si ma cravate
est la plus longue, ce qui a une chance sur
deux de se produire, je la perds donc je perds
une cravate de longueur L

Sinon je gagne la cravate de Monsieur A dont
la longueur est L'avec L'> L

Donc : une fois sur deux je perds L et une fois
sur deux je gagne plus que L.

En moyenne je suis gagnant comme si une
fois sur deux je perdais un euro et qu'une
fois sur deux je gagnais deux euros. J'accepte
donc I'offre de Monsieur A qui m'avantage.
Pourtant le jeu est parfaitement symétrique et
donc Monsieur A peut raisonner de la méme
facon et conclure que le jeu lui est favorable.
Ce n'est pas possible : un jeu ne peut pas
étre favorable aux deux joueurs car ce qu'en
moyenne l'un gagne, l'autre doit le perdre.
Comment sortir de cette contradiction?

Solution du paradoxe précédent

Le paradoxe

On vous propose le jeu suivant dénommé

« La prochaine est rouge » :

® on bat les cartes d'un paquet de 32
cartes;

® |e meneur de jeu retourne les cartes une
aune;

® 3 un moment, librement choisi par vous,
vous arrétez le meneur de jeu et vous
annoncez : « la prochaine carte est rouge »;

® |e meneur retourne la carte, si vous avez
raison vous avez gagneé, sinon vous avez
perdu.

Vous ne pouvez pas choisir entre rouge et
noire (sinon, en attendant qu'il ne reste
qu'une carte, vous gagneriez a chaque fois):
vous étes obligé de parier sur rouge et
lorsqu'il ne reste qu'une seule carte vous étes
donc obligé de dire « la prochaine carte est
rouge ».

Le paradoxe est que bien que dispo-
sant d'informations de plus en

plus précises au fur et a mesure

du déroulement du jeu et choisis-

sant 'instant de votre pari, il n'existe
aucune méthode de jeu vous donnant
plus d'une chance sur deux de gagner.
Saurez-vous le prouver ?



Solution du paradoxe précédent (suite)

La solution

[Viarc Lasson m'a proposé une bonne solution
fondée sur le calcul par ordinateur de la
meilleure facon de jouer, mais voici un
raisonnement ne demandant pas d'ordinateur.
Imaginons un grand tableau composé de :

3201 =263 130 836 933 693 530 167 218
012 160 000 000

lignes chacune contenant un classement
possible d'un jeu de 32 cartes. Une stratégie
consiste a fixer une regle du type « lorsque
la dixieme carte noire est passée je parie
que la suivante est rouge ». Une stratégie
ne dépend que du passé et détermine, en
fonction de celui-ci, si j'arréte le meneur de
jeu en lui disant « la prochaine est rouge ».

Fixons une méthode de jeu. Maintenant,
dans chaque ligne du tableau, on place
une étoile marquant I'endroit du pari, ce
qui nous donne donc un tableau de 32!
lignes chacune contenant une étoile. Voici
un exemple de ligne (I'étoile est placée juste
apres la dixieme carte noire et fait gagner le
joueur car une carte rouge suit).

xX..XX"Ayy...yyB devient xx..xx*Byy...yyA

Faire cette transformation revient a changer
I'ordre des lignes du tableau. En effet, en
méme temps que la ligne

XX XX Ayy...yyB devient xx..xx*Byy...yyA,

la ligne xx.xx*Byy..yyA, ayant le méme
début xx.xx, donc méme emplacement
pour I'étoile, et mémes cartes yy..yy devient
XX.. XX AYY...yyB.

Faire la transformation est donc équiva-
lent a échanger les emplacements des deux
lignes

XX.. XX"AyY...yyB et xx..xx*Byy..yyA.

Dans le cas ou I'¢toile est juste avant la
derniére carte (le pari a été fait au dernier
moment), la ligne xx..xx*A est restée elle-
méme. Au total le tableau transformé est
donc constitué des 32! lignes du tableau
initial, seul I'ordre des lignes a été changé.
Dans le tableau initial, il y avait exactement
le méme nombre de lignes se terminant par
une carte noire que de lignes se terminant
par une carte rouge (les rouges et les noires
tiennent des roles symétriques), donc dans
le tableau transformé aussi.

V@ - D¥-\V® -100- R®- Ade -39 -89 -7 - 104 -A® -8%-9¢-V& -D & DS -A¢

-9® R -% Re-A@-70-3€-9%34-10&-V ¢ -D¢-R¥-79-109-74

Nous devons évaluer le nombre de lignes ou
I'étoile est suivie d'une carte rouge (partie
gagnante pour le parieur) et le nombre de
lignes ou elle est suivie d'une carte noire
(partie perdante pour le parieur). Nous
allons montrer que ces deux nombres
sont égaux. Pour cela, nous opérons la
transformation suivante de notre
tableau : nous permutons dans
chaque ligne la carte située
apres |'étoile et la der-

niere carte : la ligne

Et donc, il y a exactement le méme nombre
de lignes se terminant par une carte A
de couleur rouge que de lignes se termi-
nant par une carte A de couleur noire, ce
qui signifie que la stratégie fait gagner le
parieur exactement une fois sur deux. Notre
raisonnement ne dépend pas de la stratégie
considérée et donc quelle que soit la stra-
tégie utilisée pour le jeu « La prochaine est
rougen, elle fournit une chance sur deux de
gagner, ni plus ni moins.

2 Accromoth  vol. 7 « st - autornne 2012
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Mathématiques au théatre

A la question du professeur de La lecon
« combien font, par exemple, trois milliards
sept cent cinquante-cing millions neuf
cent quatre-vingt-dix-huit mille deux cent
cinquante et un, multiplié par cing milliards
cent soixante-deux millions trois cent trois
mille cing cent huit? », lonesco fait répondre
par I'éleve (trés vite!) : « Ca fait dix-neuf
quintillions  trois cent quatre-vingt-dix
quadrillions deux trillions huit cent quarante-
quatre milliards deux cent dix-neuf millions
cent soixante-quatre mille cing cent huit ... »
Le professeur étonné réplique alors : « Non.
Je ne pense pas. Ca doit faire dix-neuf
quintillions trois cent quatre-vingt-dix quadrillions
deux trillions huit cent quarante-quatre
milliards deux cent dix-neuf millions cent
soixante-quatre mille cing cent neuf... »

Qui a slrement tort? Se pourrait-il que les
deux se trompent?

(Conseil : Comme la valeur exacte du résultat
dépasse les possibilités de représentation des
nombres dans votre calculatrice, cherchez
une facon créative d'utiliser cet outil pour
arriver a la bonne réponse sans faire tous les
calculs & la main.)

La quéte du fameux 22/7

1. a)Etant donné un triangle équilatéral DEF,
abaissons la hauteur EG (avec G sur
DF), formant ainsi un triangle rectangle
DEG d'hypoténuse DE. Déterminer les
rapports des longueurs des cotés du
triangle DEG.

b)Soit un triangle ABC et soit AD, la
bissectrice de I'angle A (avec D sur BC).
Montrer que les segments BD et DC
sont dans le méme rapport que les deux
cotés AB et AC du triangle. (Euclide,
Eléments, VI.3)

(Tuyau : Menez une paralléle a la bissec-
trice par un point astucieusement choisi
et faites intervenir Thalés.)

2. Cet exercice vise a expliciter deux étapes
du raisonnement dans l'encadré Le cceur
de l'argument d'Archiméde. Soit donc le
triangle BOA rectangle en A et tel que
I'angle BOA vaut 30°. Soit de plus OC,
bissectrice de cet angle.

a) Montrer que
m(AQ)+m(BO) m(AB) B

mA0)  m(AC)’
En déduire une borne €
inférieure pour le rapport
m(AQ)
m(AC)

b) Se concentrant maintenant sur le triangle
rectangle COA, donner une borne inférieure
pour le rapport’

m(A0)? + m(AC)?
m(AC)*

3. Dans le cinquieme livre de La Collection
mathématique, le mathématicien grec
Pappus d'Alexandrie (4¢ siécle) se penche
sur le lien entre la circonférence d'un
cercle et son diamétre et démontre, a la
proposition 11, le résultat suivant :

A

Les circonférences de cercles
sont entre elles
comme les diamétres.

La démonstration proposée par Pappus
repose sur deux résultats préliminaires :
le fait que les aires de cercles sont entre
elles comme les carrés des diamétres
(Euclide, Eléments, XI.2) et la proposi-
tion 1 du traité De la mesure du cercle, ou
Archimede établit que I'aire d'un cercle est
celle d'un triangle rectangle ayant pour
cathetes le rayon et la circonférence du
cercle.

Montrer comment obtenir la proposition

V.11 de Pappus a partir de ces deux résul-
tats d'Euclide et d'Archimede.

1. Archimede s’appuie sur ce rapport
pour borner inférieurement le rapport
m(CO)

m(AC)’
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Histoire

Regard archimédien sur le cercle : la quéte du fameux 22/7

e | e texte du traité De la mesure du cercle d’Archiméde (avec quelques commentaires) est paru en francais
dans VER EECKE, Paul. Les ceuvres complétes d’Archiméede, tome 1 (p. 127-134). Liege, Vaillant-Carmanne,
1960. Il est disponible sur internet via le site « Le kangourou des mathématiques » a I'adresse
http.//www.mathkang.org/maths/txtarchimede.htm|

* | e méme texte est disponible en anglais dans HEATH, Thomas L. The Works of Archimedes (p. 91-98).
New York, Dover, 1953. L'introduction de Heath a I'ensemble des ceuvres d'Archimede
(qui fait pres de 200 pages) contient entre autres de précieux commentaires sur les calculs sous-jacents
a la proposition 3 du traité d'Archiméde.

e Une référence classique sur Archimede et son ceuvre est JAN DIJKSTERHUIS, Eduard. Archimedes.
Princeton University Press, 1987.

e De nombreux livres traitent du nombre © sous diverses facettes. Signalons notamment
DELAHAYE, Jean-Paul. Le fascinant nombre . Belin : Pour la science, 1997.
BERGGREN, Lennart, BORWEIN, Jonathan et BORWEIN, Peter. Pi : A Source Book. Springer, 1997.
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gnement et de la recherche en sciences mathématiques au
Québec. En réunissant huit départements de mathématiques
des universités québécoises (Concordia, Université Laval,
McGill, Université de Montréal, UQAM, UQTR, Université
de Sherbrooke, Bishop’s), I'lnstitut rassemble un grand
bassin d’expertises en recherche et en enseignement des
mathématiques. L’Institut anime de nombreuses activités
scientifiques, dont des séminaires de recherche et des
colloques a l'intention des professeurs et des étudiants
avancés, ainsi que des conférences de vulgarisation
données dans les cégeps. Il offre également plusieurs
programmes de bourses d’excellence.

L'ISM est financé par le Ministére de I'Education, du Loisir
et du Sport du Québec et par ses huit universités membres.
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CENTRE
DE RECHERCHES
MATHEMATIQUES

Le Centre de recherches mathématiques est un centre
national pour la recherche fondamentale en mathématiques
et ses applications. Les scientifiques du CRM comptent
plus d’une centaine de membres réguliers et de stagiaires
postdoctoraux. Lieu privilégié de rencontre, le Centre est
I’'héte chaque année de nombreux visiteurs et d’ateliers de
recherche internationaux.

Les activités scientifiques du CRM comportent deux volets
principaux : les projets de recherche qu’entreprennent ses
laboratoires, et les activités thématiques organisées a
I’échelle internationale. Ces derniéres, ouvertes a tous les
domaines, impliquent des chercheurs du CRM et d’autres
universités. Afin d'assurer une meilleure diffusion des résul-
tats de recherches de ses collaborateurs, le CRM a lancé en
1989 un programme de publications en collaboration avec
I"’American Mathematical Society et avec Springer.

Le CRM est principalement financé par le CRSNG
(Conseil de recherches en sciences naturelles et en génie
du Canada), le FQRNT (Fonds québécois de recherche sur la
nature et les technologies), I'Université de Montréal, et par
six autres universités au Québec et en Ontario.
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