olutions

Comprendre la structure des nombres

premiers

1. Si p#3est premier, alors p=1(mod 3) ou p=2
(mod 3). Dans le premier cas, 3|p + 2. Dans le
deuxiéme cas 3|p + 4.

2. Prenons la suite infinie {p + 8n} . Les chiffres
des unités de la suite appartiennent a la suite
{...3,1,9,7,53,1,97,5,...} Toute sous-
suite de longueur 5 de cette suite contient un
nombre divisible par 5 et la suite 5, 13, 21, 29,
37 contient 21 qui n'est pas premier.

3. Enregardant P(i, ) comme l'entrée, on obtient

la table

Une permutation des entrées

magique

29 [ 41 | 53
59 [ 71 | 83
89 [ 101 | 113

41 [ 113 | 59
89 | 71 | 53
83 | 29 | 101

donne le carré

Une nouvelle forme pour les piéces de

monnaie

1. Letriangle de Reuleaux est formé d'un triangle
équilatéral et de 3 segments circulaires (bleu).
La surface du segment circulaire est la diffé-
rence entre la surface du secteur circulaire
(mauve) et celle du triangle équilatéral.

Posons A l'aire du triangle de Reuleaux de dia-
metre 1, Bl'aire du triangle équilatéral, Cl'aire
d'un segment circulaire et D I'aire du secteur
circulaire.

A=B+3C=B+3(D-B)=3D-2B.

Calcul de I'aire du triangle équilatéral (B)

/

N~ —

Le c6té du triangle équilatéral est égal au dia-
metre du triangle de Reuleaux, soit 1. La hau-
teur du triangle est ~/3/2. On a donc

B=1/3/4.

Calcul de I'aire du secteur circulaire (D)
L'aire du secteur est 1/6 de l'aire du cercle de
rayon 1 soit /6. On a donc
D=m/e.

Calcul de I'aire du triangle de Reuleaux (A)

A:3D—ZB:3(%)—2(£)=E_\/§.

4 2

2. Calculer en fonction de p I'aire d'un polygone
de Reuleaux a p cotés (p impair) de diametre
¢gal a 1.

<>

—~— —

On va décomposer l'aire du polygone de
Reuleaux en p segments circulaires (A) et en p
triangles isoceéles (B) qui forment un polygone
régulier.
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Calcul de la surface du segment circulaire A
La surface du segment circulaire est la diffé-
rence entre la surface du secteur d'angle mt/p et
de rayon 1 moins la surface du triangle isocéle
dont I'angle différent mesure mt/p et ses cotés
identiques mesurent 1.

N

P
L'aire du secteur est
T
ﬁn =L
2n 2p

L'aire du triangle est

{2l ()

L'aire du segment circulaire est

T (T T
A=——sin| — |cos| — |.
2p (Zl)) (2pj

Calcul de la surface du triangle isocele B

L'angle différent du triangle isocéle du poly-
gone réqulier a p cotés mesure 27t/p radians.
Sa base est 2sin (1t/2p) (voir calcul de la surface
du segment circulaire).

Sa hauteur estsin (m/2p)/tan (rt/p) par le triangle
rectangle obtenu en divisant le triangle en 2.
L'aire d'un triangle isocele est

L sin(m/2p) \ sinz(n/Zp]
5= 2(zsm(n/Zp))(tan(n/Zp)j_ tan(r/2p)

Par l'identité trigonométrique du double
d'angle, on a
2tan(m/2p)

tan(m/2p) = T 2 2p)

Donc l'aire d'un triangle isocéle du polygone
régulier devient
. sinz[n/2p)(1 - tanz(n/Zp])
B 2tan(m/2p) '

Dans I'encadré, on montre que l'aire du poly-
gone de Reuleaux de diamétre 1 a n cOtés est

T p
—— =t 2p).
" an(mt/2p)

(ol
sin”| — || 1—tan”| —
p(A+B)=p g_sin(ﬂ)cos(ﬂj_i_ 2p 2p Par substitution des expressions
p

2p 2p

2tan
(ZP

T ] obtenues pour A et B,

2p 2p

sinz(l) 1—tan2(£
n . (n) 2p 2p
=—+psin| —

)) T i B
- cos(—) Par mise en évidence.

Par mise au méme dénomina-

sin? i 1— tan? R 2sin R teur, en écrivant la tangente
T . ( T ) 2p 2p 2p comme le quotient du sinus et
=—+psin| —

2p 2p stan[ T du cosinus et en simplifiant.
2p
1— tan? i -2
T ) 2( T ) 2p Par mse en évidence du sinus.
=—+psin°| —
2p 2p 2tan i
2p
b8
—tan () =1 Simplification des constantes.
T . 2( T ) 2p
=—+psin°| —
2p 2p 2tan i
2p




Utilisation de I'identité
-1
cos? x

tan? x +1=

Par mise en évidence du cosi-
nus.

En écrivant le quotient du sinus
et du cosinus par une tangente.

En simplifiant les tangentes et
en regroupant les constantes.

3. Calculer le diamétre de la figure construire

dans I'encadré a partir des mesures des seg-
ments AB, AC,BC et BD.

Par construction, on a ces égalités de segments
qui sont des rayons d'un méme cercle:

1) AE=AD 4) AG=AH
2) CE=CF 5) CH=Cl
3) BF =BG 6) BI=8BD

On peut calculer le diametre de 6 maniéres,
choisissons le diameétre qui passe par les points
AetB.

d=AG+AB+BD

d = AH + AB + BD, par 4)
d=CH-AC+AB+BD

d =Cl— AC + AB + BD, par 5)
d=BC+BI—AC+AB+BD

d =BC + BD — AC + AB + BD, par 6)
d = BC — AC + AB + 2BD.

4. Démontrer que

le contour de la figure
construite dans l'encadré est td ou d est le dia-
meétre calculé a la question précédente.

Calculons le contour par paire d'arcs opposés

L'arc ED provient d'un cercle de rayon AC + CE
et I'arc GH provient d'un cercle de rayon AH .
La longueur d'un arc est I'angle en radian mul-
tiplié par le rayon, les deux arcs ont le méme
angle alors la longueur des deux arcs est

/BAC(AC + CE + AH)
On a AC + CE + AH = d donc la somme des
deux arcs est
dZBAC.

De méme pour la paire d'arcs EFet Hl, on a

ZACB(AH + AC + CE) = d ZACB.
Pour la troisieme paire d'arcs, on a

Z/ABC(BC + CF + Bl) = d ZACB.

Donc le contour de la figure est
d(£BAC + ZACB + £ACB) = dr.
car la somme des angles d'un triangle est .
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