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Le jeu des trois dés est un jeu a deux joueurs
dont les régles sont les suivantes.

On dispose de trois dés entierement blancs
ayant chacun 6 faces et de 18 gommettes
autocollantes a mettre sur les 18 faces des

trois dés. Ces gommettes portent les numéros
1,23, .. 18.

a) Le joueur A place les gommettes comme
il veut sur les 18 faces (une gommette par
face).

b) Le joueur B choisit alors un des trois dés.
c) Le joueur A choisit un des deux dés restants.
d) Les joueurs A et B lancent chacun leur dé.
Celui qui obtient le plus gagne.

Imaginons, par exemple, que le joueur A
compose un dé avec les gommettes 1, 2, 3,
4, 5,6, un autre avec les gommettes 7, 8, 9,
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10, 11, 12 et le troisieme avec les gommettes
13, 14, 15, 16, 17, 18. Le joueur B aura alors
la certitude de gagner : il choisira le troisieme
dé - qui est le plus fort - et, alors, quel que
soit le choix du joueur A dans la phase (c) du
jeu, le joueur B sera certain de gagner dans
la phase finale (d). Choisir en premier un des
trois dés semble un avantage décisif.

Tout ne sera pas toujours aussi net, mais on
est tenté de penser qu'en choisissant le dé
le plus fort, le joueur B a toujours un jeu
favorable, c'est-a-dire qui lui donne une
probabilité de gagner au moins égale a 1/2
dans la phase finale.

Le paradoxe est que cela est faux : le joueur
A, qui colle les gommettes sur les faces des
trois dés, peut le faire d'une telle facon que la
phase finale lui est toujours favorable, c'est-
a-dire lui donne une probabilité strictement
supérieure a 1/2 de gagner.

Comment doit procéder le joueur A et
qu'est-ce qui explique que le joueur A puisse
disposer d'un dé plus fort que le dé choisi par
B qui, pourtant, a choisi le dé qu'il désirait en
premier ?

Solution du paradoxe précédent

Les ages des cing habitants de la rue Kurt
Godel sont 8, 14, 20, 23 et 35 ans ; leur age
moyen est donc :

(8 + 14 + 20 + 23 + 35)/5 = 20 ans.

Les 6 habitants de la rue Alan Turing ont
respectivement 25, 30, 35, 40, 45 et 59 ans.
Leur age moyen est donc

(25+30+35+40+45+59)/6 = 39 ans.

Jacques habite la rue Godel. Il a 35 ans. |l
déménage et va habiter dans la rue Turing.

Maintenant, I'age moyen dans la rue Godel
est devenu :
(8 + 14 + 20 + 23)/4 = 16,25 ans,
et I'dge moyen dans la rue Turing s'établit a :
(25+30+35+35+40+45+59)/7
=38,42 ans
Les moyennes des ages dans les deux rues
ont toutes les deux diminué ! En organi-
sant des déménagements de ce type, ne

pourrait-on pas alors faire baisser les ages
moyens de toutes les rues dans toutes les



Solution du paradoxe précédent

villes, et donc tous rajeunir ? Une telle baisse simulta-
née par déplacement d'un élément d'un ensemble A
vers un ensemble B peut-elle se produire tout le temps ?

Caractériser les situations ou le « paradoxe » survient.

Solution

Il est contraire a l'intuition que le déplacement d'un
élément d'un ensemble A vers un ensemble B fasse
baisser la moyenne a la fois de A et de B. C'est pour-
tant tout a fait possible et il n'y a aucune erreur de
calcul. La moyenne générale des 11 habitants des deux
rues est bien sir restée identique. Elle vaut :

(8+14+20+23+25+30+35+35
+ 40 + 45 + 59)/11 = 30,36

Cette moyenne peut s'obtenir en faisant une moyenne
pondérée des deux premieres moyennes :

(5/11) x 20 + (6/11) x 39 = 30,36
De méme, on l'obtient a partir des deux moyennes
apres déménagement :
(4/11) x 16.25 + (7/11) x 38.42 = 30,36

Ceci qui conduit a la remarque - elle aussi choquante
pour l'intuition - que lorsque I'on fait la moyenne
pondérée de deux nombres, celle-ci peut rester stable
méme si chacun des deux nombres dont on fait Ia
moyenne diminue.

En réfléchissant quelques minutes, on peut préciser
quand et pourquoi ces troublants phénomenes numé-
riques des rues Godel et Turing se produisent. La régle
est la suivante :

® Sj on fait passer de A a B un élément dont I'age x
est supérieur a la moyenne de A, et inférieur a la
moyenne de B, autrement dit moyenne(A) < x <
moyenne(B), alors, les nouvelles moyennes de A et
de B baisseront toutes les deux - ce qui n‘empéche-
ra pas les moyennes convenablement pondérées de
ces moyennes de rester constantes.

La moyenne des éléments de A baissera car on aura
enlevé a A un élément dont I'age est plus grand que
la moyenne de A, ce qui fait baisser la moyenne de A,
c'est évident. Par ailleurs, on aura ajouté a B un élé-
ment dont 'age est inférieur a la moyenne des ages
des éléments de B, ce qui fait baisser la moyenne de B,
c'est [a encore une évidence.

Ce phénoméne un peu mystérieux n'est pas rare, la
baisse simultanée de deux moyennes dans le méme
sens a la suite du déplacement d'un élément se pro-
duit a chaque fois qu'on déplace un élément dont I'age
est situé entre les deux moyennes. Si on le déplace

vers le groupe qui a la plus forte moyenne, cela fait
baisser les deux moyennes et si on le déplace vers le
groupe qui a la plus petite moyenne, cela augmente
les deux moyennes. Bien sdr, dans ces changements, la
moyenne générale des deux groupes ne change pas et
personne ne rajeunit !

Formulons encore deux remarques.

® Pour qu'un tel déplacement simultané des moyennes
soit possible, il faut trouver quelqu'un dont I'age soit
situé entre les deux moyennes, ce qui est d'autant
plus difficile que les deux moyennes sont proches.
Dans certains cas, c'est impossible, et en particulier :
si A et B ont les mémes moyennes au départ, tout
déplacement d'un élément ayant une valeur diffé-
rente de cette moyenne fera évoluer les moyennes
dans deux directions opposées.

e Un déplacement doublement rajeunissant peut étre
réalisé plusieurs fois de suite. Dans notre exemple,
si, apres le premier déménagement, la personne de
23 ans déménage de la rue Godel a la rue Turing,
cela fera encore baisser la moyenne d'age dans les
deux rues. Un cas extréme de ces rajeunissements
répétés serait constaté si le plus agé des habitants
de la rue Gddel était moins agé que le plus jeune
des habitants de la rue Turing. En effet, dans une
telle situation, en faisant déménager du plus agé au
plus jeune les habitants de la rue Godel vers la rue
Turing, les uns apres les autres, on constaterait une
baisse successive des moyennes des ages des deux
rues a chaque nouveau démeénagement, jusqu'a ce
qu'il ne reste plus qu'un habitant - le plus jeune -
dans la rue Godel.
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