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SolutionsHiver-printemps 2022

Huit dames et un échiquier 
1. Toutes les solutions résident dans ce carré en 

fait ! Si on place une dame sur les nombres 
consécutifs de 1 à 5, ou de 6 à 10, 11 à 15, 
16 à 20 ou 21 à 25, on obtient une solution. 
On en obtient une autre en les plaçant tout 
d’abord sur les nombres de 1 à 5 et en faisant 
des bonds de 5. De la sorte, on obtient les 10 
solutions du problème des 5 dames.

13 25 7 19 1
17 4 11 23 10
21 8 20 2 14
5 12 23 6 18
9 16 3 15 22

2. a) Une tour se déplace le long des rangées et 
des colonnes. Pour placer n tours sur un 
échiquier, il doit y avoir une et une seule tour 
par colonne et une et une seule tour par ran-
gée. Cela veut dire qu’une position accep-
table pour les tours est donnée par une liste 
de nombres de 1 à n dont le premier nombre 
donne la rangée de la tour dans la première 
colonne; le deuxième, celle de la tour dans la 
deuxième colonne, et ainsi de suite.

  Il y a n! = n × (n − 1) × … × 2 × 1 telles 
listes. En effet, au départ il y a n possibilités 
pour placer la première tour, puis seulement  
n − 1 pour la deuxième, comme une ran-
gée est déjà occupée, puis n − 2 pour la troi-
sième, et ce, jusqu’à la dernière tour qui doit 
prendre la dernière rangée disponible.

 b) Ces matrices, dites matrices de permutations, 
ont la propriété de permuter les éléments 
d’un vecteur. Leur déterminant est soit 1, 
soit –1. En effet, la permutation (1, 2, 3, …, n) 
est la matrice identité et son déterminant 
est 1. Toute autre matrice est obtenue en in-
terchangeant des colonnes. Les propriétés 
du déterminant disent que chaque fois que 
deux colonnes sont interchangées, le déter-
minant est multiplié par −1. Donc toutes les 
matrices de permutations ont déterminant 
(−1)a où a est le nombre de colonnes inter-
changées à partir de la permutation identité. 
Comme le déterminant est ±1, cela veut dire 
que ces matrices ne changent pas la norme 
d’un vecteur. La multiplication matricielle 
de deux telles matrices donne une autre de 
ces matrices. Mais attention, elles ne com-
mutent pas entre elles. Elles sont inversibles, 
et leur inverse est aussi une permutation.

Comparaison d’aires
1. Les triangles ABD et ABE ont même aire car ce 

sont deux triangles ayant une base AB com-
mune et une même hauteur, la distance entre 
les deux parallèles AB et DE. L’aire du triangle 
ABE est la somme des aires AF + AH et celle du 
triangle ABE est AG + AH.

A

AF AGAH

B

C

D E

 On a donc :
AF + AH = AG + AH.

 En retranchant l’aire AH des deux membres de 
l’équation, on obtient :

AF =AG.
 Les triangles coloriées ont donc la même aire. 
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2. Les triangles OCD et OCB ont la même aire, car 
ils ont une base commune, OC et la même hau-
teur soit la distance d’un sommet hors diago-
nale à celle-ci.

O

A B

CD

3. Notons a, b, c et d les segments de droite joi-
gnant les sommets au point E. On décompose 
alors le rectangle en quatre triangles, deux de 
chaque couleur. Les triangles de même couleur 
ont un côté de même longueur, les côtés oppo-
sés du rectangle. En joignant les triangles de 
même couleur par ces côtés opposés, on forme 
deux quadrilatères de côtés a, b, c et d dans le 
même ordre.

A
C

C

D

DA
B

B

EC    CE

AE    EA

A
a

a

a

b

b

b

a

b

d

d

d

c

c

a

b

d

a
d

c

b c

c

d

a d

c

b c

B C

D

E

E

E

E E

E

B B'
C C'

D D'

E E'
A A'

E
E

E

BE    EB

ED    DE

 Par une rotation de 180° d’un de ces quadrila-
tères, on le place en position semblable à celle 
de l’autre. Traçons, dans ces deux quadrilatères, 
les segments de droites joignant les sommets 
opposés. Notons A, B, C, D les sommets d’un 
de ces quadrilatères et E le point de rencontre 
des diagonales. Notons A’, B’, C’, D’ les som-
mets de l’autre quadrilatères et E’ le point de 
rencontre de ses diagonales.

 Montrons que le triangles ABC et A’B’C’ 
sont congruents. Les côtés AB et A’B’ sont 
congruents, c’est le segment de longueur b 
de la figure initiale. De même. les côtés BC et 
B’C’ sont congruents, ce sont les segments de 
longueur c de la figure initiale. Il reste à mon-
trer que l’angle entre les deux est congruent. 
En traçant les parallèles aux côtés du rectangle 
passant par le point E, on divise en deux parties 
les angles au point E. Considérons l’angle BEC 
qui est la somme des angles BEF et FEC, c’est-
à-dire ∠BEC ≅ ∠BEF + ∠FEC.

A
a

b

d

cB F

G

H I
C

D

E

 Les angles alternes internes étant congruents, 
on obtient ∠ABC ≅ ∠BEC.

BEC

BEF FEC

EBH ECI
' ' ' .

ABC

AB C

∠ ≅ ∠
≅ ∠ + ∠
≅ ∠ + ∠
≅ ∠

 Puisque les deux côtés et l’angle entre les 
deux sont congruents, on en conclut que les 
triangles sont congruents.

 On peut tenir le même raisonnement pour cha-
cun des côtés et des angles des quadrilatères. 
ABCD et A’B’C’D’.

 Par conséquent, en superposant ces deux qua-
drilatères, les côtés et les sommets s’ajustent 
les uns sur les autres : les deux quadrilatères 
ont donc la même aire.

 On pourrait refaire le même exercice en pre-
nant un point quelconque à l’intérieur d’un 
parallélogramme (et non seulement d’un rec-
tangle).
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A

C

C

D

DA
B

B

EC    CE

AE    EA ED    DE

A

a

a

a

b

b

b

a

b

d

d

d

c

c

a

b

d

a
d

c

b c

c

d

a d

c

b c

B C

D

E

E

E

E

E E

E

E

EE

E

E

E

BE    EB

A

a

b

d

c
B C

D

E

4.  Abaisser une perpendiculaire à une droite à 
partir d’un point P hors de cette droite. 

 En utilisant le compas et le point P comme 
centre, on trace un arc de cercle coupant la 
droite en C et en D. En prenant tour à tour ces 
deux points comme centre, et en conservant 
chaque fois une même ouverture au compas, 
on trace deux arcs de cercle qui se coupent en 
Q. À l’aide de la règle, on relie les points P et Q : 
la droite PQ est donc la perpendiculaire cher-
chée, car c’est la médiatrice du segment CD.

P

C D

P

C D

P

C D

Q

P

C D

Abaisser une perpendiculaire 
à une droite à partir d’un

point hors de celle-ci.

5. Élever une perpendiculaire à une droite à partir 
d’un point de cette droite.

 Pour élever une perpendiculaire à une droite 
à partir d’un point P de cette droite, on uti-
lise P comme centre pour déterminer sur la 
droite des points C et D. Ceux-ci servent en-
suite comme centres pour tracer deux arcs de 
cercle qui se coupent de part et d’autre de la 
droite, déterminant ainsi des points R et Q  : la 
droite RQ est la perpendiculaire cherchée, car il 
s’agit de la médiatrice du segment CD.

PC D

PC D

PC D

PC D

R

R

Q

Q

Élever une perpendiculaire 
à une droite à partir d’un

point sur celle-ci.
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PC D

PC D

PC D

PC D

R

R

Q

Q

Élever une perpendiculaire 
à une droite à partir d’un

point sur celle-ci.

6. Soit une droite AB et un point C extérieur à 
cette droite. Du point C comme centre et avec 
un rayon quelconque, on trace un arc de cercle 
qui coupe la droite en un point D. Prenant ce 
point D comme centre et avec le même rayon, 
on trace un arc de cercle qui passe par C et qui 
coupe la droite en un point F. On prend comme 
ouverture du compas la distance FC. En pre-
nant le point D comme centre et la distance FC 
comme rayon, on trace un arc de cercle qui dé-
termine le point E sur le premier arc de cercle 
tracé. La droite passant par C et par E est alors 
la parallèle cherchée.

A
B

C

D

A
B

C

DF

A

Traçer une parallèle à une
droite par un point hors

de cette droite

B

C

DF

E

A B

C

D
F

E

 En effet, le quadrilatère CEDF étant, par 
construction, tel que ses côtés opposés sont 
congruents, il s’agit donc d’un parallélo-
gramme (ceci se démontre aisément). 

7. Par la méthode de construction de la média-
trice, et en conservant la même ouverure de 
compas pour déterminer les points P et Q, le 
quadrilatère APBQ est un losange. Les droites 
AB et PQ – c’est-à–dire les deux diagonales du 
losange – se coupent donc perpendiculaire-
ment en leur milieu.

Les diagonales d’un losange

A B

P

Q

A B

P

Q

8. Pour montrer une équivalence logique, il faut 
montrer deux implications logiques. 

     Première implication 
 Montrons d’abord que : si le point X est un 

point de la médiatrice du segment AB, alors X 
est équidistant de A et de B. 

 Démonstration 
 Soit un segment AB, sa médiatrice PQ, M le 

point d’intersection de la médiatrice et du seg-
ment AB et X un point quelconque de la média-
trice.

A

B
M

P

Q

X

 En joignant le point X aux extrémités de AB, 
on forme les deux triangles AMX et BMX dans 
lesquels les côtés AM et BM sont congruents 
puisque M est le point milieu du segment AB. 
Le côté XM est commun aux deux triangles. De 
plus, les angles XMA et XMB sont tous deux 
des angles droits puisque la médiatrice est per-
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pendiculaire au segment AB. Les deux triangles 
sont donc congruents par CAC (côté-angle-
côté). Par conséquent, les côtés XA et XB sont 
congruents.

 Deuxième implication 
 Montrons maintenant que : si le point X est 

équidistant de A et de B, alors X est un point de 
la médiatrice du segment AB 

 Démonstration 
 Notons M le point milieu de AB et traçons la 

droite XM. En joignant le point X aux extré-
mités de AB, on forme deux triangles, XMA et 
XMB.

A

B
M

X

 XA et XB sont congruents puisque par hypo-
thèse, X est équidistant de A et de B. Puisque 
le point M est le point milieu de AB, AM et BM 
sont congruents. De plus XM est un côté com-
mun aux deux triangles. Les deux triangles sont 
donc congruents par CCC (côté-côté-côté). 
Par conséquent, les angles XMA et XMB sont 
congruents et égaux à 90°. La droite XM est 
donc perpendiculaire au milieu du segment AB, 
de sorte que le point X est un point de la mé-
diatrice de AB.

9. a) On suppose que l’on dispose de trois lon-
gueurs AB, AC et BC satisfaisant au prin-
cipe de l’inégalité triangulaire1 : n’importe 
laquelle de ces longueurs est inférieure à la 
somme des deux autres. Cette condition est 
essentielle pour qu’un triangle puisse être 
formé avec ces trois longueurs. 

  Considérons la longueur AB comme base. En 
prenant A comme centre et AC comme ou-
verture de compas, traçons un arc de cercle. 
En prenant B comme centre et BC comme 
ouverture de compas, traçons un deuxième 
arc de cercle. Les deux arcs de cercle se ren-
contrent en un point qui est le troisième 
sommet du triangle.

A

A

Construction d’un triangle
dont on donne les trois côtés

Données

B

B

A

A

B

B

A B

C

C
C

  On constate qu’il y a un seul triangle que l’on 
peut former en prenant ces trois longueurs 
comme côtés. Cela indique qu’étant donnés 
deux triangles qui ont leurs trois côtés res-
pectivement congruents, si on les superpose, 
les éléments des triangles vont s’ajuster les 
uns sur les autres. Ils sont donc congruents 
(cas de congruence (CCC).

 b) Pour construire un triangle dont deux cô-
tés et l’angle entre les deux sont connus, on 
détermine d’abord sur les côtés de l’angle 
des points arbitraires D et E pour former 
le triangle ADE. À l’aide du compas, on re-
porte ce triangle au sommet A du segment 
AB, obtenant ainsi le triangle AFG. Puis on 
prolonge l’autre côté de cet angle et en pre-
nant la longueur du segment AC comme ou-
verture de compas, on détermine le point C 
sur ce prolongement. Il ne reste qu’à fermer 
le triangle.

A

Construction d’un triangle
dont deux côtés et l’angle 
entre les deux sont donnés

Données

B

A

A
A

A

A

D

E

B

C
B

C

C

F

G

F

G

A B

F

G

1.  L’inégalité triangulaire exprime le fait que dans un trian-
gle XYZ, le « chemin » pour aller de X à Y, le long du seg-
ment XY, est plus court qu’en allant de X à Z puis de Z à Y.
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A

Construction d’un triangle
dont deux côtés et l’angle 
entre les deux sont donnés

Données

B

A

A
A

A

A

D

E

B

C
B

C

C

F

G

F

G

A B

F

G

  On constate qu’il y a un seul triangle que l’on 
peut former si deux des côtés et l’angle entre 
les deux sont connus. Cela indique qu’étant 
donnés deux triangles qui ont deux côtés 
respectivement congruents et l’angle entre 
les deux également congruents, si on les 
superpose, les éléments des triangles vont 
s’ajuster les uns sur les autres. Ils sont donc 
congruents (cas de congruence CAC). 

 c) Pour construire un triangle dont un côté et 
les deux angles adjacents sont connus, on 
détermine d’abord sur les côtés des angles 
des points arbitraires D, E, F et G pour former 
les triangles ADE et BGF. À l’aide du compas, 
on reporte ces triangles aux sommets A et B 
du côté connu AB. Puis on prolonge les côtés 
de ces angles jusqu’à leur rencontre en C, ce 
qui complète la construction. 

Construction d’un triangle
dont un côté et les deux angles 

adjacents sont donnés

Données

A

A

A

A
D

E F

G

B

B

B

B

C

H

I J

K

A B

H

I J

K

  On constate qu’il y a un seul triangle que l’on 
peut former si un côté et les angles adjacents 

sont connus. Cela indique qu’étant donnés 
deux triangles qui ont un côté congruent 
et les angles adjacents congruents cha-
cun à chacun, si on les superpose, les élé-
ments des triangles vont s’ajuster les uns sur 
les autres. Ils sont donc congruents (cas de 
congruence ACA).

 d) On connaît la longueur d’un des côtés de 
l’angle droit et celle de l’hypoténuse. On 
suppose ici que le somment de l’angle droit 
est C. 

  On prolonge le segment AC et avec le com-
pas, on détermine sur ce segment deux points 
D et E à égale distance de C. On construit la 
médiatrice de DE. Puis, en prenant A comme 
centre et AB comme rayon, on trace un arc 
de cercle qui coupe la perpendiculaire en dé-
terminant le troisième sommet du triangle. 

A C

B

A C

A
A

C
B

A D EC

A D EC

A C

B

Construction d’un triangle rectangle
dont un côté et l’hypoténuse 

sont donnés

Données
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A C

B

A C

A
A

C
B

A D EC

A D EC

A C

B

Construction d’un triangle rectangle
dont un côté et l’hypoténuse 

sont donnés

Données

  On constate qu’il y a un seul triangle rec-
tangle que l’on peut former en connaissant 
la longueur d’un des côtés de l’angle droit et 
celle de l’hypoténuse. Cela indique qu’étant 
donnés deux triangles rectangles dont un 
des côtés de l’angle droit est congruent et 
dont l’hypoténuse est congruente, si on les 
superpose, les éléments des triangles vont 
s’ajuster les uns sur les autres. Ils sont donc 
congruents (cas de congruence cathète-hy-
poténuse).

 e) On procède comme en d) pour élever une 
perpendiculaire en C. On reporte la longueur 
CB sur celle-ci. Il reste à fermer le triangle en 
traçant AB.

A C

B

A C

A D EC

A C

B

A D EC

A
B

C
C

Construction d’un triangle rectangle
dont les deux côtés de l’angle droit

sont donnés

Données

A C

B

A C

A D EC

A C

B

A D EC

A
B

C
C

Construction d’un triangle rectangle
dont les deux côtés de l’angle droit

sont donnés

Données

  On constate qu’il y a un seul triangle rec-
tangle que l’on peut former en connaissant 
la longueur des côtés de l’angle droit. Cela 
indique qu’étant donnés deux triangles rec-
tangles dont les côtés de l’angle droit sont 
congruents, si on les superpose, les élé-
ments des triangles vont s’ajuster les uns sur 
les autres. Ils sont donc congruents (cas de 
congruence cathète-cathète).

10. a) La mesure d’un angle inscrit dans un cercle 
est égale à la moitié de la mesure de l’arc in-
tercepté.

  On doit considérer trois cas pour démontrer 
ce théorème :

 1. Un côté de l’angle passe par le centre du 
cercle;

 2. le centre du cercle est à l’intérieur de l’angle;
 3. le centre du cercle est à l’extérieur de l’angle.
  Nous allons démontrer le premier cas, les 

autres résultats étant obtenus en traçant un 
diamètre passant par le sommet de l’angle 
inscrit et le centre du cercle. On fait ensuite 
la somme ou la différence de deux angles. 
Soit un angle BAC inscrit dans un cercle de 
centre O tel qu’un des côtés de l’angle passe 
par le centre du cercle.

O
A

B

C

  Traçons le segment OB, formant ainsi le 
triangle ABO.
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O
A

B

C
α

β
γ δ

  Ce triangle est isocèle puisque OA et OB étant 
des rayons du cercle, ils ont donc même lon-
gueur.

  Représentons l’angle au centre BOC par la 
lettre d. Puisque d est un angle au centre, sa 
mesure est égale à la mesure de l’arc BC. On 
doit donc démontrer que :

∠α = ∠δ.
1
2

  Puisque la somme des angles intérieurs du 
triangle AOB est égale à deux angles droits, 
on a :

∠α + ∠β + ∠γ = ∠droits.2

  De plus, ∠α = ∠β, comme angles oppo-
sés aux côtés congruents du triangle isocèle 
ABO. On donc :

∠α + ∠γ = ∠droits,2 2

  d’où    ∠α = ∠ ∠γdroits – .2 2
  De plus, puisque leurs côtés extérieurs for-

ment une droite, les angles d et γ sont tels 
que :

∠d + ∠γ = 2 ∠droits,
  d’où      ∠d = 2∠droits – ∠γ.
  Puisque deux choses égales à une même 

troisième sont égales entre elles (notion 
commune 1 d’Euclide), on a :

2∠α = ∠d
  On en conclut que :

∠α = ∠δ.
1
2

 b) Le théorème précédent permet de conclure 
que l’angle inscrit dans un demi-cercle est 
un angle droit, puisqu’il intercepte la moi-
tié de la circonférence et donc un angle au 
centre de 180°. Le triangle inscrit ABC est 
donc rectangle.

O
A

B

C

11. Soit AB, le carré du côté en cause. En prenant 
la longueur AB comme ouverture du compas 
et le point B  comme centre, on trace un arc 
de cercle. Puis, à l’aide de la règle, on prolonge 
AB jusqu’à sa rencontre avec l’arc de cercle 
en P. 

 En prenant ensuite la longueur AP comme ou-
verture de compas, et alternativement A et P 
comme centres, on trace deux arcs de cercle 
qui se coupent en Q. On joint alors par un seg-
ment de droite les points B et Q. Ce segment de 
droite coupe l’arc de cercle initial au point C. Le 
segment de droite AC est alors la diagonale du 
carré de côté AB, car le triangle ABC est rec-
tangle et isocèle.

La diagonale d’un carré
de côté connu

A B

P

P

Q

A B

A B

A B

P

C

Q

A B
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Note :
Évidemment, une construction à la règle et au 
compas n’est pas parfaite si elle est réalisée sur 
papier. Cependant, dans le monde des Idées de 
Platon, ces constructions sont les seules parfaites. 
Pourquoi alors les mathématiciens grecs de l’An-
tiquité ont-ils accordés tant d’importance à ces 
constructions ?

Certains concepts se cachent derrière l’utilisation 
de ces instruments. Ce sont : 

•	 le	plus	court	chemin	d’un	point	à	un	autre,

•	 et	l’équidistance	du	lieu	des	points	d’un	cercle	
à son centre. 

Mais, selon Hervé Lehning2, cette raison est insuf-
fisante. Les motivations des mathématiciens grecs 
n’étaient pas seulement mathématiques, elles 
étaient également mystiques. 

En effet, la droite et le cercle sont considérés 
comme les seules formes parfaites. Lehning rap-
pelle que chez les Pythagoriciens, la droite est as-
sociée à la rectitude morale alors que le cercle est 
associé au « un », le principe d’identité.

La philosophie sous-jacente est qu’il doit toujours 
être possible de retrouver les éléments fondamen-
taux à partir desquels est construit l’univers. Par 
exemple, en ce qui concerne les nombres : 

Les nombres premiers sont les éléments de l’en-
semble {2,3,4,5,...} qui ne peuvent pas se dé-
composer en produit de deux autres éléments de 
cet ensemble.

Il en découle que :

Tout entier naturel se décompose d’une unique 
manière comme produit de nombres premiers3.

Ce théorème serait faux, si on considérait que 
« un » est premier.

Les Pythagoriciens avaient une classification  par-
ticulière des nombres.

•	 la	monade : ou unité, c’est le principe d’identité;

•	 la	dyade : principe de non-contradiction, c’est 
le nombre deux, considéré comme le premier 
nombre, qui est pair et féminin;

2. Lehning, Hervé, Le livre des nombres. Les secrets de la 
plus belle invention de l’humanité, Flammarion, 2021. 
p.126-127.

3. Pourvu que l’on considère que deux décompositions sont 
identiques si l’on peut passer de l’une à l’autre par per-
mutation des facteurs.

4. Maurice Caveing, Introduction générale. In : Bernard Vi-
trac, Euclide, les Éléments, vol 1, PUF, 1990, p. 85.

5. Menechme, frère du mathématicien Dinostrate (∼390 à 
∼320), fut élève de Platon (∼428 à ∼348) , comme la plu-
part des mathématiciens de l’époque, et d’Eudoxe de Cnide  
∼408 à ∼355). 

•	 la	triade : c’est le nombre trois, premier nombre 
impair qui est masculin;

•	 la	décade : ou nombre dix, qui est la somme des 
points de la tétraktys. La tétraktys est un sym-
bole ésotérique fondamental pour les Pythago-
riciens.

Monade Dyade Triade Tétraktys

Il en est de même pour les figures géométriques, 
formées de segments de droite et d’arcs de cercle, 
qui sont alors vus comme les éléments fondamen-
taux de la géométrie.

Maurice Caveing4 cite à ce sujet le néoplatonicien 
Proclus (412-485), selon qui Menechme5 (∼380 à 
∼320), distinguait deux acceptions du mot Élé-
ments. Le premier sens est ce qui entre dans la 
construction de quelque chose. Selon le deuxième 
sens, est élément ce qui est plus simple que le com-
posé et en quoi celui-ci se résout.

12. La figure comporte six demi-cercles de rayon 
r/2. Pour trouver l’aire des six lunules, on peut 
faire la somme des aires de ces demi-cercles, 
puis en soustraire la différence entre l’aire du 
cercle de rayon r et l’hexagone régulier.
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 La somme des aires des six demi-cercles donne :
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 L’aire du cercle de rayon r est :
A2 = πr2 .
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 L’hexagone régulier étant formé de six triangles 
équilatéraux, on doit d’abord déterminer l’aire 
d’un triangle pour calculer celle de l’hexagone.

 

r

r/2
h

 Le théorème de Pythagore permet d’exprimer 
la hauteur d’un triangle en fonction de r. On 
obtient :
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 L’aire d’un triangle est le demi-produit de la 
base par la hauteur. Dans ce cas, la base est r et 
on obtient :

 
= = × =A

rh r
r r .

2 2
3

2
3

43
2

 L’aire de l’hexagone est donc :
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 La somme des aires des lunules de l’hexagone 
régulier est donnée par :
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 On trouve donc que la somme des aires des six 
lunules de l’hexagone régulier de rayon r est :

∑ = π
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 Pour déterminer la relation entre l’aire AL d’une 
lunule et le côté r du triangle correspondant, 
on divise par 6, ce qui donne :
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 On peut également exprimer l’aire AL en fonc-
tion de la hauteur h du triangle. Puisque

r
h
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 on obtient alors :
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 En considérant plutôt le rapport de l’aire d’une 
lunule sur celle du triangle équilatéral corres-
pondant on obtient :
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