Accrom th

Volume 15 e été-automne 2020

Naviguer au travers d'une

idémie
- A

excursion dans I'univers
en haute dlmensmn

aux 5|mplexes de Pasc
* Formule magique ... pour vo

e Le dépistage'upe

N
mﬁubn’que des I

Le congres
des myopes



»
Ed -t -m
Pour souligner cette pandémie qui bouleverse la planete et nos
facons de faire, nous vous proposons un numéro spécial permettant

d'explorer plusieurs facettes des épidémies, et également d'univers
ayant plus de trois dimensions.

Comment modéliser la propagation d'une épidémie pour pouvoir
intervenir efficacement en temps de pandémie ? Christiane Rousseau
et Yvan Saint-Aubin signent l'article Naviguer au travers d'une
épidémie dans lequel ils présentent diverses modélisations et les
paramétres sur lesquels il faut agir pour contrdler la propagation.

Avec Christian Genest et Johanna G. NeSlehovd comme guides,
nous entreprenons ensuite Une excursion dans |'univers en haute
dimension. Nous y rencontrons les hypercubes et les hyperspheéres,
analogues multidimensionnels du cube et de la sphére, et découvrons
que dans cet univers, l'intuition n'est pas toujours au rendez-vous.

Cette excursion se poursuit avec Le triangle de Pascal et les
intersections d'hyperplans et d'hypercubes, dans lequel on voit
comment le triangle de Pascal permet de déterminer le nombre de
sommets des intersections d'un hyperplan de dimension d-1 qui
glisse perpendiculairement a la diagonale principale d'un hypercube
de dimension d.

DansDu triangle de Pascal aux simplexes de Pascal, William Verreault
nous entraine dans un voyage qui débute par la représentation
géométrique des premieres puissances d'un bindme et, en passant
par le triangle de Pascal et le binbme de Newton, nous meéne aux
simplexes de Pascal et a leurs applications, dont le développement
des puissances d'un quadrindme a l'aide du simplexe de dimension 4.

Pour calculer le volume d'un prisme, d'une pyramide, d'un cylindre
ou d'une sphere, on applique une formule adaptée a chacun des cas.
Dans Formule magique... pour volumes, Marc-André Désautels
montre que toutes ces formules font partie d'une méme famille et
peuvent toutes étre déduites d'une méme formule maitresse.

En période de pandémie ou le dépistage mobilise des ressources
importantes, peut-on faire mieux que tester les individus un par un?
Dans Le dépistage par groupe, Christian Genest et Christiane
Rousseau présentent des stratégies de réduction de colts en
effectuant les tests sur des mélanges de prélévements. L'une d'elles
consiste a associer chaque individu d'un groupe de 3™ personnes a un
point d'un hypercube discret.

La COVID en 19 questions comporte une série de problémes et un
projet, tous de niveau collégial, et en lien avec la modélisation et le
dépistage en temps d'épidémie.

Dans le paradoxe intitulé Le congrés des myopes, Jean-Paul Delahaye
nous présente un autre probléme de chapeaux dans lequel chacun
des myopes alignés ne peut voir que la couleur, rouge ou noir, du chapeau
du myope devant lui. Avec cette seule information, chacun doit
annoncer la couleur du chapeau qu'il pense porter. Quelle stratégie
doivent-ils adopter pour qu'au moins I'un d'eux devine correctement
la couleur du chapeau qu'il porte ?

Bonne lecture !
André Ross
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Naviguer au travers d'une

epidemie

Janvier 2020 : une épidémie éclate.

Le nombre d'infectés explose comme un feu de broussailles.
Les données sont incomplétes et peu fiables.

La santé publique veut sauver des vies. Que faire ?

Le principe des modeles mathématiques de
phénomeénes naturels, tels ceux capturant
le réchauffement global, la croissance des
populations, les épidémies, est de simplifier le
probléme pour se concentrer sur ses carac-
téristiques essentielles. Ainsi, dans I'é¢tude du
climat, on veut éliminer les extrémes météo
pour se concentrer sur les tendances a long
terme : on pourra utiliser des moyennes,
dans le temps et dans I'espace, pour le faire.
On fera de méme pour modéliser la propa-
gation d'une épidémie, tout en précisant les
hypotheses simplificatrices.

Le modeéle le plus simple

Pour ce premier modéle, la population sera
compartimentée en personnes susceptibles,
c'est-a-dire qui n'ont pas encore contracté le
virus, et en personnes infectées, c'est-a-dire
celles qui portent le virus et peuvent le trans-
mettre. Certaines personnes infectées seront
en contact avec beaucoup de personnes
susceptibles et répandront beaucoup la
maladie, alors que d'autres, plus isolées, ne
contamineront presque personne. L'hypo-
thése simplificatrice ignore ces variations :

Hypothése 1:

A chaque instant, toute personne infectée
est en contact avec le méme nombre M de
personnes susceptibles.

Nous visualiserons les étres humains comme
des boules de billard en mouvement. Méme
simpliste, cette image permet de mieux com-
prendre cette premiére hypothése. La figure
suivante représente une telle population
relativement homogéne oU cing personnes
infectées (en rouge) ont été introduites dans
la population susceptible (en bleu).

La figure suivante montre une population
concentrée autour de deux centres urbains.
L'hypothése 1 est probablement raisonnable
dans une région ou la densité est a peu pres
constante et ou les habitudes de vie des
citoyens sont similaires, mais elle est moins
convaincante pour la seconde figure : une
personne susceptible ou infectée en milieu
rural ne rencontre pas autant de personnes,
susceptibles ou infectées, que celles vivant
dans les centres urbains.
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Et cette hypothese se justifie plus facilement
au début d'une épidémie, lorsque le nombre
de personnes infectées est infime par rapport
a la taille de la population.

Le modeéle le plus simple ajoute une seconde
hypothese :

Hypotheése 2:

Une personne infectée a probabilité p,
de contaminer une personne susceptible
qu'elle rencontre.

Ceci permet d'introduire un taux de trans-
mission par personne infectée: f=Mp, est
le nombre moyen de personnes susceptibles
qu'une personne infectée infecte en une jour-
née. Ce qui nous intéresse est I'évolution du
nombre d'infectés. Si /(n) désigne ce nombre
au jour n, alors, au jour n+ 1, il y aura

lin+1) = In)*p1n) = (1+p)In) (%)
personnes infectées, c'est-a-dire qu'a chaque
jour, le nombre d'infectés est multiplié par
(1+4). Aprés n jours le nombre d'infectés est
ln) = 10)-(1+8)" ()

ou /(0) est le nombre d'infectés au jour n=0,
souvent choisi comme le jour ou le premier
cas est observé. Ce modéle trés simple pré-
dit donc une croissance exponentielle. Cette
croissance devrait étre visible sur un graphe
du logarithme (en base 10) des /(n) puisque

log,, /(n) = l0g,, /(0) + n log,, (1+f)
décrit une droite en fonction de n. Pour

comparer divers pays, nous utiliserons la
proportion d'infectés

ou N est la population étudiée.

Mais, comment pouvons-nous estimer ces
i(n)? Ce n'est pas si facile car les statistiques
officielles ne donnent que les cas décla-
rés. Nous avons quand méme fait un essai !
Supposons que le nombre /(n) de personnes
infectées soit proportionnel au nombre
cumulatif de cas déclarés CD(n). Cette hypo-
thése n'est pas farfelue. Il n'est pas irréaliste
de supposer qu'une fraction de la population
infectée passe inapercue. Si la constante de
proportionnalité est c:

CD(n) = cl(n),

alors le logarithme de CD(n)/N est aussi
linéaire en n :

log,(CD(n)/N) = log,(c/(n)) - log,,N
= (log,o(c) + log,,/(0) - log,,N)
+ nlog,(1+4).
Nous avons simplement translaté la courbe
vers le haut, sans changer sa pente, et ceci

nous permet d'estimer f méme si la constante
c demeure inconnue.

Ce sont donc ces données pour la COVID-19
que nous avons portées sur le graphique
ci-dessous.

logso (CD(n)/N)

1
1 mars 1 avril
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Pour la période allant du 22 février au 4 avril,
la progression semble linéaire. Cette pro-
gression se traduit en un g d'environ un tiers
de personne par jour pour les Etats-Unis
et d'un quart pour le Canada. Ces graphes
permettent également de constater que la
progression exponentielle ne s'étend pas
au-dela de la fin mars, vraisemblablement a
cause des mesures de confinement et d'hy-
giéne imposées par les gouvernements.

Mais est-il justifié d'utiliser les cas déclarés
pour estimer la proportion i(n) d'infectés ?

C'est certainement périlleux : beaucoup de
personnes infectées sont asymptomatiques
et, pour la COVID-19, la plupart des tests
étaient réservés aux personnes ayant voyagé
ou ayant des symptémes prononcés. Nos
estimés des {(n) sont loin d'étre parfaits!
Et il y a plus grave : sur la période du mois
de mars, certaines personnes infectées
auront guéri, ce que le modeéle le plus simple
semble ignorer ! Il est temps de passer a un
modele plus fin.

SIR, un modéeéle plus fin

Pour le second modele, nous conservons I'hy-
pothése 2, mais nous raffinons I'nypothése 1.
En effet il est plus naturel de supposer un
nombre moyen constant M de rencontres
quotidiennes d'un individu infectieux et, si le
virus se propage a une partie importante de
la population, alors parmi ces M personnes,
certaines seront déja infectées ou immuni-
sées : ces contacts généreront alors moins de
nouvelles infections.

Par exemple, la figure ci-dessus montre une
situation ou la moitié de la population est
infectée. Clairement, le nombre de personnes
susceptibles autour d'une personne infec-
tée a diminué par rapport a la figure de la
premiere page.

Hypotheése 1':
Deux personnes quelconques ont probabilité
p, de se rencontrer une journée donnée.

Dong, il y a probabilité p = p,p, que deux
personnes, l'une infectée, l'autre susceptible
se rencontrent une journée donnée et que
ce contact résulte en une infection. Soit
maintenant S(n) le nombre de personnes
susceptibles au n-itme jour. Comme
précédemment [(n) désigne le nombre de
personnes infectées. La probabilité qu'une
personne susceptible en particulier se fasse
infecter entre le n-ieme jour et le (n+ 1)-iéme
jour est alors p-I(n). Ainsi, p-S(n)l(n) per-
sonnes quittent le groupe des susceptibles
vers le groupe des infectés et, au jour n+1,
Sin+1) = S(n) - p-S(n) (n).
Ce terme p-S(n)(n) qui dépend des deux
populations en présence apparait dans la
description de plusieurs phénoménes en
chimie, physique et écologie: il porte le nom
de loi d'action de masse.
Le premier modéle simple supposait que les
personnes infectées demeuraient indéfini-
ment contagieuses. Ceci n'est pas le cas et
requiert une autre hypothése :

Hypotheése 3 :
Chaque jour, une personne infectée arréte
d'étre contagieuse avec une probabilité g.

Remarquons que I'hypothese 3 capture les
deux conclusions possibles d'une infection :
la guérison ou le déces. Le symbole R(n) sera
le nombre de ces personnes ainsi retirées des
populations susceptibles et infectées. Pour
les maladies ou le taux de mortalité est tres
faible, cette catégorie devient celle des per-
sonnes rétablies. Il est aussi possible de dis-
tinguer les personnes qui guérissent avec
probabilité g, de celles qui décedent avec
probabilité g,. Dans ce cas, il faudra que
g=04% Gy

Dans ce modele, au n-ieme jour, les
personnes infectées voient leur nombre aug-
menter de celles qui viennent d'étre infectées
et diminuer de celles qui viennent de guérir
ou de mourir :

n+1) = (n) + p-S(n) ((n) - q/(n).
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Finalement le nombre de personnes retirées
de la population s'accroit justement par ce
méme terme g/ (n):

R(n+1) = R(n) + qlln).
Remarquons que la population totale (in-
cluant les décés parmi les retirés) donnée par
la somme de S(n), /(n) et R(n) est constante
et égale a :

Sih+1) +In+1)+ Rn+1)

=S(n) + In) + R(n) = N.

Il est aussi possible de diviser les trois équa-
tions par N. Alors

Sn) .\ _ 1)

sin) ===, iln)=—, r(n)=——

N N N
seront les fractions de la population qui
sont susceptibles, infectées et retirées ; elles
prennent leurs valeurs dans I'intervalle [0, 1]
et leur somme est égale a 1. Introduisons les
nouveaux parametres = pNety = q = q,
+ g, Le modeéle SIR™ est décrit par les trois
équations récursives

sln+1) = s(n) - Bs(n)-iln),
{n+1)=in) + Bs(n)-in) - yin),
fn+1) = rfln) + yi(n).
Le nom SIR vient du fait que la population
est partagée entre les trois compartiments
des individus susceptibles, infectés et retirés

(ou rétablis); le diagramme suivant capture
le flot entre ces trois populations.

susceptibles| —» - / i
.

retirés —m

rétablis

décédés

Ftant donné des conditions initiales s(0), i(0)
et r(0), il existe une unique solution s(n), /(n)
et r(n) de ces équations récursives. Pour une
modélisation a partir du début de I'épidé-
mie, on prend des conditions initiales r0) =
0 et {(0) trés petit, parce que seule une petite
fraction de la population est infectée. Parce
qu'elles simplifient grandement la complexi-
té du phénomene, les hypothéses 1', 2 et 3
permettent de capturer un phénomene pro-
babiliste par un modéle complétement dé-
terministe.

1. aussi appelé modele SIR discret, par oppo-
sition au modéle continu avec des équa-
tions différentielles.

Que prédit le modeéle SIR ?

L'analyse du premier modele était simple :
le nombre (ou la proportion) d'infectés y
croit de facon exponentielle et le seul para-
metre f mesure le taux de croissance de cette
exponentielle. Le modele SIR, avec ses deux
parameétres S et y, est beaucoup plus riche.
Explorons-le.

Puisque s(n+1) - s(n) < 0 si s#0 et /=0,
la proportion s(n) de susceptibles décroit.
De facon semblable, {n+ 1) - (n) > 0 si =0,
et la proportion r(n) de retirés croit. Regar-
dons maintenant la variation journaliere
iin+1) - i(n) des infectés. L'équation qui
régit i(n) peut se réécrire

. . . y
1)=iln) = . -L
iln+1)—i(n) = Bi(n) (s(n) ﬁ)

= Biln)-(stn) = Ry"),

ou nous avons introduit le paramétre

Ro =ﬂ/)’-

Ce nombre crucial est appelé le taux de
reproduction de base. C'est lui qui indique si
la maladie va s'étendre et devenir une épidé-
mie ou, au contraire, va s'éteindre. En effet, si
R, <1, alors 1/R,> 1, et comme s(n) € [0, 1],
alorsi(n+1)-i(n) <0.Laproportiond'infectés
décroit et la maladie ne se propage pas.
Par contre, si R, >1 et donc 1/R,<1, alors,
lorsque s(n) est assez grand, ce qui est le cas
quand seulement quelques individus sont
infectés, la proportion d'infectés augmente
et une épidémie s'enclenche.

Mais jusqu'ou I'épidémie sévira-t-elle? Au
fur et a mesure que les proportions d'infectés
i(n) et de personnes rétablies et décédées
r(n) croissent, s(n) décroit. Dés que s(n)
passe en deca de 1/R,, alors i(n+1)-i(n)
devient négatif et le nombre d'infectés dimi-
nue jusqu'a s'éteindre. L'épidémie disparait
avant que toutes les personnes susceptibles
aient contracté la maladie. C'est ce qu'on
appelle I'immunité de groupe.

Voici une premiére simulation avec
vy = 1/10 et Ry= 3,8, des valeurs a l'intérieur
des fenétres acceptées pour la COVID-19 au
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Applications

moment d'écrire ce texte (fin juin 2020)%
La proportion initiale des infectées a été
posée a 0,0001% d'infectés, ce qui corres-
pondrait au Québec a environ 8 personnes
infectées. Les données s(0), s(1), s(2), s(3), ...,
ont été calculées, puis jointes par une courbe,
de méme pour les i(n) et r(n). Sur le graphique
ci-dessous, les premiers jours de I'épidémie
ont été retirés puisque les proportions d'in-
fectés et de retirés sont pratiqguement nulles.
Le pic de I'épidémie est atteint au 59¢ jour

40 50 60 70 80 90 100

avec plus de 40% d'infectés. Limmunité de
groupe y est visible : I'épidémie meurt avant
que toute la population ne soit infectée, en
en épargnant ainsi environ 2 %.

Le graphique ci-dessous utilise une échelle
logarithmique pour les trois populations. Le
logarithme des i(n) y croit linéairement pen-
dant les quelques 70 premiers jours; une
bonne approximation pendant cette période
est donnée par i(n) = (0)(1 + B - y)", etle
premier modéle simple du début aurait pu
reproduire ce comportement. |l ne peut ce-
pendant pas expliquer la décroissance du
nombre d'infectés !

o1

0,01
0,001
0,0001
0,00001

0,000001

== [0g10 5(n)
log 1o i(n)
logio r(n)

2. Un fichier Excel dans lequel vous pouvez
modifier les parametres R, ety ainsi que
les conditions initiales i(0) et r0) se trouve
a http://accromath.uqgam.ca/accro/wp-
content/uploads/2020/08/sir.xIsx

Mais ce n'est pas ce que
le Québec a observe...

Quand la santé publique
intervient, les paramétres
p ety changent!

Voici une seconde simulation : les paramétres
sont maintenant proches de ceux de la grippe
saisonniére, soity=1/7 et Ry=1,5. 'épidémie
prend beaucoup plus de temps a s'installer,
jamais plus de 6,3% de la population n'est
malade en méme temps et 429% de la popu-
lation est épargnée par I'immunité de groupe.

1}

L n
50 100 150 200 250 300

La figure ci-dessous, tracée au pic de I'épidé-
mie, indique le petit nombre des personnes
infectées.

Le taux de reproduction de base
R, est lié au nombre moyen
d'individus qu'au tout début de
I'épidémie, une personne infectée
infectera au cours de sa période
contagieuse.

Si chaque personne infectée infecte plus
d'une personne, alors le nombre de personnes

qui vont contracter la maladie croitra expo-
nentiellement. Nous avons vu plus tot que les
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nombres de cas déclarés au Canada et aux
Etats-Unis avaient en effet cru exponentiel-
lement pendant une bonne partie du mois de
mars. Le graphique ci-dessous présente des
estimés des proportions i(n) pour le Canada,
la Corée du Sud, I'ltalie et les Etats-Unis. Pour
obtenir les estimés de i(n) que nous noterons
i(n), nous n'avons conservé que les nouveaux
cas déclarés (CD(n)-CD(n-1)) journaliers
durant les dix jours précédents. Chacun a été
pondéré par la probabilité que ces personnes
infectées soient toujours contagieuses. Ainsi
i(n) est proportionnel a

9
%2(1 — ) (CD(n—1)— CD(n—i—1)

i=0

ol nous avons posé g=1/10. (Ceci corres-
pond a un temps de contagion moyen de
10 jours.) Chacune de ces courbes doit étre
comparée a celle du graphe de i(n) (en rouge
sur les simulations du modeéle SIR de la page
précédente). La Corée a rapidement maitrisé
I'épidémie et I'ltalie I'a suivie. Pour chacun de
ces deux pays, les mesures de confinement
ont diminué le paramétre f et ramené R, a
une valeur Ry en deca de 1. Le profil de la
courbe des Etats-Unis indique un R, un tout
petit peu en deca de 1, et celle du Canada un
R, se rapprochant de 1.

Mais attention au déconfinement! Il risque
de ramener le Ry & un R;">1, alors que la
proportion de la population qui a été atteinte
est bien en deca de I'immunité de groupe.
Donc, il est absolument essentiel que les me-
sures de distanciation physique soient suffi-
santes pour maintenir le nouveau R," bien en
deca de 3,8.

Le travail
de la Santé publique

Nous avons vu que le modele SIR est
simpliste. Malgré cela, il est riche d'enseigne-
ment : il capture la croissance exponentielle
au début de I'épidémie, le pic de I'épidémie et
I'aplatissement de la courbe. De plus, il intro-
duit des outils simples mais essentiels pour
comprendre la propagation de I'épidémie :
le nombre R; et le concept dimmunité de
groupe.

Le travail des agences de santé publique
en est un d'équipe. Aux premiéres loges se
trouvent les équipes médicales qui essaient
de comprendre le nouveau virus. En paral-
léle, les équipes de modélisation raffinent les
modeles théoriques, comme le modele SIR au
vu de la compréhension du virus et de ses
mécanismes de propagation, tandis que les
statisticiens et actuaires aident a I'estima-
tion des parametres des modeles théoriques
a partir des données disponibles. Les sciences
mathématiques jouent un role important
dans ce travail d'équipe.

1x107*F i(n)
8x1075 -

6x10°+ Canada
Corée
4x10°5+ ltalie
USA

2x107°

-
1 mars 1 avril
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Une excursion dans

lunivers en haute

Bien campés dans notre monde en 3D, il nous est difficile d'imaginer

Christian Genest
Johanna G. Neslehova
Université McGill

Dimension
Y

0 e

et de décrire un univers en quatre dimensions ou plus.
Soulevons le voile en explorant les propriétés des analogues
du cube et de la sphére en haute dimension.

Introduction

En contemplant une feuille de papier
quadrillé, vous vous étes peut-étre déja
demandé a quoi la vie pourrait ressembler
pour des étres confinés a sa surface. Auraient-
ils conscience de la troisitme dimension?
Pourrions-nous les convaincre de son exis-
tence et la leur faire imaginer? Ce sont
des questions de ce type qu'un enseignant
anglais du nom d'Edwin A. Abbott (1838-1926)
a explorées dans une ceuvre de fiction ma-
thématique intitulée Fatland, parue en 1884
et disponible en traduction francaise sous le
titre Flatland ou Le plat pays.

Dans cet ouvrage,
un carré doté d'une

W i . .
conscience décrit la vie
X dans un plan, imagine
ce qu'elle pourrait étre

sur une droite et com-

ment il s'y prendrait
pour convaincre ses
habitants (qui sont des

segments de droite) de

Heureusement, les mathématiques nous
donnent le loisir d'explorer en toute impu-
nité les propriétés d'un monde comportant
plus de trois dimensions spatiales. Il n'en est
pas moins difficile de se le représenter. C'est
ce que nous allons essayer de faire ici en exa-
minant les propriétés du cube et de la sphére
en haute dimension.

Le cube et sa construction

Le cube est un objet qui nous est familier.
On pense par exemple a un dé, qui se disait
kubos en grec ancien. Aussi appelé hexaedre,
c'est l'un des cing solides réguliers de
Platon. Il comporte 6 faces, 12 arétes et
8 sommets, comme on peut le voir a la
figure 1. Le cube de c6té c est un polyédre
dont toutes les arétes mesurent c unités et
dont le volume, par conséquent, est égal a 3.

Dans les mondes en dimension 1 et 2, les
analogues du cube de coté c sont respective-
ment le segment de longueur cet le carré de
cOté c lls sont aussi représentés a la figure 1,
qui illustre en couleurs par quel procédé on
peut passer de I'un a l'autre par construction.

3 I'existence d'une deu- . L .

) sieme dimension. Dans oy’ b§t|r un carré a pgrtlr d un segment
.: N le roman de Abbott, le de droVFe, par exemple, il fayt falte glisser
:IG carré est ensuite visite € dernier sur une d|sifance ¢gale asa .Ion‘—

par une sphére en 3D gueur.dans une direction perpendiculaire a

E qui cherche a lui faire son orientation.

@) 4 comprendre qu'elle est  Pour un segment de droite vivant dans Line-
‘O plus qu'un cercle. Une  and, c'est plus facile a dire qu'a faire car son

G

Procédure de construction

foisqu'ila saisi, le carré
s'aventure a imaginer,
avec plus ou moins
de succés, ce a quoi
pourrait ressembler une
quatrieme dimension.
Jugé comme hérétique par ses congénéres, il
finit en prison.

=

Figure 1

de I'hypercube.

monde est unidimensionnel. Lui qui ne peut
qu'avancer ou reculer, il n'a aucune idée de
ce que signifie le terme « perpendiculaire »
ou l'expression « tourner de 90 degrés ». De
méme, comment un carré pourrait-il s'élever
perpendiculairement au sol dans un monde
planaire ou il n'y a ni haut ni bas?
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dimension

Le tesseract
et sa représentation

On ne saisit vraiment la difficulté d'imaginer
un monde en haute dimension qu'en tentant
de se représenter le cube en 4D, aussi appelé
« tesseract ». Car si la figure 1 illustre le
procédé a suivre pour le construire, elle ne
nous permet pas de visualiser le résultat,
faute de 4¢ dimension.

La théorie de la relativité (restreinte et
générale) d'Einstein (1879-1955) a popularisé
I'idée que le temps est la 4¢ dimension. L'ana-
logie est toutefois imparfaite car le temps ne
se mesure pas dans les mémes unités que les
dimensions spatiales et il est difficile de per-
cevoir en quoi il leur est perpendiculaire. De
plus, I'espace-temps est courbe et donc radi-
calement non euclidien. Et de toute facon, la
métaphore n'est plus d'aucun secours pour
imaginer un monde en 5D ou plus.

Pour tenter de comprendre la nature du
tesseract ou de tout autre objet en dimension
d=> 4, on en est donc réduit a n'en contem-
pler que des projections, c'est-a-dire 'ombre
qu'ils projettent dans notre monde lorsqu'ils
sont éclairés par un soleil imaginaire situé « a
la verticale » derriere eux.

Un carré de cdté c qui est projeté sur une
droite paralléle a I'une de ses arétes se réduit
a un segment de longueur ¢. On peut donc
voir son ombre dans Lineland. Lorsqu'il pivote
autour de son centre, son ombre demeure
un segment de droite mais sa longueur
oscille alors continument entre ¢ et~/2c, la
valeur maximale étant atteinte a un angle de
45 degrés. Imaginez la stupeur d'un segment
de droite, dont la longueur est fixe, faisant
la rencontre d'un étre dont la longueur varie
ainsi a volonté !

C'est un bon exercice de géométrie euclidienne
que de décrire les différentes projections
dans le plan d'un cube qui pivote autour de
son centre. Mais a quoi peuvent bien res-
sembler les projections d'un cube en 4D?

La question a passionné nombre de scien-
tifiques et d'artistes, dont le mathématicien
et auteur de science-fiction anglais Charles
Howard Hinton (1853-1907), & qui on doit le
terme « tesseract ». L'historienne d'art amé-
ricaine Linda Dalrymple Henderson (1948-)
a consacré un ouvrage entier a la quatriéme
dimension et a la géométrie non euclidienne
dans I'art moderne.

Deux représentations 3D du tesseract sont
données ci-contre. La figure 2a est un
diagramme de Schlegel, c'est-a-dire une pro-
jection obtenue par un point donné a tra-
vers une de ses surfaces. La figure 2c montre
un dépliage 3D du tesseract, que le peintre
Salvador Dali (1904-1989) a incorporé dans
un tableau intitulé Corpus Hypercubus
(1954). Pour fins de comparaison, le
diagramme de Schlegel en 2D d'un cube en
3D est fourni a la figure 2b.

Grace au diagramme de Schlegel présenté a
la figure 2a, on peut vérifier que le tesseract
comporte 16 sommets, 32 arétes, 24 faces
planes carrées et 8 faces tridimensionnelles
cubiques. Ces derniéres sont les éléments
constitutifs du patron cruciforme de la figure 2c.
Des calculs simples permettent aussi de véri-
fier que le volume (en 4D) du tesseract est c*,
que sa surface externe (en 3D) est 8¢3 et que
son aire totale (en 2D) est 24¢2

Figure 2a
Diagramme de Schlegel
en 3D d'un tesseract.

Figure 2b
Diagramme de Schlegel
en 2D d'un cube.

Figure 2¢
Patron cruciforme.
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Figure 3

CEuvre P-499-Am de la série « Laserglyphs » réalisée en 1993 par Manfred Mohr, fondée sur des projections orthogonales en 2D du
cube unité en dimension d = 6, aussi appelé hexeract. Les quinze lignes brisées représentent les d (d—1)/2 = 15 projections d'une
des 29-1d! = 23 040 trajectoires possibles le long des arétes liant deux sommets diamétralement opposés, c¢'est-a-dire deux
sommets liés par une des 291 = 32 diagonales de longueur \Jd [acier/peinture, 15 piéces, 120 x 540 cm, reproduite avec la

permission de l'artiste].

Figure 4a
Cercle inscrit
dans un carré.

Figure 4b
Spheére inscrite
dans un cube.

Ces calculss'étendent a I'analogue du cube en
toute dimension d >4, appelé «hypercube».
lls font appel aux équations découvertes
par le géométre allemand Max Dehn (1878-
1952) et étendues par le mathématicien et
astronome écossais Duncan Sommerville
(1879-1934). LAllemand Manfred Mohr
(1938-) compte au nombre des artistes qui se
sont intéressés aux projections de I'hypercube;
voir figure 3. Les liens entre I'nypercube et
I'nypersphére sont eux aussi révélateurs.

L'hypersphére inscrite

dans I'hypercube

La sphere est un autre des objets familiers
de notre univers. C'est la surface du ballon
parfaitement rond de notre enfance. Ma-
thématiquement, c'est I'ensemble des points
a égale distance du centre. Quant au solide
délimité par cette surface, on l'appelle sou-
vent «bouler. Les mémes définitions valent
en toute dimension, d'ou les termes «hyper-
sphéren et «hyperboule». Mais pour alléger la
présentation, nous parlerons simplement de
cubes, de sphéres et de boules en précisant
au besoin la dimension.

En dimension 1, I'analogue de la boule de
rayon c centrée a l'origine n'est autre que le
segment [-¢, d]. Il coincide donc avec le cube
de coté 2c de méme centre. Ainsi dans Line-
land, point de distinction entre une boule et
un segment de droite! En 2D, la boule est le
disque délimité par le cercle inscrit au carré

[-¢ % Le terme «inscrit» fait ici référence au
fait que le cercle est tangent aux arétes du
carré; voir figure 4a. Ce carré centré a l'ori-
gine est ainsi le plus petit qui puisse contenir
le cercle. La méme construction est possible
en toutes dimensions; voir figure 4b pour
I'analogue en 3D.

A I'évidence, le volume de la sphere de rayon
cen dimension d est toujours inférieur a celui
du cube de coté 2c, puisqu'elle y est inscrite.
Etonnamment, la proportion du cube occu-
pée par la boule décroit au fur et a mesure
que d augmente. Par exemple, elle vaut 1 en
dimension d = 1 (car la boule et le segment
coincident), /4 en dimension d = 2 et w/6 en
dimension d = 3. Elle devient éventuellement
négligeable en trés haute dimension !

En effet, imaginons qu'on choisisse un
vecteur (X, ..., Xd) au hasard dans le cube
[-c, % Pour ce faire, on doit prendre X; au
hasard dans l'intervalle [-¢, d, puis faire de
méme avec X,, et ainsi de suite jusqu'a X
Le vecteur sera aussi un élément de la boule
si X,2+...+X 2 < c% Remarquons que cela
ne peut se produire que si tous les termes de
la somme sont inférieurs & ¢2/2, sauf peut-
étre un. Dans le cas contraire, on aurait alors
X2+ ..+ X 7 >2xc?2=c?etdonc le vecteur
ne serait pas dans la boule.

Or, compte tenu que pour tout J,
Pria < X; <b)=(b—a)/(2c),
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on a

Pr(X[2 >cz/2]=1—Pr(—c/\/§SX, <c/\2)
=1-{c/N2~(~¢/v2)}/(2)
=1-1/+/2=0,293.

Par suite, les chances que le vecteur (X, , ..., X))
soit un élément de la boule sont moins
grandes que celles d'avoir au plus un échec
au terme de d essais mutuellement indé-
pendants dont la probabilité de succes est
1/\/_ = (0,707. En termes mathématiques, on a

PriX,2+ ...+ X?<c?) < (0,707)¢
+d(0,293) (0,707)"

et le terme de droite est une fonction
décroissante de d >3 qui tend rapidement
vers 0. Sa valeur est de 0,009 quand d = 20
et de 3,768 x 107'* quand d = 100.

En faisant appel au calcul intégral, on peut
en fait montrer plus précisément qu'en
dimension d, le volume de la boule de rayon ¢
est €gal a

Vol(S) = c?n?[T(df2+1), (1)
ou T'() est la fonction gamma d'Euler qui

généralise la notion de factorielle. Par consé-
quent, la proportion du volume du cube

Dimension | Ratio | OCCuPec Par la boule
est donnée par la formule

1 1
29292 (df2+1). (2
2 0,7854 IT(af2+1) (.)
3 0,5236 | L@ valeur de ce ratio
4 0,3084 est précisée au ta-
5 01645 | Dleau 1 pour les neuf
6 00807 | Premiers entiers. On
7 0,0369 Constat('f qU|| dimi-
8 0,0159 | Nuc rapidement et on
9 0,0064 vérifie sans peine qu'il
tend vers O quand d

Tableau 1

Valeur dl ratio (2) tend vers I'infini.

quand d varie de 1a 9.

Un résultat contre-intuitif

Une autre facon de voir les choses, c'est qu'a
mesure que la dimension d augmente, la
boite minimale nécessaire pour emballer une
boule de volume 1 devient de plus en plus
grosse. La raison est que les 29 coins du cube
[-¢, d? constituent des espaces vides de plus
en plus grands et nombreux a mesure que
d augmente. Et pourtant, la boite est aussi
petite que possible et si son contenu est
fragile - pensons a une boule de cristal - il se
trouve mal protégé aux points de tangence.

Pour une expédition postale sécuritaire dans
Flatland, supposons qu'un carré [-c, c]? soit
divisé en quatre parts égales le long des axes
et inscrivons un cercle de rayon cdans cha-
cune d'entre elles, tel qu'illustré a la figure 5a.
On peut imaginer que ces quatre cercles
représentent des disques de styromousse
destinés a protéger des chocs le disque cen-
tral, dont le rayon est tout juste assez long
pour toucher aux quatre cercles et donc évi-
ter tout déplacement en cours d'expédition.

Puisque chacun des quatre cercles blancs est
inscrit dans un carré de coté ¢, son diamétre
mesure c unités. De plus, la distance entre
I'origine et n'importe quel sommet du carré
est ~/2c par le théoreme de Pythagore. Le
rayon de la boule rouge est donc la moitié de
J2¢-¢ soit (/2 - 1)c/2.

De toute évidence, la méme construction
peut étre réalisée en toute dimension. Quand
d = 3, on voit a la figure 5b qu'il y a huit
boules de styromousse de rayon c. Cependant,
le rayon de la boule rouge est mainte-
nant (\/5 - 1)¢f2, car la plus longue
diagonale du cube [0, c]? est la racine carrée
de c?+c?+c? par le théoréme de Pythagore.
En général, il y a autant de boules de styro-
mousse que de sommets du cube, soit 29 et
le rayon de la boule rouge est (v/d —1)c/2.

Jusque-I3, ¢a va. Mais un apparent paradoxe
émerge quand on se rend compte qu'en
dimension d = 9, la boule rouge devient
tangente a ['hypercube et qu'en toute
dimension d = 10, une partie de son volume
se trouve en dehors de la boite. Bonjour

Figure 5a
Des paquets bien emballés.
Une boule rouge de rayon
W2 =1)c/2 tangente &
quatre cercles de rayon ¢
centrées en (+c/2, +¢/2).
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Figure 5b
Construction équivalente
en 3D.



; Accronmoth ol 15 « 6t¢ - automne 2020

Géométrie

I'emballage ! De plus, le volume de la boule
rouge devient éventuellement plus grand
que celui du cube. Bonsoir l'intuition ! En fait,
quand d—>ee,

{Vrlvd-1/4)"
I'(d/2+1)

comme on peut le vérifier au moyen de l'ap-
proximation de Stirling.

: (3)

—
ol

—_
o

o1

|
ol
|

=
o
|

La figure 6 montre
le comportement du
logarithme de cette
fraction en fonction de
d. Le ratio devient plus
grand que 1 autour de
d=1200 et tend éven-
tuellement vers l'infini.

Ne cherchez pas l'erreur.

Expressign sur I'échelle logarithmique
o
I}

1000 ' 1500 ' 2000

T T
0 500 Il n'y en a pas. Le pro-
d bléme est dans votre
Figure 6 A
Graphe du logarithme de la fraction tCtC, pas dans les
donnée en (3) en fonction de d. maths. Pour vous en
convaincre, regardez

Figure 7
Deux représentations
en 3D de I'hypercube en
dimension 16.

plutot la figure 7, qui donne deux représen-
tations 3D de I'nypercube en dimension 16.
Si la premiere est bien conforme & notre
intuition, la seconde a de quoi étonner.

Par ailleurs, il se trouve qu'une grande partie
du volume de la boule en dimension d se
trouve loin de Il'origine. En effet, étant don-
né une crolte d'épaisseur a a la périphérie
d'une boule de rayon r, tel que représenté a la
figure 8, la proportion du volume occupé par
I'anneau est donnée par la formule
1= Vol(S,_,)/Vol(S,)=1-(r—a)’ /r*.  (4)

Or, quel que soit a < r, cette fraction tend
vers 1 quand d tend vers l'infini. C'est ce fait,
conjugué a la nature de I'nypercube révélée
par la figure 7, qui léve le paradoxe.

Vol(4,)

Un autre résultat étonnant

Si vous pensiez avoir tout compris, détrom-
pez-vous. Voici un autre résultat paradoxal,
qui concerne cette

fois l'accumulation de

masse dans une toute

petite bande autour de

I'équateur de la sphere

en haute dimension.

Supposons sans perte
de généralité que la
sphere est de rayon 1.
Fixons un nombre
k>1 et pour toute dimension d=k?+1,
considérons I'némisphére H, constitué de
I'ensemble des points (x;, ..., x,) tels que x, >0

Figure 8
Une crodte d’épaisseur
a extraite d’une boule de
rayon r.

et l'ensemble A, des vecteurs (x,...x)
de la sphere tels que x,=k//d—1; voir

figure 9. L'ensemble A, s'appelle une couche
sphérique. On déduit de la formule (1) que

vO|(Hd)=%vO|(sd)

Jr T{(d+1/2}

= VollSg) 20(d/2+7)

Figure 9
Représentation 3D de I'hémisphére
H, et de I'ensemble A, des points
dont la premiére coordonnée x, est
comprise entre k/ Jﬂ et 1.

Par ailleurs, on peut montrer a I'aide du calcul
intégral que

1
Vol(A,)=Vol(S,_,)], ’ m(1—x12)(d—1)/2 .

de sorte que

20(d/2+1)

1
Vol(Hy)  ~/m T{(d+1)/2} Ik/m(

1— xf)(d_”/ 2 ax;.
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Grace a cette expression, il est possible de
vérifier que

Vol(A,) Sze_kz/z.

Vol(Hy) &
Noter que cette borne est valable quelle
que soit la dimension d. Quand k < 1,096
(voir figure 10), la borne est supérieure & 1
et donc triviale car il est évident que le ratio
Vol(A)/Vol(H,) est toujours inférieur a 1.
Toutefois, la borne s'approche exponentiel-
lement vite de 0 a mesure que k grandit.
De plus, pour toute valeur de k fixée,
le ratio k/~/d=1 devient rapidement négli-
geable quand d tend vers l'infini.

(5)

Il s'ensuit qu'en trés haute dimension,
presque tout le volume de la boule unité
est situé dans une bande de largeur aussi
petite que I'on veut autour de I'équateur!
Pour le montrer, on commence par se donner
une valeur de k suffisamment grande
pour que la borne en (5) soit aussi pe-
tite que voulu. Par exemple, la borne vaut
7,4x1073 quand k = 3. Pour ce choix de &,
on a qu'en toute dimension d =10, une pro-
portion d'au moins 99,26% de la masse de
I'némisphére se trouve dans la bande
délimitée par I'équation 0<x,<3/</d—1.
La largeur de cette bande est de 0,3 quand
d=10 mais seulement de 0,03 quand
d=10000, etc. Et encore, nous ne sommes
pas au bout de nos surprises, car par
symétrie, n'importe quel diametre de la boule
unité constitue un équateur ! Il y a de quoi en
perdre son latin, non?

Interprétation probabiliste
des résultats

En termes probabilistes, I'inégalité (5)
permet de conclure que si on choisit au
hasard deux vecteurs de la boule unité
en haute dimension, les chances que leur
produit scalaire soit inférieur a k/Jd=1en
valeur absolue sont aussi proches de 100%
que l'on veut.

En effet, une fois le premier vecteur (x;, ..., x,)
choisi, on peut opérer une rotation de la
boule pour faire en sorte que les compo-
santes du vecteur soient toutes nulles sauf
la premiéere. Puis, étant donné un nombre

Figure 10
Comportement de la borne (5) en fonction de k.

€ > 0 aussi petit que I'on veut, on chaisit k> 1
suffisamment grand pour que 4e_kz/2/k<8.
Il'y a alors une probabilité d'au moins 1 - €
que la premiére composante y, du second
vecteur (y;,...y,) vérifie |y|<k/d-1. Le
cas échéant, la valeur absolue du produit
scalaire entre les deux vecteurs est inférieure
a 10" dés que d = 102Mx k? + 1 parce que
Ix; vy [ < 1yl

Dit autrement, les chances sont trés élevées
que deux vecteurs choisis au hasard dans
S, soient quasiment orthogonaux quand d
est suffisamment grand. De plus, en tenant
compte du résultat découlant de I'équation
(4), les deux vecteurs ont aussi de tres fortes
chances d'étre situés a proximité de la
surface de S,, c'est-a-dire aux confins de
I'nyperboule.

Ces résultats, qui peuvent étre étendus a
un échantillon de taille arbitraire, trouvent
diverses applications en statistique, ou les
dimensions d'un vecteur correspondent aux
différentes variables mesurées sur un méme
individu. Un des défis auxquels font face les
statisticiens consiste a caractériser un nuage
de points en haute dimension en lui trouvant
des projections a deux ou trois dimensions
qui soient significatives et représentatives
des liens entre les variables. En ce sens, leur
travail n'est pas si différent de celui des ar-
tistes et des géometres fascinés par I'univers
en haute dimension. Et bien que les mathé-
matiques nous aident a y voir plus clair, nous
sommes hélas presque aussi dépourvus en
intuition que les bons habitants de Flat/and.
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LE TRIANGLE
DE PASCAL

et les intersections
d’hyperplans et d’hypercubes
On peut difficilement se représenter mentalement un
hypercube en dimension d, mais on peut déterminer le nombre
de sommets de ses intersections avec un hyperplan de dimension
d -1 glissant perpendiculairement le long de sa diagonale principale.

Hypercube unitaire

La figure ci-contre contient des illustrations
d'objets de dimension O, 1, 2 et 3 respecti-
vement. Pour nous dont les sens percoivent
trois (et seulement trois) dimensions,
I'illustration du bas peut s'interpréter comme
représentant un cube.

Un étre ne percevant que deux dimensions
qui observerait un cube ne verrait qu'un
carré, que l'on peut interpréter comme la
projection du cube sur l'une de ses faces.
C'est l'objet de dimension maximale qu'il
peut percevoir. Pour cet étre, le carré serait
I'¢quivalent du «cube» pour nous, et le cube
serait I'équivalent de ce qu'on pourrait appe-
ler un «hypercube».

De facon analogue, en regardant un carré,
I'étre ne percevant qu'une dimension verrait
un segment de droite, soit la projection du
carré sur une droite paralléle a un de ses co-
tés. Pour cet étre, le segment de droite serait
I'équivalent de notre cube et le carré serait
I'¢quivalent de notre «hypercube».

Dans la suite du texte,

o o on appelle hypercube

1 0 o d-dimensionnel,  (aus-

= X si appelé d-cube) I'ana-
§ y (] logue de dimension d
3 ' d'un cube (pour d = 3) et
32 d'un carré (pour d = 2).
8 (1,0) Le 3-cube est donc le
g ©.0 % cube géométrique usuel.
E y En projetant un d-cube
(0,1,0 011 selon l'une de ses di-

; IR mensions, on obtient un
r hyperplan qui est de di-

(0,0,0 “'COL mension d-1. Un hy-
0,0 percube dont les arétes

' (1.0,1) sont de longueur 1 est

dit unitaire.

Les sommets d'un hypercube unitaire de
dimension d peuvent se représenter dans un
systéme d'axes a ddimensions par un d-tuplet
dont les composantes sont exclusivement
des O et des 1. Ainsi, les coordonnées des
sommets d'un carré unitaire dans un systéme
d'axes en 2D sont (0,0), (0,1), (1,0) et (1,1).
Celles des sommets d'un cube unitaire dans
un systéme d‘axes en 3D sont (0,0,0), (1,0,0),
(0,1,0), (0,0,1), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1) et
(1,1,1).

Un d-cube a 292= 29-" diagonales, chacune
de longueur Jd. Nous appellerons dia-
gonale principale celle joignant le sommet
de coordonnées (0,0,0,..,0) au sommet de
coordonnées (1,1,1,... 1).

Hyperplan glissant
perpendiculairement

sur la diagonale principale
du d-cube

Considérons quelques cas. Etant donné un
carré (2-cube), sup-

droi Position Phot
posons - une _r0|te sur la diagonale otos
(hyperplan de dimen-

()

sion 1) se déplacant (g 1)
perpendiculairement
a la diagonale du
carré et prenons 0,0
une photo de I'in- 01 Y )
tersection du carré I
et de cette droite a

chaque fois qu'elle (0.0) {1, Op
passe par au moins

(0,0

1,1)

un sommet du car- © 1)
ré. On obtient les O
trois photos du ta- (0,0)

X 1,00
bleau ci-contre. (1,0}

On peut refaire le méme exercice a partir du
3-cube en considérant un plan (hyperplan de
dimension 2) qui glisse perpendiculairement
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Le triangle de Pascal et les intersections d’hyperplans

a la diagonale principale du carré. On prend
une photo de l'intersection de ce plan et du
cube a chaque fois que le plan passe par au
moins un sommet du cube. Les photos obte-
nues sont celles du tableau suivant.

Position
sur la diagonale

Photos

0,1,0) 0,1,1)

(N\L.0) 1,1)

L—1(1,0}0)

0,0)
X

(1,0,1)
z

0.1,0) ©,1,1

0) 1.1)

(0.0,0

(0,01

y
0,1,0)]

(0.0,0

(0,01

(0,0,0)

(0,0, 1
(1,0, 1)
z

De la méme facon, I'nypercube de dimension
1 est un segment de droite unitaire. L'hyper-
plan correspondant est un point. En faisant
glisser le point sur la droite et en prenant
les photos des intersections lorsque le point
passe par un sommet du segment de droite,
on obtient deux photos de points.

P05|‘t|on Photos
sur la diagonale
*—o >
0 1 °
>
0 1 ®

| André Ross ¢ Professeur retraité

Lorsque d = 0, on a un cas dégénéré ou le
0-cube est simplement le point. Il n'y a alors
pas d'hyperplan en jeu.

Le tableau ci-bas résume les différents cas
rencontres.

On remarque que

. Nombre
les nombres de Intersections desommets
sommets des ob- ° :

. I3 I3 . 0
jets géométriques . . o
figurant dans les 0 1
diverses  photos ©1 o
sont des nombres X °
(0,0) ol (1.1)

du triangle de Pas- !
cal (voir encadré Le (0,10 (11,0 (0.1,1)

13 3 1

triangle de Pascal).
Pourquoi en est-il
ainsi?

(0, 0,0) (1, 101)

(0,0,1) (1,0,0) (1,0,1)

Puisque les hypercubes sont unitaires, les
coordonnées des sommets de chacune des
photos sont obtenues en déterminant le
nombre de d-tuplets dont le nombre de 1 est
p, pour p variant de O jusqu'a n. Ce nombre
de d-tuplets est un nombre de combinai-
sons. Ainsi, pour d=3, le nombre de 1 dans
les coordonnées d'un sommet peut étre O,
1, 2 ou 3, mais ce nombre est le méme pour
tous les sommets d'une photo particuliere
de l'intersection de I'nyperplan et de I'hy-
percube. Le tableau suivant donne le nombre
de sommets des intersections du plan
glissant perpendiculairement sur la diagonale
principale d'un cube unitaire, ainsi que les
coordonnées de ces sommets (On v utilise la
notation des coefficients binomiaux - voir
encadré Le triangle de Pascal).

B s 8)-5] (-
(1,0,0  (1,1,0

(0,00 (01,0 (1,01  (1,1,1)
001 (0171

Le triangle de Pascal nous permet de déter-
miner les sommets des intersections d'un
hyperplan glissant perpendiculairement sur
la diagonale principale d'un hypercube de
dimension 4.

(-1 (-4 (3-5 (§-4 (-

1,0
,0,1)
MU IR
1,1

a Accronmoth ol 15 « 6t - automne 2020
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Le triangle de Pascal et les intersections d’hyperplans

Du nombre de sommets
a la forme de l'intersection

On a déterminé le nombre de sommets de
I'intersection d'un hypercube avec un hyperplan
glissant perpendiculairement a la diagonale
principale. Mais quelle est la forme de cet
objet? Un nombre de sommets ne détermine
pas forcément une forme géométrique par-
ticuliere. Ainsi, en 3D, on peut imaginer des
formes géométriques fort différentes ayant
six sommets (voir ci-contre).

Le triangle de Pascal peut encore venir a
notre rescousse. Un nombre d'une ligne du
triangle est la somme des deux nombres a sa
gauche et a sa droite sur la ligne précédente.
Ainsi, sur la ligne pour n=3, le deuxieme
nombre est 3: c'est la somme du nombre 1
et du nombre 2 de la ligne précédente. Le
nombre 1 représente un point et le nombre
2 un segment de droite. L'enveloppe convexe
de ces deux objets est un triangle (voir enca-
dré Enveloppe convexe).

De maniere générale, la notion d'enveloppe
convexe fournit une interprétation géo-
métrique des entrées du triangle de Pascal.
Ainsi, considérons la ligne numérotée 4. Le
premier nombre est 1; l'intersection qu'il re-
présente est un point. Le second nombre est
4 et il est la somme des deux nombres a sa
gauche et a sa droite sur le ligne précédente,
soit 1 et 3 qui représentent respectivement
un point et un triangle. L'enveloppe convexe
de ces deux objets est donc un tétraédre, un
solide a quatre sommets. Le cas du troisieme
nombre de cette méme ligne, 6, est illustré
ci-dessous.

Deux triangles
équilatéraux
dans l'espace

Enveloppe convexe, un octaedre

dont les six sommets sont donnés
par le triangle de Pascal

Un co6té d'un triangle et
le sommet opposé dans
le triangle inversé
définissent une portion de plan

Grace au triangle de Pascal, on peut
déterminer le nombre de sommets
desphotosd'intersectiond'unhyper-
plan glissant perpendiculairement
sur la diagonale principale d'un
hypercube en dimension 6 ou en
dimension 8, par exemple, et déter-
miner de quels objets géométriques
ils sont I'enveloppe convexe. Pour
ce qui est de se représenter visuelle-

ment cette enveloppe convexe, c'est  Pyramide & base pentagonale

une tout autre histoire.

Octogones

Elastique englobant Enveloppe

un segment de droite et un point ~ convexe

Un triangle

Ballon englobant ~ Enveloppe convexe,
un triangle et un point un tétraédre

| André Ross ¢ Professeur retraité

Solldes a six sommets

Prlsme triangulaire

3 Accromoth ol 15 « ¢t - automne 2020
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Euclide
vers -325 a -265

lications
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@
N

Les développements
de binémes

Un tableau de nombres comme le triangle de
Pascal est une base primitive de données trés
utile pour avoir sous la main un ensemble
de nombres partageant certaines propriétés.
Les tables de Pythagore (pour I'addition et la
multiplication) sont des exemples typiques
et élémentaires de tableaux numériques.
Mais il y en a de bien plus complexes, tels les
tableaux servant a résoudre des problemes
d'algébre, de probabilité, de dénombrement,
etc.

Pour aborder de maniére concrete le triangle
de Pascal, considérons le résultat classique
d'algébre suivant :

(a+b)2=0a%+2ab+ b2

Quoiqu'é¢lémentaire  pour les étudiants
d'aujourd'hui, il n'a pas toujours été percu
ainsi. Avant l'introduction du puissant sym-
bolisme de I'algébre a compter du XVI¢ siécle,
on privilégiait une approche géométrique
intuitive pour aider a saisir une telle rela-
tion. En fait, les calculs pour des expressions
de la forme (o + 6)" — on parle ici de dé-
veloppements de binémes (ou binomiaux),
c'est-a-dire de développements de puis-
sances entiéres d'un binbme — sont monnaie
courante en mathématiques; ils font méme
leur apparition a divers moments de I'histoire
des mathématiques.

Il faut attendre Euclide (vers -300)
pour avoir un énoncé formel et une
preuve rigoureuse du développement de
(a + b)% A la proposition 4 du livre I de ses

Du triangle de Pasca
simplexes de.

Le triangle de Pascal est le plus célébre des tableaux de nombres.
Omniprésent en mathématiques et dans plusieurs autres domaines des
sciences, il fascine toujours les mathématiciens méme apres plusieurs siécles.
Il est membre d'une belle et grande famille, celle des d-simplexes de Pascal.

Pascal

Eléments, on peut en effet lire :

Si une ligne droite est coupée
comme on voudra, le carré sur le
tout est égal aux deux carrés sur

les parties et a deux fois le
rectangle déterminé par ces parties.

S'il n'est pas immédiat qu'il s'agit bien de
I'identité qui précéde, c'est parce qu'Euclide
s'appuie sur une interprétation géométrique:
il se représente les nombres comme des
longueurs de segments géométriques. Re-
marquons qu'en mettant deux longueurs
bout a bout, on obtient une autre longueur
égale a leur somme. Il s'agit de l'interpréta-
tion géométrique du développement d'un bi-
noéme a la puissance 1.

(0+0)' = a +b
L'énoncé d'Euclide ci-haut a b
est en fait la généralisation p b
en deux dimensions de cette o |
interprétation.  Pour  mieux

le voir, partons du segment a b
a+ b et ajoutons-lui perpendiculairement ce
méme segment a chacune de ses extrémités.
On voit alors se former un carré ayant pour
coté cette longueur. Or, il se trouve aussi que
ce carré peut étre décomposé en deux carrés
et deux rectangles a partir des longueurs de
départ, comme on le voit dans la figure ci-
contre.

0\\:



Du triangle de Pascal aux simplexes de Pascal | William Verreault ¢ Université Laval

On exprime ainsi l'aire de ce carré de deux
facons différentes, retrouvant de la sorte
I'essence de la proposition d'Euclide.

(a+b)? = a? + 2ab + b2

1k

On peut poursuivre raisonnement
géométrique avec (o + b). Reproduisons
le carré a + b perpendiculairement a chacun
des cotés du carré précédent. On obtient alors
un cube d'aréte a+ b qui se décompose en
deuxcubesetsix prismes a base rectangulaire,
correspondant ainsi au développement de
(a+ b

Triangle de Pascal

4 6 4
10 10 5
6 15 20 15 6
7 21 35 35 21 7
8 28 56 70 56 28 8

1 5 1

1 1

1 1

1 1

(a+bp? = @ + 30?6 + 3ab?

i R

Les possibilités offertes par l'interprétation
géomeétrique des développements binomiaux
sont rapidement limitées, mais ces dévelop-
pements permettent déja de résoudre divers
types de problémes. lIs auraient d'ailleurs été
fort utiles pour généraliser a des degrés su-
périeurs a deux la méthode d'extraction de
racines d'un nombre (voir I'encadré Extrac-
tion de racines par Héron).

Dans la suite du texte, on appelle coeffi-
cients binomiaux les nombres qui multiplient
les termes du développement d'une certaine
puissance d'un binéme. Par exemple, les
coefficients de

(0+6)2=0%+2ab+ b2

sont 1, 2 et 1. Si ces coefficients binomiaux
sont si souvent utiles, pourquoi ne pas créer
un tableau de nombres pour les retrouver ra-
pidement? Cette idée se retrouve chez plu-
sieurs mathématiciens! Il est aujourd'hui
d'usage d'appeler ce tableau le triangle de
Pascal, en hommage au mathématicien et
philosophe francais Blaise Pascal (1623-
1662) qui a été le premier a en démontrer
les propriétés permettant de le construire,
bien qu'en fait ce tableau de nombres lui fut
antérieur de plusieurs siécles (voir I'encadré
Un triangle cosmopolite).

A propos du triangle

de Pascal

Lillustration ci-dessous permet de comparer
les coefficients des développements de puis-
sances d'un bindme et les nombres figurant
dans le triangle de Pascal.

Bindme de Newton
(a+ b)°=1
(a+b)'=a+0b
(a+ b?2=0a*+2ab+ B2
(a+ b=+ 30°b+3ab* + b
(a+ b)*=a"+ 40°b + 60°* + 4ab® + b
(o + b)F=a® + 50*b + 100°6* + 10626® + 5ab* + b°

(a+ b= a® + 60°b + 150°6*+ 20¢°0° + 1502b" + 6ab® + b°

+ b

(a+0) =0 +70a°+ 210°0” + 350*6° + 350°6* + 21026° + 7ab® + b’

(a+ b)2=0a® +80’b + 280°0* + 560°0° + 700*b* + 560°b° + 28026° + 8ab’ + b?

3 Accromh Vol. 15 ® été — automne 2020



Applications

Mais doit-on développer a la main moult o
puissances de bindémes pour remplir le

triangle de Pascal au fur et a mesure? C'est 2¢4
une lourde tache qu'on peut éviter dans le 129_”2

cas du développement binomial. En effet, le
triangle de Pascal peut étre construit direc-
tement - tel qu'illustré dans I'article d'André
Ross' -, obtenant par le fait méme les coeffi-
cients des développements du binébme. Ainsi,
on voit immédiatement, a partir du triangle
de Pascal au bas de la page précédente, que
les premiers coefficients du développement
de (a+b)°sont 1,9, 36, 84 et 126.

bt 1—4—6—4>1¢*

(a+ b+ = o* + 46°b + 60°07+ 4ab?
+ b* + 4b°c + 6b*C+ 4bC°
+ ¢+ 4ca + 6¢2a*+ 4cd®
+ 12abc + 12ab*c+ 12abc

En répétant cette démarche, on peut déter-
miner I'étage des coefficients de (a + b + 0%,
voir encadré ci-haut.

Et en empilant ces triangles, on 1
forme le tétraédre de Pascal
(aussi appelé 3-simplexe de 1
Pascal), ou chaque étage
est une coupe transver-

sale du tétraedre, for- ;
mé du triangle des

coefficients du dé- | 3
veloppement du p
trindme  cor- -

respondant.

On peut montrer ce qui suit a propos de ce
tétraédre arithmétique :

Le tétraéedre de Pascal

Supposons qu'on veuille plutdt connaitre le
+ b + . . -,
— '— | développement d'un trinéme (@ + b + Q" Y
a-t-il un moyen de déterminer rapidement
ses coefficients?

(a+ b+

= a

(a+ b+ 0= ?+ 2ab
+b? + 2bc
+ ¢+ 2ac

Dans un premier temps, il peut étre tentant
d'interpréter géométriqguement les dévelop-
pements d'un trinbme, comme on a pu le
faire avec le bindme il y a plus de deux mil-
Iénaires, mais cette approche s'avére rapide-
ment infructueuse. Les figures ci-contre té-
moignent de la complexité de cette interpré-
tation - sans compter le cas de (o + b + ¢)...

Afin de construire astucieusement un
Coefficients tablgau de ﬁoe'fﬁments tri-

1 nomiaux, l'idée est tout

autre.  Considérons les
premiers développements

g Accronmoth o 15 « ¢t¢ - automne 2020
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® les nombres aux intersections d'un étage
avec une aréte du tétraédre sont des 1;
® sur les faces du tétraedre, chaque nombre

d'une ligne est la somme des deux nombres
directement au-dessus de lui - autrement

Puissances du trinome

(a+b+d°=1

(a+b+d'=a+b+c

(a+ b+ d?=0a"+2ab
+ b% + 2bc
+ ¢+ 2ac

(a+ b+ =0 +30% + 3ab?
+ b® + 3b%c+ 3bc
+ &+ 3acd+ 3a’c

+ 6abc

du trinéme (a + b + ¢) et
placons les coefficients
sous forme triangulaire.

Les fleches vertes indi-
quent le sens de la lecture
pour obtenir le dévelop-
pement de la puissance
donnée du trindbme. Les
b31_3_3§,\@ nombres sur chaque coté

du triangle d'un «niveau»
donné sont obtenus selon le principe du
triangle de Pascal. Dans le cas de (o + b + ¢)3,
le 6 a l'intérieur est la somme des trois
nombres du triangle inversé (en rouge) de
I'étage précédent.

b1

1. Voir André Ross, Le triangle de Pascal et
les intersections d’hyperplans et d’hyper-
cubes p. 16 de ce numéro d’Accromath.

dit, chaque face du tétraédre (autre que la
base) est un triangle de Pascal;

® chaque nombre a l'intérieur du tétraédre

est la somme des trois nombres directe-
ment au-dessus de lui.

On remarque de plus qu'on peut écrire tous
les termes du développement en suivant les
fleches vertes et en faisant simplement varier
les exposants des divers facteurs.
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Dans I'encadré de la p.16 (voir aussi la section

Problémes), Ross a rappelé que le coefficient
.. n

binomial | | correspond au nombre de com-

binaisons de k objets choisis parmi n objets
distincts. Les coefficients des développe-

ments du trinbme donnent aussi lieu a une
interprétation intéressante. On montre en ef-
fet (voir la section Problémes) que les coef-
ficients de (a+b+q" correspondent au
nombre de facons de choisir n objets dis-
tincts parmi 3 sortes d'objets, avec la restric-
tion d'en prendre k, de la premiére sorte, k,
de la deuxiéme puis k, de la troisieme, et que
ki + ky+ ky=n.

On note et on définit ce coefficient multino-
mial de la facon suivante,

lwiote) = T
kikaks ) ™ gk 11
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2bd

(a+b+c+d?
=0a*+ 2ab 1
+ b+ 2bc 20
+ & +2cd 1
+ %+ 2ad
+ 2bd + 2ac

1c

Blaise Pascal
1623-1662

B Accronmoth o 15 « ¢t¢ - automne 2020

Par Yang Hu (51),

ca. 1238-1298) —
w:en:Image:Yanghui_
triangle.gif, Domaine
public, https://commons.
wikimedia.org/w/index.
php?curid=1189650

Par Blaise Pascal — Cambridge

University Library, Domaine
public, https://commons.
wikimedia.org/w/index.
php?curid=2819977

Applications

Les d-simplexes de Pascal

Considérons maintenant la construction d'un
tableau de nombres contenant les coeffi-
cients des développements de puissances de
polyndmes a quatre termes. Sachant qu'un
tétraedre suffit a contenir les coefficients des
développements de puissances de trindmes,
et que sa base a justement trois cotés, il
est tentant de penser que dans le cas d'un
polyndme a quatre termes, on aura une pyra-
mide a base carrée. Non seulement perd-on
alors la symétrie inhérente aux simplexes et
les propriétés qui en découlent, mais en vou-

lant disposer en étage les coefficients dans
la pyramide, c'est-a-dire sur des carrés, on
est forcé de recourir a un étage de dimension
supérieure si on veut que la construction
soit logique et systématique. Par exemple, on
veérifie aisément que les coefficients du
développement de (a+ b+ c+d)? ne peuvent
pas tous étre disposés dans un méme plan
(voir figure ci-contre). Pour afficher les coef-
ficients des dix termes sans chevauchements,
il faut disposer ceux des termes ac et bd a
I'extérieur du plan du carré, soit aux sommets
d'un tétraedre.
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Il est encore plus difficile de placer conve-
nablement les coefficients de (a+ b+c+ d)?,
(a+b+c+d)* etc. dans un carré. C'est pour-
quoi il est préférable d'aborder de maniere
algébrique la notion générale de « simplexes »”.

Dans un 4-simplexe de Pascal, les étages sont
en fait des polyédres (3D), de sorte que d'y
inclure tous les coefficients des puissances
de polynémes a quatre termes n'est plus un
probléeme. De plus, en s'appuyant sur la sy-
métrie des simplexes, qui est fort utile pour
systématiser la construction de ces tableaux
arithmétiques, on peut montrer qu‘un certain
nombre dans le 4-simplexe est égal a la
somme des 4 nombres «au-dessus» de lui.
Remarquons toutefois que cette construction
comporte un important obstacle conceptuel
2 il nous est impossible de bien la visualiser !
Cela n'est pas sans rappeler les difficultés des
mathématiciens d'il y a plus de deux millé-
naires qui s'étaient naturellement heurtés a
I'interprétation géométrique des développe-
ments de bindmes.

Plus généralement, il est possible d'inclure
les coefficients du développement d'une
puissance d'un polynéme a d termes dans
un d-simplexe de Pascal, ou chacune des
«faces», autre que la base, est en fait un
(d-1)-simplexe, de la méme facon que les
faces du 3-simplexe de Pascal, autres que la
base, sont des triangles de Pascal. A nouveau,
un nombre a lintérieur du d-simplexe est
égal a la somme des d nombres «au-dessus»
de lui. Et a nouveau également, nos capacités
de visualisation ne nous sont pas vraiment
d'une grande utilité pour soutenir cette
affirmation.

On peut montrer que les coefficients du
développement de (x; + x, + = + x))" corres-
pondent au nombre de facons de choisir n
objets distincts parmi d sortes d'objets, avec
la restriction d'en prendre k, d'une sorte, k,
d'une autre sorte, k; d'une autre encore,...,
puis k, de la derniére sorte, avec k; + k, + k;
+ -+ k,;=n, comme on I'a déja vu pour les
bindmes et les trindbmes.

7. La notion de simplexe est la généralisation
d’une région tétraédrique 3D a un espace a
d dimensions. Un simplexe peut s’interpré-
ter comme I'enveloppe convexe de ses d +
1 sommets — voir I'article de Ross dans ce
numéro, p. 17.

Le coefficient multinomial correspondant est
alors noté et défini de la facon suivante:

( n )_ n!
Ky Ky, nky _k1!k2!"'kd!.

Pour faire le lien avec le théoreme du bindme
de Newton, le développement du polynéme a
d termes est donné par:

n_
(X1 + X+t Xd] =
ky+ky +--+ky=n

Pour chacun de ces développements multino-
miaux, il est possible d'inclure les coefficients
associés dans un d-simplexe de Pascal ou
chacune des faces, autre que la base, est un
(d-1)-simplexe. Il en découle une interprétation
combinatoire trésimportante lorsqu'on pense
aux combinaisons d'objets, interprétation
qui peut s'écrire formellement comme suit:

n _ n—1 n—1
Kok oy ) = \ky =1k onky | T\ ky =1,k

Conclusion

Le triangle de Pascal et les simplexes de Pascal
recélent de nombreuses autres propriétés
dont il n'a pas été question ici. Nous avons
choisi de nous concentrer sur les propriétés
utilisées pour les construire et sur leur appli-
cation dans le développement de puissances
de polynémes.

)Y P

|
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Prismatoide

=

Prismoide

ME——

Prisme

Pormule m39

POUR VOLUMES

le cylindre, la sphére et plusieurs autres?

Un quoi?

Avant de voir cette fameuse formule
magique, nous devons tout d'abord
définir ce qu'est un prismatoide et du
méme coup nous définirons ce qu'est
un prismoide et un prisme. Un prisma-
toide est un polyédre (un solide dont
toutes les faces sont des polygones)
tel que tous ses sommets se trouvent
sur deux plans paralléles. Chaque plan
paralléle doit contenir au moins un
sommet et au moins un des plans en
contient trois. Les faces du polyédre
se trouvant sur ces deux plans paral-
léles sont appelées les bases du pris-
matoide et celles-ci sont des poly-
gones. En particulier, si les deux bases
du prismatoide possédent le méme
nombre de cotés, le prismatoide est
appelé un prismoide. De plus, si les
faces du prismatoide, sauf les bases,
sont des parallélogrammes, le so-
lide est appelé un prisme. Les bases
B, et B, se trouvent dans des plans
paralléles’.

La formule magique (ou prismatoidale de
son vrai nom) peut étre utilisée pour plu-
sieurs solides incluant tous les prismatoides,
les prismoides et les prismes.

* L'auteur tient a remercier André Lapierre,
pour I'avoir introduit a la formule permettant
de calculer des volumes de prismatoides.

1. Dans cet article, nous ferons un abus de lan-
gage et de notation et nous utiliserons les
notations B,, B, et h pour dénoter aussi bien
les objets géomeétriques que les mesures de
ces objets.

La formule magique
(ou prismatoidale)

A partir du prismatoide
suivant dont nous ne
conservons que le sque-
lette et trois surfaces,
nous présenterons la
formule magique.

La formule magique est
donnée par:

V= g(B1 +4B,+B,),

ou h correspond & la hauteur du solide, B,
et B, sont respectivement les aires de la
premiére et de la seconde base, et B, l'aire
médiane du solide, c'est-a-dire l'aire de la
section du milieu du solide.

Les prismes et les pyramides

En introduction, nous avons affirmé que la
formule magique s'appliquait dans le cas
des prismes et des pyramides. Nous allons
démontrer cette affirmation.

Les prismes

Les prismes sont des prismatoides ou les
polygones dans chaque plan sont congrus et
joints par des faces en forme de parallélo-
grammes.

gique..

La plupart d'entre nous savons que le volume d'un prisme correspond

a l'aire de sa base multipliée par sa hauteur. Nous savons également

que le volume d'une pyramide correspond au tiers de l'aire de sa base
multipliée par sa hauteur (autrement dit le volume d'une pyramide

est le tiers du volume du prisme correspondant). La formule magique
s‘applique a ces deux solides. Que diriez-vous si je vous affirmais

que la formule magique s'‘applique également a des solides aussi divers que

/
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/
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Les aires des bases B,, B, et
B, sont toutes les trois égales,
c'est-a-dire B, = B, = B, = B.
Nous avons donc:

V= g(B1+4Bm+BZ)
- g(3+43+3) - g(GB) —Bh

Nous retrouvons donc la formule connue du
volume d'un prisme.

Une généralisation

Dans le cas des prismes, si toutes les inter-
sections de deux tels solides avec un plan
paralléle aux deux plans contenant les bases
ont la méme aire, nous savons que ces deux
solides ont le méme volume. C'est ce que
nous appelons le principe des indivisibles de
Cavalieri. Un tel solide peut étre représen-
té par un empilement de jetons uniformes,
placé sur une table, de telle maniére que les
jetons restent paralléles au dessus de la table.
Pour davantage d'informations sur les indi-
visibles de Cavalieri, la lectrice ou le lecteur
peut aller voir (Ross 2017).

Nous pouvons donc généraliser que méme si
le solide en question n'est pas un prismatoide
mais que nous pouvons trouver son volume a
I'aide des indivisibles de Cavalieri, la formule
magique s'applique quand méme. Nous
verrons plus tard que la formule s'applique
dans d'autres situations que des volumes de
prismatoides.
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Les pyramides

Les pyramides sont des prismatoides pour
lesquels un des plans ne contient qu'un seul
point. Regardons ce que donnerait la for-
mule prismatoidale dans ce cas. Une des aires
est toujours égale a 0.(choisissons B, = 0).
De plus, l'aire B, est le quart de l'aire B,

c'est-a-dire B, = %

En effet, puisque les longueurs des cotés du
triangle de l'aire B, sont la moitié des lon-
gueurs des cotés du triangle de l'aire B, et
que l'aire est proportionnelle aux carrés des
longueurs des cotés, I'aire est divisée par 4.
Le méme argument peut étre utilisé pour les
pyramides a bases quelconques. Nous avons
donc:

V= g(B1+4Bm+V2)

=E(B1+4x5+0)=%.
6 2 2

Le résultat précédent est la formule bien
connue pour le volume d'une pyramide.

Quatre solides différents

Plusieurs solides différents sont en fait des
cas particuliers de prismatoides. Par exemple,
les cales, les troncs, les antiprismes et les
coupoles. Précisons que nous ne vérifions pas
les formules des volumes de ces solides, nous
utilisons la formule magique pour trouver
ces divers volumes.

Les cales (coins)

Un coin est un prisme a base triangulaire
tourné de telle facon qu'il est posé sur une
de ses faces rectangulaires.

On applique la formule magique en considérant
qu'une des aires est égale & 0 (choisis-
sons B, = 0). De plus, I'aire B, est la moiti¢
de l'autre aire B,, c'est-a-dire B, = ?1 Nous
avons donc:

V=§(B1+4BW+V2)

=Q(B1+4x&+o)=@.
6 2 2
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Applications

Nous pouvons aussi définir un type plus
général de coin, le coin oblique, ou l'aréte
supérieure est habituellement raccourcie, mais
toujours paralléle a deux des cotés de la base.

On applique a nouveau la formule magique
en considérant qu'une des aires est égale a
0 (choisissons B, = 0). De plus, l'aire B, est
donnée par bla + cJ/4 comme présenté sur la
figure ci-dessus. Nous avons donc:

V=£(B1+4Bm+82)

h( b+ 4xb(0+cl+0)
6 4

bh
20+
6(0 c).

Les troncs

Le volume des troncs obtenus par tronca-
ture d'une pyramide peuvent étre obtenus
par la formule magique. La figure de gauche
montre le tronc de pyramide pour lequel
nous voulons utiliser la formule magique. Le
tronc de pyramide du bas associe un tronc
de méme volume que le tronc du haut mais
ayant comme bases des carrés.

Il est possible de démontrer que l'aire B,
dépend des aires B, et B,. Voici un argu-
ment heuristique permettant le calcul de B, .
Par un argument de symétrie, nous pouvons
associer a la base B, un carré de méme aire

et d'aréte +/By, et nous pouvons associer 4 la

base B, un carré de méme aire et d'aréte /B, .
Nous pouvons ainsi associer a la base

B,, un carré d'aréte (\/BT+\/E)/2 ce qui

implique que I'aire de la base B, est
(JBTWE)Z _B+2B,JB, +5,
2 - 4 '

En appliquant la formule magique, nous
obtenons:

V=§(B1+4BW+BZ)
=g(B1+B1+2\/§1\/E+BZ+Bz)
h
=§(B1+\/B_1\/E+Bz).

qui correspond au résultat bien connu pour
le volume d'un tronc de pyramide.

Les antiprismes

Les antiprismes sont des
prismatoides o les poly- | \"
gones dans chaque plan

sont congrus et joints par """"
des triangles alternés. Les

volumes de tous les anti-

prismes peuvent se calculer a l'aide de la for-
mule magique. Nous ne donnerons pas la
formule exacte obtenue, car elle dépend du
polygone régulier qui forme les bases B, et B,
de I'antiprisme, de I'angle par lequel la deu-
xieme base est tournée et de la hauteur.

é'

TN e

Les coupoles

Les coupoles sont des
prismatoides ou le po-
lygone dans un plan
contient deux fois plus
de points que celui dans
le plan opposé, et ou les polygones sont
joints par une alternance de triangles et de
rectangles.

Les volumes de toutes les coupoles peuvent
se calculer a l'aide de la formule magique.
Puisque le volume d'une coupole dépend des
polygones utilisés, nous ne donnerons pas la
formule exacte.

D’ou vient

la formule magique?
La question que nous -
pouvons maintenant
nous poser est : d'ou
vient cette formule?
Nous allons voir que
celle-ci se retrouve
a l'aide de quelques -
dissections judicieu-
sements choisies. A
partir d'un prisma-
toide général et d'un |
point O se trouvant
sur la base B,, nous f
joignons ce pomt Oa
tous les sommets des /2
bases B, et B, ain- .
si qu'a tous les som-
mets de la base B, . Le
prismatoide est ainsi
partagé dans un certain nombre de pyra-
mides, chacune ayant comme sommet le
point O. Les deux bases paralleles B, et B,
forment les bases de deux pyramides.
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Le volume d'une pyramide correspond au tiers
de l'aire de sa base, multipliée par sa hauteur.
Les volumes des deux pyramides représen-
tées ci-contre (rouge et vert) sont donc:

h Bh h _ Bh

1 1
Vv, 3B1x2 5 et 32757,

Nous voulons main-
tenant trouver le
volume des pyra-
mides formées par
les autres faces du
prismatoide.  Nous
allons considérer par
exemple la pyramide
formée par la base
CFG et de sommet
0. Les volumes des
autres  pyramides
dont les bases sont
formées par les faces
du prismatoide se
trouveraient de la
méme maniere. La
c pyramide utilisée est
de base triangulaire
et il est possible de découper notre volume
en de multiples pyramides a base triangulaire
car les faces du prismatoide sont nécessai-
rement des triangles, des trapézes ou des
parallélogrammes.

aire(ACFG) = 4 x aire(ACKK)
volume(OCFG) = 4 x volume(0CJK)

volume(OCFG) = 4 x % X g X aire(A0JK)

= %h x aire(AOJK).

De la méme maniére que pour la pyramide
précédente, nous pouvons trouver le volume
de toutes les autres pyramides formant le
coté du prismatoide. Ces volumes seront tous
de la forme

4thaire(Triangle).

Le volume total du prismatoide est donc:

N'est ce pas surprenant qu'on ait pu prendre
O quelconque? D'aprés vous, l'argument
est-il valide pour n'importe quel point se
trouvant sur la surface B_?

D’autres solides ou la
formule magique s’applique

Comme nous venons de le voir, nous pou-
vons apprendre une seule formule magique
pour calculer le volume de polyédres tres
diversifiées, qui sont toutes des sous-classes
des prismatoides. De facon surprenante,
la formule magique s'applique a plusieurs
autres solides, qui ne sont pas des prisma-
toides ni méme des polyedres.

Dans un premier temps, nous allons vérifier
qu'elle fonctionne pour des volumes pour
lesquels une formule existe dans la littéra-
ture. Ensuite nous allons donner un critére
permettant de savoir quand nous pouvons
utiliser cette formule.

Le volume d’une sphére
ou d’une portion de sphere

Pour le cas d'une sphere de rayon r,
nous allons choisir la base B, au pole
sud (B, = 0) et la base B, au pole nord
(B, = 0). La surface médiane correspond
a l'aire d'un cercle de rayon r, c'est-a-dire
B,,=mr2. De plus, la hauteur de la sphére cor-
respond a deux fois son rayon, c'est-a-dire 2r.
La formule prismatoidale nous donne donc:

V= g(B1 +4B,,+B,)

4mr®

2
=Er(o+4nr2+o)=

Nous pouvons également appliquer la
formule a une tranche de sphere. Le solide
dont nous voulons trouver le volume est
celui situé entre les bases B, et B,.

V= £B1 + ng 4 4?h‘(aire(AOHI) + aire(AOHL) + aire(AOLK) + aire(AOKJ) + aire(AOJI))

h h

= —31 +—32 +%th = 2(31 +4Bm +B2)‘

6 6

Aire de la base B,,

N
[y
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Applications

Il est possible de trouver le rayon c du cercle
de la surface B, en fonction du rayon de la
base B,, du rayon de la base B, et de la hau-
teur h. Nous obtenons la relation suivante
(voir section Problemes):

La formule magique nous donnera donc:

g(B1 +4B,, +B,)

2 2 2
= ﬁ(na2 +4n(a—+b—+h—)+nb2)
6 2 2 4

=%h(302+3b2+h2).

V =

Le volume d’'un ellipsoide

Pour le cas d'un ellipsoide de demi-axes a, b
et ¢, par exemple
2 2 ZZ

2ttt
nous allons choisir la base B, au pdle sud
(B, = 0) et la base B, au pole nord (B, = 0).
La surface médiane correspond a l'aire d'une
ellipse de demi-axes a et b, c'est-a-dire
B, = mab. De plus, la hauteur de Iellip-
soide correspond a deux fois le demi-axe
selon I'axe des z c'est-a-dire 2c. La formule

magique nous donne donc:

V= g(& +4B,, +B,)
=%(O+4nab+0)= 4“;’“.

Le cone ou le tronc de cone
Un exemple similaire est celui d'un cone
circulaire droit. Laire B, est formée par un
cercle de rayon r/2 et donc l'aire B, cor-
respond au quart de l'aire de la base B,. La
formule magique nous donne donc:

V= g(& +4B,,+B,)

2 2
= ﬁ(nrz +4n(£) +O) = Lh
6 2 3

Le conoide

Un conoide est une sur-
face dont toutes les
droites génératrices sont
paralleles a un plan di-
recteur et sont sécantes a
une méme droite (I'axe du
conoide). Voici un conoide circulaire droit ol la
base B, est un cercle, la base B, est une ellipse et
B, = 0 (correspond & I'axe du conoide).

En observant la figure, nous remarquons que
le cercle est de rayon r, que le conoide est
de hauteur h ainsi que la base B, est une
ellipse d'axes r et r/2. La formule magique
nous donne donc:

g(a +48B,, +B,)

2
= ﬁ(nrz +4nr(£)+0) = M
6 2 2

Quelques volumes provenant
du cours de calcul intégral

Bien que les volumes suivants ne soient pas
des prismatoides, la formule magique fonc-
tionne encore ! Par contre, soyez prudent, elle
fonctionne pour les volumes présentés mais
pas pour tous les volumes imaginables. Nous
verrons dans une prochaine section les situa-
tions pour lesquelles la formule magique est
applicable.

V=

La coupe d'un arbre

Nous avons un arbre de diametre d. Nous
faisons une coupe horizontale pour couper
complétement l'arbre. Nous faisons ensuite
une coupe a un angle de 45° par rapport a
I'norizontale et nous coupons jusqu'a un dia-
metre de l'arbre.

Nous remarquons que la surface
B, est un triangle rectangle

avec comme base df2 et
comme hauteur df2. L'aire 4

B,, estdonc donnée par 4
o?/8. De plus, les aires
B, et B, sont toutes d/2
les deux égales a O, et la hau-
teur du solide est égale a d. La for-
mule magique nous donne donc:

g(& +4B,, +B,)

2 3
=g(0+4><d—+0)=d—.
6 8 12

V=
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L'intersection
de deux cylindres

Soit deux cylindres de
rayons a qui s'inter-
sectent a angle droit. La
forme produite par {#

nomme un bicylindre
ou solide de Steinmetz.

Puisque les deux cy-
lindres sont de rayon a,
la surface B, représen-
tée a la figure suivante
est un carré d'aréte 2a
et d'aire 402 Les aires
B, et B, sont quant &
elles égales a O et la
hauteur du bicylindre
est égale a 2a.

La formule magique
donne donc:

V= g(B1 +4B,, +B,)

3
= 2904+ 4x 402 +0) = 2L
6 3

A quels moments
peut-on appliquer
la formule magique?

Nous avons vu que la formule magique peut
s'appliquer a divers solides qui ne sont pas
des prismatoides. Nous aimerions mainte-
nant savoir sous quelles conditions la formule
peut s‘appliquer. Nous pouvons mon-
trer que cette formule peut s'appliquer
pour tous les solides possédant deux bases
paralléles entre elles et perpendiculaires a
la hauteur z et tels que l'aire des sections
paralléles aux bases est un polyndme en zde
degré inférieur ou égal a 3. Pour la lectrice
ou le lecteur averti, vous aurez peut-étre
remarqué que la formule magique ressemble
a s'y méprendre a la méthode de Simpson
pour évaluer une intégrale numérique. Etant
donné que la formule de Simpson est exacte
pour tous les polyndmes de degré inférieur
ou égal a 3, il n'est pas surprenant que la
formule magique soit exacte également dans
les mémes conditions.

Nous allons utiliser un solide tel que présen-
té a la figure ci-contre. Nous avons un solide
avec deux bases paralléles B, et B, et l'aire de
toutes les sections a la hauteur z et paralléles
aux bases est donnée par un polynéme f(2) de
degré inférieur ou €gal a 3, ou zreprésente la
hauteur de la section.

Etant donné un tel solide, nous avons que
B, = fla), B, = flt) et B, =f((a+b)/2).
Puisque flz) est un polyndme de de-
gré inférieur ou ¢€gal a 3, nous avons
flz) = A2 + BZ2 + Cz+ D et nous pouvons
trouver le volume du solide a I'aide de I'inté-
grale définie suivante:

V= J: f(z)dz.

Nous obtenons ainsi:

V= j:(Az3+Bz2+Cz+D)dz

Azt B i
= (—+—+—+Dz)]
4 3 2

a

A

- (b—a)E(b2 +02](b+a)+§(b2 +bu+az]+%(b+a)+D]

_=d atb
- [f(a)+f(b)+4f( ! )]

_(b—-a)
6

[B,+4B, +B,].

Et le tour est joué !

Conclusion

Nous avons vu comment la formule ma-
gique peut étre appliquée a des volumes trés
divers. Il est souvent pertinent et intéressant
d'apprendre des généralisations qui sont
applicables a une multitude de cas particu-
liers. Il est également possible d'utiliser cette
formule dans des cas particuliers de solides
de révolution, en gardant en téte que les
aires des sections doivent étre représentées
par des polyndmes de degré inférieur ou égal
a 3. De plus, cette formule a été et est encore
utilisée dans le calcul de volumes en génie
civil, par exemple lors de la construction de
routes, dans les remblais de voies ferrées
et dans leur coupe, dans la construction de
barrages, etc.

~ B4 4 E 3_ 3 E 2_ 2 _
—4(b a)+3(b a]+2(b a’)+D(b—a)
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Le dépistage massif est un élément essentiel de la lutte
contre la propagation du coronavirus.

Mais comment parer a une éventuelle pénurie de réactifs et de matériel ?

En opérant les tests sur des mélanges de préléevements
et en faisant appel aux mathématiques.

Avec la crainte anticipée d'une deuxieme
vague de COVID-19, de nombreux experts
s'accordent a dire que I'instauration d'un plan
de dépistage a grande échelle est nécessaire
pour enrayer la propagation du coronavirus.
Réalisés aupres d'échantillons représentatifs
de la population, les tests immunologiques,
sérologiques ou antigéniques permettraient
aussi d'estimer la prévalence de la maladie,
de juger du degré d'immunité collective et
d'adapter les moyens de gestion de la pan-
démie.

Pour qu'elle soit couronnée de succes, la
mise en ceuvre d'une stratégie de dépistage
massif présuppose l'accés a des ressources
conséquentes en personnel et en matériel.
Avec l'accroissement de la demande a
I'échelle planétaire, une pénurie des produits
réactifs nécessaires aux analyses en labora-
toire s'est rapidement profilée a I'norizon et
demeure une préoccupation des autorités de
santé publique au Canada et dans le reste du
monde.

Sachant que, pour la plupart, les tests
s'averent (fort heureusement) négatifs, peut-
on mettre les mathématiques a profit pour
faire mieux? Il s'avere que oui, notamment
en réalisant des tests de groupe sur des
mélanges de prélévements judicieusement
construits.

Le dépistage par groupe

Imaginons qu'un laboratoire ait recu 100
prélévements a des fins de dépistage. Il les
divise au hasard en 5 groupes de taille 20.
Puis, groupe par groupe, il utilise la moitié de
chacun des 20 prélevements pour constituer
un mélange auquel il applique le test.

Le depi

Si un test effectué sur un mélange est négatif,
on peut tout de suite conclure qu'aucun
membre du groupe concerné n'est infecté. Si
le test est positif, alors on procéde a des tests
individuels sur la deuxieme moitié de chacun
des 20 préléevements.

Siles 100 prélevements d'origine proviennent
de personnes saines, cette procédure permet
de s'en assurer en faisant 5 tests plutot que
100. Si un seul individu est infecté, il suffit
de 5+ 20 = 25 tests pour le repérer. Si deux
personnes sont infectées, on peut aussi
les identifier avec 25 tests si elles sont
dans le méme groupe mais il en faut
5+ 20 + 20 = 45 si elles appartiennent a des
groupes différents. Et ainsi de suite s'il y a
trois personnes infectées ou plus.

Comme on peut le constater, le dépistage
par groupe permet donc de réaliser d'im-
portantes économies, pourvu bien sr que la
sensibilité et la spécificité du test ne soient
pas affectées par le mélange, comme on I'a
suppose ici puisque c'est tres souvent le cas
en pratique.

Le laboratoire aurait aussi pu appliquer la
méme stratégie de dépistage a 10 groupes
de 10 prélévements. Si un seul individu est
infecté, on n'aurait alors eu besoin que de
20 tests pour lidentifier. En revanche, il
aurait fallu 10 tests pour conclure que
personne n'est infecté.

Laquelle de ces deux stratégies est la meil-
leure? Et en existe-t-il d'autres qui leur
soient préférables? La réponse dépend de la
prévalence de la maladie, c'est-a-dire de la
proportion de la population qui est infectée.

par

‘L
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Dansune note parue en 1943 dans The Annals
of Mathematical Statistics, I'Américain Robert
Dorfman rapporte que, dans sa forme la plus
élémentaire, le dépistage par groupe avait
déja été utilisé pendant la Deuxieme Guerre
mondiale pour détecter les cas de syphilis
parmi les conscrits. L'approche s'est imposée
et il en existe aujourd'hui bien des variantes
qui sont notamment employées partout en
Amérique du Nord pour tester la présence du
VIH, de la grippe ou du Virus du Nil occidental.

Optimiser I'algorithme

Dorfman a montré comment déterminer la
taille optimale d'un groupe en fonction de Ia
prévalence pe [0, 1] de la maladie. Dénotons
par n = 2 la taille du groupe et supposons
que ses membres constituent un échantillon
aléatoire représentatif de la population.

Si X dénote le nombre inconnu de personnes
infectées dans le groupe, cette variable obéit
alors a une loi binomiale’ de paramétres n et
p, d'ou
PriX=0)=(1-p)",
puisque chaque individu a une probabilité
1 - pd'étre sain, et
Pr(X>0)=1-Pr(X=0)=1-(1-p)".

Si X=0, on ne fera alors que N=1 test.
Cependant si X >0, on fera N=n+1 tests.
En moyenne, le nombre de tests qu'on
effectuera, appelé espérance de Net noté E(N),
est égal a

E(N) = 1xPr(X=0)+(n+ 1) xPr(X>0)

=n+1-n(1-p)"

1. Il s’agit ici d'une approximation qui se justi-
fie dans la mesure ou la population est trés
grande par rapport a la taille des groupes.

Cette fonction est croissante en p. Si p = 0,
ona E(N) = 1, ce qui est évident puisque per-
sonne n'a la maladie et donc un seul test suffit
pour le confirmer. Si p=1, on a E(N)=n+1
parce que le premier test sera forcément
positif.
Pour toute valeur de pe [0, 1], il est possible
de déterminer le codt relatif lié a I'emploi du
dépistage par groupe en étudiant le compor-
tement du ratio

E(M[n=1+1[n-(1-p)".
en fonction de n. Plus E(N)/n est petit, plus il
est payant d'avoir recours aux tests par lot, a
condition bien sOr que le ratio soit inférieur
a 1.Quand p = 0, on trouve E(N)/n=1[n, de
sorte qu'on a intérét a prendre n aussi grand
que possible. Quand p=1, on a toujours

EIN/n=1+1/n>1

car le test de groupe est toujours positif et ne
fait donc qu'ajouter au fardeau.

Codt relatif

Taille du groupe

Figure 1

Tracé de la courbe 100xE(N)/n en fonction
de n pour différentes valeurs de p:1 % (noir),
2% (marron), 5% (orange), 8% (rouge),
10 % (bleu) et 15 % (vert).

e Université de Montréal
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Coit
(50) n |relatif
(%)

1T 11| 20
2 8| 27
5 5| 43
8 4] 53
10 4] 59
15 3] 72

Pour une valeur de p fixée, la fonction
100xE(N)/n  représente le pourcentage
moyen de tests effectués en fonction de
la taille, n, du groupe. La figure montre le
graphe de cette fonction pour différentes
valeurs de p, correspondant a une prévalence
de 1% (noir), 2% (marron), 5% (orange), 8%
(rouge), 10% (bleu) et 15% (vert). Comme
on peut le constater, la taille optimale des
mélanges, qui correspond au minimum de la
courbe, varie en fonction de la proportion,
p, d'individus infectés dans la population.
Le tableau ci-contre, rapporté par Dorfman,
donne le choix optimal de n pour quelques
valeurs de p.

Généralisations

Le protocole de test décrit ci-dessus est
un exemple d'algorithme adaptatif a deux
rondes. On le dit adaptatif parce que le choix
(et donc le nombre) de tests a réaliser a la
deuxieme étape dépend du résultat du test
réalisé au premier tour. Il existe plusieurs

moyens d'améliorer la performance de ce
type d'algorithme. La procédure peut notam-
ment étre étendue en augmentant le nombre
de rondes.

Voici un algorithme classique, que nous

appellerons algorithme de division binaire, et

qui possede certaines propriétés d'optimalité

(voir figure 2).

a) On prend un entier nde la forme n= 25 et
on effectue krondes de tests, ot k < s+ 1.

b) A la premiere ronde, on teste un mélange
des prélévements de tout le groupe.

c) Si le test s'avére positif, on divise alors
le groupe en deux sous-groupes de 25!
prélevements et on teste un mélange de
chacun d'eux.

d) On poursuit de méme jusqu'a la & ronde,
ou on teste individuellement les membres
d'un sous-groupe déclaré positif a la
ronde précédente. Dans le cas particulier
k=s+1, ce sous-groupe n'a plus que deux
éléments.

OOdoOEdgdooooononon

positif

OOt Oooooodnd
~ Y  ~ —,—

positif

OO0 OO
N————

négatif positif

"

W OO

positif négatif

E-.
B

tif3
positif{

7

néga

négatif

Figure 2.

Représentation graphique d’un algorithme adaptatif de division binaire a 5 rondes appliqué a
un échantillon initial de n = 24 = 16 prélévements, dont un seul est infecté.
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Si le groupe contient un seul individu infec-
té, cet algorithme permettra de l'identifier en
exactement s+ 1=log,(n) + 1 rondes. En régle
générale, plus le nombre de rondes est élevé,
meilleures sont les économies engendrées
par cette approche. Mais s'il faut compter
24 a 48 heures pour qu'un test s'avere
concluant, les délais de livraison des résultats
d'analyse risquent d'étre contre-productifs.
Notons aussi que cette amélioration requiert
des prélevements biologiques plus impor-
tants. Ceci n'est pas vraiment considéré
comme un probléme et se retrouvera dans
tous les algorithmes présentés ci-dessous.

Un algorithme non-adaptatif

Afin de mieux contrdler le temps de réponse,
on peut aussi envisager I'emploi de méthodes
non-adaptatives de dépistage par groupe.
Ces protocoles ne comportent qu'une seule
ronde, ce qui permet de réaliser tous les tests
simultanément. lls s'avérent en outre tres
efficaces pour le dépistage des cas si l'on
dispose d'une estimation fiable de la préva-
lence de la maladie.

Expliquons le concept au moyen de I'exemple
suivant, développé par une équipe de cher-
cheurs canado-rwandaise dans le cadre
de I'actuelle lutte a la COVID-19. On forme
d'abord un échantillon aléatoire de taille
n=3M On établit ensuite une correspon-
dance entre les 3™ individus et les points d'un
hypercube discret {0, 1, 2}™. Voir la figure 3
pour une illustration dans le cas m = 3.

L'approche proposée consiste alors a réaliser
simultanément 3m tests sur des mélanges
d'échantillons comportant chacun 37!
individus. Les mélanges sont toutefois
constitués selon des modalités bien précises,
soit des tranches de I'hypercube. En effet, si
X, - X, dénotent les axes de coordonnées de
I'nypercube, chacun des mélanges correspond
alors aux individus situés dans ['hyperplan
x=t ouie{l,..,m}ette{0,1,2} est une
tranche de 3™~ individus.

Figure 3.

Hypercube discret {0, 1,2}°. Chaque point
du treillis correspond a un individu d’un
échantillon aléatoire de taille n=3%=27. Les
32=9 individus de chacun des 9 mélanges
sont situés le long d’une tranche rouge,
bleue ou verte.

Lorsque m = 3, comme dans la figure 3, on
effectue alors 3x3=9 tests sur des groupes
de 32=9 individus. Quand m = 4, ce qui est la
valeur retenue pour l'implantation au Rwanda,
on effectue plutdt 12 tests a partir d'un
échantillon aléatoire de n = 81 individus.
C'est donc dire que chaque prélévement est
divisé en quatre portions égales et contribue
a quatre tests différents. De plus, chaque test
est un mélange de 27 échantillons.

Cette approche s'appuie sur une technique de
construction de codes correcteurs d'erreurs
décrite dans I'encadré? Un de ses grands
avantages, c'est que la composition des
mélanges est telle que s'il n'y a qu'un seul
individu infecté dans I'échantillon, il peut
étre identifié avec certitude. En revanche, si
plus d'une personne est infectée, il faut alors

procéder a une seconde ronde de tests.

2. Voir aussi http.//accromath.ugam.ca/accro/
wp-content/uploads/2020/02/Codes.pdf
pour une introduction aux codes correcteurs
d’erreurs.
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Applications

Examinons I'exemple canado-rwandais dans
le cas n = 81= 3% Sachant que le nombre X
d'individus infectés dans I'échantillon obéit a
une loi binomiale de paramétres n = 81 et p,
ona

PriX<1)=(1- p)® +81p(1 - p)e°.

. 1 0
Cette stratégie est intéressante si la proba- dpnne dans le tableau 2 4
e . ci-contre, dont la cons-
bilité que X < 1 est grande. Mais pour que . -
. . truction est décrite dans | 3 8
Pr(X<1)>0,95, par exemple, il faut avoir . .
La coviden 19 questions. | 4 16

p<0,44% ; autrement dit, la prévalence de
la maladie doit étre faible. Déja, a 1% de
prévalence on a Pr(X<1)=0,806 et dans
presque 209 des cas il faudra recourir a une
deuxiéme ronde. Toutefois, toujours pour 1%
de prévalence, on a

Pr(X = 2):(81

9 )p2[1— p]79 =0,146,

d'ol Pr(X<2) =0,952.

On peut facilement contréler les colts si on
se montre astucieux dans la facon de me-
ner la deuxiéme ronde lorsqu'il y a plus d'un
individu infecté. Par exemple, tous les cas
correspondant a X= 2 satisfont a la propriété
suivante (se référer a la figure 4 ou on
montre, dans le cas m = 3, les tranches dont
le test est positif) :

(P) Pour toute valeur de ie {1, .., m}, il y a
au plus deux tranches de la forme x, = set
X;= t menant & un test positif, et il existe
au moins une valeur de j pour laquelle on
a exactement deux tests positifs de cette
forme.

Si k est le nombre de valeurs de i€ {1,...,m}
pour lesquelles on a deux tests positifs de
la forme spécifiée en (P), le nombre de tests
additionnels requis pour
identifier tous les in-
dividus infectés est

Si la propriété (P) n'est pas vérifiée, on doit
alors tester tous les individus des tranches
ayant conduit a un test positif, ce qui se
traduit par au plus 81 tests supplémentaires.
Au final, le colt total relatif est donc inférieur
ou égal a 100 x 13,06/81 = 16,1 %.

Perspectives

La recherche d'algorithmes adaptés a la lutte
au coronavirus bat son plein. Par exemple,
un algorithme a récemment été ¢laboré et
implanté en laboratoire par une équipe de
recherche israélienne. Il consiste a réaliser
48 tests sur un méme échantillon aléatoire
de taille 8x48 = 384. Chaque prélévement
individuel est divisé en six parts égales.
Chacun des tests est fondé sur le mélange
de 48 de ces parts, une par individu. Chaque
sujet est donc présent dans six tests différents.
En laboratoire, un robot a été¢ programmé
pour préparer les 48 mélanges. L'algorithme
permet d'identifier jusqu'a quatre personnes

Figure 4.

L’hypercube discret {0, 1, 2F et les trois possibilités pour deux individus infectés: sur une méme droite
parallele a un axe (gauche), aux sommets opposés d’un carré dans un plan (centre) ou aux sommets oppo-
sés d’un cube (droite). Dans chaque cas, les tranches menant a un test positif sont identifiées en rouge,
vert ou bleu avec les mémes conventions de couleurs qu'a la figure 3.
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infectées. On a ainsi besoin de huit fois moins
de tests que d'individus. Encore une fois, plus
le pourcentage d'individus infectés est petit,
meilleure est la performance de I'algorithme.

Bien sdr, d'autres considérations entrent en
jeu dans ['élaboration d'une procédure de
test statistique. Pour simplifier, nous avons
implicitement supposé ici que le test employé

était infaillible. En pratique, méme les meil-
leures procédures peuvent donner de faux
positifs ou de faux négatifs. La sensibilité
et la spécificité des tests sont des éléments
importants a prendre en compte au moment
d'en recommander l'implantation, de méme
que leur faisabilité en termes de temps, de
codts et de complexité des manipulations.

® Université de Montréal
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1. Soit g la probabilité qu'une personne
infectée passe a la catégorie des « retirés ».
Le modele SIR suppose que, tant qu'une
personne est dans la catégorie infectée,
elle est contagieuse.

a) Quel est le nombre moyen de jours de
contagion d'un infecté ?

b) Pour préciser l'interprétation du nombre
R, en relation avec le nombre moyen de
personnes susceptibles qu'une personne
contagieuse infectera au début de I'épidé-
mie, réécrire [(n+ 1) en termes de /(n) en
admettant qu'au départ, la proportion
S(n) de susceptibles est pratiquement
¢gale a 1. Puis, utiliser le résultat de la
partie a) pour estimer le nombre moyen de
personnes qu'une personne infecte.

2. Lle modéle discret SIR de propagation
d'une épidémie donne I'évolution des
catégories de susceptibles, infectés et
retirés (soit rétablis ou décédés). Dans ce
modéle on se donne I'évolution des caté-
gories du jour nau jour n+ 1 sous la forme
d'un systéme d'équations aux différences
formé des trois équations suivantes :

S(n+1) = S(n)- pS(n)/(n),
I(n+1)=1(n)+ pS(n)!(n)-q/(n),
R(n+1) = R(n)+q(n).

a) Sous des postulats raisonnables concernant
la variation des nombres de susceptibles,
infectés et retirés sur un petit intervalle
de temps At, transformer ce systeme en
un systeme d'équations différentielles
pour les populations de susceptibles, (1),
d'infectés, /1), et de retirés, R(t), au temps t.

b) Montrer que N = S(t)+/()+R(H est
constant dans le temps.

3. Dans le cadre de la méthode de dépistage
par groupe canado-rwandaise, supposons
que les 81 individus soient associés aux
points d'un hypercube {0, 1, 2}* et que
I'on teste en premiére ronde les tranches

x;=t. Supposons aussi quil y ait exac-
tement deux personnes/infectées dans
le groupe, ce qui conduit @ examiner
81x40 = 3240 cas.

a) Montrer que la condition (P) énoneée dans
I'article est vérifiée.

b) Soit k le nombre de valeurs de i pour
lesquelles on a deux tests positifs ‘de la
forme x; = s et x; = t. Montrer qu'il vy a
81x4 =324 cassi k=1, 81x12=972
cassi k=2,81x16=1296 cassi k=3, et
81x8 =648 cassi k= 4.

¢) Si k=1, montrer qu'il y a exactement deux
personnes infectées et qu'aucun test addi-
tionnel n'est nécessaire pour les identifier.

d) Si k = 2, montrer qu'on peut avoir entre
2 et 4 personnes infectées et donc que
quatre tests additionnels sont nécessaires
pour identifier tous les infectés.

e) Si k = 3, montrer qu'on peut avoir entre
2 et 8 personnes infectées et donc que
huit tests additionnels sont nécessaires
pour les identifier toutes.

f) Si k = 4, montrer qu'on peut avoir entre
2 et 16 personnes infectées et donc que
seize tests additionnels sont nécessaires
pour les identifier toutes.

4. Dans le dépistage de groupe on considére
I'algorithme de division binaire de la page
32 avec des rondes de tests successives
sur chaque moitié de sous-groupes ayant
donné un résultat positif. Dans la théorie
combinatoire du dépistage par groupe, on
suppose qu'on a exactement d infectés
et on s'intéresse au nombre maximum,
M (s), de tests nécessaires pour les identi-
fier dans le pire scénario. (Noter que, sous
I'hypothése, la premiére ronde est inutile.)

a) Montrer que M,(s) = s.
b) Montrer que M,(s) = 2s.



$

5. 0On considére I'algorith sion
binaire a trois rondes. Cal
du nombre de tests nécessaires pour iden-
tifier toutes les personnes infectées.

La démarche scientifique consiste a se
poser des questions et a utiliser les outils a
sa disposition pour tenter d'y répondre. Le
contexte suivant se préte bien a la formu-
lation de divers projets d'études et pourrait
déboucher sur plusieurs nouvelles questions.

Depuis le début de la pandémie de COVID-19,
le dépistage est effectué au moyen de tests
de haute précision, relativement colteux
et difficiles d'acces, dont le résultat se fait
parfois attendre pendant plusieurs jours. Y
aurait-il avantage a préconiser plutdt des
tests rapides, bon marché, peu précis mais
faciles a réaliser a la maison, autant de fois
que nécessaire ? C'est la question posée par
une équipe de chercheurs de Harvard et
rapportée dans un article de La Presse du
3 aolt 2020'.

L'épidémiologiste Michael Mina propose
que la Food and Drug Administration (FDA)
autorise aux Etats-Unis la mise en marché
d'un test maison complété en 15 minutes.
Un tel test produit beaucoup de faux né-
gatifs quand le virus est présent en faible
concentration. En revanche, il donne de bons
résultats pour les personnes ayant une forte
charge virale. Le coGt unitaire du test étant
inférieur @ 5%, une personne soupgon-
nant qu'elle a été exposée pourrait se tester
plusieurs fois par semaine sans avoir a visiter
une clinique de dépistage.

L'utilisation a grande échelle de tests
rapides et peu fiables pourrait-elle contribuer
significativement a contenir la pandémie

1. __https:/;vww.lapresse.ca/international/etats-unis/2020-08-03/covid-19-des-chercheurs-a-harvard-veulent-plus-de-mauvais-tests.php

6. Supposons qu'un test pour la_COVID-19
ait une chance sur 40 de donner un faux
positif pour un individu non infecté et une
chance sur 50 de donner un faux négatif
pour un individu infecté. Si la prévalence
de la maladie est de 29, calculer la pro-
babilité qu'un individu soit positif, sachant
que son test est positif.

en identifiant un plus grand nombre de
personnes contagieuses ? Le projet consiste
a explorer cette piste.

a) Contenir une épidémie, c'est controler
le taux de reproduction de base R, qui
correspond a peu prés au nombre moyen
de personnes qu'un individu porteur infec-
tera pendant sa période de contagion.

b) Se donner des hypothéses sur la fiabilité
des tests de haute précision et des tests
peu fiables. On peut explorer plusieurs
hypothéses ou encore faire des recherches
sur la fiabilité des tests existants.

c) Se donner des hypothéses sur le nombre
de personnes qui se feraient tester avec
I'un ou l'autre type de test.

d) Se donner des hypothéses sur le com-
portement des personnes en attente du
résultat d'un test de haute précision:
vont-elles se mettre en quarantaine ?

e) Tenter d'évaluer l'impact de ces diffé-
rentes hypotheses sur le coefficient R,

f) Y a-t-il d'autres facteurs a prendre en
compte ? Par exemple, |a stratégie portera-
t-elle fruit si les personnes économique-
ment faibles sont plus a risque de contracter
la maladie et ne veulent pas assumer le
colt des tests maisons? Et doit-on tenir
compte des effets psychologiques d'un
faux positif ou sociétaux d'un faux négatif?

g) Peut-on élaborer une stratégie a proposer
a la santé publique ?

3 ‘ Accromoth ol 15 « 6t¢ - automne 2020
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Le congres

mﬁ’ubr/que des I

Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences
et Technologies de Lille

Il s'agit a nouveau d'un probléeme de
chapeaux. Le congrés annuel des myopes
se réunit. Un jeu est organisé avec 11 des
congressistes. Aprés quelques minutes de
discussion, pendant lesquelles les 11 myopes
ont pu convenir de la stratégie qu'ils allaient
utiliser, I'arbitre du jeu pose un chapeau noir
ou rouge sur la téte de chacun et dispose les
joueurs en cercle de telle facon que :

- Le myope 1 voit le chapeau du myope 11
et lui seulement ;

- Le myope 2 voit le chapeau du myope 1 et
|ui seulement ;

- Le myope 3 voit le chapeau du myope 2
et lui seulement ;

- Le myope 11 voit le chapeau du myope 10
et lui seulement.

Simultanément, chacun des 11 myopes
indique la couleur du chapeau qu'il pense
porter. I a été convenu que l'ensemble des
11 joueurs gagnait le droit de revenir gratui-
tement au congres l'année suivante si I'un
d'eux au moins donnait la bonne réponse.

En répondant au hasard, ils ont peu de chance
de perdre, mais l'arbitre a pu les espionner
pendant qu'ils parlaient avant I'épreuve et il
est possible qu'il exploite ce qu'il a entendu
pour les faire perdre. Pourtant, méme dans
un tel cas, les 11 joueurs sont certains de
gagner. Quelle stratégie ont-ils convenu qui
assure a 100 % que l'un d'eux (au moins)
proposera la bonne couleur pour le chapeau
qu'il porte ?

L'existence d'une telle stratégie peut vous
sembler paradoxale (puisque I'arbitre fait ce
qu'il veut et qu'il a entendu la discussion des
11 myopes), pourtant elle ne I'est pas et en
recherchant un peu vous la découvrirez.

Plus étonnant, et maintenant on est encore
plus proche d'un paradoxe, jattends des
lecteurs qu'ils résolvent un second probléme :

- Prouvez que si I'un des myopes est en réalité
un aveugle, alors cette fois aucune stratégie
convenue a l'avance ne peut fonctionner
dans 100% des cas. Notez bien que, comme
précédemment, on ne demande aux joueurs
que de s'arranger pour qu'au moins I'un
d'eux devine correctement la couleur du
chapeau qu'il porte.

Cette seconde partie du probleme consiste

a démontrer ce qu'on nomme un « résultat

négatif ». L'histoire des mathématiques en

compte de nombreux : la démonstration
découverte par les savants grecs que Np)
n'est pas un nombre rationnel (c'est-a-dire
qu'il n'existe pas deux entiers p et g, tels que

V2 = plg) est sans doute le premier résultat

de ce type. Ici, il faut démontrer qu'aucune

stratégie de jeu n'est possible si la ronde des

11 personnages est composée de 10 myopes

et 1 aveugle.



Solution du paradoxe précédent

Les chapeaux alignes

Des étudiants en logique au nombre de N sont sou-
mis a un test. On leur explique qu'on va les aligner les
uns derriére les autres, tous tournés vers la droite. On
posera sur leur téte un chapeau rouge ou bleu tiré au
hasard. L'étudiant le plus a gauche pourra voir tous les
chapeaux sauf le sien ; celui placé devant lui pourra
voir tous les chapeaux sauf le sien et celui de I'étudiant
placé derriere lui. Plus généralement, I'étudiant placé
en position &, a partir de la gauche, pourra voir tous les
chapeaux des étudiants k+ 1, k+2, etc. jusqu'au dernier
le plus a droite, mais aucun autre. On interrogera
chaque étudiant sur la couleur du chapeau qu'il a sur la
téte et on leur distribuera ensuite autant d'ordinateurs
portables qu'ils auront donné de bonnes réponses.
On précise encore qu'avant de se mettre en rang les
étudiants sont autorisés a discuter entre eux pour
convenir d'une stratégie de réponses, mais qu'une fois
alignés les chapeaux seront placés au hasard et qu'ils
ne pourront plus avoir d'échanges. Derniére précision :
on interrogera les étudiants a voie haute et ils répon-
dront, a voie haute, sur ce que chacun croit étre la couleur
de son chapeau, en commencant par I'étudiant le plus a
gauche et en terminant par celui le plus a droite.

L'étudiant Alonso dit : « nous pouvons étre certains de
gagner un ordinateur chacun, sauf peut-étre l'un de
nous ». Il semble impossible que les N étudiants puissent
gagner de maniere certaine N-1 ordinateurs et peut-
étre N ! Pourtant, Alonso est un trés bon étudiant qui
ne se trompe jamais. Quelle est I'idée d'Alonso ?

A

/d -

774, .

Solution

La solution se fonde sur la transmission d'étudiant en
étudiant de I'information sur la parité (pair ou impair)
du nombre de chapeaux rouges placés a partir de lui
(en comptant son chapeau). Plus précisément :

- ['étudiant 1 (le plus a gauche) indique rouge pour son
chapeau si le nombre de chapeaux rouges qu'il voit
est pair et il indique bleu sinon. Il a une chance sur
deux de gagner.

- L'étudiant 2, s'il voit devant lui un nombre de cha-
peaux rouges qui a la méme parité que le nombre
de chapeaux rouges qu'a vu I'étudiant 1 (ce qu'il sait
puisqu'il a entendu la réponse de I'étudiant 1), est
certain d'avoir sur la téte un chapeau bleu, et sinon,
d'avoir sur la téte un chapeau rouge. Il répond confor-
mément a sa déduction et ne peut pas se tromper.

- l'étudiant 3, qui connait la parité du nombre de cha-
peaux rouges parmi les chapeaux 2, 3, ..., k), et qui sait
si I'¢tudiant 2 a un chapeau rouge ou pas (car il a en-
tendu sa réponse), connait donc la parité du nombre
de chapeaux rouges des étudiants des rangs 3 a M.
Comme il voit aussi tous les chapeaux des rangs 4 a
N, il en déduit la couleur de son chapeau.

- De proche en proche, tous les étudiants du deuxieme
jusqu'au dernier donnent la bonne couleur pour leur
chapeau. Au total, tous, sauf peut-étre le premier, de-
vinent correctement la couleur de leur chapeau. Le
premier a seulement une chance sur deux d'avoir bon.

En résumé :
- Une fois sur deux, les étudiants emporteront N
ordinateurs,

- Et une fois sur deux, ils en emporteront N-1.

8 ‘ Accromoth ol 15 « 6t¢ - automne 2020
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Le triangle de Pascal

1. En allumant la tablette électronique que
ses six enfants viennent de lui offrir en
cadeau, Jérobme voit apparaitre :

I
Code d'acces

[l décide d'utiliser, selon I'ordre de leur
naissance, la premiére lettre des prénoms
de ses enfants et il écrit:

(AIBIC|D| E| F)
Code d'acces

Sa fille ainée Alice lui fait remarquer qu'il
doit changer son code régulierement par
mesure de sécurité. Jérdbme décide alors de
changer I'ordre des lettres a chaque mois.
Pendant combien de temps pourra-t-il
appliquer cette méthode pour obtenir un
code qu'il n'a pas utilisé précédemment ?

2. Pour entrer sur un site, on vous demande
de choisir un code d'accés formé de cing
des huit symboles suivants sans qu'un
de ces symboles soit répété dans le code.
Déterminer le nombre de codes qu'il est
possible de former.

@#S % ? & * &

Y I I
Code choisi

3. Exprimer le résultat du numéro précédent
a I'aide de la notation factorielle.

4. Supposons que vous devez former un code
de ksymboles en choisissant parmi n sym-
boles distincts sans répétition. Exprimer le
nombre de résultats possibles a I'aide de la
notation factorielle.

L | | | L J

5.Vous devez former un sous-ensemble de
cing symboles de I'ensemble suivant.

{@’ #’ $’ %, ?’ &’ *, :l:}

Combien de sous-ensembles pouvez-vous
former?

6. Supposons que vous devez former des
sous-ensembles de k symboles en choi-
sissant parmi n symboles distincts sans
répétition. Exprimer le nombre de résultats
possibles a I'aide de la notation factorielle.

7. Considérons la forme d'un octuplet

oo )

Combien d'octuplets comportant cing o et
trois b peut-on écrire ?

. Dans le développement de (o + b)®, déter-

miner le coefficent du terme a°b3.

.Une épreuve de Bernoulli est une expé-

rience aléatoire comportant deux résultats:
le succes, de probabilité p, et I'échec, de
probabilité g = 1-p. En répétant I'épreuve
n fois, la probabilité d'obtenir x succes est
donnée par

f0={7) oo™

Calculer la probabilité d'obtenir 3 fois le 6
en lancant un dé 8 fois de suite.

La formule magique
1. Retrouvez la formule

qui permet de calculer le rayon du cercle
médian dans une portion de sphere -
voir la figure ci-contre.

2. Trouvez une formule similaire a la formule

magique pour calculer l'aire d'un trapéze
en utilisant L,, L,, et h, qui sont respec-
tivement les longueurs des deux arétes
paralléles, la longueur médiane paralléle
aux deux arétes et la hauteur du trapeze.

Les simplexes de Pascal
1. Déterminer le coefficient du terme a3b?c?

dans le développement du trindbme
(a+ b+ 0.

2. Déterminer le coefficient du terme @363

dans le développement du trinbme
(a+ b+ 0°.

n
3. Montrer que le nombre (k1,k2,k3) du

3-simplexe de Pascal est égal a la somme

des trois nombres « au-dessus » de lui.
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