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La journée internationale des mathématiques du 14 mars 2021 aura 
pour thème « Les mathématiques pour un monde meilleur ». Des 
articles de ce numéro et du numéro antérieur s’y inscrivent bien et 
pourront être utilisés pour des activités en classe. 
Au cours des derniers mois, nous avons été témoins du recours à 
la statistique pour décider de la mise en place de mesures de santé  
publique. Cette collaboration n’est pas nouvelle et l’article Statis-
tique et santé publique présente les contributions de quelques  
précurseurs de l’utilisation de la statistique pour déterminer des  
mesures appropriées pour la santé de la collectivité.
Dans Modéliser le réchauffement climatique, France Caron nous 
sensibilise à l’importance de la modélisation et de la simulation pour 
mieux comprendre les impacts de l’émission des gaz à effet de serre 
et en organiser la réduction en fixant des cibles à atteindre.
Si l’on peut arriver à un certain consensus sur les réductions globales, 
la répartition équitable de ces réductions est un autre problème en  
soi. Or, les mathématiques constituent un formidable outil pour faire 
progresser l’équité. Dans Partage équitable bis, Christiane Rousseau 
présente des façons de procéder pour que toutes les personnes recevant  
une part d’un loyer ou d’un héritage aient le sentiment de recevoir 
une juste part. Cela s’applique même au partage d’un gâteau!
Car les mathématiques ont aussi un côté ludique dont on peut se  
réjouir. Dans Mappemondes vidéoludiques : entre design et topolo-
gie, Jean-François Gagnon analyse les déplacements dans le jeu vidéo  
à succès Final Fantasy IV. Comment se représenter l’univers de ce jeu 
vidéo à partir de ces déplacements sur un écran plat ? La topologie 
est appelée à la rescousse pour construire une représentation 3D de 
cet univers.
Lambert De Monte et Christian Genest, nous amènent À la recherche 
de la Rondurie, le pays le plus rond de la planète. Le classement  
final dépend à la fois de la projection cartographique utilisée et de la  
mesure de « rondeur » choisie.
Avec un problème tout simple, Les deux paires de chaussettes, 
Jean-Paul Delahaye nous présente un nouveau paradoxe qui nous 
fait  joliment douter de nos intuitions probabilistes.

Bonne lecture
André Ross

Éditori  l
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Au cours des derniers mois, les méthodes statistiques ont permis d’orienter 
la mise en place des mesures de santé publique. La collaboration statistique 

et santé publique n’a pas débuté avec la pandémie de 2020; elle remonte  
à John Graunt qui est né il y a 400 ans, en 1620. Cet article présente les  

contributions de quelques-uns de ceux qui, comme lui,  
ont été des précurseurs.

Première table  
d’espérance de vie
En espérant développer une méthode pour 
détecter l’apparition de la peste à Londres, 
John Graunt analyse les registres de morta-
lité de la ville publiés une fois par semaine 
dans la capitale anglaise. 

En analysant ces données et en effectuant 
divers calculs, il dresse ce qui est considé-
ré comme la première table d’espérance de 
vie. Le tableau ci-contre reproduit les valeurs  
publiées par Graunt.

On note que ce tableau repose 
sur une probabilité conditionnelle 
de survie. Graunt considère que 
la probabilité d’être vivant à l’âge  
T + 10 ans sachant qu’il  a survécu 
jusqu’à l’âge T est constante et que 
cette constante est 5/8. En notant 
Pr la probabilité, on a : 

T TPr(vivre à 10 | )
5
8

,+ =

qui se lit « la probabilité qu’un  
individu vive à l’âge T + 10 si il a 
survécu jusqu’à l’âge T est égale  
à 5/8 ».

Ainsi, 

× =

× =

×

= ≈

Pr(vivre à 16|6)=
5
8

64 40,

Pr(vivre à 26|16)=
5
8

40 25,

Pr(vivre à 36|26)=
5
8

40

15,625 16.

. . .

Graunt exprime ses résultats en pourcentage, 
arrondis à l’entier, en expliquant que : 

« ...les gens ne meurent pas  
selon des proportions exactes  

ni en fractions. »  

Graunt a aussi produit la première estima-
tion de la population d’une ville sur des bases 
statistiques. Il a ainsi posé les fondements de 
la démographie et de l’utilisation de la statis-
tique à des fins sociales. 

André Ross 
Professeur retraité

Statistique et santé publique
John Graunt
John Graunt est né 
à Londres le 24 avril 
1620 et est mort le 18 
avril 1674. Son père, 
un tisserand originaire 
du Hampshire, s’était 
établi à Londres.  Graunt suit les traces de 
son père et à 21 ans, il est maître dans la 
Corporation des Drapiers. Il travaille dans 
l’atelier de son père jusqu’au décès de  
celui-ci en 1662. Il prend alors la tête de 
l’entreprise et son succès financier en 
fait une personnalité en vue de la société  
londonnienne. Il perd tous ses avoirs dans 
le Grand incendie qui ravage le centre de 
la ville de Londres du dimanche 2 sep-
tembre au mercredi 5 septembre 1666.

Graunt a développé les premières méthodes 
d'analyse statistique et de recensement, 
qui constituent les bases de la démogra-
phie moderne. 
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Statistique et santé publique  |  André Ross  •  Professeur retraité

Ses travaux et réflexions ont été publiés sous 
le titre Natural and Political Observations on 
Bills of Mortality (Observations naturelles et 
politiques des bulletins de mortalité). Graunt a 
consacré plusieurs années de sa vie à dresser  

Les certificats de décès étaient compilés 
mensuellement et comportaient plusieurs 
détails comme l’heure et la date du décès. 
Ces données, fournies par Caspar Neumann1, 
n’avaient jamais été soumises à une analyse 
statistique et l’information contenue dans 
ces dossiers était complète pour une période 
de cinq années consécutives.

Le tableau de la page suivante donne la com-
pilation en fonction de l’âge du nombre de 
personnes vivantes lors de cette étude. Voici  
quelques-unes des observations de Halley. 

1. Le nombre de naissances à Breslau était en 
moyenne de 1 238 naissances par année 
et le taux de mortalité de 1 174 décès par 
année. Parmi ces 1 238 naissances, il y 
avait 238 décès dès la première année. 

Statistique et santé publique
de véritables statistiques de sa ville natale  
au sens moderne du terme. Son étude de 
la population londonienne du XVIIe siècle  
portait sur la mortalité, la fécondité, les  
mariages et la migration. Il fit aussi des  
observations d’ordre épidémiologique et éco-
nomique. L’approche de Graunt visait entre 
autres l’élaboration de politiques sociales par 
les autorités. 

Son ouvrage fut réédité cinq fois, de 1662 à 
1676. Graunt reste l’un des premiers experts 
en épidémiologie, dans la mesure où son  
essai était principalement consacré aux  
statistiques de santé publique.

Halley, statistiques  
de Breslau
Edmond Halley considérait que le calcul de 
l’espérance de vie effectué par Graunt à par-
tir des chroniques nécrologiques de la ville de 
Londres était entachée d’un biais important 
à cause de la grande fluctuation de la popu-
lation londonnienne. La cité était en pleine 
croissance et le nombre de gens qui partaient 
des campagnes pour immigrer à Londres 
pouvait fausser les conclusions de l’analyse, 
puisque la natalité n’était pas la seule cause 
de la croissance de la population.  

Halley se mit à la recherche d’une ville où la 
population était relativement stable, dont la 
variation était due simplement aux taux de 
natalité et de mortalité. Il fallait de plus que 
les certificats de naissance et de décès soient 
émis et conservés pour tous les citoyens. La 
ville de Breslau (aujourd’hui Wroclaw) en  
Pologne répondait aux exigences de Halley.  

Edmond Halley
L’astronome, ingénieur et scienti-
fique pluridisciplinaire britannique  
Edmond Halley est né le 8 novembre  
1656 dans un village voisin de Londres 
et il est mort le 25 janvier 1742. Le 
père de Halley est un riche savon-
nier et marchand de sels qui a bâti 
sa fortune sur les récentes horreurs  
de la peste bubonique, épidémie qui 
a donné aux Londoniens le goût de 
l’hygiène corporelle. Il consacre beaucoup d’argent à l’éducation 
de son fils qui manifeste une grande curiosité et un vif intérêt pour 
la science. Son intérêt pour l’astronomie fait suite à l’apparition  
spectaculaire dans le ciel londonien des deux grandes comètes 
de 1664 et 1665. La superstition populaire rendait la première  
responsable de la grande peste de Londres et la seconde du grand 
incendie qui ravagea la capitale.

Halley fut surtout connu pour avoir le premier déterminé la  
périodicité de la comète de 1682, soit environ 76 ans, en conjec-
turant que c’était la même comète que celles de 1531 et 1607 
et en prédisant son retour en 1758. Lors du retour de cette co-
mète, le 13 mars 1759, elle est baptisée de son nom. C’est l’une des 
rares comètes qui portent un autre nom que celui de la première  
personne qui l’a observée.

1.	� Caspar Neumann était un pasteur luthérien 
et professeur de théologie et d’hébreu né à 
Breslau en 1648.
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2. �Sur les 1 238 naissances annuelles, 
à peine 692 enfants atteignaient 
l’âge de sept ans, soit un taux de 
mortalité infantile d’environ 44 %.

3. �Le nombre de décès pouvait être 
établi pour chaque groupe d’âge. 
Ainsi, entre 9 et 25 ans, le taux 
de mortalité est d’environ 1% par 
année.

4. �Halley a également montré com-
ment calculer la probabilité qu’un 
individu d’un âge donné vive une 
année de plus ou jusqu’à un âge 
quelconque. Il prit l’exemple d’un 
homme de 40 ans. Il y a dans ses 
relevés 445 individus de 40 ans et 
il ne reste que 377 individus de 47 
ans. Il considère alors que la pro-
babilité qu’une personne de 40 ans 
vive jusqu’à 47 ans est :

377
445

0,847 191 ... 84,7%.= =

Halley se demande également : si on 
considère un individu d’un âge donné,  
à quel âge ses chances d’être en-
core vivant sont-elles de 50 % ? Par 
exemple, si on considère dans sa table 
un individu de 25 ans, il y en a 567  
et parmi ceux-ci, 282 atteindront  
l’âge de 57 ans. La probabilité qu’un 
individu de 25 ans atteigne l’âge de 57 
ans est donc de 50 %.

5. �Halley constate de plus que sur les  
1 238 naissances, il reste 616 personnes 
vivantes à l’âge de 17 ans. La moitié des 
personnes décèdent donc avant d’avoir  
17 ans.

Les analyses de Graunt et de Halley ont per-
mis de mettre en évidence de l’information 
cachée dans l’ensemble des données. C’est le 
rôle du statisticien de recueillir des données  
et de mettre en évidence l’information qui s’y 
cache. Ces études sur les taux de mortalité  
ont été approfondies par les compagnies 
d’assurance-vie qui ont commencé à se  
former à la fin du XVIIe siècle.

Bernoulli et l’inoculation
En avril 1760, l’Académie Royale des Sciences 
de Paris présente en lecture publique Es-
sai d’une nouvelle analyse de la mortalité  
causée par la petite vérole2, et des avantages 
de l’inoculation pour la prévenir de Daniel 
Bernoulli. À cette époque, la variole fait des 
ravages en Europe. Dans l’empire ottoman, 
on pratique déjà l’inoculation qui consiste 
à infecter une personne avec une forme  
atténuée de la maladie. La femme de l’ambas-
sadeur de Grande-Bretagne à Constantinople  
(aujourd’hui Istanbul) rapporte cette pratique 
en Angleterre où les résultats sont mitigés à 
cause entre autres d’un protocole d’inocu-
lation différent de celui utilisé en Turquie.  
Le débat sur la pertinence de l’inoculation 
fait rage. 

Daniel Bernoulli a alors l’idée de consulter les 
données compilées par Halley pour la ville de 
Breslau et d’en filtrer l’information cachée  
concernant la variole. Il étudie ces données et 
cherche à en extraire une estimation quanti-
tative des avantages et désavantages de l’ino-
culation antivariolique. Il note ξ(x) le nombre 
de survivants au temps x et sachant que 
χi(1) = 1 000, par interpolation, détermine  
ξ (0) = 1 300. Il considère que la population 
peut être scindée en deux groupes. Ceux qui 
sont « immunisés » car ils ont déjà été affectés  
par la maladie et ceux qui n’ont pas eu la  
maladie et qui sont donc « susceptibles  » 
d’être infectés. Il connaît les estimations, 
pour l’époque : 

•	 le taux d’attaques de la variole par année 
et par susceptible, β = 1/n ≈ 1/8,

•	 la proportion de personnes contaminées 
qui décèdent de la variole,  ν = 1/m ≈ 1/8,

•	 la proportion de personnes qui meurent 
des suites de l’inoculation, soit 1/N ≈ 1/2003. 

DossierHistoire
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DONNÉES DE BRESLAU
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80
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An Survivants

2 .	�La petite vérole désignait la variole et la 
grande vérole désignait la syphilis.
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En notant µ la proportion de personnes  
décédées d’autres causes que la variole, son 
modèle est le suivant.

À l’aide de cette information, il répartit  
les survivants de chacune des années en 
deux sous-groupes, les susceptibles et les  
immunisés. Il calcule alors le nombre de  
personnes infectées durant l’année en pre-
nant la moyenne des susceptibles de l’année 
courante et de l’année précédente multipliée 
par le taux d’attaques de la variole. On peut 
lire le résultat de cette répartition de 0 à 24 
ans dans le tableau en bas de la page à droite. 

Daniel Bernoulli calcule qu’en inoculant 
toute la population, l’espérance de vie pas-
serait de 26 ans et 7 mois à 29 ans et 7 mois, 
soit un gain moyen de trois ans. Ce n’est pas 
le seul avantage de l’inoculation, comme on 
le constate sur le graphique ci-dessous : il y 
a une augmentation de l’âge médian de la 
population d’environ 14 ans, soit d’environ 
11,25 à 25,5 années.

Statistique et santé publique  |  André Ross  •  Professeur retraité

Daniel Bernoulli
Le deuxième fils de Jean Bernoulli,  
Daniel, est né aux Pays-Bas, le 8 février 
1700. Il est mort à Bâle le 17 mars 1782. 
En 1705, la famille déménage à Bâle 
en Suisse. Jean apprend, au cours de 
ce voyage, que son frère Jacques vient 
de décéder de la tuberculose. Dès son  
arrivée, il entreprend les démarches pour 
lui succéder comme professeur de mathématiques à l’université 
de Bâle.

Daniel entame des études en médecine à l’université de Bâle et 
complète son doctorat en 1720, tout en se familiarisant avec les 
travaux de son père.

En 1734, Daniel Bernoulli et son père soumettent chacun un 
texte pour le Grand prix de l’Académie des sciences. Les deux sont  
déclarés gagnants conjointement. Furieux de la concurrence 
de son fils, Jean le chasse de la demeure familiale. Par la suite,  
Daniel accorde de moins en moins d’importance à ses recherches 
en mathématiques pour se consacrer à des recherches en méde-
cine et en économie. 

Susceptibles Immunisés

Décédés de 
causes diverses

autres que
la variole

Décédés de 
causes diverses
ou de variole

µ, proportion 
de décès
sauf de la variole 

Proportion 
de décès au total
(divers + variole) 

Proportion 
d’infectés survivants

µ+βv = µ+ 1
8
× 1

8

β(1–v)= 1
8

1– 1
8

s(x) z(x)

1 300
1 000

855
798
760
732
710
692
680
670
661
653
646
640
634
628
622
616
610
604
598
592
586
579
572

0
104
170
227
275
316
351
381
408
433
453
471
486
500
511
520
528
533
538
541
542
543
543
542
540

DONNÉES DE BRESLAU RÉPARTIES

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

An Survi-
vants

1 300
896
685
571
485
416
359
311
272
237
208
182
160
140
123
108
94
83
72
63
56

48,5
42,5

37
32,4

137
99
78
66
56
48
42
36
32
28

24,4
21,4
18,7
16,6
14,4
12,6
11,0
9,7
8,4
7,4
6,5
5,6
5,0
4,4

17,1
12,4
9,7
8,3
7,0
6,0
5,2
4,5
4,0
3,5
3,0
2,7
2,3
2,1
1,8
1,6
1,4
1,2
1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5

Suscep-
tibles

Infec-
tés

Décès
Variole

Immu-
nisés

1 400

1 200

1 00

800

600

400

200

0

État naturel

État sans variole

20 40 60 80
Époque

≈1
4 a

ns

Su
rv

iv
an

ts

3. �Les valeurs de n = 8, de m = 8 et de N = 200,  
du taux d’attaques, du taux de mortalité 
dû à la variole et du taux de mortalité dû 
à l’inoculation sont des estimations faites 
par Bernoulli à partir des statistiques de 
l’époque.
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Comment arrive-t-on à fixer des cibles à atteindre  
pour la réduction de gaz à effet de serre ? Quel est l’impact de les négliger ? 

Ou même d’en dévier un peu ? Pour répondre à de telles questions,  
on gagne à se tourner vers la modélisation et la simulation.

Un monde en profond  
changement 
Pour avoir une idée de ce que nous réserve 
l’avenir, il est souvent d’usage d’extrapoler à 
partir du passé. Une telle approche ne peut 
suffire lorsque des changements importants 
modifient en profondeur la structure du  
système étudié.  Il nous faut alors étudier de 
plus près les différentes dynamiques en jeu. 

C’est le cas avec les changements clima-
tiques qui résultent de l’impact des activités 
humaines sur l’environnement.  Quand on 
considère l’ensemble des dynamiques qui ré-
gissent les conditions sur notre planète, il est 
clair qu’il s’agit d’un système extrêmement 
complexe et qu’il faut pour le comprendre  
cibler ce qui nous intéresse en le mettant en 
relation avec les éléments susceptibles de 
l’influencer. 

De tous les phénomènes associés aux chan-
gements climatiques, nous avons choisi  
d’examiner de plus près le réchauffement 
planétaire. Un des éléments susceptibles 
d’influencer la température est la quantité 
des gaz à effet de serre dans l’atmosphère, 
parmi lesquels le CO2 est dominant. Ce gaz, 
présent dans la nature et nécessaire à la  
photosynthèse des plantes, a vu sa concen-
tration dans l’atmosphère augmenter de  
façon importante avec la combustion des 

énergies fossiles. Pour mieux comprendre la 
perturbation climatique que cela engendre 
et les effets des restrictions éventuelles, on 
gagne à considérer le cycle du carbone qui 
se déploie sur notre planète, c’est à dire  
l’itinéraire que parcourt le carbone dans les 
différentes composantes du système terrestre.  
Pour modéliser ce système complexe, il peut 
être intéressant d’adopter l’approche de la 
dynamique des systèmes (voir encadré).

Un modèle simple  
du cycle du carbone
Au regard du cycle du carbone, la planète 
Terre peut être vue comme un système fait 
de cinq réservoirs  : la biosphère terrestre, 
l’atmosphère, le sol (lithosphère), l’océan de 
surface et l’océan profond (hydrosphère). 

Cette représentation est à la base du modèle  
simple que proposait en 2005 le professeur 
émérite William M. White de l’Université  
Cornell à ses étudiants en sciences de la terre.

Le modèle proposé fait l’hypothèse qu’en 
l’absence de combustion des énergies  
fossiles, le carbone circule dans un système 
fermé et à l’équilibre. Ça ne veut pas dire que 
rien ne s’y passe ou qu’il n’y a aucune varia-
bilité saisonnière ou entre les régions. Mais 
de façon globale, à l’échelle de la planète et 
pour une période couvrant quelques siècles 

France Caron 
Université de Montréal
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voire quelques milliers d’années, le mouve-
ment est passablement le même d’une année 
à l’autre, et les stocks de carbone dans les  
réservoirs restent à peu près stables. Voyons 
comment en examinant de plus près la façon 
dont le modèle caractérise le déplacement du 
carbone entre les différents réservoirs.

deux autres qu’il leur en refile, maintenant  
donc constante la quantité de carbone 
contenue dans chaque réservoir. En fait, c’est 
même la connaissance (ou, plus justement, 
l’hypothèse) de l’équilibre qui a permis de  
déterminer certaines des « données » présen-
tées ci-haut. 

Regardons à présent ce qui se passe du côté de 
l’océan. On peut conceptuellement le diviser  
en deux réservoirs de carbone  : l’océan de 
surface et l’océan profond.  

1.	� Une gigatonne correspond à un milliard  
de tonnes : 1 Gt = 109 tonnes = 1012 kg.

		   Modéliser  
le réchauffement climatique 

Considérons d’abord la triade terrestre du 
modèle, constituée de l’atmosphère, de la 
biosphère terrestre, et de la lithosphère (ou 
sol). La version la plus simple du modèle 
proposé par White considère constants les 
flux annuels entre ces réservoirs. Le schéma  
ci-dessous montre les valeurs attribuées 
aux différents flux annuels (55 ou 110 giga-
tonnes / année) entre les réservoirs que sont 
l’atmosphère, la biosphère et la lithosphère; 
ces trois réservoirs contiennent respecti-
vement 750, 575 et 1400 gigatonnes1 de  
carbone, toujours selon ce modèle.

Si la biosphère terrestre absorbe chaque  
année 110 gigatonnes (Gt) de carbone de  
l’atmosphère pour la photosynthèse, elle 
lui retourne en revanche 55 Gt par la res-
piration des animaux et végétaux. La mort  
de ceux-ci transfère annuellement 55 Gt de 
carbone au sol, tandis que la décomposition 
en relâche tout autant du sol à l’atmosphère.  
En somme, au sein de cette triade, le modèle 
suppose que dans une année, chacun des  
réservoirs absorbe autant de carbone des 

Atmosphère Biosphère

Sol

Respiration

Photosynthèse

MortDécomposition

750
110

55

55

55 1 400

575

La dynamique des systèmes
La dynamique des systèmes, conçue par Jay W. Forrester, est une 
façon d’aborder l’étude d’un système complexe en considérant les 
relations entre différentes composantes qui interagissent entre 
elles, possiblement avec un délai ou des boucles de rétroaction. 
On représente souvent de tels systèmes comme des ensembles de 
réservoirs communiquant entre eux. En décrivant le mouvement 
de substances (ou de populations) depuis, vers ou entre ces diffé-
rents réservoirs (ou compartiments) et en définissant des valeurs 
initiales pour le contenu de chacun de ces réservoirs (ou stock), on 
peut construire un modèle qu’il est possible de simuler. Les mou-
vements (ou flux) sont décrits par la quantité de substance entrant 
dans ou sortant d’un réservoir par unité de temps. Ces quantités 
peuvent dépendre de différents éléments du système.

Si tous les mouvements se font d’un réservoir à l’autre, le système 
est dit fermé. S’il peut entrer quelque chose dans un réservoir qui 
provient de l’extérieur du système ou s’il est possible que quelque 
chose sorte du système depuis l’un de ses réservoirs, le système 
est dit ouvert.  
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Les transferts de carbone entre les deux 
couches de l’océan s’expliquent d’abord par 
la circulation océanique, où les écarts de tem-
pérature, de densité, de salinité ainsi que la 
rotation de la terre, engendrent selon le lieu 
géographique des mouvements de plongée 
(des eaux de surface, froides, salées et riches 
en CO2) ou de remontée (des eaux profondes, 
chaudes, moins salées et moins riches en 

CO2). La «  pompe biologique  » constitue un 
autre mécanisme qui fait passer le carbone 
de l’océan de surface à l’océan profond  :  
ici, le carbone absorbé par la photosynthèse 
des plantes aquatiques de l’océan de surface 
se transmet aux autres organismes vivants 
qui se succèdent dans la chaîne alimen-
taire, et finit par aboutir aux matières inertes  
associées aux sédiments de l’océan profond. 

Reflétant essentiellement la dynamique de 
l’océan comme écosystème, la pompe biolo-
gique est d’abord considérée dans le modèle 
proposé comme un flux de carbone constant, 
de 4 Gt par année. En revanche, les flux  
annuels de carbone associés à la plongée et 
à la remontée, sensibles à la concentration 
en carbone, sont définis de façon relative aux 
stocks de carbone dont ils émanent  : 3/100 
du stock de carbone de l’océan de surface 
pour la plongée et environ 7/10 000 du stock 
de carbone de l’océan de surface pour la  
remontée. Ainsi, comme 

4 + 0,03×750 ≈ 0,0007048 ×37600, 

le modèle nous présente l’océan dans un état 
initial d’équilibre, si l’on ne considère pas ses 
échanges avec l’atmosphère. 

De leur côté, les échanges gazeux entre 
l’océan de surface et l’atmosphère peuvent 
aller dans les deux sens. Considéré dans le 
modèle comme proportionnel à la diffé-
rence des stocks de carbone dans ces deux 
réservoir, le flux va du réservoir avec la plus 
grande quantité de carbone vers celui qui en 
a le moins. Comme l’intensité du flux dépend 
de l’importance de cette différence, on peut 
voir dans cette relation une application de la 
loi de diffusion de Fick (voir encadré), si l’on 
suppose que le volume de l’océan de sur-
face a été défini de façon telle que la simple 
comparaison des stocks puisse se substituer 
à celle des concentrations. Le coefficient de 
diffusion utilisé par White (1/75) reflète à la 
fois la surface d’échange entre les réservoirs 
et l’efficacité de cet échange. 

DossierPlanète Terre

Océan de surface

Océan profond

Atmosphère

Échanges
gazeux

Remontée

Pompe
bio.

Plongée

750750

37 600

La loi de diffusion de Fick (1855)
La première loi de diffusion de Fick postule que le flux de diffusion 
J d’une substance va des régions de forte concentration vers les 
régions de faible concentration, avec une ampleur proportionnelle 
à la différence des concentrations (c). De façon continue, pour un 
flux qui s’écoule dans une dimension :

J = −k
dc
dx

,

où J correspond à la quantité de substance traversant une unité de 
surface par unité de temps et où k est le coefficient de diffusion. 
En 3D, le flux de diffusion s’exprime par un vecteur et la variation 
de concentration par un gradient : 

J = −k∇c .

Dans une dynamique de réservoirs et de stocks, on peut consi-
dérer que le flux de diffusion d’un réservoir à l’autre correspond 
aux échanges qui se font à travers la surface qui sépare les deux 
milieux. 

S

cA cB

La loi de Fick peut alors s’exprimer ainsi :

J = −k̂ (cA − cB ),

où k̂  est proportionnel à l'aire de la surface S.
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Or, ici, comme les stocks associés à l’océan de 
surface et à l’atmosphère ont la même va-
leur initiale, le flux demeure nul et les deux 
réservoirs maintiennent leur stock de 750 Gt 
de carbone. Par conséquent, autant dans les 
mers que sur les terres, l’équilibre est mainte-
nu dans le modèle. Jusqu’à ce qu’on y consi-
dère l’impact de l’activité humaine …

Un équilibre rompu
Extraits par l’homme des profondeurs 
de l’océan ou du sol et émettant, par la  
combustion qu’on en fait, du CO2 dans  
l’atmosphère, les combustibles fossiles 
constituent un apport extérieur au cycle 
du carbone. Leur utilisation transforme ce  
système fermé en un système ouvert, et  
perturbe l’équilibre qui avait été atteint en 
cette période interglaciaire. Pour apprécier 
l’ampleur de cette perturbation, il nous faut 
retourner aux données.

Depuis 1950, les émissions mondiales  
annuelles de CO2 ont presque été multipliées 
par 6, passant de 6,4 Gt/année à plus de 36 
Gt/année. Comme le carbone constitue 12/44 
de la masse du CO2, cela signifie que l’ajout 
annuel de carbone dans l’atmosphère lié aux 
émissions de CO2 est passé dans les 70 der-
nières années de 1,75 Gt/année à presque  
10 Gt/année. Quand on additionne tout ce 
carbone envoyé dans l’atmosphère en 70 ans, 
c’est près de 400 gigatonnes de carbone que 
les émissions de CO2 produites par la com-
bustion des énergies fossiles ont introduites 
artificiellement dans le cycle du carbone.

Durant cette même période, on a par ailleurs  
constaté que la concentration en CO2 de  
l’atmosphère est passé de 310 parties par 
millions (ppm) à 410 parties par millions. 
Comme il est établi que 1 ppm de CO2 dans 
l’atmosphère correspond à 7,81 Gt de CO2 et 
donc à 2,13 Gt de carbone, les 100 ppm de 
CO2 additionnels correspondent à 213 Gt de 
carbone supplémentaire dans l’atmosphère. 
C’est déjà une quantité phénoménale, mais 
bien inférieure aux 395 gigatonnes qu’on lui 
a envoyées. Où est passée la différence?

Si l’on se fie au modèle proposé, elle ne peut 

Modéliser le réchauffement climatique  |  France Caron  •  Université de Montréal

qu’être passée dans l’océan, puisque les flux 
du côté terrestre, tous supposés constants, 
ne paraissent pas affectés par la quantité de 
carbone dans l’atmosphère. (On pourra reve-
nir plus tard sur ces simplifications initiales.)  

Il reste qu’il est admis dans la communauté  
scientifique que la quantité accrue de CO2 
dans l’atmosphère contribue de façon  
importante à l’effet de serre et au réchauf-
fement climatique. Entre 1950 et 2019,  
pendant que la concentration en CO2 de  
l’atmosphère augmentait de 14 ppm par  
décennie, la température globale moyenne 
gagnait tout un degré Celsius, pour une aug-
mentation moyenne et presque régulière de 
0,14°C par décennie. Cette corrélation est  
reflétée dans l’équation suivante, incluse 
dans le modèle de White, et liant par une  
relation affine la température globale 
moyenne annuelle (T ) à la concentration (c ) 
de CO2 dans l’atmosphère : 

T = T0 + (c – c0) /100.

Jay W. Forrester  
(1918-2016) 
Jay Wright Forrester est con-
sidéré comme le père de la 
dynamique des systèmes. Né 
au Nebraska, il prit en charge 
l’électrification du ranch famil-
ial avant la fin de ses études secondaires. Après 
un diplôme en génie électrique, il entra au MIT en 
1939 et se spécialisa dans la conception de servo-
mécanismes. Directeur du laboratoire informatique 
du MIT (1945 à 1951), il accepta en 1956 une chaire 
de professeur à l’École de gestion Sloan de cette 
institution. Il reconnaîtra dans les problèmes de 
gestion des occasions d’application des principes 
du génie et de la simulation informatique; c’est 
là que naîtra la dynamique des systèmes comme 
approche de modélisation. Dans ses livres Indus-
trial Dynamics, Urban Dynamics et World Dynam-
ics, il montre la portée de ces idées pour traiter de 
problématiques émanant autant des organisations 
humaines que de l’environnement physique.
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DossierPlanète Terre

T0 et c0 sont des valeurs de référence  
associées à une année dans l’intervalle où la  
relation s’applique. L’illustration en bas de 
page représente le modèle ainsi complété.

On peut à présent définir différents scénarios  
d’utilisation des énergies fossiles pour en 
évaluer, par la simulation, l’impact sur le  
système ainsi modélisé. 

Simuler pour évaluer
La façon la plus simple de simuler ce système 
consiste à initialiser les différents réservoirs 
avec les valeurs qui leur sont associées pour 
une même année, et à y additionner, d’une 
année à l’autre, la valeur des flux annuels en-
trants (positifs) et sortants (négatifs).2 

Les données de stocks et de flux utilisées 
dans le modèle correspondent à peu près 
à l’état de la planète en 1990, même si le  
système n’était déjà plus à l’équilibre. En  
partant de cette année de référence pour ini-
tialiser le système, on peut commencer par 
valider les capacités de prédiction du modèle 
en cherchant à lui faire reconstruire l’histoire 
récente. 

En 1990, la température globale moyenne 
(T0) se situait à 13,4°C. La concentration 
moyenne de CO2 (c0) dans l’atmosphère 
y était de 352 ppm, en cohérence avec la  
valeur de 750 Gt de carbone associée à ce  

réservoir. Les émissions de CO2 liées à la  
combustion des énergies fossiles en 1990 
correspondaient à un afflux externe de 6 Gt 
de carbone dans l’atmosphère. 

Depuis, les émissions de CO2 ont augmen-
té de 0,14 Gt/année en équivalent carbone. 
On peut donc définir comme premier scéna-
rio ce test de la réalité, en décrivant le flux 
d’apport en carbone lié à la combustion des 
énergies fossiles avec la fonction suivante :  
Fe (t) = 6 + 0,14 t, où t est le nombre d’années 
écoulées depuis 1990.
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La figure ci-haut représente l’évolution ainsi  
simulée des quantités de carbone dans les 
différents réservoirs autour de l’atmosphère. 
Avec un accroissement linéaire des émissions 
de CO2 qui constituent des ajouts à la quantité  
de carbone en circulation, de façon cohérente 
avec l’intégration d’une fonction linéaire et 
malgré la contribution croissante de l’océan 
pour absorber ce carbone supplémentaire, la 
simulation révèle une croissance plus rapide  

Surface des
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Température
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2 .	�Si l’on considère les flux comme des 
dérivées par rapport au temps, une telle 
approche équivaut à les intégrer numéri-
quement avec la méthode d’Euler et un 
∆t=1.
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que linéaire de la quantité de carbone dans 
l’atmosphère. En t=30 (qui correspond à  
l’année 2020), les calculs effectués par la  
simulation chiffrent le stock de carbone dans 
l’atmosphère à 956 Gt, ce qui équivaudrait 
à une concentration de 449 ppm.  Alors que 
la concentration réelle de CO2 dans l’atmos-
phère vient de franchir la barre historique 
des 410  ppm, le modèle, dans toutes ses  
simplifications, paraît donc plus sévère que 
ne l’est la réalité.

Cela nous est confirmé en examinant la 
courbe de la température globale moyenne, 
telle que simulée en utilisant la relation  
T = 13,4 + (c – 352) /100. La température  
paraît croitre de 1 degré en 30 ans (de 13,4°C 
à 14,4°C), alors que sa croissance «  n’a été 
que » de 0,7°C entre 1990 et 2020.
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Il est heureux que le modèle ne soit pas une 
représentation tout à fait juste de la réalité, 
car il prédit un réchauffement de 4,6°C entre 
1990 et 2100. Cela dit, il met en lumière des 
phénomènes bien réels, et le risque qu’on 
court à laisser croître les émissions de CO2. 
Il permet aussi de comparer différents scé-
narios et de mieux en comprendre les impli-
cations. 

Par exemple, que se passerait-il si l’on ramenait  
instantanément aujourd’hui les émissions 
de CO2 à 95 % du niveau de 1990?3 Et si l’on 
arrêtait toute émission de CO2 en 2030? Ce 
sont là des scénarios assez peu réalistes mais 
qui permettent de mieux cadrer les gains  
envisageables. C’est la beauté de la simu-
lation que de nous permettre d’entrevoir  
l’horizon des possibles, en ratissant aussi 
large que souhaité.

Toutefois, pour mieux chiffrer les gains pos-
sibles, on gagnerait à améliorer la précision 
du modèle, en revoyant certaines hypothèses 
utilisées. 

Des pistes d’amélioration  
du modèle
On pourrait d’abord, comme le suggère 
White dans une seconde version du modèle, 
considérer que l’augmentation des émissions 
de CO2 dans l’atmosphère s’accompagne 
d’une augmentation de nitrate (NO3

–) et 
donc de l’activité de photosynthèse et de la  
productivité de l’ensemble de la biosphère 
terrestre. Ainsi, de constants, les flux de  
respiration, de mort et de décomposition  
deviendraient dynamiques à leur tour. On 
pourrait aussi vouloir prendre en compte la 
déforestation dans la modélisation des chan-
gements de cette biosphère. On pourrait 
même s’intéresser aux boucles de rétroaction 
associées à la fonte des glaces et du pergéli-
sol. Réduisant l’albédo et libérant du CO2 et 
du CH4, ces fontes causées par le réchauffe-
ment planétaire contribuent à l’accélérer.

On pourrait ensuite revoir les flux entre les 
couches de l’océan, en se demandant aussi si 
l’on ne gagnerait pas à y ajouter une couche 
intermédiaire, à étendre entre ces couches 
l’application de la loi de diffusion de Fick, à 
considérer de façon explicite d’autres forces 
en jeu, etc.  Certains de ces raffinements 
pourraient demander toutefois une modéli-
sation de l’espace beaucoup plus fine que ce 
à quoi nous nous sommes limités avec nos 
cinq réservoirs. Et on entrerait là dans le do-
maine des équations aux dérivées partielles, 
ce que font les spécialistes du domaine4. 

Mais si le but visé par le modèle est d’aider  
à faire comprendre le phénomène à un plus 
grand nombre, on gagne à chercher à en 
maximiser la simplicité, sans pour autant  
trahir la réalité. 

3.	� Comme le visait initialement le Protocole 
de Kyoto, mais pour l’année 2012.

4.	� Voir les articles de Philippe Drobinski, 
Accromath, 2016, vol. 11.1, et de René 
Laprise, 2011, vol. 6.1.
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Comment diviser équitablement les biens d’un héritage, si tous les  

héritiers n’ont pas les mêmes préférences ? Comment répartir les actifs 
d’une compagnie en faillite ou ceux d’un couple après un divorce ?  

Comment se partager équitablement les tâches ménagères ou d’autres 
types de corvées quand les corvéables n’ont pas les mêmes aversions ? 

Comment décider de l’impôt sur le revenu ou d’autres avantages sociaux ? 
Tous ces problèmes font partie de la théorie du partage équitable.

La théorie du partage équitable est un do-
maine de recherche conjoint aux mathé-
matiques et à l’économie via la théorie des 
jeux, ainsi qu’à l’informatique théorique pour 
la recherche d’algorithmes efficaces. On 
voit tout de suite la difficulté. Que signifie 
équitable ? Les mathématiques sont un lan-
gage permettant de donner une définition à 
un tel concept.  Prenons un exemple :

Le partage du gâteau
Maryam et Caucher doivent se partager en 
deux un gâteau. 

Les différents ingrédients sont inégale-
ment répartis, et Maryam et Caucher n’ont 
pas exactement les mêmes préférences. Une 
technique proposée est la suivante : 

Je coupe, tu choisis.

Ainsi, Maryam sépare le gâteau en deux  
morceaux qui, pour elle, ont la même valeur. 
Caucher choisit le morceau qu’il préfère. Ce 
partage est sans jalousie car ni Maryam, ni 
Caucher ne peut désirer la part de l’autre plus 
que la sienne. 

Nous avons parlé de la valeur des deux mor-
ceaux. On va mathématiser ce concept. À 
chaque morceau X  du gâteau, Maryam et 
Caucher associent une valeur, qui est un 
nombre entre 0 et 1. Ce nombre vaut 0 pour 
l’ensemble vide, et 1 pour la totalité du gâteau.  
Chacun de nos deux comparses a donc sa 
fonction valeur définie sur l’ensemble des 
sous-ensembles du gâteau et prenant ses va-
leurs dans [0, 1]. Appelons vM celle de Maryam 
et vC celle de Caucher. Si XM est le morceau 
de gâteau dont hérite Maryam et XC celui 
dont hérite Caucher, alors on a vM (XM ) = 1/2 
et vC( XC ) ≥ 1/2. On dit que le partage est pro-
portionnel, ou encore simple, car chaque part 
a au moins valeur 1/2 pour la personne qui 
en hérite. Pour que le partage soit équitable il 
faudrait que vM (XM ) = vC (XC ) = 1/2.

Ici, il se peut que vC (XC ) > 1/2, auquel cas 
le partage n’est pas équitable. Et remar-
quons la dissymétrie : si c’était Caucher qui 
avait coupé le gâteau on aurait pu avoir  
vM (XM ) > 1/2 et vC (XC ) = 1/2.

1.	� Le titre fait référence à l’article « Partage 
équitable », Accromath 12.2, 2017, qui  
présente le théorème du sandwich au 
jambon-fromage.

Christiane Rousseau 
Université de Montréal

Partage équitable bis1
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On voit qu’il existe plusieurs définitions pos-
sibles de partage juste, certaines plus fortes 
que d’autres. Selon le problème et le nombre 
de comparses un partage équitable existera, 
alors que dans d’autres cas on ne pourra faire 
mieux qu’un partage proportionnel. 
Un partage équitable existe (voir problèmes) 
mais une des portions est en deux morceaux.

Un partage proportionnel 
d’un gâteau entre n convives
On peut montrer qu’il existe un partage pro-
portionnel du gâteau dans lequel chaque 
convive reçoit un morceau dont la valeur 
pour lui est au moins 1/n. La preuve et une 
manière de trouver ce partage sont don-
nées par la méthode du couteau mobile. 
Dans cette méthode un arbitre bouge un 
couteau parallèlement à une direction don-
née. Dès qu’un convive, disons le convive 
1, évalue que la portion à gauche du cou-
teau a pour lui une valeur de 1/n, il crie 
«  Stop  !  ». L’arbitre coupe alors le gâteau à 
cette position du couteau et le convive 1 
hérite du morceau à gauche du couteau. Si  
n = 2, le deuxième convive reçoit le morceau 
à droite du couteau.  Ceci nous donne un 
partage proportionnel sans jalousie. En effet, 
le deuxième convive n’a pas crié «  Stop  !  ». 
Donc, il considère que le morceau à gauche 
a une valeur inférieure ou égale à 1/2, si bien 
que le morceau qu’il reçoit a, pour lui, une 
valeur supérieure ou égale à 1/2. 	

Passer de 2 à n > 2 convives se fait très facile-
ment par récurrence : une fois que le convive 
1 a reçu le morceau à gauche du couteau, il 
suffit de partager ce qui reste en n –1 mor-
ceaux. L’arbitre recommence à bouger son 
couteau au dessus du morceau de gâteau 
restant jusqu’à ce qu’un deuxième convive 
crie « Stop ! » quand il évalue que la portion à 
gauche du couteau a pour lui une valeur de  
1/(n – 1) du restant du gâteau, donc au 
moins valeur 1/n. L’arbitre coupe alors le gâ-
teau à cette nouvelle position du couteau et 
le convive 2 reçoit le morceau à gauche du 
couteau, etc. 

Le partage obtenu est proportionnel, mais il 
n’est pas nécessairement sans jalousie. Par 
exemple, il se peut qu’un des morceaux de 
droite ait une valeur plus grande que 1/n 
pour le premier convive. Dans le cas parti-
culier n = 3, un partage sans jalousie existe. 

Un partage sans jalousie 
d’un gâteau entre trois  
convives
La méthode des couteaux mobiles de Strom-
quist permet un tel partage dans le cas de 
trois convives. On reprend l’idée précé-
dente, mais c’est maintenant un sabre qui est  
déplacé par l’arbitre. Et cette fois, chacun des 
convives a aussi son couteau mobile qu’il  
déplace en même temps que le sabre de  
l’arbitre. Le sabre et tous les couteaux sont 
déplacés parallèlement les uns aux autres. 

Pour un partage sans jalousie les trois 
convives maintiendront leur couteau 
à droite du sabre. Dès qu’un convive 
crie « Stop ! » les couteaux et le sabre 
s’immobilisent, et le sabre, ainsi que 
le couteau du milieu sectionnent le 
gâteau. 
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Le morceau de gauche va au convive qui a 
crié « Stop ! ». Le morceau du milieu va à ce-
lui des deux autres convives dont le couteau 
est le plus proche du sabre, donc le plus à 
gauche. Et le morceau de droite va au dernier 
convive. Appelons Mg  le morceau de gauche,  
Mm, celui du milieu et Md, celui de droite, 
comme sur la figure qui montre les trois 
morceaux sur un schéma du gâteau de profil.

Chaque convive a une stratégie qui garantit  
qu’il n’enviera aucun des deux autres 
convives. 

Première partie de la stratégie : chaque 
joueur place son couteau de telle sorte qu’il 
coupe la portion du gâteau à droite du sabre 
en deux portions d’égale valeur pour lui. 

Lorsque les convives déplacent leur couteau, 
à tout instant leurs couteaux sont ordonnés 
de gauche à droite et, pour simplifier, suppo-
sons que les positions des couteaux sont dis-
tinctes. Appelons premier convive, celui dont 
le couteau est le plus à gauche, avec fonc-
tion de valeur v1 , deuxième convive, celui 
dont le couteau est au milieu, avec fonction 
de valeur v2, et troisième convive, celui dont 
le couteau est à droite, avec fonction de va-

leur v3. Ainsi sur la figure ci-dessous, les deux 
morceaux hachurés ont la même valeur pour 
le premier convive. 

Donc,

v1(Mm) > v1(    ) = v1(    ) > v1(Md)    (*)

Et sur la figure ci-dessous les deux morceaux 
hachurés ont la même valeur pour le troi-
sième convive,

 

d’où 

v3(Mm) < v3(    ) = v3(    ) < v3(Md)    (**)

Deuxième partie de la stratégie de chacun :

–	 Le premier convive crie «  Stop  !  » quand 
la valeur du morceau de gauche devient 
égale à celle du milieu, c’est-à-dire  

	 v1(Mg ) = v1(Mm ) > v1(Md ).

	 Donc il n’est pas jaloux des autres quand il 
reçoit Mg . 

–	 Le deuxième convive crie « Stop ! » quand 
les deux coupures divisent le gâteau en 
trois portions d’égale valeur pour lui, 
c’est-à-dire    

	 v2(Mg ) = v2(Mm ) = v2(Md ).

	 Donc il n’est pas jaloux des autres. 

–	 Le troisième convive crie « Stop ! » quand 
la valeur du morceau de gauche est égale 
à celle du morceau de droite, c’est-à-dire    

	 v3(Mg ) = v3(Md ) > v3(Mm ).

	 Donc il n’est pas jaloux des autres quand il 
reçoit Mg . 
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Le couteau non transparent est celui qui fait le trait de 
coupe, de même que le sabre.
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Vérifions que, quel que soit le convive qui crie 
« Stop ! »  avant les autres, aucun n’est jaloux 
des autres. 

Le premier convive crie « Stop ! » :
–	 Pour le deuxième convive, 

v2(Mg ) < v2(Mm ),

	 puisqu’il n’a pas crié « Stop ! », et

	 v2(Mm ) = v2(Md )  

	 par définition de Mm et Md. Donc, il n’est 
pas jaloux de recevoir Mm.  	

–	 Quant au troisième convive, 

	 v3(Mg ) < v3(Md ),   

	 puisqu’il n’a pas crié « Stop ! », et v3(Mm ) 
< v3(Md ), par la formule (**). Donc, il n’est 
pas jaloux de recevoir Md.

Le deuxième convive crie « Stop ! » :
–	 Alors, pour le premier convive,

	 v1(Mg ) < v1(Mm ),

	 puisqu’il n’a pas crié « Stop ! » et v1(Mm ) > 
v1(Md ), par (*). Donc, il n’est pas jaloux de 
recevoir Mm. 	

–	 Quant au troisième convive,   

	 v3(Mg ) < v3(Md ),

	 puisqu’il n’a pas crié « Stop ! », et v3(Mm ) < 
v3(Md ) par (**). Donc, il n’est pas jaloux de 
recevoir Md .

Le troisième convive crie « Stop ! » :
–	 Alors, pour le premier convive,

	 v1(Mg ) < v1(Mm ),

	 puisqu’il n’a pas crié « Stop ! » et v1(Mm ) > 
v1(Md ) par (*). Donc, il n’est pas jaloux de 
recevoir Mm .

–	 Pour le deuxième convive,   

	 v2(Mg ) < v2(Mm ) = v2(Md ),

	 puisqu’il n’a pas crié «  Stop  !  ». Donc, il 
n’est pas jaloux de recevoir Md .	

Partage équitable bis  |  Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

Un partage sans jalousie  
de corvées entre  
trois personnes
On peut regarder l’ensemble des corvées 
comme un gâteau dont chacun veut une 
part de la plus petite valeur possible, selon 
sa fonction valeur. La même méthode des  
couteaux mobiles permet un tel partage sans 
jalousie avec la nouvelle règle du jeu : 

Le morceau de droite va au corvéable qui 
a crié « Stop ! ». Le morceau du milieu va à  
celui des deux autres dont le couteau est le 
plus à droite, donc le plus loin du sabre, et le  
morceau de gauche va au dernier corvéable. 

Première partie de la stratégie : chaque  
corvéable place son couteau de telle sorte 
que Mg ait, pour lui,  la même valeur que le 
morceau entre le sabre et son couteau. 

Deuxième partie de la stratégie :

–	 Le premier corvéable crie « Stop ! » quand, 
pour lui, la valeur de Mg devient égale à la 
valeur de  Md.

–	 Le deuxième corvéable crie « Stop ! » 
quand les deux coupures divisent en trois 
portions d’égale valeur pour lui. 

–	 Le troisième corvéable crie « Stop ! » quand, 
pour lui, la valeur de Mm devient égale à la 
valeur de Md.

Nous vous laissons vérifier (voir section  
problèmes) qu’aucun corvéable n’est jaloux 
des autres. 

Partager équitablement  
un loyer
Un groupe de n étudiants et étudiantes se 
partagent un appartement à n chambres. 
Certaines chambres sont plus petites,  
certaines plus éclairées, il y en a une qui est 
plus proche de la toilette, etc., si bien que tous 
s’entendent pour convenir de portions diffé-
renciées du loyer à payer. De plus, chaque 
personne est prête à s’accommoder de  
n’importe quelle chambre si le coût du loyer 
est nul. Francis Su a montré en 1999 qu’il 
existe un partage sans jalousie des chambres 
dans lequel chacune des chambres trouve 
preneur pour une part du loyer adéquate. 
Nous allons regarder les cas n = 2 et n = 3.
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Le cas n = 2. Soient x1 et x2 les portions  
respectives du loyer payées pour les chambres 
1 et 2. On a x1 + x2 =1 et x1, x2 ∈[0,1]. 
Donc l’ensemble des (x1, x2) est le segment  
ci-contre.

À l’extrémité inférieure droite chacun choisit  
la chambre 2 qui est gratuite, alors qu’à l’ex-
trémité supérieure gauche chacun choisit 
la chambre 1 qui est gratuite. Soit Ahmed 
et Bernard les deux étudiants. Il existe une  
valeur yA de x1 au delà de laquelle Ahmed 
préfère la chambre 2. De même, il existe une 
valeur yB de x1 au delà de laquelle Bernard 
préfère la chambre 2. 

•	Si yA = yB, on fixe les loyers à  
(x1, x2) = (yA, 1–yA) et les gars choisissent 
une chambre par tirage au sort. 

•	Si yA < yB, on fixe les loyers à  
(x1, x2) =(y, 1–y) pour un y ∈[yA,yB], Ahmed 
prend la chambre 2 et Bernard la chambre 
1. 

•	Si yA > yB, on fixe les loyers à  
(x1, x2) =(y, 1–y) pour un y∈[yB,yA], Ahmed 
prend la chambre 1 et Bernard la chambre 
2. 

On peut résumer les trois cas en prenant 
y = (yA+yB)/2,  soit le point milieu de l’inter-
valle d’extrémités yA et yB.

Le cas n = 3. Ici nous allons seulement  
donner les grandes idées de la 
preuve. Soient x1, x2 et x3 les  
portions respectives du loyer payées pour 
les chambres 1, 2 et 
3. On a x1 +x2 +x3 =1, 
x1, x2, x3∈[0,1], et l’en-
semble des (x1, x2, x3)  
est le triangle équi-
latéral ci-contre que 
l’on va projeter sur le 
plan. 

Divisons le triangle 
de cette projection 
en m2 petits triangles 
en divisant chacun 
des côtés en m par-
ties égales. Associons 
à chaque sommet de 
triangle l’initiale du 
nom d’une des trois locataires : Annabelle, 
Badia ou Cathy, de telle sorte que chaque 
triangle ait ses trois sommets annotés A, B, C.

La locataire associée à chaque sommet  
choisit la chambre qu’elle préfère pour les 
coûts des loyers associés à ce sommet, et 
ce sommet hérite du numéro de la chambre. 
Nous affirmons qu’il existe un petit triangle 
dont les trois sommets héritent des numéros 
1, 2 et 3 (voir encadré). 

A

A

A

A

A

B

B

B B

B C

C

C

C
C

A
B

C

C A

B

X1

X2

X3

(1,0,0)
(0,1,0)

(0,0,1)

Il existe un petit triangle dont les trois sommets  
héritent des numéros 1, 2 et 3.2 

Regardons notre 
grand triangle. Le 
côté inférieur corres-
pond à x3 = 0. Donc, 
la chambre 3 est gra-
tuite et tout le monde 
va la choisir. De même 
les deux côtés latéraux 
correspondent respec-
tivement à x1 = 0 et 
x2 = 0.  Les sommets de 
la frontière sont donc 
annotés comme sur 
la figure ci-dessus à 
gauche.

Prenons maintenant n’importe quelle annotation pour 
les autres sommets et montrons qu’il existe un petit 
triangle de sommets annotés 1, 2, 3. 

Pour cela, nous allons ap- 
peler «  porte  » tout côté 
d’un petit triangle dont 
les sommets sont 1 et 2.  
La clé de la preuve est 
qu’un triangle de sommets  
annotés 1, 2, 3 est un 
triangle qui a exactement 
une porte ! 

Faisons la somme sur tous les triangles du nombre de 
portes associées à chaque triangle (une porte est donc 
comptée deux fois si elle est entre deux triangles). Alors, 
ce nombre est impair car on a exactement une porte sur 
la frontière. Donc, on a au moins un triangle qui a exac-
tement une porte. 

2

3 3 3 3

2

2

2

1

1

1

1

2

1 2 

1

2 3 1

11

3 3 3 3

2

2

2

2 1

1

1

1

1 ou 2

1 ou 32 ou 3

0 1

1

x1

x1

2

2

2

2 1

1

1

1

2

1 2 3 3 3 3

1

2 3 1

11

2.	� La méthode est une variante du lemme de Sperner : voir Accromath, « Point fixe et coloriage », hiver-printemps 2017 
https://accromath.uqam.ca/2017/03/point-fixe-et-coloriage/

https://accromath.uqam.ca/2017/03/point-fixe-et-coloriage/
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Partage équitable bis  |  Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

Ceci signifie que, 
si on regarde les 
trois sommets 
du petit triangle, 
chacune des trois 
locataires préfère 
une chambre dif-
férente pour un 
sommet différent.  

Mais m est arbitrairement grand. Donc, le 
triangle est très petit et, si l’on prend les 
loyers au centre du triangle, c’est une très 
bonne approximation d’une solution exacte. 
Dans notre exemple Cathy hérite de la 
chambre 1 (sommet supérieur du triangle), 
Annabelle hérite de la chambre 2 (sommet 
gauche) et Badia de la chambre 3 (sommet 
droit). Une solution exacte peut être trouvée  
en itérant ce processus avec des m de plus 
en plus grands, mais les détails sont très  
techniques et nous ne les ferons pas ici. 

L’argument se généralise en dimension quel-
conque.

Partager équitablement  
un ensemble d’objets
Jusqu’à maintenant on a partagé des objets 
« continus ». Mais comment partager équi-
tablement un ensemble discret d’objets, par 
exemple lors d’un héritage ? En effet, on ne 
peut séparer une maison, une voiture ou une 
guitare en morceaux. De plus, certains biens 
ont beaucoup plus de valeur que d’autres. Le 
sujet est traité abondamment dans la littéra-
ture. Nous ne traiterons qu’un exemple. 

La méthode de  
la soumission scellée
Prenons trois héritières, Aissa, Béatrice et 
Clara qui doivent se partager une maison, 
une voiture, une guitare, un canot et une bi-
cyclette. Chacune fait une soumission de la 
valeur qu’a, pour elle, chacun des cinq objets. 
Voici leurs soumissions respectives en mil-
liers de dollars (notés K).

Que nous dit ce tableau? Que 
Aissa évalue la totalité des 
biens à 390K. Comme elle 
doit recevoir le tiers, alors ce 
qu’elle devrait recevoir de-
vrait avoir, pour elle, valeur 
130K. De même Béatrice éva-
lue la totalité des biens à 330K 
et ce qu’elle va recevoir devrait 
avoir, pour elle, valeur 110K. Quant à Clara, 
ce qu’elle va recevoir devrait avoir, pour elle,  
valeur 95K. 

Regardons encore ce tableau. La soumission  
montre que Aissa accorde plus d’importance 
à la maison, alors que Béatrice accorde plus 
d’importance à la voiture et à la guitare, et 
que pour Clara, ce sont les équipements 
sportifs qui sont les plus importants. Dans 
la méthode proposée, les biens vont être  
attribués aux plus hauts soumissionnaires. 
Donc, on va attribuer la maison à Aissa, la  
voiture et la guitare à Béatrice, et le canot et la  
bicyclette à Clara. Mais, alors Aissa aura une 
dette puisqu’elle aura reçu plus que sa part, 
alors que Béatrice et Clara auront reçu moins 
que leur part.

La valeur reçue en trop, 230K, 
sera versée dans un compte. Le 
montant de ce compte servira  
à payer les manques à gagner 
de Béatrice et Clara et le reste 
sera partagé à parts égales 
entre les trois héritières. Ainsi, 
Béatrice recevra d’abord 74K, 
et Clara, 88K. Il reste dans le 
compte 68K qui sera partagé  
à part égales entre Aissa,  
Béatrice et Clara, soit 22,66K 
pour chacune. Voici la réparti-
tion finale de l’héritage. 

À vous de discuter pourquoi cette méthode 
est raisonnablement équitable et quelle  
est la meilleure stratégie pour chacune des 
soumissionnaires. 

Valeur

des biens 

reçus

Part

Différence

360

130

230

36

110

–74

7

95

–88

Aissa Béatrice Clara

Maison

22,66K

Voiture

Guitare

96,66K

Canot

Bicyclette

110,66K

Aissa Béatrice Clara

2

3 3 3 3

2

2

2

1

1

1

1

2

1 2 

1

2 3 1

11

Maison

Voiture

Guitare

Canot

Bicyclette

Total

360

21

5

1,5

2,5

390

290

26

10

2

2

330

255

17

6

3

4

285

Aissa Béatrice Clara
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Mappemondes vidéoludiques : entre design et topologie  |  Jean-François Gagnon  •  Collège Montmorency

La Terre est ronde. Quoi qu’on puisse en dire, 
cette déclaration n’est pas discutable. Pour-

tant, pour les habitants de la planète bleue 
dans le jeu vidéo à succès Final Fantasy IV, 
cette affirmation n’a rien d’une certitude.

Voyons voir comment une branche récente 
des mathématiques peut nous aider à déter-
miner la forme du monde de Final Fantasy IV. 
Regardons comment la topologie peut iden-
tifier des propriétés émergeant des choix de 
design du jeu. Et voyons voir comment tout 
cela peut se faire en utilisant seulement le 
comportement des avions sur leur mappe-
monde respective.

Pour bien comprendre 
comment reconstruire le 
monde de Final Fantasy IV, 
nous commencerons par 
construire notre monde 
à partir d’une carte et du 
comportement d’un avion 
sur ses bords. Commençons 
par nous entendre sur le vo-
cabulaire utilisé.

Les images, Notre carte et Notre globe sont 
des représentations en 2 et 3 dimensions 
de notre planète. Les lignes horizontales 
sont appelées les parallèles puisqu’elles ne 
se touchent jamais. Les lignes verticales se 
nomment les méridiens. On notera que sur la 
carte, elles semblent ne jamais se rencontrer 
alors que sur le globe elles convergent toutes 
au pôle Nord et au pôle Sud. La position d’un 
point peut se donner en précisant sur quel 
parallèle et sur quel méridien il se trouve. 
Ces coordonnées sont respectivement la  
latitude, qui va de –90° au pôle Sud à  90° au 
pôle Nord, et la longitude, qui va de –180° au 
bord gauche de la carte à 180° au bord droit. 

Ainsi, plus la latitude 
augmente en valeur 
absolue, plus le point 
est loin de l’équateur, 
l’hémisphère sud cor-
respondant aux points 
de latitude négative. 
Plus la longitude aug-
mente, plus le point 
est à l’est.

Remarquons aussi que  
pour « aplanir » le globe,  
nous avons dû, entre 
autres, couper sa sur-
face en plein milieu 

Jean-François  
Gagnon 

Collège Montmorency

Mappemondes vidéoludiques : 
  entre design et topologie

Notre carte

Notre globe
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Mappemondes vidéoludiques : entre design et topologie  |  Jean-François Gagnon  •  Collège Montmorency

du Pacifique. Cela a créé de fausses bordures 
qui ne sont évidemment pas présentes sur 
le globe. Nous reviendrons sur ces faits plus 
tard.

À ce point, il est intéressant de se demander  
si l’on pourrait reconstruire le globe à  
partir seulement de la carte. Sans informa-
tion supplémentaire, la réponse est non. En 
se limitant aux informations sur la carte, 
il n’est pas possible de dire si le monde se  
termine aux bords ou, sinon, comment et où 
recoller la carte.

Pour nous aider, nous supposerons que 
nous contrôlons un unique avion dont 
nous connaissons la position exacte sur la 
carte. Cette hypothèse est cohérente avec  
l’information accessible au joueur dans Final  
Fantasy IV : une carte et un avion.

Faisons quelques tests et reproduisons les  
résultats sur la figure Trajectoires d’avion. En 
vérifiant le comportement sur les bords de 
droite et de gauche, on verrait qu’un avion 
qui sort à droite entre aussitôt à gauche à 
la même latitude. Il en va de même pour un 
avion qui sort à gauche. Cela est suffisant 
que pour nous comprenions que le bord de 
gauche doit être recollé sur le bord de droite.

Le comportement en haut et en bas de la 
carte est moins intuitif. Où se retrouve un 
avion qui fonce plein nord et qui traverse le 
bord supérieur de la carte ?

Heureusement, en tant que scientifiques, 
nous savons que cet avion ne tombera pas en 
bas de la planète. Mais où va-t-il se retrou-
ver ? En observant la carte et la position de 
l’avion, nous le verrions réapparaître toujours 
sur le bord du haut de la carte fonçant plein 
sud. Si le contact avec le bord du haut s’est 

fait à la longitude ℓ , 
l’avion sortira du bord 
du haut à la longitude 
ℓ + 180°.1  L’illustra-
tion en haut à droite 
montre les trajectoires 
d’avions ayant traversé 
le bord du haut.

La seule conclusion sensée que 
l’on peut tirer est que le bord 
du haut est en fait un unique 
point. Nous pouvons le nom-
mer le pôle Nord. La réflexion 
est la même pour le bord  
inférieur que nous comprenons 
n’être qu’un seul point : le pôle 
Sud.

Il est maintenant possible de recréer 
notre monde à partir de la carte. L’encadré de 
la page suivante illustre le processus. Dans 
un premier temps, on réduit le bord supérieur 
à un seul point, le pôle Nord. On fait de même 
avec le bord inférieur pour obtenir le pôle 
Sud. On courbe ensuite la carte pour recoller  
les bords de gauche et de droite. L’objet  
obtenu correspond bien, après un peu de  
façonnage, à la surface de la Terre.

1.	� Il faudra parfois prendre le modulo 360. 
Autrement dit, si ℓ  +180 >180 alors la  
nouvelle longitude sera ℓ +180 – 360.

Mappemondes vidéoludiques : 
  entre design et topologie

Trajectoire d’avions

Trajectoires d’avion
Les avions qui traversent le bord supérieur le long d'un trait 
pointillé en ressortent le long du trait plein de même couleur.
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Dans l’encadré de la page suivante (Collage 
rigoureux), vous pouvez voir comment l’on 
exprime ce recollement en langage mathé-
matique. 

La mappemonde  
de Final Fantasy IV
Nous sommes maintenant suffisamment 
bien équipés pour reconstruire le monde de 
Final Fantasy à partir de sa mappemonde et 
du comportement de l’avion que le jeu nous 
permet de contrôler.

Vous aurez certainement deviné que le 
comportement de l’avion n’est pas iden-
tique à celui que nous avons décrit dans la  
section précédente. Le choix fait par les déve-
loppeurs est beaucoup plus intuitif. Lorsque 
l’avion sort en haut de la carte, il réappa-
raît à la même longitude en bas de la carte. Il  
suffit de consulter la figure comparative 
Comportement des avions pour apprécier à 
quel point cela améliore le contrôle de l’aé-
ronef. En particulier sur notre monde il faut 
que le joueur passe rapidement d’appuyer 
vers le haut à appuyer vers le bas lorsqu’il 
passe la frontière supérieure sinon son avion 
fait des allers-retours rapides.

DossierApplication Mappemondes vidéoludiques : entre design et topologie  |  Jean-François Gagnon  •  Collège Montmorency

À partir de notre carte
Tous les points du bord supérieurs sont le 
même : le pôle Nord. Même chose pour le 
bord inférieur qui représente le pôle Sud.

S

N N N

S S

On regroupe de façon continue tous les 
points des bords supérieur et inférieur. 

N

S

Les points de même latitude sur les bords 
de gauche et de droite sont dans la même 
classe d’équivalence.	

N

A A

B B

S

On gonfle la forme pour rapprocher les 
deux bords.

N

A A

B B

S

On recolle finalement les deux bords. 
N

A

B

S

Comportement des avions
Sur une carte de notre monde.

Sur la carte de Final Fantasy 4.
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Ce simple choix de design de jeu est-il sans 
conséquence ? Recollons, nous verrons bien! 
D’abord, la figure Comportement des avions 
montre bien que, comme pour notre carte, le 
bord droit devra être recollé au bord gauche. 
Cela étant fait, nous obtenons un cylindre. Le 
choix de design qui simplifie le contrôle de 
l’avion nous oblige à recoller le bord supérieur 
du cylindre au bord inférieur. Il faut encore  
courber l’objet dans nos mains comme le 
montre l’encadré L’Univers est un tore.

Notre réflexion nous a montré que la surface 
de la planète Bleue de Final Fantasy IV n’est 
pas une sphère, mais plutôt un tore plus ou 
moins déformé. 

Mappemondes vidéoludiques : entre design et topologie  |  Jean-François Gagnon  •  Collège Montmorency

Collage rigoureux, l’espace quotient
 La carte est définie comme le rectangle C :

C 	= [–180; 180] × [–90;  90]

	 ={(x, y) ∈!2 | x ∈[–180; 180], y ∈[-90, 90]}.

Sous cette forme elle ne représente pas notre monde puisque 
des points qui y sont distincts sont en fait le même point dans la  
réalité. Les points de notre monde sont les classes d’équivalence 
de points de la carte pour la relation d’équivalence que nous  
définissons ci-dessous. Nous écrirons que (x1,y1)∼(x2, y2) si ces 
points sont dans la même classe d’équivalence.

L’étude du comportement d’un avion sur les bords nous a permis 
d’identifier les classes d’équivalences suivantes :

Tous les points du bord du haut sont équivalents

(x1, 90)∼(x2, 90).

Tous les points du bord du bas sont équivalents

(x1, –90)∼(x2, –90).

Chaque point restant du bord droit est dans la même classe d’équi-
valence que le point de même latitude sur le bord gauche.

(–180, y)∼(180, y)     si  –90 < y < 90

Les autres points de la carte sont seuls dans leur classe d’équiva-
lence.

Par abus de notation, nous représentons toutes ces classes par le 
simple symbole « ∼ ». 

L’ensemble de toutes les classes d’équivalence est appelé  
l’espace quotient : chaque point de l’espace quotient est une classe 
d’équivalence. On note cet espace quotient « C/∼ ». Nous avons déjà  
compris que l’espace quotient obtenu ici représente la sphère. En 
notant la sphère par S2, la notation correcte pour résumer ce que 
l’on vient de dire est 

C/ ∼ !   S2,

où le symbole « !  » remplace « = » pour préciser que nous nous 
sommes permis de déformer l’espace obtenu pour le faire corres-
pondre à la sphère. Mais nous avons déformé sans couper, ce que 
l’on se permet en topologie.

Quelques exemples de 
points à recoller sont 
identifiés.  	  

On replie la carte en 
amenant les bords de 
gauche et de droite 
vers l’arrière. Ici, la 
surface est montrée de 
dos pour voir le recol-
lement. 	 

On recolle les deux 
bords pour obtenir un 
cylindre.	 

On étire et on courbe 
le cylindre pour recoller 
le cercle du haut avec 
celui du bas. 	

Après peut-être quelques 
déformations, l’objet ob-
tenu est un tore.

L’univers est un tore

A A

B B

C C

D

D

E

E

E

E

A

B

C

A

B

C
D

D

E

A

B

C

D

D

E

E

D
D

E D
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ns déformé. 

Des mondes presque  
identiques ?
Depuis le début de cet article, nous ne 
nous sommes pas gênés pour déformer les  
objets qui nous sont passés entre les mains. 
Nous avons courbé la carte deux fois plutôt 
qu’une. Nous avons étiré et compressé les 
espaces obtenus pour en faire des sphères 
ou des tores parfaits. Qu’est-ce qui prouve 
alors que notre monde en sphère est signifi-
cativement différent de leur monde en tore? 
Peut-être qu’il suffit de déformer encore un 
peu l’un pour obtenir l’autre. Heureusement, 
notre article est sauvé puisque cela n’est pas 
le cas.

En nous limitant aux déformations sans  
découpage ni collage, il est impossible de  
déformer la sphère pour obtenir un tore. 
Nous voulons bien prendre soin d’interdire la 
découpe puisque nous voulons nous limiter 
aux déformations continues. Les points près 
les uns des autres doivent le rester. Nous 
voulons aussi éviter de coller des points ini-
tialement distincts puisque nous souhaitons 
que la déformation soit injective et donc 
qu’elle n’envoie pas des points différents sur 
le même point. Ceci signifiera géométrique-
ment que notre transformation d’un espace 
à l’autre sera inversible. Une transformation 
qui est continue et bijective2 est appelée un 
homéomorphisme. 

L’idée très profonde utilisée pour montrer 
qu’il n’existe pas d’homéomorphisme qui 
transforme le tore en sphère se comprend  
facilement intuitivement. Pour cela on  
regarde les courbes fermées que l’on peut 
tracer sur ces surfaces. Ces courbes n’ont 
ni début ni fin et nous les nommerons par-
fois des boucles comme dans l’illustration  
suivante. 

 

Une déformation continue et bijective du tore 
déformerait toutes les courbes fermées qu’on 
peut y dessiner en de nouvelles courbes fer-
mées sur la sphère. Deux boucles qui ne se 
touchent pas sur le tore ne se toucheront pas 
sur la sphère. 

Regardons une boucle sur la sphère. Elle  
sépare la surface en deux régions : l’intérieur 
de la courbe et l’extérieur (voir figure Une 
boucle, deux régions).

Ainsi, il est impossible de tracer deux courbes 
fermées qui ne se coupent qu’une seule fois. 
Pourquoi? Prenons la même figure et re-
gardons la courbe noire. Chaque deuxième 
courbe qui commence dans la zone orangée 
et qui entre dans la zone bleue intersecte la 
courbe noire une fois. Pour venir se fermer, 
elle devra revenir dans la zone orange, cou-
pant de nouveau la courbe noire. Le nombre 
d’intersections doit donc obligatoirement 
être pair.

2 .	�On dit d’une transformation qu’elle est 
bijective si tous les points de l’ensemble 
d’arrivée sont atteints par la transforma-
tion et que tous les points de l’ensemble 
de départ sont envoyés sur des points 
différents. En d’autres mots, on associe à 
chaque point de l’ensemble de départ exac-
tement un point de l’ensemble d’arrivée et, 
ce faisant, aucun point ne se retrouve seul.

Mappemondes vidéoludiques : entre design et topologie  |  Jean-François Gagnon  •  Collège Montmorency
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Une boucle, deux régions

Sur le plan il est également impossible de 
dessiner deux boucles fermées qui ne se 
coupent qu’une seule fois (si on exclut le cas 
où elles sont tangentes). Cela venait, pour la 
sphère, du fait qu’une courbe fermée sépa-
rait la surface en deux régions. Mais, est-ce 
encore vrai sur le tore? 

Regardons cette courbe : elle est la frontière 
d’une unique région! Il n’y a plus de distinc-
tions entre l’intérieur et l’extérieur.

C’est cette propriété qui permet l’existence 
sur le tore de deux boucles qui ne se coupent 
qu’une seule fois comme on le voit ici :

Notons que les courbes choisies corres-
pondent aux déplacements parfaitement  
horizontal et parfaitement vertical de l’avion 
dans le monde de Final Fantasy IV. Pouvez-
vous expliquer pourquoi cela ne fonctionne 
pas sur notre mappemonde?

Regardons maintenant ce déplacement de 
l’avion.

 

Il correspond sur le tore à la boucle fermée 
qui spirale quatre fois autour du tore :

Quel serait le déplacement observé sur notre 
Terre d’un avion qui se déplacerait de cette 
façon sur notre mappemonde? À vous main-
tenant d’imaginer d’autres mouvements de 
l’avion sur le tore et leur représentation sur 
la carte. 

Conclusion
Nous avons montré comment la topologie 
nous sert à visualiser le monde imaginaire 
résultant du choix de design faits dans le jeu 
Final Fantasy IV. Ce monde obtenu en voulant  
simplifier le contrôle de l’avion est totale-
ment différent de celui dans lequel on vit.

Gardez les yeux ouverts maintenant sur les 
choix de design faits dans les jeux vidéo!  
Essayez d’en trouver qui changent profondé-
ment leur monde. Serez-vous en mesure de 
décrire ces changements et d’en expliquer 
les causes et les conséquences? Nous serions  
intéressés de vous entendre.

Mappemondes vidéoludiques : entre design et topologie  |  Jean-François Gagnon  •  Collège Montmorency
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À la recherche de la Rondurie  |  Lambert De Monte  •  Christian Genest  •  Université McGill

La Rondurie est un lieu-dit situé en Basse Normandie, mais ce terme  
désigne ici un pays dont les contours, tracés sur une mappemonde,  

formeraient un cercle parfait. Puisqu’un tel pays n’existe pas, on peut se 
demander plutôt quel est sur Terre le pays le plus rond.  

La réponse à cette question fait intervenir des notions de projection,  
de mesure de rondeur et d’optimisation.

On le savait depuis l’Antiquité, mais les spec-
taculaires clichés de clair de Terre pris en 
1968 par l’équipage d’Apollo 8 en ont don-
né une preuve irréfutable : notre planète est 
ronde. Dans le ciel lunaire, elle se présente 
sous la forme d’un disque blanc et bleu, sur 
lequel on peut distinguer les continents et, 
en y regardant de très près, la grande mu-
raille de Chine.

Sur un globe terrestre, représentation sphé-
rique de cette boule pourtant légèrement 
aplatie aux pôles, nos pays aux formes va-
riées sont souvent représentés en couleurs. 
On y repère aisément la botte italienne ou le 
Chili filiforme, qui s’étire sur plus de 4300 ki-
lomètres entre le littoral du Pacifique et la 
cordillère des Andes. La forme du Canada 
est à peu près triangulaire, celle de l’Égypte 
plutôt rectangulaire, et celle de la France… 
hexagonale ?

D’après l’Australien David Barry, qui a soulevé 
en 2016 la question de la forme géométrique 
des pays, l’Égypte est bel et bien le plus rec-
tangulaire de tous les États du monde, tout 
juste devant la Cité du Vatican. Plus récem-
ment, le Britannique Tom Alps a pour sa part 
conclu que le Nicaragua est le pays le plus 
triangulaire et dans une note parue en 2019 

dans le magazine américain Math Horizons, 
l’Argentin Gonzalo Ciruelos a montré que le 
Sierra Leone, petit État d’Afrique de l’Ouest, 
est le pays le plus rond, suivi de près par l’île 
de Nauru, en Océanie. 

Pour anecdotiques que soient des classe-
ments de pays en fonction de leur forme 
géométrique, la production de tels palmarès  
soulève des questions mathématiques inté-
ressantes, qui seront brièvement abordées 
dans cet article.

Le défi de la représentation
Le triangle, le carré ou le cercle étant des  
figures dans l’espace à deux dimensions, la 
première et principale difficulté consiste  
à se donner une représentation planaire  
fidèle des contours de chacun des pays du 
globe. C’est l’objet de la cartographie, qui fait  
intervenir des formules mathématiques  
complexes. Un article a déjà été consacré à ce 
sujet dans Accromath1.

Depuis la Renaissance, le Flamand Gerard 
de Kremer (1512-1594), connu sous le nom  
latinisé de Gerardus Mercator, l’Alsacien  
Johann Heinrich Lambert (1728-1777),  

1.	�  Voir https://accromath.uqam.ca/2008/02/
la-cartographie/

Lambert De Monte 
Christian Genest 

Université McGill

À la recherche de la  
Rondurie

https://accromath.uqam.ca/2008/02/la-cartographie/
https://accromath.uqam.ca/2008/02/la-cartographie/
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les Allemands Heinrich Christian Albers (1773-
1833) et Carl Friedrich Gauss (1777-1855),  
ainsi que l’Américain Arthur H. Robinson, né 
à Montréal en 1915 et décédé en 2004, sont 
au nombre de ceux qui ont le plus contribué 
à l’évolution de cette science.

À la base, la construction d’une carte est  
affaire de projection. Il s’agit de faire cor-
respondre chacun des points du globe à un 
point d’un plan, sachant qu’il s’ensuivra for-
cément une distorsion. Si par exemple on 
projette sur un plan tangent, tel qu’illustré à 
la figure 1, la distorsion augmentera à me-
sure que l’on s’éloigne du point de tangence.

Idéalement, on aimerait qu’une carte  
préserve à la fois les rapports d’aires et de 
longueurs, ainsi que les angles. Il découle 
toutefois du célèbre theorema egregium 
de Gauss que cet objectif est utopique. On 
doit donc opérer des choix selon l’étendue à  
cartographier et les besoins. En balistique, 
par exemple, les angles et les distances ra-
diales autour du point de tir sont cruciales. 
En aviation, on privilégiera plutôt une carte 
dans laquelle les grands cercles centrés sur 
l’aéroport de départ sont représentés par des 
droites, puisque qu’ils permettent de visualiser  
aisément le trajet le plus court vers diffé-
rentes destinations. Et ainsi de suite…

Il existe de multiples façons de représenter 
la surface d’une sphère sur un plan. On peut 
imaginer le plan de projection comme une 
feuille de papier qui deviendra ultimement la 
carte. Les trois stratégies les plus communes 
sont illustrées à la figure 2, à savoir

a)	les projections azimutales, dans lesquelles 
la feuille de papier est à plat ;

b)	les projections coniques, dans lesquelles la 
feuille est roulée en forme de cône ;

c)	les projections cylindriques, dans lesquelles 
la feuille est roulée en forme de cylindre.

L’emblème des Nations unies reproduit à la 
figure 3 illustre bien la notion de projection 
azimutale. Attribué au Français Guillaume 
Postel (1510-1581), ce système de projection  
représente les parallèles par des cercles 
concentriques partageant le même point 
d’origine, lequel est le point de tangence  
duquel rayonnent les méridiens. Une telle 
projection n’indique une vraie direction 
qu’entre le point de tangence, soit le pôle 
Nord dans l’emblème, et les divers lieux.

La méthode de Postel induit d’évidentes dis-
torsions de l’ensemble des aires et des formes 
des terres et des eaux loin du point de pro-
jection. Ces distorsions seront moindres si on 
projette plutôt la Terre sur un cône tangent 
ou sécant. Tel est le cas pour la projection 
conique conforme de Lambert, qui préserve 
les angles localement  : l’angle auquel deux 
courbes se croisent sur la sphère est le même 
dans leur représentation planaire. Cette  
caractéristique, essentielle pour les cartes  
aéronautiques, assure aussi une meilleure 
reproduction des formes et la constance 
de l’échelle dans toutes les directions, bien 
que l’altération relative des aires ne soit pas  
rigoureusement constante (une projection 
qui possède cette dernière propriété, tel la 
projection de Bonne, est dite authalique).

Dans le système de projection de Lambert 
que l’on utilisera dans la suite sans pré-
tendre qu’il est optimal, les méridiens sont 
des droites concourantes et les parallèles des 
arcs de cercle centrés sur le point de conver-
gence des méridiens, comme dans l’ancien 
indicatif de CBC / Radio-Canada reproduit à 
la figure 3. 

Figure 2
Exemples  

de projections  
azimutale  
(en haut),  

conique (au milieu) 
 et cylindrique  

(en bas).

Aucune distorsion

Carte

Distorsion maximale Distorsion maximale

Surface terrestre

Figure 1 
Illustration d’une projection et de la distorsion qu’elle induit à mesure que l’on s’éloigne du 

point de tangence. 

Figure 3
Emblème  

des Nations unies 
(en haut)  

et indicatif de 
CBC / Radio-Canada 

en vigueur  
de 1958 à 1966  

(en bas).
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Dans la suite, on appellera  
«  projection de Lambert  »  la 
projection conique conforme 
sécante «  Lambert-93  » dont le 
cône est réglé selon les lieux 
cartographiés pour conserver 
au mieux les aires et les dis-
tances entre les lignes sécantes  
(no 2154 du registre EPSG).

Pour illustrer l’effet du choix 
de projection sur le classement 
des pays en fonction de leur  
rondeur, on utilisera aussi — 
en raison de sa familiarité — la  
projection Web-Mercator (no 
3857 du registre EPSG), adop-
tée par Google Maps en 2005. Il 
s’agit d’une variante de la pro-
jection cylindrique de Mercator, 
utilisée pour la production de 
cartes de navigation, qui offre 
un réseau également espacé  
de parallèles et de méridiens 
se coupant à angle droit. Toute 
ligne droite entre deux points de 

cette projection, appelée loxodrome, repré-
sente une courbe terrestre d’angle constant 
avec les méridiens. En revanche, cette pro-
jection induit une forte distorsion des hautes 

latitudes, comme on peut le 
voir à la figure 4, qui montre les  
représentations planaires du  
Canada issues des projections 
de Lambert (en haut) et de  
Mercator (en bas). L’hypertro-
phie des îles de la Reine-Élisa-
beth — et particulièrement de la 
Terre d’Ellesmere — dans la carte 
du bas est évidente.

Le défi de la quantification
Étant donné la représentation planaire P d’un 
pays d’aire SP, comment peut-on en quan-
tifier la rondeur  ? Trois approches viennent 
spontanément à l’esprit :

a)	Déterminer l’aire SI du plus grand disque 
inclus dans le pays et calculer le rapport SI/SP.

b)	Déterminer l’aire SC du plus petit disque 
englobant tout le pays et calculer le  
rapport SP/SC.

c)	Déterminer le disque D(x,r) de centre x  
et de rayon r qui maximise le rapport

	
aire P D x y
aire P aire D x y

( ( , ))
max{ ( ), ( ( , ))}

.


           (1)

Dans tous les cas, le rapport varie entre 0 et 
1 et n’est égal à l’unité que si le contour de 
la région planaire P forme un cercle parfait.

Si on imagine par exemple un pays car-
ré centré à l’origine dont les côtés seraient 
de longueur  1, comme dans la figure  5, le 
cercle inscrit, de rayon 1/2 (en bleu dans la 
figure), serait la solution selon l’approche a), 
ce qui conduirait à l’indice de rondeur  p/4 ≈ 
0,785. En revanche, le cercle circonscrit, de 
rayon 1 2 ≈ 0,707 (en vert dans la figure), 
constituerait la solution selon l’approche 
b), ce qui mènerait à l’indice de rondeur  
2/p ≈ 0,637.

Pour déterminer la solution selon l’approche  
c), il faudrait en principe considérer l’en-
semble des disques D(x,r), mais à la réflexion 
il suffit de se limiter à ceux qui ont le même 
centre que le carré. La figure 6 montre l’évo-
lution du rapport (1) en fonction du rayon 
de ce disque pour les valeurs de r entre 
1/2 et 1 2 . On voit que le rapport est 
d’abord croissant puis décroissant. Un calcul  
trigonométrique simple permet de véri-
fier que le rapport est maximisé lorsque 
son dénominateur est égal à  1, soit quand  
r = 1 π ≈ 0,564 . Ce cercle est tracé en 
rouge dans la figure  5. L’indice de rondeur 
correspondant est d’environ 0,904.

DossierApplication À la recherche de la Rondurie  |  Lambert De Monte  •  Christian Genest  •  Université McGill

(0, 0)

1/2
Rayons
1 2 1 π

Figure 5 

Carré [-1/2, 1/2] × [-1/2, 1/2] et 
cercles de rayon 1/2 (inscrit, en 
bleu), 1 2 (circonscrit, en vert) 
et 1 π  (en orange) centrés à 

l’origine.

Figure 4
Deux représentations du Canada 
à l’aide d’une projection conique 
sécante de Lambert (en haut) et 

de la projection cylindrique  
Web-Mercator (en bas).
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Chacun des trois indices décrits ci-dessus se 
défend mais le choix de l’un ou l’autre pourra 
éventuellement mener à un classement dif-
férent des pays. Dans la suite, on se concen-
trera sur l’indice (1), à l’instar de Alps, Barry 
et Ciruelos.

Le défi de l’identification
Pour une projection et un pays donnés, l’ab-
sence de contours réguliers empêche de dé-
terminer analytiquement les coordonnées 
du disque D(x,r) permettant de maximiser 
l’indice de rondeur (1). On doit alors recourir 
à une procédure itérative visant à identi- 
fier la solution par améliorations  
successives d’un choix initial D(x0,r0)  
astucieux.

On pourrait par exemple prendre comme 
valeur initiale x0 le centre géographique du 
pays, encore que cette notion admette plu-
sieurs définitions. Il peut s’agir du lieu le 
moins éloigné de tous les autres dans le pays, 
du milieu des extrémités de latitude et de 
longitude, ou d’un barycentre. On pourrait 
aussi partir du plus grand disque totalement  
inclus dans le pays ou du plus petit disque 
englobant tout le pays, mais ceux-ci doivent 
eux-mêmes être déterminés empiriquement.

Il est plus simple de s’en remettre à la puis-
sance de calcul de l’ordinateur. À l’étape  0 
de l’algorithme, on se donne au hasard un 
cercle quelconque centré dans le pays. À 
l’étape i, on génère alors un grand nombre de  
voisins situés sur des cercles concentriques 
centrés en xi-1. On évalue ensuite l’indice de 
rondeur pour des disques de divers rayons 
centrés en chacun de ces voisins et on choisit 
comme nouveau candidat D(xi,ri) celui qui 
maximise ce rapport. L’algorithme s’arrête 
lorsqu’après moult itérations, il devient  
impossible d’augmenter la valeur de l’indice.

Pour s’assurer que l’on a bien identifié la so-
lution, il est prudent de relancer l’algorithme 
lui-même plusieurs fois en faisant varier  
aléatoirement le disque de départ D(x0,r0). 
La vitesse à laquelle la procédure converge 
dépend du degré de sophistication avec  
lequel elle génère des candidats possibles 
pour le centre et le rayon des disques de  
substitution.

La partie gauche de la figure 7 illustre 
l’application d’un tel algorithme pour la  
recherche du meilleur disque représentant le 
Sierra Leone selon la projection de Lambert. 
La partie droite de la figure 7 montre le résul-
tat de la même procédure pour la projection 
Web-Mercator. Dans les deux cas, le disque 
de départ est marqué en noir et les itérations 
successives sont en bleu ; la solution finale 
apparaît en rouge.

Compte tenu de l’élément aléatoire de 
la procédure, chacune de ses utilisations  
conduit à une séquence différente de cercles  
mais la solution finale reste la même au  
degré de précision prédéfini. Elle est toutefois 
spécifique au choix de projection et d’indice 
de rondeur du pays.
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Figure 6
Graphe du rapport (1) en fonction du rayon r 

d’un disque D(0,r) quand P est un carré de côté 
unité centré à l’origine.
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DossierApplication

Comme on peut le constater, les solutions 
représentées à la figure 7 sont très semblables. 
Il en va de même des indices de rondeur,  
qui sont respectivement de 0,9349 pour la 
projection de Lambert et de 0,9356 pour 
celle de Mercator. Le Sierra Leone étant un 
tout petit pays (son diamètre est inférieur à 
400 km), la distorsion cartographique est très 
faible.

Dans le cas du Canada, cependant, la figure 8  
montre que les solutions correspondant 
aux deux projections sont assez différentes.  
Il en va de même du ratio (1), qui est évalué 
à 0,6853 dans le cas de la projection de  
Lambert et à 0,7205 pour celle de Mercator.  
Ces disparités s’expliquent du fait que le  
Canada est un très grand pays (le 2e au 
monde) qui s’étend sur plus de 40 degrés de 
latitude.

Autres considérations
De nos jours, toutes les projections terrestres 
sont dérivées des coordonnées fournies par 
le système géodésique mondial WGS  84, 
qui précise l’équivalent de la longitude et de  
latitude mais en tenant compte du fait que 
la Terre est plutôt un ellipsoïde de révolution  
aplati et un peu déformé (à ce propos, voir 
sur Internet la maquette du «  patatoïde de 
Postdam »). Cet outil de référence universel,  
notamment utilisé par le système de  
positionnement par satellite GPS, reconnaît  
actuellement l’existence de 206 entités   
géographiques. Cependant, deux mises en 
garde s’imposent.

D’une part, le système WGS 84, utilisé tant 
par Alps, Barry et Ciruelos que dans la suite, 
définit les contours d’un pays en tenant 
compte de tous ses territoires et possessions 

À la recherche de la Rondurie  |  Lambert De Monte  •  Christian Genest  •  Université McGill

Figure 7
Disque de départ (noir) de l’algorithme d’optimisation 

du rapport (1) et solutions successives (bleues) itérées 
jusqu’à la solution finale (rouge) pour le Sierra Leone 

et les projections indiquées.

Projection de Lambert Projection de Mercator

Figure 8
Disque de départ (noir) de l’algorithme d’optimisation 

du rapport (1) et solutions successives (bleues) itérées 
jusqu’à la solution finale (rouge) pour le Canada et les 

projections indiquées.

Projection de Lambert Projection de Mercator

Vatican Pologne Côte d’ivoire

Sierra Leone ZimbabweNauru

Rondeur: 0,9356 Rondeur: 0,9253 Rondeur: 0,9169

Rondeur: 0,9037 Rondeur: 0,9034 Rondeur: 0,8994

Projection conique de Lambert-93

Rondeur: 0,935 Rondeur: 0,9237

Rondeur: 0,9072 Rondeur: 0,9041 Rondeur: 0,8997

Vatican Pologne Côte d’ivoire

Sierra Leone Zimbabwe

Rondeur: 0,916

Nauru

Projection de Web-Mercator 

Figure 9
Les six pays les plus ronds selon l’indice (1) et la projection indiquée.
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d’outre-mer. C’est ainsi que le Groenland fait 
partie intégrante du Danemark et que les 
États-Unis incluent l’Alaska, Hawaï ou Puerto 
Rico, par exemple. Si on n’y prend pas garde, 
ceci peut affecter singulièrement le rang de 
ces pays dans tout palmarès de rondeur, y 
compris celui de la France, à laquelle sont  
notamment rattachées la Martinique et la 
Guadeloupe.

D’autre part, certaines entités géographiques 
répertoriées par WGS 84 ne constituent pas 
des pays à proprement parler. C’est notam-
ment le cas du Récif de Scarborough, atoll 
quasi triangulaire aussi appelé Huángyán Do, 
qui est revendiqué à la fois par la Chine, les 
Philippines et Taïwan.

Résultats
Que l’on choisisse la projection Lambert-93 
ou Web-Mercator, c’est le Sierra Leone qui 
remporte la palme du pays le plus rond de la 
planète. Dans son article de 2019 mentionné  
en introduction, Gonzalo Ciruelos en était  
arrivé à la même conclusion au moyen d’une 
projection azimutale. De fait, la liste des six 
pays les plus ronds est la même pour ces trois 
projections, ce qui est rassurant. La figure 9 
en révèle l’identité et la rondeur selon les 
projections de Lambert et de Mercator.	  

En revanche, l’adoption d’autres critères  
de rondeur change la donne, comme le 
montre le tableau  1, qui énumère les six 
pays les plus ronds selon les rapports  
SI/SP et SP/SC. Dans le premier cas, le Sierra 
Leone tombe au 7e ou au 8e rang, selon que 
l’on utilise la projection Lambert-93 ou Web-
Mercator.

Le classement final dépend donc de la pro-
jection et du critère de rondeur choisis,  
ainsi que du traitement réservé aux terri-
toires et possessions d’outre-mer de certains 
pays, ce qui peut affecter leur rang. Il en va 
ainsi de tout palmarès, qu’il s’agisse d’entre-
prises cotées en fonction de leur rendement, 
d’écoles ou d’universités classées selon leur 
réputation ou de chercheurs rangés en ordre 
de productivité scientifique.

Conclusion et envoi
Les classements ont du bon et sont assuré-
ment populaires. Mais en les consultant, on 
doit toujours garder l’esprit critique et se  
demander quels sont les critères – et parfois 
aussi les intentions ! – qui ont présidé à leur 
élaboration. Le conseil vaut même pour la  
recherche de la Rondurie.

En conformité avec les principes de dupli-
cation et de reproductibilité des travaux de  
recherche, une version documentée du code R  
utilisé pour rédiger cet article est disponible à 
l’adresse suivante : 

https://www.math.mcgill.ca/cgenest/ 
Rondurie/

Au prix de quelques heures de travail, le  
lecteur motivé pourra adapter ce code pour 
produire, entre autres, une liste des pays 
les plus pentagonaux ou hexagonaux. Si sa  
recherche se limite aux polygones réguliers 
à n côtés, elle ne saurait toutefois conduire 
à des résultats très différents de ceux déjà 
obtenus dans le cas du cercle car l’aire 
d’un tel polygone d’apothème r est égale 
à nr2sin(2p/n), tandis que celle du cercle  
circonscrit est de pr2. Le rapport des deux 
tend rapidement vers 1 à mesure que n gran-
dit ; par exemple, il dépasse déjà 0,9 quand 
n = 8 et 0,95 quand n = 12. Ainsi, il y a fort à 
parier que pour presque toutes les valeurs de 
n, le pays dont la forme ressemble le plus à 
un polygone régulier à n côtés ne sera autre 
que la Rondurie.
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Critère SI /SP

1
2
3
4
5
6

Critère SP /SC

Lambert
Nauru
Uruguay
Vatican
Swaziland
Zimbabwe
Saint-Marin

Nauru
Vatican
Uruguay
Zimbabwe
Swaziland
Saint-Marin

Mercator
Nauru
Sierra Leone
Macédoine
Suriname
Lesotho
Uruguay

Nauru
Sierra Leone
Macédoine
Suriname
Lesotho
Uruguay

MercatorLambert

Tableau 1
Liste des six pays les plus ronds selon les rapports SI/SP et SP/SC.

https://www.math.mcgill.ca/cgenest/


 

Il fait froid, Lucien a décidé de mettre deux 
paires de chaussettes (l’une est rouge et 
l’autre est noire). Lucien sait qu’elles sont 
rangées dans son tiroir qui ne contient rien 
d’autre. Il fait nuit et, pour ne pas déranger, 
il n’allume pas la lumière. Il met ses chaus-
settes au hasard. Lucien n’aura pas à les  
enlever et à les remettre une seconde fois 
dans la cuisine si chaque pied porte deux 
chaussettes différentes dans le même ordre, 
par exemple une rouge en dessous et une 
noire au-dessus à chaque pied. 

Lucien se demande quelle est la probabilité 
pour qu’il réussisse du premier coup à mettre 
ses 4 chaussettes d’une façon convenable ? 

Raisonnement 1 
Lucien prend une chaussette au hasard, il la 

met à son pied droit. Il en prend 
une seconde, il la met à son pied 
droit par-dessus la première. 
Tout sera correct à cet ins-
tant si la seconde chaussette 
– prise parmi trois – n’est 
pas la jumelle de celle mise 
en premier. Cela se produira  

deux fois sur trois (car la 
chaussette jumelle de 

celle déjà enfilée est 
l’une des trois qui 

restent). Ensuite, 
il met à son 
pied gauche 
une troisième 

chaussette (prise  
parmi deux dif-

férentes). Elle doit être la 
jumelle de celle mise en pre-

mier à droite, cela se produira 
une fois sur deux. La dernière sera alors 

nécessairement convenable. 

En tout, la probabilité de réussir est donc  
P = 2/3 × 1/2 = 1/3. 

Raisonnement 2 
Lucien prend deux chaussettes au hasard et 
les met à son pied droit. Il faut qu’elles soient 
différentes. Les choix possibles sont rouge-
rouge, noire-noire, rouge-noire, noire-rouge. 
Lucien a donc une chance sur deux de 
mettre ses deux chaussettes sans s’engager  
vers une configuration insatisfaisante.  
Ensuite, il doit mettre les deux autres chaus-
settes (qui sont de couleurs différentes) dans 
le bon ordre, et cela donnera quelque chose 
de convenable une fois sur deux. 

Lucien réussira donc une fois sur quatre :  
P = 1/4.

Raisonnement 3 
Lucien prend deux chaussettes au hasard et 
en met une à droite, l’autre à gauche. Pour 
que cela ne l’engage pas vers une mauvaise 
configuration, il faut que les deux chaus-
settes choisies soient de la même couleur. Les 
possibilités sont rouge-rouge, noire-noire, 
rouge-noire, noire-rouge. Donc une configu-
ration convenable se produira une fois sur 
deux. Si c’est le cas, les deux autres chaus-
settes seront aussi convenablement placées. 

La probabilité de réussir est donc 1/2 :  
P = 1/2.

Voilà qui est étrange et paradoxal : la  
probabilité de réussir ne peut pas être à la fois 
1/4, 1/3 et 1/2. Quel raisonnement est bon ?  
Expliquez alors pourquoi les deux autres sont 
faux. Autre possibilité : ils sont tous bons, car 
la probabilité de réussir dépend de la procé-
dure qu’on utilise et la conclusion doit donc 
être qu’il faut utiliser la troisième méthode 
puisqu’elle me donne une chance sur deux de 
réussir ce qui est le mieux.
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               Les deux paires  de chaussettes



 

Solution du paradoxe précédent
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               Les deux paires  de chaussettes Solution du paradoxe précédent

Le congrès des myopes
Au congrès annuel des myopes, un jeu est organisé avec 
11 des congressistes. Après que ceux-ci ont convenu de 
la stratégie qu’ils allaient utiliser, l’arbitre dispose les 
joueurs en cercle et pose un chapeau noir ou rouge sur 
leur tête : 

- Le myope 1 voit le chapeau du myope 11 et lui  
seulement ; 

- Le myope 2 voit le chapeau du myope 1 et lui  
seulement ; 

- ... 

- Le myope 11 voit le chapeau du myope 10 et lui  
seulement. 

Simultanément, les 11 myopes indique la couleur du 
chapeau qu’il pense porter et les 11 joueurs gagnent 
l’accès gratuit au congrès suivant si l’un d’eux, au 
moins, donne la bonne réponse. 

En répondant au hasard, ils ont peu de chance de 
perdre, mais l’arbitre a pu les espionner pendant qu’ils 
parlaient avant l’épreuve et il est possible qu’il exploite 
ce qu’il a entendu pour les faire perdre. Pourtant, même 
dans un tel cas, les 11 joueurs sont certains de gagner. 
Quelle stratégie ont-ils convenu qui assure à 100 % 
que l’un d’eux (au moins) proposera la bonne couleur 
pour le chapeau qu’il porte ? 

Un second problème est posé: 

- Prouver que si l’un des myopes est en réalité un 
aveugle alors, cette fois, aucune stratégie convenue 
à l’avance ne peut fonctionner dans 100 % des cas. 

Solution
Une stratégie gagnante à tous coups pour l’équipe de 
myopes est la suivante. Le premier myope (ou l’un des 
myopes choisi une fois pour toutes) indique la cou-
leur qu’il voit devant lui. Les autres indiquent la couleur  
inverse de celle qu’ils voient devant eux. De deux choses 
l’une : 

a) Tous les chapeaux ont la même couleur. Dans ce cas, 
le premier myope a deviné la couleur de son cha-
peau. 

b) Les couleurs ne sont pas toutes identiques. Dans ce 
cas, il existe au moins deux myopes qui ont devant 
eux un chapeau différent du leur, l’un au moins n’est 
pas le premier myope et donc devine la couleur de 
son chapeau. 

Le raisonnement pour le second problème consiste à 
créer une distribution de chapeaux qui fasse perdre 
tous les joueurs en commençant par l’aveugle. Il est 
un peu trop compliqué pour l’espace de cette rubrique, 
vous le trouverez détaillé en :

http://www.lifl.fr/~jdelahay/LNA/LNA54.pdf

Notez que cette stratégie  
fonctionne avec un nombre  
pair ou impair de joueurs. 
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Le partage équitable
1.	Maryam et Caucher se partagent un  

gâteau de la manière suivante : Maryam ba-
laie le gâteau de gauche à droite avec deux 
couteaux de telle sorte que la valeur de la 
portion entre les deux couteaux soit pour 
elle de ½. Lorsque Caucher dit « Stop ! »,  
elle coupe le gâteau au niveau des deux 
couteaux. Elle prend le morceau du milieu 
et donne les deux autres à Caucher. Mon-
trer que la méthode permet un partage 
équitable, c’est-à-dire dans lequel chaque 
personne reçoit une portion ayant valeur 
1/2 pour elle.

2.	Vérifier que la méthode des couteaux  
mobiles de Stromquist permet un par-
tage sans jalousie de corvées entre trois  
personnes. 	

3.	On considère un triangle divisé comme 
sur la figure et dont tous les sommets de  
petits triangles sont annotés 1, 2 ou 3. Les 
annotations sur la frontière doivent obéir 
aux règles de la figure. 

	 Montrer qu’il existe au moins un petit 
triangle dont les sommets sont annotés 1, 
2 et 3. (Ce problème est un cas particulier 
du lemme de Sperner, dans lequel on per-
met toute triangulation du grand triangle 
et les mêmes hypothèses sur la frontière).

Mappemonde
1.	Écrivez la relation d’équivalence sur le  

carré [–1, 1]×[–1, 1] telle que son espace 
quotient est le tore. 

2. �Les courbes ci-contre sont 
dessinées sur la carte du tore. 
Dites si elles le séparent en 
une ou deux régions.

3.	Qu’obtient-on en recollant les côté  
de même nom à partir de l’octogone  
ci-contre ?

Modéliser le réchauffement 
climatique
Le modèle proposé pour le cycle du carbone  
peut être aisément implémenté sur un tableur,  
en associant une ligne à chaque année simulée  
et autant de colonnes que nécessaire pour 
rendre compte des différentes variables, in-
cluant la valeur des stocks (dans chacun des 
réservoirs) et des flux (entre les réservoirs). 

Faites-en l’exercice pour la période 1990-2100, 
en construisant votre propre version sur le  
tableur de votre choix à partir des relations 
décrites dans l’article ou en complétant le 
fichier Excel partiellement construit et dis-
ponible sur le site de la revue à l’adresse :  
https://accromath.uqam.ca/wp-content/
uploads/2021/02/CycleCarbone.xlsx. 
a)	Vérifiez d’abord que votre modèle prédit 

les mêmes valeurs pour l’année 2100 que  
cet autre simulateur (en t = 110 = 2100 - 1990),  
lorsque les émissions de carbone sont 
constantes et d’une même valeur (ex.  
E(t) = 6 Gt/année). Comparez les valeurs 
et formules des variables, stocks et flux, 
en cliquant sur les différents éléments du  
diagramme. 

b)	Si les émissions sont constantes et égales 
à 9 Gt/année, pour quelle(s) année(s)  
observe-t-on la plongée en carbone vers 
l’océan profond dominer la remontée vers 
l’océan de surface ? Quelle interprétation 
pourrait-on donner à cette observation ?

c)	Vérifiez ensuite que pour des émissions de 
carbone suivant la règle E(t) = 6 +0,14 t,  
où t est le nombre d’années écoulées  
depuis 1990, la simulation avec votre modèle 
produit les mêmes résultats (température  
globale et concentration en CO2 dans  
l’atmosphère) que ceux donnés dans  
l’article, autant pour l’année 2100 que 
pour l’année 2020.  

d)	Pour tester différents scénarios de réduction  
des émissions, il est possible d’enrichir le 
modèle d’une variable « plafond » et d’une 
année à partir de laquelle ce plafond s’ap-
pliquerait sur les émissions globales. On 
peut alors recourir à la fonction condition-
nelle SI de Excel pour définir par morceaux 
la fonction E(t). Selon le modèle enrichi, 
quelle température globale atteindrait-on 
en 2100 :

•	 si après une croissance linéaire des émis-
sions (obéissant à la règle donnée en c), on 
retournait instantanément à des émissions 
de 5,7 Gt/année à partir de l’année 2020 ? 

•	 si la croissance linéaire se poursuivait 
entre 2020 et 2030, mais que dès 2030, on 
réduisait à 0 les émissions de carbone liées 
à la combustion des énergies fossiles ?

e)	Quel scénario, plus réaliste, pourriez-vous 
proposer pour limiter à 1,5 °C l’augmentation  
de la température entre 1990 et 2100 ?  
À quelle fonction (définie par morceaux ou 
par récurrence) pourriez-vous associer l’ap-
port annuel en carbone lié aux émissions ? 
Vérifiez la valeur de votre proposition  
en simulant l’évolution de l’état de la  
planète après avoir inclus cette nouvelle 
fonction dans votre modèle.

Section problèmes

1

2 3

1 
ou

 2

1 ou 3

2 ou 3

A

B B

C C

D

D

A

https://accromath.uqam.ca/wp-content/uploads/2021/02/CycleCarbone.xlsx
https://accromath.uqam.ca/wp-content/uploads/2021/02/CycleCarbone.xlsx
https://insightmaker.com/insight/207997/EA1-CycleCarbone
https://support.microsoft.com/fr-fr/office/si-si-fonction-69aed7c9-4e8a-4755-a9bc-aa8bbff73be2


Pour en s  voir plus!

Mathématiques de la planète Terre	

	 Modéliser le réchauffement climatique

		  •	� Futura – Portail web – Articles sur le réchauffement climatique 
https://www.futura-sciences.com/planete/environnement/rechauffement/ 

		  •	� Jeandel, C., & Mosseri, R. (2011). Le climat à découvert. CNRS Éditions.  
https://books.openedition.org/editionscnrs/11316 

		  •	� Schlesinger, W. H., & Andrews, J. A. (2000). Soil respiration and the global carbon cycle.  
Biogeochemistry, 48(1), 7-20. https://www.jstor.org/stable/1469550

		  •	� Wanninkhof, R., Asher, W. E., Ho, D. T., Sweeney, C., & McGillis, W. R. (2009). Advances in quantifying air-sea 
gas exchange and environmental forcing. Annual Review of Marine Science, Vol. 1: 213-244.  
https://www.annualreviews.org/doi/full/10.1146/annurev.marine.010908.163742 

Applications des mathématiques	

	 Partage équitable Bis

		  •	� Walter Stromquist, How to Cut a Cake Fairly, The American Mathematical Monthly, Oct., 1980, Vol. 87, No. 8 (Oct., 1980), 
pp. 640-644, https://www.jstor.org/stable/2320951.    

		  •	Francis Su, Rental Harmony: Sperner’s Lemma in Fair Division, The American Mathematical Monthly,  
			   Dec., 1999, Vol. 106, No. 10 (Dec., 1999), pp. 930-942, http://www.jstor.com/stable/2589747. 

		  •	Dans Wikipedia,  https://fr.wikipedia.org/wiki/Partage_équitable.

		  •	Vidéo en anglais parlant du partage de l’héritage : https://www.youtube.com/watch?v=AmkPL2GRewQ.
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