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Dimension du « cube »

LE TRIANGLE
DE PASCAL

et les intersections
d’hyperplans et d’hypercubes
On peut difficilement se représenter mentalement un
hypercube en dimension d, mais on peut déterminer le nombre
de sommets de ses intersections avec un hyperplan de dimension
d-1 glissant perpendiculairement le long de sa diagonale principale.

Hypercube unitaire

La figure ci-contre contient des illustrations
d'objets de dimension 0, 1, 2 et 3 respecti-
vement. Pour nous dont les sens percoivent
trois (et seulement trois) dimensions,
I'illustration du bas peut s'interpréter comme
représentant un cube.

Un étre ne percevant que deux dimensions
qui observerait un cube ne verrait qu'un
carré, que l'on peut interpréter comme la
projection du cube sur l'une de ses faces.
C'est I'objet de dimension maximale qu'il
peut percevoir. Pour cet étre, le carré serait
I'¢quivalent du «cube» pour nous, et le cube
serait I'équivalent de ce qu'on pourrait appe-
ler un «hypercube.

De facon analogue, en regardant un carré,
I'tre ne percevant qu'une dimension verrait
un segment de droite, soit la projection du
carré sur une droite paralléele a un de ses co-
tés. Pour cet étre, le segment de droite serait
I'équivalent de notre cube et le carré serait
I'équivalent de notre «hypercube».

Dans la suite du texte,

on appelle hypercube
1 d-dimensionnel,  (aus-
si appelé d-cube) 'ana-
logue de dimension d
d'un cube (pour d = 3) et
d'un carré (pour d= 2).
Le 3-cube est donc le
X cube géométrique usuel.
En projetant un d-cube
selon l'une de ses di-
mensions, on obtient un
hyperplan qui est de di-
mension d-1. Un hy-
percube dont les arétes
sont de longueur 1 est
dit unitaire.
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Les sommets d'un hypercube unitaire de
dimension d peuvent se représenter dans un
systéme d'axes a ddimensions par un d-tuplet
dont les composantes sont exclusivement
des O et des 1. Ainsi, les coordonnées des
sommets d'un carré unitaire dans un systeme
d'axes en 2D sont (0,0), (0,1), (1,0) et (1,1).
Celles des sommets d'un cube unitaire dans
un systeme d'axes en 3D sont (0,0,0), (1,0,0),
(0,1,0), (0,0,1), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1) et
(1,1,1).

Un d-cube a 292= 29-" diagonales, chacune
de longueur Jd. Nous appellerons dia-
gonale principale celle joignant le sommet
de coordonnées (0,0,0,..,0) au sommet de
coordonnées (1,1,1,..., 1).

Hyperplan glissant
perpendiculairement

sur la diagonale principale
du d-cube

Considérons quelques cas. Etant donné un
carré (2-cube), sup-
posons une droite
(hyperplan de dimen-
sion 1) se déplacant (g, 1)“y (1, 1)
perpendiculairement
a la diagonale du
carré et prenons 0,0
une photo de l'in- 0 AR
tersection du carré I
et de cette droite a

Position

; Photos
sur la diagonale

0,0

chaque fois quelle (00 ¥

passe par au moins AY 1)

un sommet du car- ©.1) '

ré. On obtient les ¢
i - (0,0

trois photos du ta- (0,0) -

bleau ci-contre.

On peut refaire le méme exercice a partir du
3-cube en considérant un plan (hyperplan de
dimension 2) qui glisse perpendiculairement
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a la diagonale principale du carré. On prend
une photo de l'intersection de ce plan et du
cube a chaque fois que le plan passe par au
moins un sommet du cube. Les photos obte-
nues sont celles du tableau suivant.
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De la méme facon, I'hypercube de dimension
1 est un segment de droite unitaire. L'hyper-
plan correspondant est un point. En faisant
glisser le point sur la droite et en prenant
les photos des intersections lorsque le point
passe par un sommet du segment de droite,
on obtient deux photos de points.
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Lorsque d = 0, on a un cas dégénéré ou le
0-cube est simplement le point. Il n'y a alors
pas d'hyperplan en jeu.

Le tableau ci-bas résume les différents cas
rencontrés.

On remarque que Nombre
les nombres de de sommets
sommets des ob- o 1
jets géométriques . 0 .

figurant dans les 0_1 b
diverses  photos ©,1)

sont des nombres
du triangle de Pas-
cal (voir encadré Le
triangle de Pascal).
Pourquoi en est-il
ainsi?

Intersections

° °
(0,0) (1,1)

(1,0
(0,1,0 (1,1,0 (0,1,1)

13 3 1

(0,0,0) (1,1 1)

(0,0,1 (1,0,0 (1,01

Puisque les hypercubes sont unitaires, les
coordonnées des sommets de chacune des
photos sont obtenues en déterminant le
nombre de d-tuplets dont le nombre de 1 est
p, pour p variant de O jusqu'a n. Ce nombre
de d-tuplets est un nombre de combinai-
sons. Ainsi, pour d=3, le nombre de 1 dans
les coordonnées d'un sommet peut étre O,
1, 2 ou 3, mais ce nombre est le méme pour
tous les sommets d'une photo particuliére
de l'intersection de I'nyperplan et de I'hy-
percube. Le tableau suivant donne le nombre
de sommets des intersections du plan
glissant perpendiculairement sur la diagonale
principale d'un cube unitaire, ainsi que les
coordonnées de ces sommets (On y utilise la
notation des coefficients binomiaux - voir
encadré Le triangle de Pascal).

91 (93

Le triangle de Pascal nous permet de déter-
miner les sommets des intersections d'un
hyperplan glissant perpendiculairement sur
la diagonale principale d'un hypercube de
dimension 4.
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Du nombre de sommets
a la forme de l'intersection

On a déterminé le nombre de sommets de
lintersection d'un hypercube avec un hyperplan
glissant perpendiculairement a la diagonale
principale. Mais quelle est la forme de cet
objet? Un nombre de sommets ne détermine
pas forcément une forme géométrique par-
ticuliere. Ainsi, en 3D, on peut imaginer des
formes géométriques fort différentes ayant
six sommets (voir ci-contre).

Le triangle de Pascal peut encore venir a
notre rescousse. Un nombre d'une ligne du
triangle est la somme des deux nombres a sa
gauche et a sa droite sur la ligne précédente.
Ainsi, sur la ligne pour n=3, le deuxieme
nombre est 3: c'est la somme du nombre 1
et du nombre 2 de la ligne précédente. Le
nombre 1 représente un point et le nombre
2 un segment de droite. L'enveloppe convexe
de ces deux objets est un triangle (voir enca-
dré Enveloppe convexe).

De maniere générale, la notion d'enveloppe
convexe fournit une interprétation géo-
métrique des entrées du triangle de Pascal.
Ainsi, considérons la ligne numérotée 4. Le
premier nombre est 1; l'intersection qu'il re-
présente est un point. Le second nombre est
4 et il est la somme des deux nombres a sa
gauche et a sa droite sur le ligne précédente,
soit 1 et 3 qui représentent respectivement
un point et un triangle. Lenveloppe convexe
de ces deux objets est donc un tétraédre, un
solide a quatre sommets. Le cas du troisieme
nombre de cette méme ligne, 6, est illustré
ci-dessous.

Deux triangles
équilatéraux
dans I'espace

Enveloppe convexe, un octaédre

dont les six sommets sont donnés
par le triangle de Pascal

Un coté d'un triangle et
le sommet opposé dans
le triangle inversé
définissent une portion de plan

Grace au triangle de Pascal, on peut
déterminer le nombre de sommets
desphotosd'intersectiond'unhyper-
plan glissant perpendiculairement
sur la diagonale principale d'un
hypercube en dimension 6 ou en
dimension 8, par exemple, et déter-
miner de quels objets géomeétriques
ils sont I'enveloppe convexe. Pour
ce qui est de se représenter visuelle-
ment cette enveloppe convexe, c'est
une tout autre histoire.

Elastique englobant

un segment de droite et un point

Ballon englobant
un triangle et un point

| André Ross ¢ Professeur retraité

Solides a six sommets

Ay

Prisme triangulaire

7'\

Pyramide a base pentagonale

Octogones

()

Convexe

X

Concave
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Enveloppe
convexe

Un triangle

Enveloppe convexe,

un tétraedre



