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Vous savez peut-être déjà qu’en novembre 2019, l’UNESCO a décrété  
officiellement que le 14 mars sera dorénavant connu comme la Journée  
internationale des mathématiques. Nous tenons à féliciter Christiane 
Rousseau, qui a piloté ce dossier avec efficacité et persévérance.

Pour l’année 2020, le thème de cette journée est « Les mathématiques 
sont partout ». Pour cette occasion, nous avons décidé de préparer 
quelques articles de deux pages en lien avec ce thème. Certains de ces 
articles ont été déposés sur le site d’Accromath, et nous en publions deux 
dans ce numéro. 

Les probabilités et la statistique sont des domaines mathématiques très 
présents dans la société moderne. Les cinq premiers articles de ce numéro  
en présentent diverses applications.

Dans l’article Quel calcul les compagnies aériennes font-elles pour 
contrôler le « surbooking » ? (la surréservation), Claude Bélisle et  
Jean-Marie De Koninck nous présentent le calcul des probabilités utilisé  
pour déterminer combien de billets seront vendus en surplus par une 
compagnie aérienne.

Christian Genest signe l’article La méthode de Warner, utilisée pour  
réaliser une étude statistique sur un sujet sensible tout en préservant la 
vie privée des répondants.

On entend souvent parler de la réforme du système électoral, qui  
permet l’élection d’un gouvernement majoritaire avec moins de 50 % des 
voix. Dans Dites-moi quel parti vous voulez voir gagner les élections, 
Christiane Rousseau relève les lacunes de divers systèmes d’élection.

Le système des séries éliminatoires 4 de 7 que l’on retrouve dans divers 
sports est-il le meilleur ? Dans Que le meilleur gagne !, Christian Genest 
analyse ce système pour voir s’il est possible de l’améliorer et de s’assurer 
que c’est vraiment la meilleure équipe qui reçoit la coupe.

Lorsqu’on arrive à l’arrêt d’autobus, il est raisonnable de croire que le 
temps d’attente devrait, en moyenne, être la moitié de la durée entre 
deux passages d’autobus. Dans Tout vient à point même s’il faut  
attendre longtemps, Michel Adès et Jean-François Plante montrent que 
paradoxalement ce n’est pas le cas.

Sous le thème Mathématiques et littérature, Bernard Hodgson présente  
Glanures mathématico-littéraires (IV), dans lesquelles il relève divers 
textes à saveur humoristique inspirés des mathématiques.

Dans le paradoxe intitulé Les chapeaux alignés de Jean-Paul Delahaye,  
des étudiants sont alignés l’un derrière l’autre et on place aléatoirement 
sur leur tête un chapeau, bleu ou rouge. Chacun doit deviner la couleur 
du chapeau qu’il a sur la tête en ne voyant que la couleur des chapeaux 
des étudiants devant lui. Comment faire pour optimiser le nombre de  
bonnes réponses ?

Bonne lecture !

André Ross

Éditori  l
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Supposons que vous lanciez un dé 5 fois.  

Quelle est la probabilité que la face  apparaisse exactement deux fois ?  
C’est ce type de calcul qu’effectuent les mathématiciens à l’emploi des 

compagnies aériennes pour optimiser le profit de celles-ci en vendant plus 
de billets qu’il n’y a de sièges dans l’avion.

La plupart des transporteurs aériens 
s’adonnent à la survente, aussi appelée 
« surbooking » ou « overbooking». Leur pré-
texte est qu’en vendant davantage de billets 
pour un même vol, ils pourront vendre leurs  
billets moins chers, ce qui sera profitable pour 
le voyageur. Ils font le pari qu’un nombre  
important de passagers ne se présenteront 
pas au départ de leur vol. Toutes sortes de  
raisons expliquent ces absences: les passagers  
ont manqué une connexion, ils sont ma-
lades, ils ont oublié qu’ils avaient un voyage  
d’affaire à l’horaire, etc. Ainsi, pour éviter 
qu’un avion décolle avec plusieurs sièges 
inoccupés, la compagnie prend la chance de 
vendre plus de billets qu’il n’y a de sièges dans 
l’avion, s’exposant ainsi au risque de devoir 
dédommager les passagers qui se verraient 
alors refuser l’accès à bord. Comment une 
compagnie aérienne fait-elle pour profiter  
au maximum du « surbooking »? 

Revenons aux lancers du dé. À chaque  
lancer, la probabilité d’obtenir la face  est 
1/6, alors que la probabilité de ne pas obtenir 
la face  est 5/6. Ainsi la probabilité qu’en 
lançant le dé 5 fois on obtienne exactement 
deux fois la face   est donnée par :

5
2

1
6

5
6

0,160 751.
2 3

















 ≈

Il s’agit d’un cas spécial de la loi binomiale 
(voir l’encadré à ce sujet). 

Pour voir comment cela s’applique au trans-
port aérien, examinons un cas concret.  

Supposons que la compagnie Air Québec 
ait vendu 103 billets pour son vol matinal  
Montréal-Toronto. Comment s’y prend-on 
pour calculer la probabilité que, par exemple, 
exactement 101 passagers se présenteront 
à l’embarquement? Soit Y la variable aléa-
toire qui désigne le nombre de passagers qui 
se présenteront pour leur vol. Comme il est 
connu qu’en moyenne seulement 95% des 
passagers se présenteront pour leur vol, la loi 
binomiale nous donne:

P Y[ 101]
103
101 0,95 0,05

0,073 86.

101 2( ) ( )= = 



 × ×

≈

ce qui signifie qu’il y a environ 7 % de chances 
qu’exactement 101 des 103 détenteurs de 
billet se présenteront à l’embarquement. 

Supposons que l’avion ait une capacité de 
100 sièges et qu’Air Québec ait vendu ces  
103 billets à 200 $ chacun pour une revenu 
total de 103 × 200 $ = 20 600 $. Supposons de 
plus que chaque passager se voyant refuser  
l’accès à bord coûte à la compagnie 800 $ 
en compensation. Écrivons G pour dénoter le 
gain, c’est-à-dire le revenu brut d’Air Québec.  

Claude Bélisle  
et Jean-Marie  

De Koninck 
Université Laval

Quel calcul les compagnies aériennes  
font-elles pour contrôler

 le « surbooking » ?

La loi binomiale 
Imaginez une expérience aléatoire qui 
donne lieu à deux résultats possibles, le  
résultat A qui survient avec probabilité p et 
le résultat B qui survient avec probabilité  
1 − p. Si on répète cette expérience n fois et si  
Y dénote le nombre de fois que le résultat 
A survient, alors pour tout k ∈ {0, 1, 2, ..., n} 
on a :

P Y k
n
k p p[ ] (1 ) .k n k= = 



 × × − −

Cette distribution de probabilités est  
appelée la loi binomiale. 
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Le « surbooking »  |  Claude Bélisle et Jean-Marie De Koninck  •  Université Laval

Ce gain est une variable aléatoire avec 
quatres valeurs possibles :  

• G = 20 600 $ si pas plus de 100 passagers 
se présentent pour leur vol, 

• G = 20 600 $ – 800 $ = 19 800 $ si exac-
tement 101 passagers se présentent pour 
leur vol, 

• G = 20 600 $ – (2 × 800 $) = 19 000 $ si 
exactement 102 passagers se présentent 
pour leur vol, 

• G = 20 600 $ – (3 × 800 $) = 18 200 $ si 
exactement 103 passagers se présentent 
pour leur vol. 

Ainsi, l’espérance du gain (voir l’encadré sur 
l’espérance) est donnée par :
	 E[G] = 20 600 $ × P[G = 20 600 $] 
	 + 19 800 $ × P[G = 19 800 $] 
	 + 19 000 $ × P[G = 19 000 $] 
	 + 18 200 $ × P[G = 18 200 $] 
	 = 20 600 $ × P[Y ≤100] 
	 + 19 800 $ × P[Y = 101] 
	 + 19 000 $ × P[Y = 102] 
	 + 18 200 $ × P[Y = 103] 
	 = 20 484, 70 $. 

Quelle est donc la stratégie la plus profitable 
pour Air Québec ? Combien de billets devrait-
elle vendre ? Nous venons de voir que si elle 
vend 103 billets, elle peut espérer engranger  
20 484,70 $. Devrait-elle risquer vendre davan- 
tage de billets, ou devrait-elle en vendre moins ?  
Examinons différents scénarios, incluant celui  
à 103 billets. 

Dans le tableau ci-contre, g(n) dénote l’espé-
rance du gain dans le cas où la compagnie 
vend n billets. Chaque ligne de ce tableau a 

été obtenue en faisant un calcul semblable 
au calcul qu’on a fait ci-dessus. Ce tableau 
indique donc que la meilleure stratégie est 
celle où Air Québec vend exactement 104 bil-
lets, auquel cas elle pourra espérer encaisser 
504,32 $ de plus que si elle n’avait pas fait de 
« surbooking ». 

En réalité, le modèle mathématique adopté  
par les compagnies aériennes est plus com-
plexe. Par exemple, à l’aéroport de Chicago,  
la probabilité qu’un passager rate une 
connexion est beaucoup plus élevée qu’à 
Montréal. De même, en hiver, le fait que les 
retards sont plus fréquents doit aussi être 
pris en compte. Néanmoins, tous les modèles 
mathématiques utilisés par les grandes com-
pagnies aériennes reposent essentiellement 
sur la loi binomiale et, somme toute, sur des 
mathématiques pas si compliquées.  

Le nombre de façons différentes de choisir k objets 

parmi un groupe de n objets est noté 
n
k( )  et est donné 

par l’équation 
n
k

n
k n k

!
!( )!

.( )=
−

Par exemple, à la lotto 6/49, une combinaison est une 
sélection de 6 nombres parmi les nombres 1 à 49. Le 
nombre total de combinaisons possibles est donc :

49
6

49!
6!(49 6)!

49!
6!43!

13 983 816.( )=
−

= =

Les nombres 
n
k( )  sont appelés coefficients binomiaux 

parce qu’ils apparaissent dans la formule du binôme de 
Newton. Cette formule nous dit que pour tout entier 
non négatif n on a 

a b n
k a b( ) .n n k k

k

n

0
∑( )+ = −

=

Avec, par exemple, n = 4, cette formule nous donne :

(a + b)4 = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4. 

Les coefficients binomiaux

L’espérance  
d’une variable aléatoire

Si V est une variable aléatoire avec m va-
leurs possibles, disons les valeurs v1, v2, ..., 
vm , alors son espérance, notée E[V], est dé-
finie par l’équation :

E V v P V v[ ] [ ].i
i

m

i
1

∑= =
=

L’espérance d’une variable aléatoire est 
donc la moyenne pondérée de ses valeurs 
possibles, avec pondération donnée par la 
distribution de probabilité de la variable 
aléatoire.

100
101
102
103
104
105
106
107

n g(n)
20 000,00 $
20 195,50 $
20 368,50 $
20 484,70 $
20 504,32 $
20 399,60 $
20 165,58 $
19 818,41 $

Gain selon le nombre 
de billets vendus
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Les chercheurs en sciences sociales sont souvent appelés à interroger les 
gens sur des questions sensibles, que ce soit en matière de sexualité, de 

criminalité ou autre. Si les participants à l’enquête ont peur d’être jugés ou 
veulent éviter de se dénoncer, ils risquent fort de mentir ou de refuser de 
répondre, ce qui constitue une source de biais. Comment faire alors pour 

protéger leur vie privée tout en recueillant l’information désirée ?
Une solution simple et pratique à cet épineux  
problème a été proposée en 1965 par Stanley  
Warner (qui fut longtemps professeur à l’Uni-
versité York de Toronto) puis raffinée au fil 
du temps. À la base, la technique consiste à 
demander à chaque participant de répondre 
par oui ou non à une question que lui seul 
connaît parce qu’il l’a choisie au hasard.

Supposons par exemple qu’on veut mesurer  
l’ampleur de la tricherie à un examen. 
Au lieu de poser la question aux can-
didats de but en blanc, ce qui pourrait 
les indisposer, on leur tend un disque 

partagé en deux secteurs. Le secteur A 
porte l’inscription « j’ai triché » ; le sec-

teur B porte l’inscription « je n’ai pas triché ».  
Fixée sur un pivot au milieu du disque se 
trouve une flèche qu’une pichenette permet 
de faire tournoyer.

Chaque répondant est invité à utiliser ce  
dispositif pour choisir au hasard un des deux 
secteurs du disque à l’abri des regards indis-
crets. Il peut alors répondre « oui » si l’énoncé  
pointé est vrai et «  non  » autrement, et ce 
en toute impunité. En effet, la confidentialité 
de sa réponse est assurée car l’interviewer ne 
sait pas quel énoncé a été sélectionné.

•	 Répondre « oui » n’est pas compromettant 
car il se pourrait que la flèche pointe vers 
le secteur B, dans lequel cas « oui » signifie 
« je n’ai pas triché ».

•	 Répondre «  non  » n’est pas une source 
d’embarras non plus car la flèche pourrait 
s’être arrêtée dans le secteur A, de sorte 
que « non » signifie « je n’ai pas triché ».

Outre que les participants puissent ainsi ré-
pondre honnêtement sans crainte de repré-
sailles, cette approche permet d’estimer la 
proportion de tricheurs à partir d’un échan-
tillon de réponses pourvu que dans chaque 
cas, la question ait été choisie aléatoirement 
au moyen du disque.

En effet, supposons que X personnes aient ré-
pondu « oui » et que n – X autres aient répondu  
« non ». Dans la mesure où l’échantillon est 
aléatoire, la variable aléatoire X obéit à une 
loi binomiale de paramètres n et p, où p est 
la probabilité qu’un répondant dise «  oui  ». 
Une bonne estimation de p (de fait, l’estima-
tion à vraisemblance maximale) est donnée 
par p̂  = X/n, soit la proportion de personnes  
interrogées qui ont répondu « oui ».

Or il se trouve qu’il existe une relation très 
simple entre le paramètre p et la proportion 
r de candidats qui ont triché à l’examen. En 
effet, supposons que le secteur A couvre une 
proportion q ∈ [0, 1] du disque. Par une dis-
tinction de cas, on trouve que

Christian Genest
Université McGill

 La méthode
de Warner

la probabilité qu’un répondant dise « oui »

	 = �la probabilité qu’il dise « oui » et que la 
flèche pointe vers le secteur A

	 + �la probabilité qu’il dise « oui » et que la 
flèche pointe vers le secteur B,

d’où p = r  × q + (1 – r) × (1 – q).

Je n’ai pas triché

     
  J’ai triché
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La méthode de Warner  |  Christian Genest  •  Université McGill

Si q = 1/2, la probabilité p qu’un participant 
réponde oui vaut 1/2 et n’est liée en rien à r. 
Les répondants ne fournissent donc aucune 
information utile. En revanche si q ≠ 1/2, on 
trouve

r
p q

q
1

2 1
.=

+ −
−

Par suite, une estimation sans biais de r est 
donnée par

r
p q

q
ˆ

ˆ 1
2 1

.=
+ −

−

On peut aussi aisément adjoindre une marge 
d’erreur à cette estimation sous forme d’in-
tervalle de confiance puisque par le théorème 
central limite, p̂  est un estimateur asympto-
tiquement normal dont la variance à taille n 
est p × (1 – p)/n. La variance de r̂  peut alors 
être estimée par p p n qˆ (1 ˆ) / { (2 1) },2× − × −  
laquelle est plus grande que r r nˆ (1 ˆ) / ,× −
ce qui s’explique du fait que la proportion de 
tricheurs n’est observée qu’indirectement.

Ainsi, alors que l’estimation de p̂  comporte 
une erreur de 

p p n196 { ˆ (1 ˆ) / } %,1/2× × −

19 fois sur 20, celle de r̂  dépend du choix de 
q : plus q s’éloigne de 1/2, plus l’erreur sera 
petite mais il faut se rappeler que prendre 
q = 0 ou 1 équivaudrait à demander aux 
gens de répondre directement à la question  
embarrassante !

Comme on s’attend généralement à ce que 
r soit petit et que répondre « oui » soit perçu  
négativement (malgré la randomisation), 
le disque est souvent conçu de sorte que  

q soit strictement compris entre 1/2 et 1.  
Ainsi la plupart des participants  
répondent-ils « non ».

À titre d’exemple, supposons que q = 4/5 et 
que 75 % des personnes interrogées aient ré-
pondu « non ». Par suite, p̂  = 0,25 et

r̂
0,25 0,8 1

2 0,8 1
0,05
0,6

0,0833.=
+ −

× −
= =

La proportion de tricheurs est donc estimée 
à 8,33%. En supposant que l’échantillon soit 
de taille n = 1000, la marge d’erreur serait 
alors de 

p p n
q

196
ˆ (1 ˆ) /

2 1
% 4,47%,

1/2{ }×
× −

−
=

19 fois sur 20.

Noter que r̂  est négatif quand 

1 – p̂  > q > 1/2 ou 1 – p̂ < q < 1/2. 

De telles éventualités ont très peu de chances 
de survenir, particulièrement dans de grands 
échantillons. Le cas échéant, une correction 
peut être apportée à l’estimation.
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On a régulièrement l’impression que chaque système électoral 
a ses aberrations. On a souvent vu le système parlementaire élire un  

gouvernement majoritaire, alors que le parti au gouvernement n’a pas  
remporté 50% du vote populaire. Le système à deux tours peut aussi forcer 

à un vote stratégique dès le premier tour si l’on veut se retrouver avec un 
choix « acceptable » au second tour. Dans un système proportionnel à la 

pluralité des voix, on pourrait voir élu un candidat avec une très faible  
majorité, alors que le deuxième sur la liste serait le premier ou deuxième 

choix de la majorité des électeurs. Les mathématiques peuvent-elles nous 
aider à concevoir un système de vote qui reflète la volonté des électeurs ?

Un système de vote idéal
On pourrait imaginer que dans un système de 
vote idéal, chaque électeur donne la liste or-
donnée de ses préférences parmi les candidats. 

Prenons un exemple 
à cinq candidats, que 
chaque électeur or-
donne sur son bulletin 
de vote. Le premier reçoit 
4 points, le deuxième, 
3 points, le troisième,  
2 points, le quatrième, 
1 point, et le cinquième, 
aucun point. C’est la  
méthode de Borda. 
Le premier tableau à 

gauche est un exemple de profil 
(ou ensemble des préférences des 
électeurs), où la notation A f B  
signifie «  A est préféré à   B ».  
Le second tableau présente la 
compilation de ces votes. 
D’où le choix social

A f E f C f D f B.
Supposons maintenant que C 
se retire du vote. Il ne reste que 
quatre candidats. Le premier  
reçoit 3 points, le deuxième,  
2 points, le troisième, 1 point, et 

le quatrième, aucun point. La nouvelle com-
pilation est donnée dans le troisième tableau 
et le nouveau choix social est

B = E f A f D.
Que s’est-il passé  ? L’ordre social relatif de 
A et E a changé lors du retrait de C, alors 
que les électeurs n’ont pas changé leur ordre  
relatif de A et E. La méthode de vote a donc 
une aberration. Cette aberration porte un nom :

La méthode Borda  
ne respecte pas l’indépendance  

des alternatives non pertinentes.

Christiane Rouseau 
Université de Montréal

3
1
2
2
2
1
3

Nombre
d’électeurs

Liste
ordonnée

A �B �C �D �E 
A �C �E �D �B 
A �E �C �D �B 
C �B �D �E �A 
D �C �E �A �B
E �A �C �D �B
E �B �D �A �C  

Préférences des électeurs

Compilation

A
B
C
D
E

Candidat Points
32
24
29
25
30

Compilation

A
B
D
E

Candidat Points
22
24
20
24

Dites-moi quel parti vous voulez voir gagner 

aux élections
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Dites-moi quel parti vous voulez voir gagner aux élections  |  Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

Le mathématicien 
Condorcet a proposé  
comme parade le sys-
tème suivant  : pour  
qu’un candidat gagne,  
il doit gagner en duel 
contre chaque autre 
candidat. En effet,  
un vainqueur de Condor- 
cet est vraiment un 
vainqueur hors de tout  
doute. Mais existe-t-il  
toujours ? Regardons 
le profil à gauche et 
la compilation pour 
les trois duels A et B, 
B et C et A et C (trois 
tableaux suivants).

Le premier tableau de 
duel indique que A 
est vainqueur du duel 
A – B.

Le second tableau de 
duel indique que B 
est vainqueur du duel 
B – C.

Le troisième tableau de duel indique que C 
est vainqueur du duel A – C.
Donc, le choix social donne :

A f B f C f A.

La méthode de Condorcet  
ne respecte pas la transitivité.

On voit qu’il n’est pas si facile de construire 
un système électoral qui n’ait pas d’aberra-
tions  ! On va procéder autrement. On va se 
donner un système d’axiomes auxquels doit 
obéir un système électoral démocratique, 
c’est-à-dire qui respecte la volonté populaire.  
Pour cela, comme pour la méthode Borda, on 
va demander à chaque électeur de donner 
sa liste ordonnée des candidats. Le système 
électoral doit déduire de ce profil (soit l’en-
semble des choix ordonnés des électeurs) le 
choix social. Le premier axiome est l’axiome 
d’unanimité :

Axiome 1 (unanimité) : 

Si chaque électeur préfère A à B, 
alors le choix social doit placer  

A avant B.

Les deux autres axiomes sont ceux qu’on a 
déjà rencontrés : 

Axiome 2 (transitivité) : 

Si le choix social donne A f B  
et B f C, alors il doit donner   

A f C.
Axiome 3 (indépendance  
des alternatives non pertinentes) : 

Si les électeurs changent leur 
ordre des candidats sans changer 

l’ordre relatif de A et B, alors 
l’ordre de A et B dans le nouveau 

choix social, doit être le même que 
dans le choix social initial.

Les propriétés troublantes  
de la dictature.
Lorsqu’il existe un électeur X tel que le choix 
social est toujours le choix de l’électeur X, on 
dit que cet électeur est un dictateur, puisqu’il 
impose ses choix. On peut montrer que la 
dictature obéit aux trois axiomes (voir sec-
tion problèmes).

Le célèbre théorème d’Arrow (1951) affirme  
avec fracas que la dictature est le seul 
système de vote qui satisfait aux trois 
axiomes ! L’encadré en page 11 donne les 
grandes idées de la preuve. 

Ceci signifie qu’un système de vote idéal 
n’existe pas. Il y aura toujours des aberrations.  
On peut seulement espérer qu’il y en ait le 
moins possible. Le mathématicien américain,  
Donald Saari, a longtemps médité sur la 
question. Examinons un exemple qu’il a donné. 

23
17
2
8

10

Nombre
d’électeurs

Liste
ordonnée
A �B �C

B �C �A  
B �A �C  
C �B �A 
C �A �B  

Préférences
des électeurs

33
27

Nombre
d’électeurs Préférence

A �B 
B �A

Duel A, B

42
18

Nombre
d’électeurs Préférence

B �C 
C �B

Duel B, C

25
35

Nombre
d’électeurs Préférence

A �C 
C �A

Duel A, C

Kenneth Joseph Arrow 
(1921-2017)
Kenneth Arrow est né à New-York de parents roumains  
d’origine juive et a fait la plus grande partie de sa  
carrière aux États-Unis. On le présente comme un  
économiste mais, signe de l’importance des sciences 
mathématiques en économie dont la statistique et la 
recherche opérationnelle, 69 de ses publications sont 

référencées en sciences mathématiques. 

Son célèbre théorème d’impossibilité date de sa thèse en 1951. Et l’ensemble 
de ses travaux sera récompensé par le prix Nobel d’économie en 1972. Fait  
absolument remarquable  : quatre de ses étudiants recevront aussi le prix  
Nobel d’économie et tous ont des publications référencées en sciences mathé-
matiques. Il s’agit de John Harsanyi (1994), Michael Spence (2001), Eric Maskin  
et Roger Myerson (2007). 
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L’exemple de Saari
Le tableau Profil de Saari présente un profil  
de population dans une élection avec cinq 
candidats.

On va regarder cinq systèmes de vote qui 
peuvent, chacun, sembler légitimes, et montrer  
que les vainqueurs identifiés par ces cinq 
systèmes sont tous différents. 

Le premier système de vote qui ne considère 
que les premiers choix est celui de la pluralité  
des voix. C’est A qui est vainqueur car il a 
plus de premiers choix (soit six) que les autres 
candidats. 

Dans le deuxième système de vote, on compte 
les premiers et deuxièmes choix. C’est B qui 

est ici vainqueur avec dix premiers et 
deuxièmes choix. 

Dans le troisième système de vote, 
on compte les premiers, deuxièmes 
et troisièmes choix. C’est C qui gagne  
ici avec 13 premiers, deuxièmes et 
troisièmes choix. 

Dans le quatrième système de vote on 
compte les premiers, deuxièmes, troi-
sièmes ou quatrièmes choix. C’est D 
qui est ici vainqueur avec 16 premiers,  
deuxièmes, troisièmes ou quatrièmes 

choix. Remarquez qu’avec cinq candidats ce 
système de vote revient à demander aux élec-
teurs quel est le candidat dont ils ne veulent 
pas. Et dans notre exemple, aucun électeur 
ne place D en cinquième position. 

Finalement, le cinquième système de vote 
est la méthode Borda qui donne E vainqueur 
avec 34 points. 

Donald Saari montre qu’on peut généraliser  
cet exemple à N candidats et trouver un profil  
pour lequel chaque candidat a un système 
de vote qui le déclare premier. Bien sûr cette 
propriété n’est pas vraie pour TOUT pro-
fil de votes, mais seulement pour un sous- 
ensemble de profils. 

Dites moi quel parti vous voulez 
voir gagner aux élections  

et je vous dessinerai le système  
de vote en conséquence.  

Le découpage  
de la carte électorale
Un autre système électoral important est le 
système parlementaire. Ce système est utilisé 
dans beaucoup de pays anglo-saxons ou en-
core lors d’élections législatives. Au Canada, 
le pays est divisé en circonscriptions électo-
rales. Les électeurs votent pour élire le député 
de leur circonscription. Le parti qui gouverne 
est (sauf exception) celui qui a le plus de  
députés. Ce système a ses aberrations  : un 
parti peut avoir la majorité au parlement 
sans avoir, ni la majorité des votes (soit 50 % 
des votes), ni même la pluralité des votes 
(soit plus de votes que les autres partis). 
Dans un tel système le découpage de la carte  
électorale est alors très important. 

Faire un découpage électoral partisan pour  
favoriser un parti s’appelle le Gerrymandering.  
En 1811, juste avant l’élection présiden-
tielle, Elbridge Gerry, alors gouverneur du  
Massachusetts, fut accusé d’avoir redécou-
pé une circonscription pour favoriser son  
parti. La circonscription avait une forme  
tellement bizarre évoquant vaguement une 
salamandre que cela a éveillé les soupçons : 
on a accusé le gouverneur Gerry d’avoir 
annexé à la circonscription des régions 
favorables à son parti et, pour garder le 
même nombre d’électeurs, d’en avoir enlevé 
d’autres qui lui étaient défavorables. Le nom 
gerrymandering, qui vient de la contraction 
de Gerry avec salamander, est utilisé aujour-
d’hui pour désigner un découpage électoral  
partisan, pensé pour favoriser un parti.

DossierApplications

3
3
2
2
1
3
1
1

Nombre
d’électeurs

Liste
ordonnée

A �B �C �D �E 
A �E �C �D �B 
C �B �D �E �A 
D �E �C �A �B 
E �A �C �D �B
E �B �D �A �C 
B �D �C �A �E
B �D �C �E �A

Profil de Saari
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Jusqu’où peut-on tricher 
dans le découpage de la 
carte électorale sans éveiller 
les soupçons ?
Nous allons nous pencher sur le cas de deux 
partis, comme c’est le cas par exemple aux 
États-Unis. Il y a deux manières de tricher :

1. Si on veut favoriser le parti qui a peu 
d’intentions de votes, alors on s’arrange 
pour découper des circonscriptions où le 
parti majoritaire gagne par une très large 
majorité. Il gaspille alors ses votes. On 
découpe aussi des circonscriptions où le 
parti minoritaire gagne par quelques voix 
seulement. 

2. Si on veut favoriser le parti majoritaire, 
on privilégie un découpage dans lequel il 
gagne beaucoup de circonscriptions par 
une petite majorité.

Regardons les deux cartes électorales  pour 
les mêmes électeurs, le parti Bleu ayant 
63,6% du vote. 

     

Dans la première, le parti Bleu rafle tous les 
comtés. Dans la deuxième, le parti Rouge est 
majoritaire avec seulement 36,4% des votes.

Des mathématiciens se sont penchés sur la 
manière de favoriser le parti majoritaire. 

Il est possible de faire gagner  
le parti majoritaire dans toutes  

les circonscriptions tout en  
découpant des circonscriptions  

en forme de polygones convexes!

Dites-moi quel parti vous voulez voir gagner aux élections  |  Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

Pour expliquer ce résultat, on va faire l’hypo-
thèse qu’on divise les  électeurs en  circons-
criptions contenant chacune exactement b 
sympathisants du parti Bleu et r sympathi-
sants du parti Rouge. (Donc, N = n(b + r) .) On 
posera aussi la petite hypothèse technique 
que trois électeurs ne sont jamais alignés. 

Prenons le cas n = 2. Il suffit de trouver une 
droite qui sépare le territoire en deux régions 
contenant chacune la moitié des sympathi-
sants de chaque parti. ll s’agit en fait d’une 
application du théorème du sandwich au 
jambon1.

En effet, prenons une droite orientée quel-
conque (la droite horizontale sur la figure) 
et déplaçons-là parallèlement à elle-même 
jusqu’à ce qu’il y ait la moitié des sympathi-
sants du parti Rouge de chaque côté. S’il y a 
un nombre inégal de sympathisants du parti  
Bleu de chaque côté, elle ne convient pas. 
Tournons-là continûment tout en la dépla-
çant pour qu’à presque chaque instant (sauf 
quand elle passe par deux électeurs) il y ait 
la moitié des sympathisants du parti Rouge 
de chaque côté. Lorsqu’on aura fait un demi-
tour, on sera revenu à la droite initiale mais 
on aura échangé son côté droit avec son côté 
gauche. Du côté droit où il y avait moins de 
sympathisants du parti Bleu, il y en mainte-
nant plus. Donc, entre les deux situations on 
est passé par une situation où on avait un 
nombre égal de sympathisants du parti Bleu 
de chaque côté. (Bien sûr, on a un peu triché 
car la droite ayant une direction donnée n’est 
pas unique, mais la grande idée est là.)

On a maintenant tous les ingrédients 
pour traiter le cas où le nombre de  
circonscriptions est une puissance de 2 :  
n = 2m. On itère simplement le processus : 
on divise la région en deux domaines, puis 
chaque domaine en deux sous-domaines, etc.

Si maintenant n = 2ms où s est impair,  
on commence par diviser la région en  
2 domaines, puis chaque domaine en 2 sous-
domaines, etc., jusqu’à se ramener à devoir  
diviser des sous-domaines en s circonscriptions  
contenant chacune exactement b sympathi-
sants du parti Bleu et r sympathisants du 
parti Rouge.

 1.	�Voir Partage équitable, Accromath 12.  
été-automne 2017.
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DossierApplications 

Ici il n’est pas toujours possible d’utiliser 
des droites pour diviser le domaine. Dans 
la configuration ci-contre des électeurs, il 
n’existe aucune droite divisant le plan en 
deux demi-plans contenant chacun trois fois 
plus de sympathisants du parti Bleu que de 
sympathisants du parti Rouge. Mais on peut 
diviser ce domaine en trois sous-domaines 
contenant chacun le tiers des sympathisants 
de chaque parti. 

Le cas général
Il a été traité par trois mathématiciens  
professeurs à l’époque au département  
d’informatique de l’Université de la Colombie- 
Britannique : Sergei Bespamyatnikh, David 
Kirkpatrick et Jack Snoeyink. Sous des petites 
hypothèses techniques, ils ont montré que

–	 soit on peut, par une variante du théo-
rème du sandwich au jambon,  faire une 
2-partition de la région, c’est-à-dire une 
partition en deux demi-plans, le premier 
contenant n1b sympathisants du parti 
Bleu et n1r sympathisants du parti Rouge, 
et le second contenant n2b sympathisants 
du parti Bleu et n2r sympathisants du parti 
Rouge, où n1 + n2 = n;

–	 ou encore on peut  
faire, comme dans  
la figure ci-contre, 
une 3-partition con- 
vexe de la région, don-
née par trois demi-
droites concurrentes 
dont une verticale, où 
chacune des régions 
contient une propor-
tion égale de sympathisants du parti Bleu et  
de sympathisants du parti Rouge. On a donc  
n1 + n2 + n3 = n.

On itère ensuite la construction sur cha-
cun des sous-domaines. L’encadré donne 
quelques détails sur la construction de la 
3-partition.  

Préserver l’équité  
du système démocratique
Peut-on encore organiser des élections équi-
tables dans un régime démocratique ? Bien 
sûr, au vu du théorème d’Arrow, il va falloir 
laisser tomber un axiome. Donald Saari dans 
son livre « Chaotic elections » fait une ana-
lyse exhaustive de la question. Il montre que 
des systèmes de vote comme voter pour le 

Construire une 3-partition
On fait l’hypothèse que deux électeurs ne sont jamais 
alignés verticalement. Sinon, on commence par faire 
une rotation de la carte.

En chaque point P du plan, on peut 
construire une 3-partition pour les 
sympathisants du parti Rouge, et 
une autre pour ceux du parti Bleu.

On cherche un point P en le-
quel les deux 3-partitions  
coïncident et donnent des régions 

convexes. Les 3-partitions sont de quatre types  
donnés ci-dessous. Les droites verticales et les 
droites joignant deux électeurs divisent le plan en  
régions dans lesquelles le type des 3-partitions  
associées à P est constant. On aura gagné si on montre 
qu’on a une frontière entre deux régions de types  
respectifs 1 et 3, ou encore de types respectifs 2 et 4.  
Sous l’hypothèse qu’une 2-partition n’existe pas,  
Sergei Bespamyatnikh, David Kirkpatrick et Jack Snoeyink 
montrent qu’une telle frontière existe toujours, mais les 
détails sont un peu techniques. 

3

P
n1r
n1b

n2r
n2b

n r
n b
3

Type 1

n2

n3

P

r

r
n1r

n3b

n1b

n2b

Type 2

n2

n3

P

r

rn1r

n3b

n1b

n2b

Type 3

n2

n3

P

r

r
n1r

n3b

n1b

n2b

Type 4

n2

n3

P

r

r
n1r

n3b

n1b

n2b

n2

n3

P

r

r
n1r

n3b

n1b
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Dites-moi quel parti vous voulez voir gagner aux élections  |  Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

Les grandes idées de la preuve du théorème d’Arrow
Considérons un système de vote satisfaisant aux 
axiomes 1, 2, et 3, et montrons que c’est une dictature. 
Dans un premier temps, il faut identifier le dictateur X. 
Ensuite, il faut montrer que cet électeur est bien un dic-
tateur. La preuve utilise des petits jeux où les électeurs 
changent leur vote plusieurs fois: on suit alors l’évolu-
tion du choix social.

Étape1 : identifier le dictateur
Prenons un candidat B, et ordonnons les électeurs,  
premier électeur, deuxième électeur, etc. . 

Si tous les électeurs mettent B en bas de leur liste de pré-
férence, alors B sera en bas du choix social par l’axiome 1  
(unanimité). 

Si tous les électeurs mettent B en haut de leur liste de 
préférence, alors B sera en haut du choix social par 
l’axiome 1. 

Si tous les électeurs mettent B, soit en bas, soit en haut 
de leur liste de préférence, alors B sera, soit en bas, soit 
en haut du choix social. Cette affirmation est absolu-
ment contre-intuitive. Pourtant, elle découle des trois 
axiomes. Au départ, chacun met B en bas de sa liste de 
préférence. Un à un, les électeurs modifient leur liste 
en déplaçant B du bas de leur liste au haut de leur liste, 
sans changer leurs autres choix. Il existe un premier 
électeur X pour lequel B va basculer du bas de la liste du 
choix social vers une position supérieure. Sans surprise, 
cet électeur X sera notre dictateur. 

Mais, il reste du travail pour le montrer. Appelons pro-
fil 1, l’ensemble des bulletins de vote, alors que X plaçait 
B en bas, et profil 2, l’ensemble des bulletins de vote, 
quand X a déplacé B en haut de son bulletin de vote.

Nous affirmons que lorsque X déplace B du bas vers le 
haut de sa liste, alors B bascule au haut de la liste du 
choix social. 

Supposons que dans le choix social B ait basculé quelque 
part au milieu. Alors, il existe des candi dats A et C tels 
que dans le nouveau choix social on ait A fB et BfC. 
Dérivons une contradiction. 

Rappelons que tous les électeurs placent B en bas 
ou en haut de leur liste. Maintenant, dans le profil 1, 

permettons que tous les électeurs changent leur bulletin 
de vote en mettant C au-dessus de A, mais en gardant B 
à la même place en bas ou en haut: ceci donne le nou-
veau profil 3. Les nouveaux bulletins ont le même ordre 
relatif pour A et B que le profil 1, puisque B est toujours 
en bas ou en haut. Le profil 1 donnait un choix social 
avec B en bas. Donc,

A fB
pour le choix social du profil 3, par l’axiome 3 (indépen-
dance des alternatives non pertinentes). De même, les 
nouveaux bulletins ont le même ordre relatif pour B et 
C que le profil 2, toujours puisque B est toujours en bas 
ou en haut. Le profil 2 donnait un choix social avec C en 
dessous de B. Donc,

B fC
pour le choix social du profil 3, par l’axiome 3.

Par l’axiome 2 (transitivité), le choix social du profil 3 
montrera

A fC.

Mais, tous les électeurs ont placé C au-dessus de A. 
Donc, par l’axiome 1, le choix social doit donner 

C fA,

et nous obtenons notre contradiction. 

Remarquons qu’on a absolument eu besoin des trois 
axiomes pour dériver le résultat contre-intuitif que, 
lorsque X a déplacé B du bas de sa liste au haut de sa 
liste, alors B a basculé du bas de la liste au haut de la 
liste dans le choix social. Il en sera de même des autres 
arguments de la preuve.

Étape 2 : l’électeur X est un dictateur pour 
toute paire de candidats A et C différents 
de B.
Ceci signifie que l’ordre relatif de A et C dans le choix so-
cial est le même que celui de l’électeur X. 

Les arguments sont du même type et utilisent encore les 
trois axiomes. 

Étape 3 : l’électeur X est un dictateur pour 
toute paire de candidats D et B.
Ici aussi, les arguments sont du même type et utilisent 
les trois axiomes. 

nombre de candidats de votre choix, ou en-
core partager un total de 10 points entre les 
candidats permettent de manipuler signifi-
cativement le vote.

Il montre aussi que, dans beaucoup de sys-
tèmes de vote, un très petit changement dans 

les votes de quelques électeurs peut avoir un 
effet très grand sur le résultat du vote, d’où 
le terme d’élections chaotiques.
Il conclut que la méthode Borda est  celle qui a 
le moins d’effets pervers et qui constitue le meil-
leur compromis. Mais, elle reste un compromis…
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Quand deux équipes de hockey participent à la finale de la Coupe Stanley, 
la meilleure des deux ne triomphe pas toujours.  

Quelles sont ses chances de l’emporter ?  
Pourrait-on les améliorer en changeant le format de la série ?

Depuis plus de cent ans, la Coupe Stanley 
est l’emblème de la suprématie au hockey sur 
glace en Amérique du Nord. Au terme d’une 
longue saison et de séries éliminatoires, les 
deux clubs finalistes sont départagés à la fa-
veur d’une série d’affrontements appelée « fi-
nale de la Coupe Stanley  ». Depuis 1939, le 
trophée est décerné à la première équipe qui 
cumule quatre victoires.

Tout au long de la saison, les amateurs et 
les professionnels y vont de leurs analyses 
et pronostics, à grands renforts de statis-
tiques. Le recours à des données permet aus-
si aux stratèges d’améliorer la performance 
de leur formation. Au baseball, où la « Série 
mondiale » se dispute également au meilleur 
de sept rencontres, les succès de la sabermé-
trique ont été illustrés de façon poignante 
dans le film Moneyball : L’art de gagner réali-
sé par Bennett Miller en 2011.

Bien qu’elle ne se pose pas avec autant 
d’acuité pour les joueurs, les entraîneurs et 
les partisans, une question importante pour 
la ligue et ses dirigeants est de savoir dans 
quelle mesure la formule retenue pour la fi-
nale est susceptible de couronner le meil-
leur club. En d’autres mots, quelles sont les 
chances qu’une série « 4 de 7 » soit remportée 
par la meilleure équipe ? D’autres formats se-
raient-ils préférables ? Ce sont ces questions 
que nous allons examiner ici.

Quelles sont les chances 
que la meilleure équipe 
remporte une série  
« 4 de 7 » ?
Appelons A et B les deux équipes fi-
nalistes. Supposons que la probabilité 
p ∈ [0, 1] que le club A gagne un match 
contre le club B reste toujours la même 
et que l’issue de chaque rencontre 
est déterminée de façon indépen-
dante. C’est évidemment une simpli-
fication qui ne tient pas compte 
d’éventuelles blessures aux 
joueurs vedettes, de l’avan-
tage physique ou psy-
chologique dont pourrait 
jouir l’équipe qui évolue 
à domicile, d’une baisse 
de régime, etc. Les calculs 
que nous allons faire se-
ront néanmoins instruc-
tifs, car ces postulats ne 
sont pas totalement dé-
nués de réalisme.

Nous dirons que le club A 
est meilleur que le club B 
si p > 1/2 et nous suppo-
serons dans la suite que 
l’équipe A est en fait celle 
qui joue à domicile lors 
du premier match. Bien 
qu’elles aient varié au fil 

Christian Genest 
Université McGill

Que le meilleur 
gagne !
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Que le meilleur gagne !  |  Christian Genest  •  Université McGill

des ans, les règles de fonctionnement de la 
Ligue nationale de hockey (LNH) permettent 
en effet de supposer que A est généralement 
le meilleur des deux clubs. À tout le moins 
cette formation bénéficie-t-elle de «  l’avan-
tage de la glace » comme on dit dans le jar-
gon sportif, car la finale se déroule selon la 
formule 2–2–1–1–1. Ainsi, les matchs 1, 2, 5 
et 7 sont disputés devant les partisans de A 
et les autres devant ceux de B. Les matchs 5, 

6 et 7 n’ont lieu que si nécessaire.

Pour calculer les chances que A 
remporte la finale, distinguons 
quatre cas, selon que le vainqueur 

émerge à l’issue de 4, 5, 6 ou 7 
matchs, sachant qu’aucun d’entre eux 

ne se termine par une nulle.

Les chances que A balaie la série en quatre 
rencontres sont les suivantes :

p × p × p × p = p4.

De même, la probabilité que A l’emporte en 
cinq matchs est
	 (1 – p) × p × p × p × p 
	 + p × (1 – p) × p × p × p 

	 + p × p × (1 – p) × p × p 
	 +  p × p × p × (1 – p) × p 
	 = 4(1 – p)p4,

où la position du facteur 1 – p dans 
chaque terme de la somme repré-

sente le numéro du seul match 
que l’équipe B a enlevé. Ce 
match ne peut évidemment 
pas être le cinquième, car le 
club A aurait déjà été couron-
né champion à l’issue du qua-
trième affrontement.

En poursuivant ainsi le rai-
sonnement pour les finales  
disputées en 6 ou 7 matchs,  
on obtient la formule sui-
vante pour la probabilité que 
l’équipe A remporte la coupe : 

	 Pr(A gagne la coupe en « 4 de 7 »)  
		  = p4 + 4(1 – p)p4 + 10(1 – p)2p4 
		  + 20(1 – p)3p4

		  = -20p7 +70p6 -84p5 +35p4.	       (1)

Cette probabilité, qu’on dénotera G4(p), est la 
même que celle d’obtenir quatre succès ou 
plus au terme de sept essais mutuellement 
indépendants lorsque la probabilité d’un suc-
cès est égale à p. En termes probabilistes,

G4(p) = Pr(X ≥ 4) = 1 – Pr(X ≤ 3),

où X représente une variable aléatoire  
binomiale de paramètres p et n = 7. Cette  
probabilité se calcule facilement à l’aide de la  
commande 1-pbinom(3,7,p) du gratuiciel R.

La figure  1 montre l’évolution de G4(p) en 
fonction de p ∈ [1/2, 1]. Comme on peut le 
voir, la courbe est croissante en p, ce qui si-
gnifie que plus le club A est dominant, meil-
leures sont ses chances de gagner la finale. 
C’est rassurant  ! On constate en revanche 
que quand p = 1/2, il conviendrait de se limi-
ter à un seul match, comme c’est la pratique 
au football canadien (finale de la Coupe Grey) 
ou américain (Superbowl). En effet, le fait de 
disputer une série « 4 de 7 » ne change en rien 
les chances que l’une ou l’autre équipe soit 
championne.

Autres formats :  
la série « k de 2k – 1 »
Bien que la Coupe Stanley ait été attribuée 
pour la première fois en 1893, ce n’est qu’à 
partir de 1927 que la LNH en a obtenu le mo-
nopole. De plus, la formule adoptée pour la 
finale a évolué au fil du temps. En 1927 et 
1928, on a expérimenté avec des formats 
particuliers. En 1929 et 1930, la série a été 
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Figure 1. Probabilité que l’équipe A remporte une finale « 4 de 7 » 
en fonction de sa probabilité p ∈ [1/2, 1] de gagner un match.

©S
hu

tt
er

st
oc

k.
co

m



14

Vo
l. 

15
 •

 h
iv

er
 –

 p
rin

te
m

ps
 2

02
0

disputée sous la forme «  2 de 3  » puis, de 
1931 à 1938, sous la forme « 3 de 5 ». Tel que 
mentionné plus tôt, la formule « 4 de 7 » re-
monte à 1939.

Des calculs semblables à ceux présentés plus 
haut permettent de comparer ces trois for-
mats. De fait, une formule explicite peut être 
obtenue pour la probabilité Gk(p) que l’équipe 
A remporte une finale au meilleur de k en 2k 
– 1 matchs, et ce pour tout k ∈{1, 2, …}. On 
trouve

Quand k = 1, cette expression se réduit à p, 
puisque les équipes A et B ne jouent qu’un 
seul match.

La figure 2 donne le tracé de Gk(p) pour les 
valeurs entières de k entre 1 et 6. Toutes 
les courbes valent 1/2 en p = 1/2 et valent 
1 quand p  =  1. De toute évidence, rien ne 
sert de jouer plus d’un match si A a 100 % 
des chances de l’emporter ! La figure permet 
aussi de voir que plus k est grand, plus les 
chances sont fortes que l’équipe A finisse par 
triompher. Mais en même temps, il est clair 
que l’intérêt du public tendra à s’amenuiser 
si la finale s’éternise.

Du point de vue de la ligue, un compromis 
est donc nécessaire sur le choix de k, qui dé-
termine le format de la série de championnat. 
Mais quelle est la valeur de p ?

Estimation de p
Puisque les équipes qui participent à la  
finale de la Coupe Stanley changent d’année 
en année, la valeur de p est susceptible de  
varier elle aussi. On ne saurait l’estimer a 
priori mais elle peut être approximée à l’issue 
d’une finale donnée par la méthode dite du 
maximum de vraisemblance.

Pour estimer p, on doit d’abord envisager les 
huit issues possibles de la finale, à savoir que 
A ou B l’emporte en 4, 5, 6 ou 7 matchs. Ces 
divers scénarios sont énumérés au tableau 1, 
où sont également précisées les probabilités 
associées à chacun d’entre eux. On remarque 
que les termes apparaissant dans la première 
colonne du tableau sont exactement ceux de 
l’équation (1) ; pour obtenir les termes de la 
deuxième colonne, il suffit de remplacer par-
tout p par 1 – p et vice versa.

Comme on peut le voir, la probabilité de cha-
cun des huit termes du tableau 1 est de la 
forme

V p c p p( ) (1 ) ,a n a= × × − −       (2)

où a est le nombre de victoires de A, n – a est 
le nombre de victoires de B et c > 0 est une 
constante.

DossierApplications

Figure 2. Probabilité que l’équipe A remporte une finale « k de 
2k – 1 » où k = 1 (rose), k = 2 (vert), k = 3 (orange), k = 4 (bleu), 
k = 5 (mauve) et k = 6 (rouge) en fonction de sa probabilité 
p ∈ [1/2, 1] de gagner un match.
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où 0! = 1! = 1 et pour tout entier naturel i ≥ 2, i! = 
i × (i – 1) × … × 2 × 1 est la factorielle de i.

A k

A k B i k i

k i
i k

p p

Pr( gagne la coupe au meilleur de 2 – 1 matchs)

= Pr( gagne matchs et en gagne parmi les 1 premiers)

=
( 1)!

!( 1)!
(1 ) ,

i

k

i

k
k i

0

1

0
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=
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Tableau 1. Probabilités associées aux huit 
scénarios possibles pour la finale de la 
Coupe Stanley.

p4

4(1–p)p4

10(1–p)2p4

20(1–p)3p4

(1–p)4

4p(1–p)4

10p2(1–p)4

20p3(1–p)4

Nombre 
de matchs

Gagnant de la finale
A

4
5
6
7

B
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En statistique mathématique, la fonction V (p)  
est appelée vraisemblance et la valeur de p 
qui la maximise est l’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance. Puisque la fonction 
logarithmique est monotone, la valeur de p̂  
est aussi celle qui maximise L(p) = log{V (p)}. 
Or, il est facile de voir que la dérivée de L(p) 
ne s’annule qu’en p̂  = a/n. Comme cette va-
leur critique correspond à un maximum de la 
fonction, on a bien là l’estimateur à vraisem-
blance maximale.

À l’issue d’une finale de la Coupe Stanley, on 
peut donc estimer la probabilité que A rem-
porte un match donné par sa proportion de 
victoires lors de la finale. Cette estimation est 
cependant assez grossière car n varie entre 
4 et 7 pour une année donnée. Elle pour-
rait même être jugée irréaliste s’il avérait par 
exemple que le club A ait été balayé, ce qui 
conduirait à l’estimation p̂  = 0. On peut bien 
sûr ajouter une marge d’erreur à cette esti-
mation mais elle sera très large (de l’ordre de 
0,5 !). De plus, cette estimation étant calculée  
à l’issue de la finale, elle n’est d’aucune uti-
lité pour la ligue quand il s’agit pour elle 
d’évaluer la pertinence de changer ou non la  
formule de la série de championnat.

Heureusement, on peut obtenir une estima-
tion bien plus précise de p si l’on est prêt à 
supposer que cette probabilité reste la même 
d’année en année, peu importe l’identité des 
clubs A et B. Ce postulat semble raisonnable, 
du moins en première approximation. L’avan-
tage est que l’on peut alors s’appuyer sur les 
résultats d’un grand nombre de matchs pour 
estimer p. C’est ce que nous allons faire à 
l’aide de données extraites du site officiel de 
la LNH (https://www.nhl.com/fr).

De 1939 à 2019, la Coupe Stanley a été décer-
née 80 fois, compte tenu qu’aucun gagnant 
n’a pu être déterminé au printemps 2005 par 
suite d’un conflit de travail dans la LNH. Le 
tableau  2 donne une ventilation des résul-
tats en fonction du nombre de matchs de la  
finale (entre 4 et 7) et de l’identité du gagnant  
(A ou B, la première étant celle qui jouait à 
domicile lors du match inaugural). On note au 
passage qu’au total, 57 des 80 séries se sont 
soldées à l’avantage du club A, soit 71,25 %. 
Ceci concorde avec la notion que l’équipe  
hôtesse du premier match est avantagée.

Que le meilleur gagne !  |  Christian Genest  •  Université McGill

Pour calculer la fonction de vraisemblance 
associée à ces données, on a de nouveau 
recours aux probabilités correspondant à 
chacun des huit scénarios possibles, telles 
qu’énumérées au tableau 1. Puisqu’il est rai-
sonnable de supposer que les résultats d’une 
finale n’influencent en rien ceux des autres 
finales, la vraisemblance correspondant aux 
données du tableau 2 est proportionnelle au 
produit des probabilités des 80 événements 
observés entre 1939 et 2019, soit

V p c p p p

p p p p

p p p

p p p p

( ) ( ) {(1 ) }

{(1 ) } {(1 ) }

{(1 ) } { (1 ) }

{ (1 ) } { (1 ) }

4 13 4 14

2 4 18 3 4 12

4 7 4 5

2 4 6 3 4 5

= × × −

× − × −

× − × −

× − × −

pour une certaine constante c  >  0 qu’il ne 
vaut pas la peine de calculer. En effet, une 
simplification permet de voir que V (p) épouse 
la même forme qu’à l’équation (2), à savoir

V p c p p

c p p

( ) (1 )

(1 ) .

260 438 260

260 178

= × × −

= × × −

−

Tableau 2. Nombre de fois entre 1939 et 2019 
où la finale de la Coupe Stanley s’est jouée 
en 4 à 7 matchs selon que l’équipe A (celle 
qui joue le premier match à domicile) gagne  
ou perd la série.

13
14
18
12

57

7
5
6
5

23

20
19
24
17

80

Nombre 
de matchs

Gagnant de la finale
Total

Total

A
4
5
6
7

B
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DossierApplications

On en déduit alors que peu importe la 
constante c, l’estimation à vraisemblance 
maximale de p est

p̂  = 260/438 ≈ 0,5936.

Puisque cette estimation s’appuie sur un total  
de n = 438 matchs, elle est beaucoup plus pré-
cise que celle fondée sur une seule finale. Elle 
reste néanmoins entachée d’une erreur expé-
rimentale. Et comme il est d’usage de le faire 
pour les sondages politiques, précisons, sans 
fournir les détails, que « la margeur d’erreur  
de cette estimation est de 4,6 % 19 fois sur 
20  ». En termes statistiques, l’intervalle de 
confiance à 95% pour p s’étend de 0,5476 
à 0,6396. On a donc tout lieu de croire que 
p > 1/2.

Il est aussi bon de noter que la valeur de 
p̂    est très proche numériquement (mais 
néanmoins différente) de la moyenne des 80 
estimations annuelles de la probabilité que A 

remporte un match de la finale, soit 0,6025. 
C’est une autre estimation possible de p. Aux 
fins du choix de la formule à adopter pour la 
finale, la ligue pourrait s’en remettre à l’une 
ou l’autre de ces deux valeurs. Nous nous en 
tiendrons ici à p̂  = 260/438 ≈ 0,5936.

Conclusion
De retour à la question initiale, servons-nous 
de la valeur estimée de p pour calculer la 
probabilité que l’équipe hôtesse du premier 
match de la finale soit celle qui remporte la 
Coupe Stanley. Cette probabilité est donnée  
par Gk( p̂ ) si la série est disputée selon la  
formule « k de 2k – 1 ». Les valeurs de Gk( p̂ ) 
sont précisées au tableau 3 pour les entiers 
k entre 1 et 6.

On constate d’abord que Gk( p̂ ) croît à  
mesure que k augmente, comme il se doit. 
Le graphique de la figure 3 montre toutefois 
que cette progression est relativement lente, 
de sorte qu’il faudrait augmenter k considé-
rablement pour être vraiment assuré que la 
série identifie le meilleur club.

En procédant à tâtons, on trouve par exemple 
qu’il faut prendre k ≥ 24 pour que Gk( p̂ ) ≥ 0,9.  
Pour être certain à 90 % que la finale cou-
ronne la meilleure équipe, on devrait donc 
entreprendre une série «  24 de 47  ». C’est  

Tableau 3. Probabilité Gk(260/438) que l’équipe qui accueille le 
premier match de la finale remporte la Coupe Stanley si la série 
est au meilleur de k parmi 2k – 1 matchs pour k entre 1 et 6.

k 1

0,5936

2

0,6388

3

0,6715

4

0,6977

5

0,7199

6

0,7392Gk (p̂)

Figure 3. Graphe de la probabilité que l’équipe A gagne une série 
« k de 2k – 1 » en fonction de k quand sa probabilité p de gagner un 
match est 260/438 ≈ 59,36%.
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Que le meilleur gagne !  |  Christian Genest  •  Université McGill

impraticable, sachant qu’une saison entière 
de la LNH compte 82 matchs…

D’après le tableau 3, le format « 4 de 7 » actuel 
de la finale donne 69,77 % des chances de pri-
mer le club le plus méritant — en supposant  
toujours que c’est celui qui joue le premier 
match chez lui. Ce n’est déjà pas si mal. Or 
dans les faits, c’est bien ce qui s’est pro-
duit depuis 1939, puisque 57 des 80 séries  
se sont soldées à l’avantage du club A, soit 
71,25 %. Donc tout se tient.

Peut-on aller plus loin ?
Bien qu’ils soient rigoureux, les calculs pré-
sentés ici dépendent de postulats dont le 
réalisme est seul garant de la valeur des 
conclusions. Pour s’assurer que ces postulats  
collent bien à la réalité, en pourrait envisager  
d’autres analyses, éventuellement fondées 
sur des données plus fines.

À titre d’exemple, et pour lancer la discus-
sion, considérons le graphique présenté à 
la figure  4, qui montre l’évolution dans le 
temps de la proportion de finales remportées 
par l’équipe A. Comme le club A s’est avéré le 
vainqueur de 1939 à 1944, la probabilité était 
de 100 % pendant six ans. Puis, elle a chuté à 
6/7 = 85,7% en 1945 quand les Maple Leafs 
de Toronto (équipe B) ont été sacrés cham-
pions aux dépens des Red Wings de Détroit 
(équipe A). Le graphique montre aussi clai-
rement qu’à partir de 1953, l’équipe A s’est  
emparée de la coupe 14 ans de suite (dans huit 
cas, il s’agissait des Canadiens de Montréal).  
Plus les années passent, plus le dénominateur  
grandit et plus la proportion de coupes  
remportées par l’équipe A semble se  
stabiliser autour de la valeur actuelle, soit 
57/80 ≈ 71,25%. Avons-nous atteint l’asymp-
tote ou la probabilité continuera-t-elle  
de chuter dans l’avenir ? Bien malin qui pour-
rait le dire !

Figure 4. Évolution, entre 1939 et 2019, de la proportion de finales de la Coupe Stanley 
remportées par l’équipe ayant été l’hôtesse du premier match de la série.
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Soucieux de protéger l’environnement en diminuant son empreinte  
carbone, Maxime décide d’adopter le transport en commun pour ses  

déplacements quotidiens. À partir de la fenêtre de son bureau donnant  
directement sur l’arrêt d’autobus, Maxime s’amuse à noter l’heure de  

passage des autobus, mais constate que lorsqu’il se rend finalement à 
l’arrêt, son temps d’attente est plus long. L’Univers s’est-il ligué contre  

Maxime pour tester ses convictions écologiques ? Nous verrons que Max-
ime vient plutôt d’observer un exemple du paradoxe du temps d’attente 

connu de façon générale sous le vocable du paradoxe de l’inspection.
Les autobus sont-ils plus 
lents quand je les prends?
Dans le cadre du jour de la terre, le 22 avril, 
Maxime a décidé d’observer les passages 
des autobus de 15h à 16h. Dans la ville de 
Maxime, les lignes d’autobus portent des 
noms de fleurs, et pour la ligne des Œillets 
qu’il utilise normalement pour rentrer à la 
maison, il note des passages à 15h03, 15h21, 
15h23, 15h27, 15h28, 15h31, 15h37, 15h40, 
15h51 et 15h59. À partir de ces données, 
il calcule les écarts entre chaque passage  
d’autobus, soit  : 18, 2, 4, 1, 3, 6, 3, 11 et 8. 
Le temps moyen entre le passage de deux  
autobus est donc de 6,22 minutes cette  
journée-là avec un écart-type de 5,43 minutes,  
ce qui est compatible avec l’horaire annoncé 
d’un passage aux six minutes.

Maxime quitte le travail à une heure uni-
formément répartie entre 16h00 et 17h00. 
Étant donné que les autobus passent aux 6 
minutes environ, il prévoit d’attendre 3 mi-
nutes en moyenne. Pourtant, il passe plus de 
5 minutes à attendre, et c’est souvent le cas. 
Maxime trouve un peu frustrant d’être aussi 
malchanceux! Les chauffeurs ralentissent-ils 
lorsque Maxime se présente à l’arrêt?

Quel autobus  
Maxime prendra-t-il ?
C’est en discutant avec son meilleur ami 
Jean-Michel, un éternel optimiste au grand 
cœur, que Maxime réalise qu’il n’est peut-
être pas victime de malchance. Jean-Michel 
lui demande : « Si tu étais parti entre 15h04 
et 15h59 aujourd’hui, quel autobus aurais-tu 
pris? Pour simplifier nos calculs, arrondissons 
à la minute près et considérons que Maxime 
est sorti à un temps uniforme entre 15h04 
et 15h59. S’il arrive à la même heure qu’un 
bus ou avant, il peut prendre ce bus. Comme 
il y a 56 minutes dans cet intervalle, il a  

Michel Adès 
UQAM

Jean-François Plante 
HEC Montréal

Tout vient à point  
même s’il faut attendre plus longtemps
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Tout vient à point même s’il faut attendre plus longtemps  |  Michel Adès  •  UQAM   |   
Jean-François Plante  •  HEC Montréal  

une probabilité  
égale d’arrivée à 
chacune des mi-
nutes. La proba-
bilité de prendre 
un bus arrivé k 
minutes après 
le bus précé-
dent est donc 
de k/56.

C’est ainsi que 
Maxime réalise  
que plus le temps  
d’attente entre 
deux autobus est  
long, plus il a de 
chance d’arriver 
à l’arrêt de bus  
pendant cet in- 
tervalle de temps.  
Avec son raison- 
nement initial, 

Maxime prévoyait un temps moyen d’attente 
égale à la moitié de la durée moyenne entre 
deux bus, soit 6,22/2  =  3,11 minutes selon 
les données collectées. En tenant compte 
qu’il a plus de chance de prendre un bus tar-
dif, la moyenne pondérée par la probabilité de 
prendre chaque bus est plutôt de 5,21 minutes.

L’appartement de Jean-Michel se trouve à 
côté du terminus d’autobus où le départ des 
autobus se produit vraiment à toutes les six 
minutes. Lorsqu’il part de chez Jean-Michel, 
le temps d’attente de Maxime correspond  
davantage aux trois minutes auxquelles 
il s’attendait. La constance dans l’horaire  
aurait-elle un effet bénéfique ?

Les mathématiques  
pour dénouer le problème
Peut-on déterminer mathématiquement le 
temps moyen d’attente? Maxime a observé  
des temps entre les passages d’autobus.  
Notons par X1, X2, ... ces temps entre les bus 
en minutes. Supposons qu’un bus est passé à 
midi et que X1 est le temps avant le passage 
du premier bus en après-midi. Nous suppo-
serons que les temps entre les bus sont indé-
pendants et suivent une même distribution 
avec densité f (x). Ainsi, en comptant à partir 
de midi, l’autobus n passe à l’heure 

S X .n i
i

n

1
∑=
=

Une telle séquence de variables aléatoires in-
dicées par le temps est appelée un processus 
stochastique. Ces variables sont représentées 
à la figure 1.

Lorsque Maxime se rend à l’arrêt au 
temps t, il vient de manquer l’autobus 
N t n S t( ) max{ : }.n= ≤  En fait, N (t ) est une 
variable aléatoire qui représente le nombre 
d’autobus dans [0, t]. On appelle N (t ) un  
processus de renouvellement (voir l’encadré 
à cet effet). 

Calcul du temps d’attente 
pondéré par la durée 
de passage entre les bus.

Tableau 1

Légende
T : temps depuis le dernier bus,
A : attente moyenne,
P (b) : probabilité de prendre ce bus.

Heure
du bus T A P (b)

Attente moyenne 
pondérée :

 15h21
 15h23
 15h27
 15h28
 15h31
 15h37
 15h40
 15h51
15h59

 18
2
4
1
3
6
3
11
8

9
1
2

0,5
1,5
3

1,5
5,5
4

0,321
0,036
0,071
0,018
0,054
0,107
0,054
0,196
0,143

5,214

X1 X2

S1 S2 t0

XN (t )

SN (t )

V (t ) W (t )

XN(t ) + 1

SN (t ) – 1 SN (t ) + 1

Représentation graphique du processus stochastique du passage des bus. Le temps 
entre deux bus est Xt , et le temps de passage de l’autobus n est Sn. Le dernier auto-
bus à passer avant le temps t est N (t). À l’instant t, le dernier bus est passé depuis 
V (t) minutes et le prochain arrivera dans W (t) minutes.

Figure 1
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Dans son raisonnement initial, Maxime 
croyait qu’il attendrait en moyenne la moitié  
du temps de Xt , mais son attente est plutôt 
liée à XN (t ) + 1. L’indice aléatoire de la durée  
entre les autobus fait toute la différence.  
Il permet de représenter le phénomène déjà 
observé à l’effet que Maxime a plus de chance 
de monter dans les bus plus tardifs. De façon 
générale, une variable aléatoire N positive et 
à valeurs entières est un temps d’arrêt pour 
la suite des variables aléatoires {X1,  X2, ...} 
si l’événement {N = n} est entièrement dé-
terminé par {X1,  X2, ..., Xn} et est indépen-
dant de {Xn + 1,  Xn + 2, ...}. C’est le cas ici pour  
N = N (t) + 1 puisqu’il suffit de savoir le temps 
de passage des N (t ) + 1 premiers bus pour 
savoir que t se trouve entre SN (t ) et SN (t ) + 1.

Le problème du temps d’attente est un 
exemple de processus de renouvellement. 
Dans le cadre d’un tel processus, on s’inté-
resse aux différents temps dans l’intervalle 
associé à t, notamment :
•	 La durée de vie totale : 
	 XN (t ) + 1= SN (t ) + 1 – SN (t ).
•	 L’âge du processus : 

V (t ) = t – SN (t ) .
•	 Le temps de vie résiduelle qui correspond 

également au temps d’attente : 
W (t ) = SN (t ) + 1 – t .

Pour Maxime, c’est le temps d’attente W (t ) 
qui compte. Nous allons calculer sa valeur 
moyenne, également appelée espérance de 
W (t ) et notée par E{W (t )}. 

En utilisant la définition présentée ci-bas , on 
peut écrire

E{W (t )} = E{SN (t ) + 1 – t} = E{SN (t ) + 1} – t.
Ceci signifie que l’espérance du temps d’at-
tente dépend en fait de l’espérance du temps 
de passage du prochain bus, soit E{SN (t ) + 1}, 

pour lequel plusieurs résultats apparaissent 
dans la littérature. En particulier, l’équation 
de Wald, dont une preuve élégante se trouve 
dans un encadré, nous assure qu’en autant 
que la durée du passage entre deux bus ait 
une espérance strictement positive et finie, 
nous aurons que:

E{SN(t ) + 1}= E(X1)E{N(t ) + 1},

où on utilise E(X1) pour représenter la 
moyenne commune à tous les Xn. Le calcul 
du temps moyen d’attente de Maxime se 
voit ainsi transformé en un problème lié au 
nombre moyen de bus ayant passé à une cer-
taine heure. Or, cette question a également 
été largement étudiée.

La formule exacte pour l’espérance de N (t )+1 
dépend de t. En effet, si t est petit, il se  
pourrait ou non qu’il soit possible d’observer  
plus d’un bus passer selon la loi associée à 
f (x) (fonction de densité des Xi  ). Au fur et à  
mesure que le temps passe, l’effet de ces pre-
miers bus s’estompe. Comme c’est souvent le 
cas en statistique, les calculs asymptotiques 
pour t → ∞ sont plus simples. Ainsi, l’évalua-
tion de E{W (t )} est élaborée dans un cadre 
asymptotique. Dans ce cas-ci, on suppose 
que t → ∞, ce qui ne sera jamais parfaitement 
exact, mais qui nous donnera une excellente 
approximation pour un grand nombre d’au-
tobus. Dans des publications classiques, il est 
prouvé que

E N t
t

t{ ( )}
1
2

1 lorsque ,
2

2≈
µ

+
σ
µ

−






→ ∞

où µ = E (X1) et σ2=var(X1) sont la moyenne 
et la variance des temps entre les passages 
d’autobus consécutifs. En combinant les 
équations précédentes, on trouve :

E W t E X E N t t

t
t

{ ( )} ( ) { ( ) 1}

1
2

1 1

2 2 2
1 .

1

2

2

2 2

2

= + −

≈ µ
µ

+
σ
µ

−




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+











−

=
σ
µ

+
µ

=
µ

+
σ
µ







Cette dernière expression permet de confir-
mer mathématiquement que le temps d’at-
tente de Maxime sera toujours plus long que 
µ/2, sauf si les autobus sont précisément à 
l’heure (lorsque la variance du temps entre 
les bus est 0). Ces résultats sont conformes 
avec les observations de Maxime, y compris 

DossierApplications

Processus de renouvellement
Un processus de renouvellement est une suite de variables  
aléatoires positives ayant la même moyenne et variance. Il pourrait  
s’agir par exemple de la durée de vie des composantes, disons une 
ampoule tombant en panne au temps S1 = X1, puis remplacée par 
une autre tombant en panne à son tour au temps S2 = X1 + X2, 
et ainsi de suite, d’où l’appellation processus de renouvelle-
ment. La variable S Xn ii

n

1∑=
= représente ainsi le temps du nième  

renouvellement. Le domaine de l’assurance et la théorie des files  
d’attente, entre autres, comptent de nombreuses applications de 
ces processus.
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le fait que le temps d’attente réel au terminal 
est très près de µ/2.

En utilisant le coefficient de variation cv = σ/µ  
comme mesure de dispersion relative, on 
peut également écrire

 E W t c{ ( )}
2

(1 ),v
2≈

µ
+

qui montre que l’augmentation du temps 
d’attente moyen suit une courbe parabolique 
en fonction de cv .

Intuitivement, il serait raisonnable que le 
temps moyen entre le bus emprunté par 
Maxime et le bus précédent soit égal à deux 
fois son temps d’attente. On peut confirmer 
cette intuition en calculant mathématique-
ment la valeur moyenne de V (t ). Même si les 
résultats asymptotiques pour E{V (t )} sont 
beaucoup plus difficiles à obtenir (voir par 
exemple les travaux d’Adès et Malhamé), leur 
expression asymptotique est identique à celle 
obtenue pour E{W (t)}. On a donc effective-
ment

E X E V t E W t

c t

{ } { ( )} { ( )}

(1 ) lorsque .

N t

v

( ) 1

2

= +

≈ + µ → ∞

+

Cette dernière espérance démontre la domi-
nance stochastique de XN(t ) + 1 sur le temps de 
passage entre deux bus, à savoir que 

E{XN (t ) + 1} ≥ E (X1) = µ,

avec une inégalité stricte dès que la variance 
de X1 est non-nulle. Clairement, la moyenne 
de XN  (t ) + 1 est plus grande que les autres in-
tervalles qui le précèdent. Voilà un résultat 
paradoxal d’où le nom paradoxe du temps 
d’attente ou de l’inspection. Il s’agit là d’une 
conséquence du fait déjà observé à l’effet 
que le point t a bien plus de chance de tom-
ber dans un long intervalle que dans un petit.

Rien ne sert de courir  
il faut que le bus arrive  
à point
Maxime a donc trouvé mathématiquement 
qu’en plus de leur fréquence, la constance 
des bus a une influence sur le temps d’attente 
des usagers. À partir du bureau, Maxime peut 
choisir l’une des trois lignes suivantes :

•	 La ligne des Œillets pour laquelle il a déjà 
collecté des données,

•	 La ligne des Ancolies,

•	 La ligne des Roses.

Tout vient à point même s’il faut attendre plus longtemps  |  Michel Adès  •  UQAM   |   
Jean-François Plante  •  HEC Montréal  

Alors que la ligne des Œillets offre un service 
aux 6 minutes, les lignes des Ancolies et des 
Roses ont un service aux 8 minutes. Maxime 
a pris l’habitude d’utiliser la ligne des Œillets 
puisque c’est la ligne la plus fréquente.

Pendant quelques semaines, Maxime ob-
serve les bus et s’attarde à leur ponctualité. 
Il constate des variations substantielles du 
temps de passage pour les lignes des Œillets 
et des Ancolies. La ligne des Roses s’avère 
toutefois beaucoup plus ponctuelle avec des 
temps entre les bus de 8 minutes plus ou 
moins 30 secondes. 

Comme il n’est pas facile d’obtenir un calcul 
exact pour ces temps moyens de passage, et 
dans le but de mieux comprendre ses options, 
Maxime décide de simuler 1 000 fois ses dé-
placements avec un ordinateur. Étant donné 
ses observations, il génère le passage des au-
tobus toute la journée selon des familles de 
lois pour lesquelles il trouve un générateur 
de nombres :

•	 Ligne des Œillets : loi exponentielle de 
moyenne 6 minutes (et donc d’écart-type 
6 minutes),

•	 Ligne des Ancolies : loi exponentielle de 
moyenne 8 minutes (et donc d’écart-type 
8 minutes),

•	 Ligne des Roses : loi uniforme entre 7,5 et 
8,5 minutes (et donc d’écart-type 1 12  
minute).

Pour chacune des 1 000 journées, il génère 
les temps de passage des trois lignes de bus 
pour l’après-midi. Il simule également l’heure 
à laquelle il se présente à l’arrêt, selon une 

Diagramme à moustaches des temps d’attente simulés de Maxime pour 
1 000 jours selon les trois trajets d’autobus qu’il pourrait emprunter. 
L’échelle de temps est logarithmique et a été tronquée de 1 à 60 minutes.

Figure 2
Temps d’attente pour 1 000 jours simulés

Échelle logarithmique du temps en ordonnée
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DossierApplications

loi uniforme entre 16h et 17h. 
Il note la durée de son attente 
pour les trois bus toutes ces 
journées. La figure 2 présente les 
boîtes à moustache des temps 
d’attente générés pour les trois 
lignes. La partie centrale de ces 
boîtes va du premier quartile Q1 
au troisième quartile Q3 des don-
nées et la ligne centrale repré-
sente la médiane Q2. Des lignes  
appelées moustaches dont la lon-
gueur maximale est 1,5(Q3 – Q1)  
s’étendent de chaque côté 
jusqu’à la valeur non extrême la 
plus éloignée. Toute valeur excé-
dant cette longueur maximale 

est marquée d’un point. Les boîtes à mous-
tache permettent de comparer la distribu-
tion de plusieurs jeux de données en un coup 
d’œil puisqu’elles présentent côte-à-côte 
plusieurs quantiles des données. Cette repré-
sentation graphique est due à Tukey.

Globalement, c’est le parcours des Roses qui 
offre le temps d’attente le plus court. On  
calcule en effet une attente moyenne de 
3,92 minutes pour la ligne des Roses, mais de 

6,37 minutes pour la ligne des Œillets et de 
8,12 minutes pour le parcours des Ancolies.  
Selon la formule asymptotique, pour t → ∞, 
trouvée précédemment, ces temps moyens  
d’attente devraient être de 4,0052, 6 et 8 minutes  
respectivement. Les valeurs trouvées par  
simulation sont compatibles avec ce résultat  
théorique. Maxime simule les parcours des 
autobus à partir de midi, mais part entre  
16 et 17 heures. Avec environ une trentaine 
de bus ayant déjà passé, les résultats asymp-
totiques trouvés sont très près des valeurs  
empiriques découlant de la simulation. 

Même si les autobus du parcours des Roses 
sont moins fréquents que ceux de la ligne des 
Œillets, leur régularité leur confère un temps 
moyen d’attente moindre. À ce sujet, Maxime 
a également noté dans sa simulation lequel 
des trois parcours il emprunterait en utilisant 
le premier autobus disponible après le temps t.  
Ces résultats se trouvent à la figure 3.

Grâce à sa régularité, le parcours des Roses 
est celui qui arrive le plus souvent en pre-
mier, soit 43,5 % du temps. À l’aide de la  
simulation, Maxime a réussi à confirmer que 
le temps d’attente ne dépend pas seulement 
du temps moyen entre deux passages de bus, 
mais aussi de leur ponctualité.

Empreinte carbone
Maxime décide de prendre le transport en 
commun plutôt que d’utiliser la voiture 
afin de réduire son empreinte carbone. En 
fait, l’empreinte carbone est la quantité de 
gaz à effet de serre qu’une personne émet, 
et notons qu’il y a consensus dans le mi-
lieu scientifique à l’effet que les gaz à ef-
fet de serre émis par l’activité humaine sont 
la cause principale des changements clima-
tiques.

Même si un litre d’essence ne pèse que 
0,727 kg, sa combustion produit 2,29 kg de 
CO2 (l’oxygène puisé dans l’air est plus lourd 
que le carbone de l’essence). Il suffit donc 
de brûler 437 litres d’essence pour produire 
une tonne de gaz à effet de serre, soit de 7 

à 10 plein d’essence selon le véhicule. Une 
voiture qui consomme 10 litres aux 100 km 
produit donc une tonne de CO2  à tous les 
4370 km, et environ 45 tonnes pendant sa 
vie utile.

En termes absolus, l’autobus que prend 
Maxime produit plus de CO2, mais en divi-
sant par le nombre d’usagers, l’empreinte 
attribuée à chacun est bien moindre, d’où 
l’intérêt des transports collectifs. Les trans-
ports électrifiés comme le métro sont en-
core plus écologiques, en particulier au 
Québec où la production et la distribution 
de l’électricité émet très peu de carbone 
étant donné la grande proportion d’énergie 
de source hydraulique.

Diagramme circulaire en 
pointes de tarte montrant la 
proportion des 1 000 attentes 
simulées où le prochain auto-
bus de chacun de ces parcours 
est arrivé le premier.

32,6 %
23,9 %

Œillets

Roses

Ancolies

43,5 %

Figure 3
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Tout vient à point même s’il faut attendre plus longtemps  |  Michel Adès  •  UQAM   |   
Jean-François Plante  •  HEC Montréal  

Preuve de l’équation de Wald1

Pour un temps d’arrêt générique N, l’équation de Wald 
affirme que l’espérance des temps de panne est égale 
au nombre moyen de renouvellements fois la durée 
moyenne des renouvellements, soit

E (SN) = E (X1) E (N).

Afin de prouver cette équation, on définit d’abord la  
variable indicatrice In qui égale 1 si n ≤ N et 0 sinon. On 
peut ainsi écrire

E S E X E X I

E X I

( )

( ).

N n
n

N

n n
n

n n
n

1 1

1

∑ ∑

∑

=






=






=

= =

∞

=

∞

Lorsque deux variables aléatoires sont indépendantes, 
l’espérance de leur produit égale le produit de leur  
espérance. On aimerait bien que In  soit indépendante de 
Xn , or c’est bien le cas puisque la valeur de In  est dictée 
par N ≥ n, qu’on peut déterminer dès que Sn −1< t. Bref, 
In  dépend de X1,…, Xn −1, mais pas de Xn, ce qui donne

E S E X E I E X E I( ) ( ) ( ) ( ) ( ),N n n
n

n
n1

1
1

∑ ∑= =
=

∞

=

∞

où on utilise E(X1) pour représenter la moyenne com-
mune à tous les Xn  . Comme E (In)= P (N  ≥ n), on peut 
ensuite remarquer que

E I P N n P N i
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==

∞
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en changeant l’ordre des deux sommes de façon  
similaire à un changement de l’ordre d’intégration. On 
obtient ainsi l’expression initiale pour l’équation de 
Wald, mais avec N = N (t )+1 comme temps d’arrêt.

1.	� L’équation de Wald est une conséquence 
de l’identité de Wald.

Au-delà des bus
Au-delà des temps d’attente à l’arrêt de bus, 
le paradoxe de l’inspection se produit éga-
lement dans d’autres situations, en voici 
quelques-unes :

Génétique
En génétique, les chercheurs tentent d’iden-
tifier la position des mutations génétiques 
liées à certaines maladies. Comme les gènes 
sont découpés en plusieurs séquences de  
différentes longueurs, Jeanpierre (2008) (voir 
Pour en savoir plus !) constate que le paradoxe 
de l’inspection rend les longues séquences 
plus susceptibles de contenir des gènes d’in-
térêt. De même, les fluctuations aléatoires de 
l’ADN ont également une plus grande chance 
de survenir dans les séquences plus longues.

Négociation de titres
En modélisant la négociation des titres  
boursiers en ligne, Inoue et coll. (2010) 
(voir Pour en savoir plus !) s’intéressent au 
temps entre l’observation du prix sur les 

marchés financiers et le prochain change-
ment de prix. En assumant que le proces-
sus stochastique modélisant la variation  
de prix soit un processus de renouvelle-
ment, ils déduisent la distribution du temps 
d’attente du processus et sa moyenne. 
Ils constatent que le temps d’attente est  
supérieur au temps moyen entre deux chan-
gements de prix et attribuent ce phénomène 
au paradoxe de l’inspection. En d’autres 
termes, le temps moyen d’attente est plus 
long que la moitié de la durée moyenne entre 
les changements de prix.

Traitement du cancer
Crawford et coll. (2002) (voir Pour en savoir 
plus !) constatent un autre type de paradoxe 
lié au temps d’attente : dans le traitement du 
cancer, les patients qui attendent le plus pour 
voir un spécialiste ont une meilleure chance 
de survie. Ils expliquent ce paradoxe par le 
fait que les patients plus à risque attendent 
moins longtemps car la sévérité de leur  
situation est transmise aux spécialistes afin 
qu’ils les rencontrent sans délai.



1.	� Dodgson a forgé ce nom de plume en lati-
nisant ses prénoms « Charles Lutwidge », 
obtenant ainsi les deux noms « Carolus 
Ludovicus », qu’il a ensuite inversés et 
ramenés à l’anglais.  
(https://www.britannica.com/biography/
Lewis-Carroll/The-riddle-of-Lewis-Carroll)
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Regards sur quelques contextes littéraires  
où les mathématiques se conjuguent avec une touche d’humour.

Lewis Carroll, l’oxonien
Charles Lutwidge Dodgson (1832-1898) 
était oxonien, ayant enseigné de 1855 à 1881 
les mathématiques et la logique à  Christ 
Church, l’un des plus importants collèges de 
l’Université d’Oxford. Son œuvre mathéma-
tique est importante et comprend une di-
zaine d’ouvrages, dont Euclid and his Modern 
Rivals (1879), discussion mathématique sous 
forme de pièce de théâtre en quatre actes 
dans laquelle intervient entre autres person-
nages le fantôme d’Euclide (mathématicien 
grec du 3e siècle avant notre ère). S’appuyant 
sur une douzaine de manuels alors en vogue, 
Dodgson y développe une comparaison dé-
taillée de l’enseignement « moderne  » de la 
géométrie et du texte même d’Euclide tel que 
présenté dans ses Éléments, notamment en 
ce qui a trait au cinquième postulat euclidien 
à propos des parallèles. Il prend résolument 
position en faveur d’Euclide. Sans que les ar-
guments de Dodgson aient été vus comme 
déterminants, son Euclid a été généralement 

bien reçu, entre autres parce que l’auteur y 
traite de belle manière, et sur un ton humo-
ristique, un sujet mathématique d’intérêt.

C’est bien sûr surtout pour son œuvre  
littéraire que Charles Dodgson est connu, 
sous son nom de plume Lewis Carroll1. On 
y trouve une douzaine d’ouvrages, dont ses 
immortelles Aventures d’Alice au pays des 
merveilles (1865). On doit aussi à Dodgson  
plusieurs autres écrits, souvent reliés à sa vie 
universitaire et assaisonnés d’une forte dose  
d’humour. C’est le cas entre autres de sa 
lettre connue sous le nom Le don de la  
fondation Clarendon (1868) et publiée dans 
un recueil intitulé Faits, figures et fantaisies. 

Diverses propositions avaient été présentées 
quant à l’utilisation du don fait par cette fon-
dation à son collège, dont l’une à propos des 
besoins en physique. C’est en parodiant cette 
demande que Dodgson a rédigé une lettre 
fantaisiste où il propose la mise en place 
de moyens afin de soutenir la recherche en  
mathématiques. On en trouvera des extraits 
en encadré (page suivante).

mathématico-littéraires (IV)

Bernard R. Hodgson 
Université Laval
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Glanures
Glanures mathématico-littéraires (IV)  |  Bernard R. Hodgson  •  Université Laval

Humour british  
à la sauce canadienne
Stephen Leacock (1869-1944) figure parmi 
les humoristes canadiens les plus célèbres. 
On le présente même comme l’humoriste de 
langue anglaise le plus connu au plan inter-
national au cours des années 1915-19253. 
D’origine britannique, Leacock est arrivé en 
Ontario avec sa famille à l’âge de six ans. Il 
a fait carrière de 1903 à 1936 à l’Universi-
té McGill, à Montréal, comme professeur en 
économie et sciences politiques — un des pa-
villons de l’université, construit au milieu des 
années 1960, porte aujourd’hui son nom. 

L’ouvrage qui a lancé Leacock comme humo-
riste est son Literary Lapses, publié en 1910 à 
Montréal (et paru en français en 1963 sous 

le titre Histoires humo-
ristiques). Un des textes 
qu’on y trouve s’intitule 
A, B et C ou l’élément hu-
main en mathématiques. 
On y suit trois protago-
nistes, A, B et C, présen-
tés comme les person-
nages types de l’intrigue 
souvent mise en place en 
vue de pourvoir un pro-
blème d’arithmétique 
d’une certaine dose de 
réalisme (!). Chacun a 
sa personnalité  : « A est 
un gaillard sanguin et 
bruyant, au tempéra-
ment énergique, une tête 
brûlée avec de la volonté 3.	� L’Encyclopédie canadienne  

(https://thecanadianencyclopedia.ca/fr/
article/stephen-leacock). 

mathématico-littéraires (IV)

Le don de la fondation Clarendon
Mon cher Censeur2,
Au cours d’une conversation à bâtons rompus portant 
sur les menus du collège, vous m’avez en passant fait 
observer que la sauce tartare « quoique indispensable à 
l’accompagnement du turbot poché, n’était pas parfai-
tement digestible ».
Elle est parfaitement indigeste. Je n’en demande  
jamais qu’à contrecœur et n’en reprends jamais sans 
craindre des cauchemars. Ce qui m’amène tout natu-
rellement à parler des mathématiques et des facilités 
qu’accorde l’université à ceux qui souhaitent se livrer 
aux opérations requises par cette branche essentielle 
de la Science. 
Les membres de l’université étant invités (soit de vive 
voix, soit, ce qui est moins exaspérant, par lettre) à exa-
miner le don que nous a fait la fondation Clarendon, 
ainsi que tout autre sujet d’intérêt humain ou inhumain  
susceptible d’être examiné, j’ai pensé soumettre à votre 
examen le point suivant : à savoir, les services qu’offri- 
raient pour les opérations mathématiques des bâti-
ments couverts. En effet, le temps instable d’Oxford 
y rend fort malcommode l’exercice en plein air d’une  
activité sédentaire.
Par ailleurs, il est souvent impossible aux chercheurs 
d’effectuer des calculs mathématiques précis en des 
lieux [où ils sont] trop rapprochés [ les uns des autres ], 
du fait des interférences mutuelles et d’une tendance 
innée à bavarder. Ces activités requièrent par consé-
quent des salles différentes où les bavards impénitents 

— dont chaque branche de la société a son contin- 
gent — pourraient être installés à demeure avec soin. 
Je me contenterai pour l’instant d’énumérer les besoins 
suivants. (…)
A. Une très grande salle permettant de calculer le plus 
grand commun diviseur. On pourrait y ajouter une  
seconde pièce pour le plus petit commun multiple, mais 
elle n’est pas indispensable.
B. Un terrain non bâti, pour y cultiver les racines et pra-
tiquer leur extraction. Il serait prudent de conserver 
séparément les racines carrées, leurs angles risquant 
d’endommager les autres. (…)
E. Une étroite bande de terre, enclose et soigneuse-
ment aplanie, permettant d’étudier les propriétés des 
asymptotes et de vérifier en pratique si, oui ou non, des 
parallèles se rencontrent. À cette fin, la bande de terre 
devrait s’étendre, selon la belle expression d’Euclide, « à 
l’infini ».
L’expérience, ici décrite, consistant à « prolonger les pa-
rallèles à l’infini  » exigera peut-être plusieurs siècles, 
voire davantage : une telle durée, considérable dans la 
vie d’un individu, n’est rien dans celle de l’université. (…)
Puis-je compter sur vous pour étudier d’urgence cette 
importante question?
Bien à vous,
			   MATHEMATICUS

2.	� Titre de l’un des administrateurs du collège Christ 
Church.



5.	� Pour quelques commentaires sur les difficul-
tés de la traduction d’un texte humoristique 
à la Leacock, voir l’encadré Traduttore, tradi-
tore.

4.	� Les numéros de page renvoient au livre sui-
vant : Stephen Leacock, Panique à la banque 
et autres dérapages littéraires. Éditions Payot 
& Rivages, 2008.
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à revendre. » (p. 232)4 De son côté, « B est un 
garçon tranquille, facile à vivre, qui craint A 
et que A maltraite. En revanche il est la bon-
té même à l’égard du chétif petit C. » (p. 233) 
(On observera au passage que ces trois indi-
vidus sont tous de sexe masculin, signe des 
temps sans doute — et aussi peut-être des 
activités dans lesquelles ils vont s’engager.) 

De façon usuelle, A, B et C ont à exécuter « un 
certain travail ». Par exemple : « On emploie 
A, B et C à creuser un fossé. A creuse en une 
heure là où B doit creuser pendant deux 
heures et B creuse deux fois aussi vite que 
C. » Et le problème revient alors à déterminer  
« Combien de temps faudra-t-il, etc. » (p. 231)  
On reconnaît là le cadre typique d’une  
pléthore de bons vieux problèmes de règle  
de trois.

Au fil de la narration, Leacock fait interve-
nir un personnage auxiliaire, D, qui vient à 
l’occasion « prêter main-forte à A, B et C.  » 
Mais D explique : « Maintenant, j’commence 
à être un peu trop vieux et raide pour ça, 
j’me contente de bricoler un peu par-ci, j’fais 
pousser un logarithme par-là, ou bien j’élève 
un commun dénominateur ou deux. Mais 
m’sieur Euclide continue de m’employer pour 
ses théorèmes. Eh oui! » (p. 235)

Finalement C tombe malade et doit s’aliter. 
Mais malheur : « On aurait encore pu sauver 
la vie de C si l’on ne s’était pas trompé sur le 
remède. Il se trouvait entre parenthèses, à la 
tête du lit. Et l’infirmière, accidentellement, 
l’enleva de la parenthèse en négligeant de 
changer de signe. Après cette erreur fatale, C, 
paraît-il, ne remonta plus la pente. » (p. 236)5

Après le décès de C, A « finit par renoncer à 
son travail et s’établit en rentier sur le re-
venu du produit de ses paris.  » (p.  238) (Il 
s’agit ici des paris qu’il a systématiquement 
gagnés dans ses nombreuses compétitions 
avec B et C.) Quant à B, autre rebondisse-
ment fantaisiste signé Leacock, « il abjura les 
mathématiques pour se consacrer à récrire 
l’Histoire du Robinson suisse en mots d’une 
seule syllabe. » (p. 238)

On doit à Leacock quelques autres écrits  
humoristiques à saveur mathématique,  
notamment un court texte résolument d’ins-
piration euclidienne, comme il était dans l’air 
du temps au début du 20e siècle (voir aussi à 
ce sujet les commentaires à propos de Dodg-
son plus haut). Dans l’encadré Géométrie des 
pensions de famille, on voit Leacock procéder  
à coups de définitions, axiomes et proposi-
tions, comme son auguste modèle grec. Il y 
fait même une distinction, à la Euclide, entre 
axiomes et postulats.

Dans la tradition euclidienne, en effet, les 
axiomes sont des notions fondamentales 
communes à toutes les sciences déductives 
(par exemple, à propos de l’égalité, « Les 
choses égales à une même chose sont aussi 
égales entre elles », c’est-à-dire la transitivité 
de l’égalité), tandis que les postulats portent 
sur une science particulière (par exemple, en 
géométrie, le fameux « cinquième postulat 
des parallèles »). La distinction entre axiome 
et postulat n’est aujourd’hui plus en usage en 
mathématiques.

DossierLittérature

Traduttore, traditore
«  Traduire, c’est trahir  », veut l’adage italien — particulièrement 
pertinent quand il s’agit de textes humoristiques. Ainsi le texte 
original de Leacock concernant le déclin de C (voir ci-dessus) se 
lit comme suit :

C’s life might even then have been saved but they made a mistake  
about the medicine. It stood at the head of the bed on a bracket,  
and the nurse accidentally removed it from the bracket without 
changing the sign. After the fatal blunder C seems to have sunk 
rapidly.

Pas facile ici de rendre en français le jeu de mots reposant sur le 
double sens (en anglais) du terme « bracket » : signe de ponctuation 
et support mural.

La même remarque s’applique aux textes de Charles Dodgson. Ainsi  
dans l’édition récente des œuvres de Lewis Carroll publiée dans 
la Bibliothèque de la Pléiade (voir Pour en savoir plus !), on trouve 
de nombreuses notes dans lesquelles le traducteur explique 
le contexte derrière certains des jeux de mots de l’auteur et la  
manière dont ils ont été rendus en français.
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Des axiomes  
pour la littérature
L’idée de présenter un certain contexte (aussi  
farfelu soit-il) dans un style axiomatique 
n’est bien sûr pas propre à Leacock. Et elle 
se retrouve à diverses époques. Ainsi, dans 
le cadre des travaux de l’Oulipo (Ouvroir de 
littérature potentielle),9 Raymond Queneau  
(1903-1976), membre de l’Académie Goncourt  
mais aussi auteur de recherches mathéma-
tiques originales en théorie des nombres, a 
signé le texte Les fondements de la littérature  
d’après David Hilbert (voir Pour en savoir plus ! ). 
Sans aucun doute l’un des mathématiciens 
les plus importants de la première moitié du 
20e siècle, David Hilbert (1862-1943) a exercé  
une grande influence dans de nombreux  
domaines des mathématiques, et notamment 
en géométrie. Il a en effet proposé en 1899 
une reformulation des fondements axioma-
tiques de la géométrie euclidienne. 

Il était bien connu que l’axiomatisation de la 
géométrie due à Euclide plus de deux millé-
naires auparavant n’était pas complètement 
rigoureuse, le mathématicien grec faisant  
parfois appel dans ses arguments à des  

Glanures mathématico-littéraires (IV)  |  Bernard R. Hodgson  •  Université Laval

Géométrie des pensions de famille

principes non formulés explicitement. Hilbert  
a cherché à éliminer des tels appels à  
l’intuition et a proposé une série d’axiomes 
qu’il divise en cinq groupes  : axiomes  
d’appartenance, d’ordre, de congruence,  
des parallèles et de continuité. Ainsi, parmi 
les axiomes d’appartenance se retrouvent les 
trois énoncés suivants10:

Il existe une droite liée à deux points  
donnés A et B à laquelle appartiennent ces 
deux points.
Il n’existe pas plus d’une droite à laquelle 
appartiennent deux points A et  B.
Il n’existe pas plus d’un plan auquel appar-
tiennent trois points non alignés A, B, C.

Sous la plume fantaisiste de Queneau, les 
mots «  points  », «  droites  » et «  plans  », qui  
renvoient aux trois « systèmes de choses »11 
— non définies mais cernées par leurs  
propriétés — sur lesquels Hilbert appuie sa 
géométrie, sont remplacés respectivement 

AXIOMES ET DÉFINITIONS
Toutes les pensions de famille sont la même pension 
de famille.
Les pensionnaires du même palier d’une même  
pension de famille sont égaux entre eux.
Une chambre « single » est ce qui ne peut se diviser et 
qui n’a pas de grandeur.
La patronne d’une pension de famille est un parallé-
logramme, c’est-à-dire une figure oblongue et angu-
laire, indescriptible, mais égale à n’importe quoi.
On appelle conflit le manque d’inclination réciproque 
de deux pensionnaires qui se rencontrent mais ne sont 
pas sur la même longueur d’onde.
Toutes les autres chambres étant occupées par ail-
leurs, une chambre single est appelée chambre double.
POSTULATS ET PROPOSITIONS
Un hachis6 peut réapparaître un nombre de fois  
imprévisible.
La patronne peut être réduite à sa fonction minimale 
par une série de propositions.

On peut tracer une droite7 de n’importe quelle pension 
de famille à n’importe quelle autre pension de famille.
Les deux draps d’un lit de pension de famille, même 
si on les prolonge le plus loin possible des deux côtés,  
ne se rejoignent jamais.
La somme de deux repas pris dans une pension de  
famille ne sera jamais égale à deux repas entiers8.
Après quelques autres postulats, Leacock termine en 
démontrant une proposition affirmant que sous cer-
taines conditions, les factures hebdomadaires de deux 
pensionnaires sont forcément égales. Son argument, 
qui procède par l’absurde, se lit comme suit :

Admettons l’une plus grande que l’autre.
On en tirera que l’autre est inférieure à ce qu’elle aurait 
pu être — ce qui est absurde. (pp. 21-23)4

6.	� Texte original anglais : a pie (qu’on peut peut-être lire 
« a π »…).

7.	� Texte original anglais  : bee-line, c’est-à-dire l’idée de 
déplacement direct, à vol d’oiseau.

8.	� Texte original anglais : Any two meals at a boarding-
house are together less than two square meals, c’est-
à-dire deux repas honnêtes, satisfaisants.

9.	� À propos de l’Oulipo, voir mes Glanures I 
et III (Accromath, hiver-printemps 2016 et 
2017).

10.	�David Hilbert, Les fondements de la géo-
métrie. Dunod, 1971, p. 12.

11.	Ibid., p. 11.
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DossierLittérature

par « mots », « phrases » et « paragraphes ». Les 
axiomes précédents, ainsi transposés en une 
loufoque axiomatique littéraire, deviennent 
alors :

Il existe une phrase comprenant  
deux mots donnés.
Il n’existe pas plus d’une phrase  
comprenant deux mots donnés.
Il n’existe pas plus d’un paragraphe  
comprenant trois mots n’appartenant  
pas tous à la même phrase.

Queneau reconnaît que la nature de certains 
de ces axiomes peut surprendre, comme 
par exemple le fait qu’il n’existe pas plus 
d’une phrase comprenant deux mots don-
nés. Mais il réplique, scholie à l’appui dans 
un esprit euclidien, en brodant sur l’exemple 
des mots «  longtemps  » et «  couché  », tirés 
de la fameuse phrase qui est l’incipit de À la 
recherche du temps perdu de Marcel Proust 
(1913)  : «  Longtemps, je me suis couché de 
bonne heure », et en jouant sur des pseudo-
phrases qu’on peut en tirer.

Jeux de mots numéraux  
à propos du zéro chez  
Devos… et Bobino
L’humoriste français Raymond Devos (1922-
2006) est connu comme un fin ciseleur de la 
langue, n’ayant pas son pareil pour jouer sur 
(et avec) les mots. De plus, ses monologues 
se distinguent par la bonne dose d’absurde 
qu’ils renferment souvent. On y trouve par-
fois des clins d’œil mathématiques, comme 
dans « Parler pour ne rien dire » (voir extraits 
en encadré), où l’arithmétique du zéro sert 
de toile de fond à des variantes linguistiques 
autour du mot « rien ». 

On peut aussi penser, côté mathématique, 
à son monologue « Caen »13, dans lequel un 
voyageur s’informe de l’heure du car pour 
Caen. Prenant appui sur la toponymie fran-
çaise, Devos joue alors abondamment avec 
les homophones « Caen » et « quand », « Sète » 
et « sept » et « car » et « quart ». Une variante 
de ce monologue fait même intervenir les 
homophones « Troyes » et « trois » — ce qui 
n’est peut-être pas sans rappeler l’emploi de 
l’expression ln(3) pour désigner un person-
nage clé de la mythologie grecque…

Nous bouclons ces balades mathématico- 
humoristiques en allant du côté de la littérature  
pour enfants. Chaque génération de jeunes a 
eu ses émissions de télévision cultes. Pour les 
enfants qui ont connu les débuts de la télévi-
sion au Québec, ce fut sans contredit Bobino, 
qui a tenu l’affiche pendant près de trente 
ans, de 1957 à 1985. Tout comme il y a eu la 
« génération Passe-Partout », il y avait eu au-
paravant la « génération Bobino ».

Les deux personnages principaux sont Bobino  
et sa petite sœur Bobinette, une marionnette.  
Dans un texte intitulé « Mademoiselle Fenouil- 
lard », on voit Bobino discuter avec une  
personne qu’il croit être l’institutrice de cette  
dernière. Or il s’agit en réalité de Bobi-
nette elle-même, déguisée en Mademoiselle  
Fenouillard. Un des clous du dialogue qui en 
résulte prend appui sur la présence ou non 
du zéro parmi les nombres naturels (voir  
l’encadré Un comptage à la Bobinette). 

Parler pour ne rien dire
Mesdames et messieurs…,  
je vous signale tout de suite que je vais parler pour ne rien dire. 
(…) 
Mais, me direz-vous, si on parle pour ne rien dire, de quoi allons-
nous parler? 
Eh bien, de rien! De rien! 
Car rien… ce n’est pas rien! 
La preuve, c’est que l’on peut le soustraire. 
Exemple : 
Rien moins rien = moins que rien! 
Si l’on peut trouver moins que rien, c’est que rien vaut déjà 
quelque chose! 
On peut acheter quelque chose avec rien! 
En le multipliant! 
Une fois rien.... c’est rien! 
Deux fois rien.... ce n’est pas beaucoup! 
Mais trois fois rien!... Pour trois fois rien, on peut déjà acheter 
quelque chose... et pour pas cher! 
Maintenant, si vous multipliez trois fois rien par trois fois rien : 
Rien multiplié par rien = rien. 
Trois multiplié par trois = neuf. 
Cela fait : rien de neuf! 
Oui... Ce n’est pas de la peine d’en parler!
Bon! Parlons d’autre chose!12

12.	 �Raymond Devos, «  Parler pour ne rien dire.  » Matière à rire  : 
L’intégrale. Librairie Plon, 1993, pp. 272-273.

13.	 Ibid., pp. 393-395.
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Un comptage à la Bobinette
Bobino	 Comment va notre élève?
Bobinette 
(déguisée en  
Mademoiselle  
Fenouillard)

Oh! très bien! Cette petite Bobinette est vraiment 
une élève extraordinaire.

Bobino Ah oui?
Bobinette Je suis sûre qu’elle sera la zérotième de sa classe.
Bobino Elle se… la zérotième ?
Bobinette Oui, oui, oui, la zérotième. Avant la deuxième, 

qu’est-ce qu’il y a? La première. Et avant la  
première, la zérotième. Elle travaille si bien  
qu’elle va dépasser la première, donc elle sera  
la zérotième de la classe.

Bobino Ah! oui, oui, oui, oui, oui, oui, je comprends, oui. 
(En aparté, s’adressant aux enfants)  
Mes tout-petits, je ne comprends rien du tout.14

Glanures mathématico-littéraires (IV)  |  Bernard R. Hodgson  •  Université Laval

Ce court extrait renvoie à un vieux dilemme 
de vocabulaire (et de notation), illustrant joli-
ment la nuance que l’on peut pressentir entre 
les « nombres naturels de l’analyste  » et les 
« nombres naturels de l’algébriste ». Dans le 
premier cas, on considère que l’ensemble  
des naturels est formé des entiers positifs, et 
donc   = {1, 2, 3, …}. Il s’agit des nombres 
qui servent pour le comptage15. À noter que 
c’est cette vision que l’on retrouve dans les 
formalisations du concept de nombres natu-
rels mises de l’avant par les mathématiciens 
Richard Dedekind (1888) et Giuseppe Peano 
(1889). (Voir la Section problèmes et Pour en 
savoir plus!)
Pour un algébriste, le nombre 0 joue un 
rôle fondamental à titre d’élément neutre 
additif. Si on veut parler de l’ensemble des 
nombres naturels en tant que structure  
mathématique, dotée notamment d’une opé-
ration d’addition, la présence du zéro est alors  
essentielle. Dans cette optique, on pose donc  
  = {0, 1, 2, 3, …} – c’est-à-dire les entiers 
non négatifs. Il ne s’agit plus simplement 
de compter, mais aussi d’opérer au sein de 
ces nombres. D’où ce «  zérotième  » rang de 
Bobinette peut-être un peu étrange…

On observera que lorsqu’on présente au-
jourd’hui les axiomes proposés par Peano 
pour la formalisation des nombres naturels, 
il est d’usage de partir de 0.

14.	�Tiré de « Mademoiselle Fenouillard », texte de Michel Cailloux. 
Bobino et Bobinette, vol. 1, face 1, plage 2. Montréal, Disques 
Select M-298.067, 1964.

15.	� Couramment appelés counting numbers 
en anglais. 
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Rubrique des

Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences  
et Technologies de Lille

Les chapeaux 
alignés

Des étudiants en logique au nombre de N 
sont soumis à un test.

On leur explique qu’on va les aligner les uns 
derrière les autres, tous tournés vers la droite. 
On posera sur leur tête un chapeau rouge 
ou bleu tiré au hasard. L’étudiant le plus à 
gauche pourra voir tous les chapeaux sauf le 
sien ; celui placé devant lui pourra voir tous 
les chapeaux sauf le sien et celui de l’étu-
diant placé derrière lui. Plus généralement, 
l’étudiant placé en position k, à partir de la 
gauche, pourra voir tous les chapeaux des 
étudiants k + 1, k + 2, etc. jusqu’au dernier  
le plus à droite, mais aucun autre.

On interrogera chaque étudiant sur la cou-
leur du chapeau qu’il a sur la tête et on leur 
distribuera ensuite autant d’ordinateurs por-
tables qu’ils auront donné de bonnes ré-
ponses. Ils s’arrangeront pour se les répartir.

On précise encore qu’avant de se mettre 
en rang, ils peuvent discuter entre eux et 
convenir d’un système de réponses, mais 
qu’une fois aligné les chapeaux seront pla-
cés au hasard et qu’ils ne pourront plus avoir 
d’échanges. Dernière précision : on les inter-
rogera à voie haute et ils répondront, à voie 
haute, sur ce que chacun croit être la couleur 
de son chapeau, en commençant par l’étu-
diant le plus à gauche et en terminant par 
celui le plus à droite.

Analysons un instant le problème qui est  
soumis aux étudiants. En répondant au hasard,  
ils gagneront en moyenne N/2 ordinateurs 
car une réponse sur deux au hasard sera 
juste à peu près.

Les étudiants peuvent obtenir bien mieux s’ils 
conviennent entre eux de la méthode de jeu 
suivante :

-	 l’étudiant 1 (le plus à gauche) répondra en 
donnant la couleur du chapeau de l’étu-
diant 2, qui connaîtra donc de manière 
certaine la couleur de son chapeau ;

- 	 l’étudiant 2 répétera ce que l’étudiant 1 
aura proposé (et gagnera donc) ;

- 	 l’étudiant 3 répondra en donnant la cou-
leur du chapeau de l’étudiant 4 (qui 
connaîtra donc de manière certaine la 
couleur de son chapeau) ;

- 	 l’étudiant 4 répétera ce que l’étudiant 3 
aura proposé (et gagnera donc) ;

- etc.

Cette façon de procéder assure les étudiants 
d’avoir au moins N/2 réponses exactes et, en 
moyenne, d’en avoir 3N/4 (car les étudiants 
de rang impair tomberont juste une fois sur 
deux environ).

C’est très bien, se disent les étudiants qui 
s’apprêtent à adopter cette tactique de jeu. 
Pourtant, l’un d’eux, Alonso, les arrête et dit :

- « Non, j’ai une autre idée, nous pouvons 
être certains de gagner un ordinateur  
chacun, sauf peut-être l’un de nous ». 

Il semble impossible que les N étudiants 
puissent gagner de manière certaine N – 1 
ordinateurs et peut-être N ! Pourtant, Alonso  
est un très bon étudiant qui ne se trompe  
jamais. 

Quelle est donc l’idée d’Alonso ?
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Solution du paradoxe précédent

L’information paradoxale
On choisit cinq nombres a, b, c, d et e vérifiant les re-
lations : 

1 ≤ a < b < c < d < e ≤ 10. 

Autrement dit : les cinq nombres sont compris entre 1 
et 10, tous différents et classés par ordre croissant. On 
indique leur produit P à Patricia (qui est brune), leur 
somme S à Sylvie (qui est blonde), la somme de leurs 
carrés 

C = a2 + b2 + c2+ d2 + e2 

à Christian (qui est barbu) et la valeur 

V = (a + b + c)(d + e) 

à Vincent (qui est chauve). 

Ils doivent deviner quels sont les nombres a, b, c, d et e. 

1.	� Une heure après qu’on leur a posé le problème, les 
quatre personnages qu’on interroge simultanément 
répondent tous ensemble : 

	 « je ne connais pas les nombres a, b, c, d et e ». 

2.	� Une heure après, les quatre personnages qu’on inter-
roge à nouveau répondent encore tous ensemble : 

	 « je ne connais pas les nombres a, b, c, d et e ». 

3.	� Une heure après, les quatre personnages qu’on inter-
roge à nouveau répondent encore tous ensemble : 

	 « je ne connais pas les nombres a, b, c, d et e ». Etc. 

23.	�Une heure après (soit 23 heures après la formula-
tion de l’énoncé !), les quatre personnages qu’on  
interroge à nouveau répondent encore tous ensemble :  
« je ne connais pas les nombres a, b, c, d et e ». 

Cependant, après cette 23ème réponse, les visages des 
quatre personnages s’éclairent d’un large sourire et 
tous s’exclament : « c’est bon, maintenant, je connais 
a, b, c, d et e ». 

Solution
Voici le raisonnement qui donne la solution que nous 
présentons sans recopier tous les détails des calculs car 
cela occuperait quatre pages.

Il y a 252 quintuplets (a, b, c, d, e) possibles. Certains 
d’entre eux donnent une somme S qui permettrait 
de retrouver (a, b, c, d, e). C’est le cas, par exemple, si  
S = 15 car 15 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 est la plus petite somme 
possible et oblige donc à avoir a = 1, b = 2, c = 3, d = 4 
et e = 5. Le fait que Sylvie ait indiqué, au point 1, qu’elle 
ignorait (a, b, c, d, e) signifie que le quintuplet (1, 2, 3, 
4, 5) n’est pas le bon. C’est vrai pour d’autres sommes. 
De même, certains produits ne peuvent être obtenus 
qu’une fois et doivent être éliminés après l’étape 1. De 
même, encore, pour C et V. Un long calcul à la main, 
ou en utilisant un ordinateur, montre que l’élimina-
tion de ces quintuplets fait passer les 252 possibilités  
initiales à 140. Les quatre personnages mènent ce  
raisonnement d’élimination pendant l’heure qui suit 
l’énoncé du problème. À partir de ces 140 possibilités  
pour (a, b, c, d, e) chaque personnage peut donc à 
nouveau raisonner comme précédemment. Si Sylvie  
indique qu’elle ne peut pas trouver (a, b, c, d, e)lors 
de l’étape 2, c’est que les S n’apparaissant qu’une fois 
dans la liste des 140 possibilités peuvent être éliminées.  
De même pour les P, C et V. On arrive alors à 100 quin-
tuplets possibles.

La réduction des solutions donne, petit à petit, des 
quintuplets candidats de moins en moins nom-
breux : on en obtient successivement 85, 73, 64, 
62, 60, 57, 54, 50, 47, 44, 40, 36, 33, 31, 28, 24, 19, 
13, 8, 4. La prise en compte de l’étape 23 conduit à 
une solution unique. À cet instant, tout le monde – 
et en particulier vous – sait que : S = 28, P = 3 360,  
C = 178, V = 195 et donc que :

a = 2, b = 5, c = 6, d = 7, e = 8.
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Élections
Montrer que la dictature d’un électeur satisfait  
aux trois axiomes d’unanimité, de transiti-
vité et d’indépendance des alternatives non  
pertinentes. 

Codes correcteurs
Chaque livre a un code ISBN composé de  
13 chiffres de {0,1,…,9} :  

ISBN a1a2a3a4a5a6a7a8a9a10a11a12a13,

où a13 est choisi tel que

    b = a1+a3+a5+a7+a9+a11+a13

           +3(a2+a4+a6+a8+a10+a12)

soit divisible par 10.

a) �Montrer que ce code détecte une erreur.

b) �Montrer que ce code détecte l’inversion  
de deux chiffres adjacents lorsqu’ils ne 
diffèrent pas d’un multiple de 5.

c)	Trouver le dernier chiffre du code ISBN 
commençant par 

ISBN 978-0-387-69212- ?.

Glanures  
mathématico-littéraires
1.	L’axiomatique de Hilbert
	 David Hilbert (1862-1943) a proposé  

en 1899 de nouveaux fondements axio-
matiques de la géométrie euclidienne1.  
Cette axiomatisation, qui a connu au 
fil des ans quelques variantes (notam-
ment par Hilbert lui-même), comprend 20 
axiomes, dont les trois mentionnés dans le 
texte (p. 27).

	 En prenant appui sur les deux premiers 
de ces axiomes, montrer que deux droites  
coplanaires distinctes ont en commun soit 
un seul point, soit aucun.

2.	L’axiomatique de Peano
Giuseppe Peano (1858-1932) a intro- 
duit en 1889 des axiomes servant 
de fondement aux nombres naturels  
et aux opérations arithmétiques  
élémentaires2. Comme dans toute  
axiomatique, on y trouve des « choses » 
non définies  : nombres naturels,  

zéro (désigné par 0) et successeur (représenté  
par le symbole prime, ‘ ). La notation n ∈  
peut se lire « n est un nombre naturel ». 

	 La portée de ces trois termes primitifs est 
cernée par cinq axiomes, qui visent à cap-
turer l’intuition de ce qu’est l’ensemble .  

Des axiomes 1 et 3 découle que 0 est 
en quelque sorte le point de départ des  
naturels.  Les axiomes 2 et 4 disent que 
la notion de successeur ( ‘ ) peut être vue 
comme une fonction injective sur .  
Enfin l’axiome 5 est le célèbre principe de 
récurrence dans les naturels3.  

	 Les axiomes de Peano permettent de  
définir par récurrence les opérations  
d’addition et de multiplication de naturels 
(voir encadré), et d’établir leurs propriétés 
fondamentales.  

	 Pour alléger l’écriture, on conviendra de 
poser 0’ = 1, 1’ = 2, etc.

	 a) En prenant appui sur les axiomes de 
Peano, montrer que pour tout n ∈ , 
on a n’ ≠ n.

	 b) Calculer 3 + 2; 2 + 3; 0 × 3. 

	 c) Montrer que n + 1 = n’ et 1 + n = n’.

		  (NB : On n’a pas encore la commutati-
vité de l’addition…) 

	 d) Montrer que 0 + n = n et 0 × n = 0.

	 e) Montrer que n × 1 = n et 1 × n = n.
	 f) Montrer que 2 × 2 = 2 + 2. 

	 g) Montrer que n × 2 = n + n.

	 h)	Que dire de 2 × n ?

	 i) Montrer que l’addition est associative et 
commutative.

Section problèmes

3.	� Voir André Ross, « Preuves par récur-
rence. »  Accromath, vol. 3, hiver-printemps 
2008, pp. 26-27. Voir aussi le solutionnaire 
des problèmes d’Accromath, vol. 14, hiver-
printemps 2019.

1.	�Voir https://fr.wikipedia.org/wiki/ 
Axiomes_de_Hilbert.

2.	� Voir https://fr.wikipedia.org/wiki/ 
Axiomes_de_Peano.

Les cinq axiomes de Peano
1.	 �0 ∈ ; 
2.	si �n ∈ , alors �n ' ∈ ; 
3.	�0 n’est pas le successeur d’un naturel; 
4.	si n’ = m’, alors n = m;  
5.	�si un ensemble E de naturels est tel 

que E0 ,∈  et que n E∈  entraîne 
n E' ∈ , alors �E .=

L’addition  
et la multiplication  

à la Peano
Si m est un naturel, on pose

• �A1 : m + 0 = m;  
A2 : m + n’ = (m + n)’.

• �M1 : m × 0 = 0;  
M2 : m × n’ = (m × n) + m.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Axiomes_de_Hilbert
https://fr.wikipedia.org/wiki/Axiomes_de_Peano


Pour en s  voir plus!

Applications des mathématiques	

	 Paradoxe du temps d’attente

		  •	� Adès M., Malhamé R. P., Asymptotic Characterization of Wald Type Vector Cumulative Processes. Les Cahiers du 
GERAD G-2000-39, Août 2000.

		  •	� Adès M., Malhamé R. P., Asymptotics of the Moments of Cumulative Vector Renewal Reward Processes: The 
Case N(t). Les Cahiers du GERAD G-94-32, Révisé 1997.

		  •	� Crawford S.C., Davis J.A., Siddiqui N.A., de Caestecker L., Gillis C.R., Hole D., Penney G.,  
The waiting time paradox: population based retrospective study of treatment delay and survival of women with 
endometrial cancer in Scotland. British Medical Journal, Vol. 325, p. 196, Juillet 2002.

		  •	� Inoue J., Sazuka N. & Scalas E., On-line trading as a renewal process: Waiting time and inspection paradox. Papers 
1007.3347, arXiv.org, 2010.

		  •	� Jeanpierre M., The Inspection Paradox and Whole-Genome Analysis, Advances in Genetics, Vol. 64, 2008.

Mathématiques et littérature

	 Glanures mathématico-littéraires

		�  •	� La version française du texte « Le don de la fondation Clarendon » est tirée (pp. 1365-1366) de  
Lewis Carroll, Œuvres. (Bibliothèque de la Pléiade)  Gallimard, 1990. 
(Les ajouts entre crochets sont inspirés de: Henri Parisot, dir., Lewis Carroll, L’Herne, 1971, p. 284.)

			   Le texte original anglais « The offer of the Clarendon Trustees », daté du 6 février 1868, est accessible à l’url  
			   https://en.wikisource.org/wiki/Facts,_Figures,_and_Fancies/The_Offer_of_the_Clarendon_Trustees

		  •	� La version originale de Literary Lapses de Stephen Leacock, parue en 1910  
(Gazette Printing Company, Montréal), est accessible à l’url 
https://gutenberg.ca/ebooks/leacock-literary/leacock-literary-00-h-dir/leacock-literary-00-h.html

			   Ce livre, paru en français pour la première fois en 1963, a connu une traduction revue et corrigée : 
			   Stephen Leacock, Panique à la banque et autres dérapages littéraires.  Éditions Payot & Rivages, 2008.

		  •	� Le texte de Raymond Queneau Les fondements de la littérature d’après David Hilbert porte le no 3  
de la Bibliothèque Oulipienne.  Il est reproduit dans

			   Oulipo, La Bibliothèque Oulipienne, vol. 1 (pp. 35-48).  Éditions Ramsay, 1987.

			�   Parus en 1899, les Grundlagen der Geometrie de David Hilbert ont fait l’objet de quatorze éditions,  
dont sept du vivant de l’auteur.  La version française définitive est la suivante : 

			   David Hilbert, Les fondements de la géométrie. Dunod, 1971.

			   Voir aussi https://fr.wikipedia.org/wiki/Axiomes_de_Hilbert

		  •	� De nombreux monologues de Raymond Devos sont accessibles sur YouTube — notamment celui intitulé  
« Caen » (avec l’addition du passage sur Troyes) à l’url https://www.youtube.com/watch?v=fpdNO2gferk

		  •	� Le disque Bobino et Bobinette (vol. 1), d’où est tiré l’extrait cité dans l’article, est accessible sur YouTube :

			   https://www.youtube.com/watch?v=LXPRWO8Qccs

			�   (voix de Guy Sanche et de Paule Bayard). La deuxième plage,  « Mademoiselle Fenouillard », commence à envi-
ron 6 minutes, l’extrait utilisé dans l’article se trouvant approximativement à 9 minutes.

		  •	� Richard Dedekind (1831-1916) a publié en 1872 Stetigkeit und irrationale Zahlen (Continuité et nombres  
irrationnels), un traité dans lequel il présente sa fameuse construction des nombres réels maintenant connue 
sous le vocable « coupures de Dedekind ».  En 1888, il publie le texte Was sind und was sollen die Zahlen?  
(ce qui peut se traduire par Les nombres : que sont-ils et à quoi servent-ils? ou encore Que sont les nombres 
et que devraient-ils être?) — disponible sur Google Livres —, dans lequel il introduit les nombres naturels de 
manière axiomatique.

			�   En 1889, Giuseppe Peano (1858-1932) fait paraître (en latin) son texte Arithmetices principia: nova methodo 
exposita (Les principes de l’arithmétique, exposés selon une nouvelle méthode) — aussi disponible sur Google 
Livres.  Il y présente un ensemble d’axiomes pour les nombres naturels équivalents à ceux de Dedekind, mais 
plus simples.  Les axiomes de Peano sont devenus la norme aujourd’hui quand il s’agit de voir axiomatiquement 
les nombres naturels. Voir https://fr.wikipedia.org/wiki/Axiomes_de_Peano 
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