Solutions

Elections
La dictature d'un électeur X satisfait aux trois
axiomes. En effet,

Axiome 1 (unanimité) :

Si chaque électeur préfére A a B, alors X préfere A
a B. Et puisque le choix social est celui de X alors
le choix social place A avant B.

Axiome 2 (transitivité) :
La liste ordonnée de X satisfait a la transitivité.

Comme elle coincide avec le choix social, alors le
choix social satisfait a la transitivité.

Axiome 3 (indépendance des alternatives non
pertinentes) :

Si les électeurs changent leur ordre des candidats
sans changer l'ordre relatif de A et B, alors I'élec-
teur X' n'a pas changé son ordre relatif de A et B.
Comme sa liste ordonnée est le choix social avant
et aprés que les électeurs aient changé leur ordre
des candidats, I'ordre relatif de A et B dans le nou-
veau choix social est le méme dans le choix so-
cial initial.
Codes correcteurs
a) Supposons qu'une erreur s'est produite et que
a;a été remplacé par aj.' # a;, et posons a;= a;
si i#J. Prenons le cas j pair. Alors,

6 6
b'= za'zm + 320'2/‘

i=1

=0
6 6
= 202,»+1 + 3202,- +3(a; —a))
=0

i=1

b+3(a'j —aj).

Mais, 3(aj'— aj.) €{-27,-24,..-33,..27}. Donc,
b' n'est pas un multiple de 10, et on détecte
une erreur. De méme, si j impair.

b) Supposons que a; et a;, aient éte gc'ha'nges.
Posons a/= 0y 0= G et a,= a';si i#), j+1.
Prenons le cas j pair. Alors,

6 6
b'= 20'2/+1 + 320'2/‘

i=1

=0
6 6

= ZGQ,H + 3202, +2(a;—a))
=0

i=1

=b+20; —0a;).
Mais
2(a;,,-a)€ {-18-16...-10,..-2.02,..,10,...18}.

Les seuls multiples de 10 dans cet ensemble
sont O, qui correspond a 0= 0, auquel cas ce
n'est pas une erreur d'avoir échangé a eta,,,
ou encore Iale - aj|= 5. De méme, si j est im-
pair.

c) Le dernier chiffre est 8.

Glanures mathématico-littéraires

1. L'axiomatique de Hilbert
Soit deux points donnés, A et B (avec A # B).
En vertu du premier axiome (p. 27 du texte), il
existe une droite d a laquelle appartiennent ces
deux points (on dit alors que d passe par les
points A et B).
Or le deuxieme axiome (p. 27) affirme qu'il
n'y a pas plus d'une droite passant par deux
points donnés. (L'existence résultant du
premier axiome est maintenant renforcée par
la propriété d'unicité de la droite passant par
deux points.)
Dong, si une droite e passe elle aussi par les
points A et B, on doit avoir, par I'axiome d'uni-
cité, que d=e.
Il s'ensuit que si deux droites d et e sont telles
que d# e (autrement dit, d et e ne sont pas « la
méme droite »), elles ne peuvent pas avoir deux
points communs (ou plus). Elles peuvent alors
avoir :
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® soit un seul point commun
on dit alors qu'elles se coupent en ce point;
® soit aucun point commun
elles ne se coupent donc pas et on dit alors
qu'elles sont paralléles.
(Le mot « paralléle » est introduit par Hilbert dans
son traité quand il présente I'axiome des paral-
léles, dans le quatrieme groupe d'axiomes.)

Note 1:

La démonstration qui précéde est bien sir élémen-
taire et d'un intérét peut-étre quelque peu limi-
té. Mais elle illustre bien I'esprit derriére une dé-
marche axiomatique. Il va sans dire qu'au fil des 20
axiomes introduits par Hilbert, les démonstrations
deviennent trés rapidement a la fois exigeantes et
riches. Le lecteur intéressé pourra se référer au
traité de Hilbert mentionné dans le texte.

2. l'axiomatique de Peano

Le cadre axiomatique proposé par Giu-
seppe Peano pour fonder I'arithmétique des
nombres naturels permet de voir — de ma-
niere un peu plus transparente que |'axio-
matique introduite par David Hilbert pour
~ la géométrie — comment interagissent les
~_ axiomes et définitions d'un systéme ma-
% thématique formalisé. On y observe en
* particulier le role essentiel que joue alors
I'axiome 5 de Peano (le principe de récurrence),
qui capture un aspect fondamental de ce que
«sont » les nombres naturels.

Il est important d'insister sur le fait que I'ob-
jectif de ce probleme est d'établir les propriétés
proposées en s'appuyant uniquement sur les
cing axiomes de Peano et sur les clauses A1, A2,
M1 et M2 qui, dans deux définitions par récur-
rence, viennent déterminer ce que sont l'addi-
tion et la multiplication de nombres naturels'.
(A noter que la définition de la multiplication
fait intervenir 'opération d'addition.)

1. Ces définitions par récurrence de I'addition et de la mul-
tiplication de naturels se trouvent aussi dans le traité
de Richard Dedekind Que sont les nombres et que de-
vraient-ils étre? (1888), légérement antérieur & celui de
Peano, Les principes de I'arithmétique exposés selon une
nouvelle méthode (7889).

Le seul fait mathématique que nous acceptons

gratuitement dans cette démarche est que

nous disposons d'une relation d'égalité = qui

« se comporte bien » dans les naturels. Il s'agit

donc d'une relation qui est réflexive (n=n), sy-

métrique (si m=n, alors n=m) et transitive (si
m=net n=p,alors m=p).

a) Cette propriété se préte bien a une démonstra-
tion par récurrence (axiome 5). Nous posons
donc

E={ne N|n'#n}.

® |a premiére étape consiste a initialiser la
récurrence : il s'agit alors de vérifier que la
propriété est vérifiée lorsque n=0, ce qui est
bien le cas puisque par I'axiome 3, 0 n'est pas
un successeur, de sorte qu'on a forcément
0'#0 (étant donné que 0', lui, est un succes-
seur).

o || faut ensuite vérifier que I'ensemble E est
héréditaire : considérant un naturel kqui ap-
partient a £ — c'est la notre hypotheése de ré-
currence (HR) —, on se demande s'il en est de
méme de son successeur k-

On sait donc (par HR) que k'# k. Il suit alors
immédiatement que (k') # k' En effet, sup-
posant au contraire que (k') = k', il s'ensui-
vrait de l'axiome 4 que k' = k, ce qui est en
contradiction avec HR.

On a ainsi établi que pour le k donnég, son
successeur k' appartient lui aussi a £, mon-
trant ainsi que £ = N, ce qui termine la ré-
currence.

Note 2::

Ce résultat est assez élémentaire. Mais il illustre
bien l'interaction des axiomes proposés par Pea-
no en vue d'établir rigoureusement les propriétés
de l'arithmétique des nombres naturels en s'ap-
puyant sur cette seule base.

Note 3:

Les axiomes de Peano visent a capturer la notion
de « nombre naturel », a savoir la suite

0123, .. (#)
intuitivement bien connue. Voyons ce qui en est.

On sait par I'axiome 1 qu'il y a parmi les nombres
naturels un élément particulier, « zéro », qui n'est



pas un « successeur » de naturel en vertu de
I'axiome 3. On peut donc le voir comme une sorte
de point de départ.

L'axiome 2 nous dit alors qu'il y a un autre naturel
0' (alias 1), le successeur de 0, qui est bien sar dif-
férent de O (axiome 3). Listant les nombres selon
leur ordre d'apparition, pour ainsi dire, on a donc
jusqu'ici
0, 1.

Puis vient, toujours par l'axiome 2, le naturel 2
(=1'" = 0"), le successeur de 1, qui doit étre a la
fois différent de O (axiome 3) et de 1 (résultat de
la partie a). Nous sommes ainsi rendus a la suite

0,1, 2

Regardons maintenant le successeur de 2, noté 3
—donc3=2"=1"=0" On sait qu'il est diffé-
rent de O (axiome 3) et de 2 (partie a). Pourrait-
il étre égal a 1?7 Non, car on aurait alors 2' = 0',
et donc 2 = 0 par I'axiome 4, ce qui est impossible
encore une fois en raison de I'axiome 3 (car 2 est
un successeur). Le naturel 3 est donc un « nou-
veau » nombre de la liste. Et on écrit, toujours se-
lon I'ordre donné par application itérée de la fonc-
tion successeur,

0,123

Le méme raisonnement s'appliquerait a 4, le suc-
cesseur de 3, et a tout autre successeur qui suit :
on ne « recule » jamais en arriére, obtenant ainsi
une liste de nombres qui se succedent a la queue
leu leu :

0,0,0" 0", - (##4)

Une question se pose cependant : se pourrait-il
que I'ensemble des nombres résultant des axiomes
de Peano soit formé, par exemple, de deux « blocs »
chacun constitué d'une suite illimitée analogue a
celle qui précéde? Disons pour fixer les idées :

0,0,0" 0" (###)
pour un certain nombre particulier o qui ne se-
rait pas un successeur? La réponse est non, et la

raison en repose sur I'axiome 5. Le principe de ré-
currence dans les nombres naturels? vient en ef-

a, OL', OC”, 0Lm’

2. Ilserait possible d'envisager une notion de récurrence sur
un ensemble tel celui suggéré a la ligne (###). Mais cela
exigerait un mécanisme de récurrence différent de celui
introduit a I'axiome 5, qui vise précisément la récurrence
dans l'ensemble N des nombres naturels.

fet caractériser I'ensemble N comme le plus pe-
tit ensemble contenant O et fermé par rapport a
la fonction successeur, éliminant ainsi du paysage
tout nombre autre que ceux auxquels on s'attend,
qui figurent dans la liste (##). On vientici de rem-
placer par une condition précise les points de sus-
pension des lignes (#) ou (##) — points de suspen-
sion fort raisonnables, il faut le dire, au plan intui-
tif mais qui demandent néanmoins une certaine
prise de conscience.

Bref, les axiomes de Peano fournissent une as-
sise rigoureuse a I'énumération illimitée (#), une
caractéristique fondamentale de cette liste étant
que tout nombre naturel est soit 0 soit le succes-
seur d'un naturel.

b) Valeur de 3+2
Pour trouver la valeur de 3+ 2, on applique pas
a pas les deux clauses A1 et A2 définissant I'ad-
dition de naturels. On rappelle ici les conven-
tions d'écriture :0'=1, 1'=2, 2' = 3, etc.

342 =3+1 notation
=3+1) A2
=(3+0Y) notation
=(3+0)) A2
= ((3)) Al
= (4) notation
=5 notation

Valeur de 2+3
Pour 2+3, le calcul est identique, mais un
peu plus long, car on doit cette fois « ré-

duire» 3.

2+3 =2+2 notation
-(2+2" A2
=@2+1) notation
=(2+1)) A2
=((2+07)" notation
=(((2+0))) A2
= () AT
=((3) notation
= (4) notation
=5 notation
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Valeur de 0 x 3
On « s'attend » a obtenir 0 x 3 = 0. Mais cela
prend quelques lignes...

0x3 =0x2 notation
=0x2)+0 M2
=0x?2 A1
=0x1 notation
=0x1)+0 M2
=0x1 A1
=0x0 notation
=(0x0)+0 M2
=0x0 A1
=0 M1

¢) Légalitén+1=n’
Pour I'égalité n + 1 = n', il n'est pas nécessaire
de faire une récurrence, car le naturel 1 estala
droite du signe + et on peut donc appliquer A2.
La preuve est alors directe :

n+1=n+0 notation
=(n+0) A2
= (n)' A1

(Bien sdr, les parenthéses a la derniére ligne
sont superflues.)
L'égalit¢ 1+ n=n'
S'agissant de I'égalité 1+ n=n', il faut d'abord
insister, tel que mentionné dans I'énoncé du
probléme, sur le fait que nous n'avons pas a
notre disposition la commutativité de I'addi-
tion. On «ne saitdonc pas» que T+n=n+1...
Il faut alors se débrouiller directement avec
I'expression 1+ n. La présence du 1ala gauche
du signe + suggére de faire appel a l'axiome 5
de récurrence. Soit donc
E={neN|1+n=n"}.

® |nitialisation: On voit facilement que Oe £,
puisque
1+0 =1 A1
=0 notation
e Hérédité : Soit maintenant ke E — on sait
donc que 1+ k= k' (HR) — et il faut mon-
trer que k'€ E, c'est-a-dire que 1 + k' = (k')
Or
T+k' =(1+4k" A2
= (k"' HR
On voit ainsi que k'€ E, ce qui conclut la ré-
currence.

Note 4:

Ce résultat vient officialiser une intuition fort na-
turelle : prendre le successeur d'un naturel revient
a lui additionner 1 (soit a la droite soit a la gauche,
pour ainsi dire). Autrement dit, en tant que fonc-
tions sur les nombres naturels, « ' » et « +1 » (ou
encore « 1+») sont identiques.

d) L'égalitt0+n=n
Considérons d'abord I'égalité¢ 0 + n=n. Comme
le parameétre O est a la gauche du signe d'addi-
tion, on « sent » qu'il faut procéder par récur-
rence, la propriété A1 portant sur le cas ou 0
est a la droite de +.
Soit donc

E={neN|0+n=n}.

e |nitialisation : On voit facilement que Oe E:
par A1, onaeneffet0+0=0.

e Hérédité : Soit maintenant k € E — on sait
donc que O + k= k (HR) — et il faut montrer
que k'e £, c'est-a-dire que 0 + k' = k. Or

0+k'=(0+K =(k,
la premiere égalité découlant de A2 et la
deuxieéme, de HR. On a donc établi que k'e E,
et la récurrence est terminée.

Note 5:

On observera que la démonstration de I'hérédité
ici suit le méme schéma qu'au deuxiéme volet de
la partie c).

Note 6:

En combinant A1 avec I'égalité que nous venons
d'établir, on a ainsi montré que le naturel O joue le
role d'élément neutre pour I'addition : I'ajout de O
«a la gauche ou a la droite» d'un naturel nle laisse
inchangé.

L'égalite 0x n=0

Soit maintenant I'égalité O x n= 0. Ici aussi, on

procede par récurrence en posant
E={neN|0xn=0}.

L'initialisation découlant directement de M1,
soit un naturel k tel que 0 x k=0 (HR). On ob-
tient alors

Oxk'=(0xk+0=0+0=0.



e) L'égalité nx1=n
Le fait que nx 1 = nrésulte d'un simple calcul,
conjugué a un résultat déja démontré :

nx1=nx0 notation
=(nx0)+n M2
=0+n M1
=n partie d)

L'égalite Txn=n

Pour établir la deuxieme égalité, 1 x n = n, il

faut procéder par récurrence. Soit donc
E={neN|1xn=n}.

® |nitialisation : On voit immédiatement que
Oe E, par M1.

o Hérédité . Soit maintenant k € £ — on sait
donc que 1 x k= k (HR). Il faut alors mon-
trer que k'e E, c'est-a-dire que 1 x k' = k'

Or

ITxk' =(1xk+1 M2
—k+ 1 HR
=K' partie ¢)

ce qui complete la récurrence.
Note 7:

Les deux égalités de cette partie montrent que 1
est I'é/ément neutre pour la multiplication.

f) 2x2 =2x1 notation
=2x1)+2 M2
=2+2 partie e)

g) L'égalité nx 2 =n+ n peut se montrer exacte-
ment comme a la partie ) :

nx2=nx1=(nx1)+n=n+n.

h) On sent bien qu'on doitavoir2 x n=n+n. On
pourrait essayer de démontrer cette égalité a
I'aide des techniques utilisées jusqu'ici. Mais
la, les choses commencent a se gater un peu...
Voyons voir.

Il n'y a pas de transformation évidente a exé-
cuter sur l'un ou l'autre des deux termes ap-
paraissant dans I'égalité donnée. Par exemple
remplacer 2 par 1" ne semble pas payant,
car nous sommes coincés avec un prime a la
gauche du signe x, alors que M2 traite du cas
ou le prime est a la droite. Essayons alors une
récurrence.

® On voit aisément que 2x0=0 et que

0+0=0. Cest bien parti.

® Supposantalors que 2 x k= k + k, regardons
que dire de 2 x k' Appliquant M2 puis I'hy-
pothése de récurrence, on obtient
2xk'=(2xKk+2=(k+ Kk +2
On a ainsi abouti a une somme de trois termes,
(k + k) + 2, dont on veut montrer qu'elle est
€gale a k' + k. Intuitivement il s'agirait tout
bonnement de décomposer le 2 en 1 + 1, puis
d'« envoyer » un de ces 1 sur chacun des k.
Mais cela exige de savoir quoi dire, de maniére
générale, d'une somme de trois termes du type
«m+n+ po
A noter qu'une telle bibitte mathématique n'a
pas encore été définie dans notre démarche a
la Peano!!l En effet, les clauses A1 et A2 nous
parlent uniquement de l'addition de deux na-
turels donnés. Autrement dit, I'addition est par
définition une opération binaire.
On reconnait dans cet intérét pour I'expression
«m+ n+ prlessence méme de la notion d'as-
sociativité de I'addition.
Nous nous retrouvons donc dans une situa-
tion ol nous sommes amenés a établir toute
une kyrielle de propriétés générales des opé-
rations d'addition et de multiplication dans les
naturels. Par exemple, I'égalité ici en question,
2 x n = n+ n, pourrait tout simplement étre
tirée de la partie g) si on avait a notre disposi-
tion la propriété de commutativité de la mul-
tiplication, qui dit de maniére particuliéere que
2xn=nx?2.
Nous sommes ainsi amenés a aller du coté de
propriétés plus générales des opérations d'ad-
dition et de multiplication dans les naturels. La
partie i) fait un pas dans cette direction, ou il
est question de I'associativité et de la commu-
tativité de I'addition.

Associativité de I'addition
Traitons d'abord I'associativité de |'addition:
nous allons montrer que si m, n et p sont des
naturels quelconques, alors
(m+n)+p=m+(n+p).
On sent qu'une récurrence est ici de mise. Mais
une question se pose : sur quelle variable al-
lons-nous « récurrer » (hum!)? Comme la défi-
nition de I'addition (via A1 et A2) se fait du coté
droit du signe +, on sent que c'est peut-étre
vers la qu'il faut aller.
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Nous fixons donc deux naturels quelconques,

m et n, et effectuons une récurrence sur p.

Cela nous améne a introduire I'ensemble
E={peN|m+n+p=m+(n+p)}.

® |nitialisation :

m+n+0=m+n A1
sur(m+n)+0
=m+((n+0 A1
surn+0

On a ainsi vérifié que O e E.
e Hérédité : Soit donc un naturel ke E. On a
que
(m+n+k=m+(n+k (HR)
etil s'agit d'en tirer que
(m+n)+k'=m+(n+ k).
Vérifions :
m+n+k =((m+n+k A2
sur(m+n)+k'
(m+(n+k) HR
m+(n+ k' A2

surm+ (n+ k'
m+(n+k) A2

surn+ k'

On a ainsi montré que k' € E, et donc que Ia
relation (m + n) + p=m + (n + p) est satis-
faite quels que soient m, net p.

Note 8:

En vertu de ce résultat, il nous est maintenant per-
mis d'écrire une somme de trois termes m+n+k
(ou méme plus), sans parenthéses, car la fagon
dont on les regroupe deux par deux n'importe pas.

Note 9:

La récurrence précédente, ou on a choisi p comme
variable de récurrence, s'est déroulée de maniere
trés limpide. Qu'en aurait-il été si on avait voulu
«récurrer » sur mou sur n?

Si I'initialisation ne pose alors aucun probleme,
I'etape d'héredité, lors de laquelle on doit mani-
puler un prime, devient beaucoup plus acroba-
tique lorsque ce prime figure a la gauche ou au
milieu de l'expression. On rencontrera une diffi-
culté analogue a cela a la partie qui suit, a propos
de la commutativité de I'addition, ce qui menera
a l'introduction d'un résultat auxiliaire permettant
de gérer la situation. Mais pour I'associativité de

I'addition, on a acces a une solution beaucoup plus
simple en choisissant la « bonne » variable de ré-
currence.

Commutativité de I'addition
Pour établir la commutativité de I'addition, il
faut montrer que si m et n sont des naturels
quelconques, alors m+ n=n+ m. A cette fin,
nous considérons un naturel m fixe mais quel-
conque, et effectuons une récurrence par rap-
port a n. On s'intéresse alors a I'ensemble
E={neN|m+n=n+m}.

(A noter que I'égalité en cause, m+ n=n+ m,
étant symétrique quant aux deux variables qui
y figurent, il n'y a pas de différence ici si on
choisit m ou ncomme variable de récurrence.)
® |nitialisation :

m+0=m AT

=0+m partied)

o Hérédité : Ftant donné k € E, on a alors

m+ k= k+ m(HR) et il s'agit de montrer que

k' € E, c'est-a-dire

m+k'=k'+m. *)
Allons-y :
m+ k' =(m+ k" A2
=(k+m) HR
=k+m A2

Pour obtenir I'égalité (*) — et ainsi compléter la
récurrence —, il faut donc prouver que

k+m =k'"+m, (*)
c'est-a-dire qu'on ne change pas la valeur
d'une somme en transposant un prime d'un
terme a l'autre de la somme.
L'égalité (**) est valide, mais elle demande une
démonstration auxiliaire. Nous en faisons donc
I'objet d'un lemme?.

Lemme:
Si set tsont des naturels quelconques, alors
s+t'=5+t
Démonstration : Par récurrence sur t, le naturel s
étant fixé. On pose
F={teN|s+t'=s'+t}.

3. Rappelons que dans une démarche visant & établir un
certain théoréme, il est d'usage d'appeler lemme un ré-
sultat auxiliaire dont on se sert @ cette fin, et corollaire un
résultat qui découle immédiatement dudit théoréme.



® |njtialisation :

s+0 =(s+0) A2
=3 A1
=s+0 A1l

de sorte que O € E.

e Hérédité : Soit un naturel u € F. On a donc
s+ u' =5+ u(HR), etil s'agit d'en tirer 'égalité
analogue pour U, c'est-a-dire s+ (U')' = s' + U"

s+(U) =(s+u) A2

=(s+u" HR

=s+u A2
(On voit ici les deux primes du deuxieme terme
du membre de gauche de l'égalité a vérifier
se répartir sur les deux termes du membre de
droite))
On a ainsi montré que u' € F, ce qui clot la ré-
currence.

Faisant appel au résultat de ce lemme, on a ain-
si complété la démonstration de la commutativi-
té de I'addition.

Note 10:
Il est possible de poursuivre cette démarche en
établissant successivement les autres propri¢tés
de base de l'arithmétique des nombres naturels :
e distributivité de la multiplication sur I'addition:
mx (n+p) =(mxn)+(mxp);
® gssociativité de la multiplication :
(mxn) xp=mx(nxp);
® commutativité de la multiplication :
mxn=nxm.
Toujours en s'appuyant sur les axiomes de Pea-
no, on peut démontrer diverses regles de calcul de
I'arithmétique élémentaire, telles :
® compatibilité de I'égalité avec I'addition :
m=n = m+p=n+p,
e simplification de I'égalité pour I'addition :
m+p=n+p = m=n;
® compatibilité de I'égalité avec la multiplication :
m=n = mxp=nxp,
e simplification de I'égalité pour la multiplication :
p£0 et mxp=nxp = m=n.
On peut aussi traiter des égalités de base, telles
m+n=0 & m=0¢et n=0
ou encore
mxn=0 & m=0 ou n=0.

Solutions

On peut définir comme suit la relation d'ordre
dans N:

m < nsi et seulement s'il existe

un naturel ktel que n=m + k,
de méme que la relation de divisibilité :

m | nsi et seulement s'il existe

un naturel k tel que n=m x k,
et établir leurs propriétés.

On peut également introduire la division eucli-
dienne de naturels : étant donné deux naturels
m et n, avec n > 0, on peut trouver des naturels
uniques g (le guotient) et r (le reste) tels que

m=(nxq)+r, avecr<n.

Bref, toute I'arithmétique élémentaire dans N se
trouve ainsi établie sur une base axiomatique.

Note 11:

Le lecteur intéressé a creuser davantage une telle
approche a la notion de nombre naturel pourra
consulter entre autres

Corina Reischer, Réal Gélinas & André Paradis,
Nomobres finis et nombres transfinis. Presses de
I'Université du Québec, 2002,

ou encore

Elliott Mendelson, Number Systems and the Foun-
dations of Analysis. Academic Press, 1973.

Pour une étude plus formelle, dans le cadre de la
logique du premier ordre, voir

Elliott Mendelson, Introduction to Mathematical
Logic (6e éd.). CRC Press, 2015.

Le chapitre 3 de ce livre traite du cadre formel né-
cessaire a la démonstration du célébre théoréme
d'incomplétude di a Kurt Godel (1906-1978)*
Dans les premieres pages du chapitre, I'au- &
teur met en place, dans le cadre du sys-
teme logique dit de I'« arithmétique du pre-
mier ordre » — qui est inspiré des axiomes
de Peano —, les outils arithmétiques qui
servent dans la démonstration du résultat
de Godel.

A noter qu'en tant que systeme formel,
I'arithmétique du premier ordre differe de
maniére importante du cadre des axiomes
de Peano pris comme tels.

. -
Kurt Godel (1906-1978)

4. Voir a ce propos I'encadré sur Kurt Gédel (p. 23) dans Ber-
nard R. Hodgson, « Envolées intersidérales... & destina-
tion terrestre! » Accromath, vol. 2, hiver-printemps 2007,
pp.18-25.

Accromaoith vol.1s, hiver-printemps 2020
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En effet, I'axiome 5 (de récurrence) de Peano est
un « axiome du second ordre », car il y est ques-
tion simultanément de deux types de « variables » :
un ensemble £ de nombres naturels, et un nombre
naturel n. Une conséquence de cette formulation
est que les axiomes originaux de Peano déter-
minent I'ensemble N de maniére unique.

En ce qui concerne l'arithmétique du premier
ordre, on peut au contraire montrer qu'il en existe
des modéles autres que l'ensemble N que I'on
cherche originellement a cerner. Cette observa-
tion a priori étonnante — on utilise méme a cet
¢gard l'expression « arithmétique non standard »
pour désigner les contextes mathématiques qui en
résultent — reléve de considérations non élémen-
taires en logique mathématique. Voir a ce propos
Mendelson (2015, p. 154), ou encore la section 5.4
(pp. 116-120) de

A.G. Hamilton, Logic for Mathematicians. Cam-
bridge University Press, 1988.



