Tout vient a point

méme s'il faut attendre plus longtemps

Soucieux de protéger I'environnement en diminuant son empreinte
carbone, Maxime décide d'adopter le transport en commun pour ses
déplacements quotidiens. A partir de la fenétre de son bureau donnant
directement sur l'arrét d'autobus, Maxime s‘amuse a noter I'heure de
passage des autobus, mais constate que lorsqu'il se rend finalement a
l'arrét, son temps d'attente est plus long. L'Univers s'est-il ligué contre
Maxime pour tester ses convictions écologiques ? Nous verrons que Max-
Ime vient plutét d'observer un exemple du paradoxe du temps d'attente
connu de facon générale sous le vocable du paradoxe de I'inspection.
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Les autobus sont-ils plus
lents quand je les prends?

Dans le cadre du jour de la terre, le 22 avril,
Maxime a décidé d'observer les passages
des autobus de 15h a 16h. Dans la ville de
Maxime, les lignes d'autobus portent des
noms de fleurs, et pour la ligne des CEillets
qu'il utilise normalement pour rentrer a la
maison, il note des passages a 15h03, 15h21,
15h23, 15h27, 15h28, 15h31, 15h37, 15h40,
15h51 et 15h59. A partir de ces données,
il calcule les écarts entre chaque passage
d'autobus, soit : 18, 2, 4, 1, 3, 6, 3, 11 et 8.
Le temps moyen entre le passage de deux
autobus est donc de 6,22 minutes cette
journée-laavecun écart-typede 5,43 minutes,
ce qui est compatible avec I'horaire annoncé
d'un passage aux six mm_yte_s.J [

Maxime quitte le travail a une heure uni-
formément répartie entre 16h00 et 17h00
Ftant donné que les autobus passent aux
minutes environ, il prévoit d'attendre 3 m
nutes en moyenne. Pourtant, il passe plus d
5 minutes a attendre',' et c'est souvent le cas.
Maxime trouve un p nt d'étre aussi
malchanceux! Les ch ralentissent-il
lorsque Maxime se p

Quel autobus

Maxime prendra-t-il ?

C'est en discutant avec son meilleur ami
Jean-Michel, un éternel optimiste au grand
cceur, que Maxime réalise qu'il n'est peut-
étre pas victime de malchance. Jean-Michel
lui demande : « Si tu étais parti entre 15h04
et 15h59 aujourd'hui, quel autobus aurais-tu
pris? Pour simplifier nos calculs, arrondissons
a la minute pres et considérons que Maxime
est sorti @ un temps uniforme entre 15h04
et 15h59. S'il arrive a la méme heure qu'un
bus ou avant, il peut prendre ce bus. Comme
il y a 56 minutes dans cet intervalle, il a
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une probabilité
¢gale d'arrivée a
chacune des mi-
nutes. La proba-
bilité de prendre
un bus arrivé k
minutes  aprés
le bus précé-
dent est donc
) de k/56.

05 C'est ainsi que
1,5 Maxime réalise
3 que plus le temps
1,5 d'attente  entre
55 deux autobus est
4 long, plus il a de
Attente moyenne chance d'arriver
pondérée : a l'arrét de bus
pendant cet in-
tervalle de temps.
Avec son raison-
nement initial,
Maxime prévoyait un temps moyen d'attente
¢gale a la moitié de la durée moyenne entre
deux bus, soit 6,22/2 = 3,11 minutes selon
les données collectées. En tenant compte
qu'il a plus de chance de prendre un bus tar-
dif, la moyenne pondérée par la probabilité de
prendre chaque bus est plutot de 5,21 minutes.
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L'appartement de Jean-Michel se trouve a
coté du terminus d'autobus ou le départ des
autobus se produit vraiment a toutes les six
minutes. Lorsqu'il part de chez Jean-Michel,
le temps d'attente de Maxime correspond
davantage aux trois minutes auxquelles
il s'attendait. La constance dans I'horaire
aurait-elle un effet bénéfique ?

Les mathématiques
pour dénouer le probleme

Peut-on déterminer mathématiquement le
temps moyen d'attente? Maxime a observé
des temps entre les passages d'autobus.
Notons par X,, X,, ... ces temps entre les bus
en minutes. Supposons qu'un bus est passé a
midi et que X, est le temps avant le passage
du premier bus en aprés-midi. Nous suppo-
serons que les temps entre les bus sont indé-
pendants et suivent une méme distribution
avec densité f(x). Ainsi, en comptant a partir
de midi, I'autobus n passe a I'heure

n
.
i=1

Une telle séquence de variables aléatoires in-
dicées par le temps est appelée un processus
stochastique. Ces variables sont représentées
a la figure 1.

Lorsque Maxime se rend a larrét au
temps ¢t il vient de manquer ['autobus
N(t)=max{n:S, <t}. En fait, N(t) est une
variable aléatoire qui représente le nombre
d'autobus dans [0, f]. On appelle N(t) un
processus de renouvellement (voir I'encadré
a cet effet).
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Dans son raisonnement initial, Maxime
croyait qu'il attendrait en moyenne la moitié
du temps de X,, mais son attente est plutot
liee a Xy, ;- Lindice aléatoire de la durée
entre les autobus fait toute la différence.
Il permet de représenter le phénomeéne déja
observé a I'effet que Maxime a plus de chance
de monter dans les bus plus tardifs. De facon
générale, une variable aléatoire N positive et
a valeurs entieres est un temps d'arrét pour
la suite des variables aléatoires {X,, X,,..}
si I'événement {N=n} est entierement dé-
terminé par {X, X,..X,} et est indépen-
dantde {X ., X, . ,..}. Cestle cas ici pour
N= N(8+ 1 puisqu'il suffit de savoir le temps
de passage des N(t)+1 premiers bus pour
savoir que tse trouve entre Sy et Sy, 1

Le probléme du temps d'attente est un
exemple de processus de renouvellement.
Dans le cadre d'un tel processus, on s'inté-
resse aux différents temps dans l'intervalle
associé a t, notamment :

® ladurée de vie totale :

XN(t)+1= N(t)+1 ™ 5N(t)-
® ['Gge du processus :
V(t) = t— SN[t)'
® [e temps de vie résiduelle qui correspond
également au temps d'attente :
W[t) = SN[t)+1_ t

Pour Maxime, c'est le temps d'attente W/(t)
qui compte. Nous allons calculer sa valeur
moyenne, également appelée espérance de
W(t) et notée par E{WW/(t)}.

En utilisant la définition présentée ci-bas, on
peut écrire

Ew()} = E{SN(t)+1‘ t} = E{SN(t]+1}‘ L

Ceci signifie que I'espérance du temps d'at-
tente dépend en fait de l'espérance du temps
de passage du prochain bus, soit E{SN(t]+1}'

pour lequel plusieurs résultats apparaissent
dans la littérature. En particulier, I'¢quation
de Wald, dont une preuve ¢légante se trouve
dans un encadré, nous assure qu'en autant
que la durée du passage entre deux bus ait
une espérance strictement positive et finie,
nous aurons que:

E{Snie)+13= EXE{N(t) + 1},

ot on utilise EX;) pour représenter la
moyenne commune a tous les X . Le calcul
du temps moyen d'attente de Maxime se
voit ainsi transformé en un probléme lié au
nombre moyen de bus ayant passé a une cer-
taine heure. Or, cette question a également
été largement étudice.

La formule exacte pour l'espérance de N(t)+1
dépend de t En effet, si t est petit, il se
pourrait ou non qu'il soit possible d'observer
plus d'un bus passer selon la loi associée a
f(x) (fonction de densité des X). Au fur et a
mesure que le temps passe, |'effet de ces pre-
miers bus s'estompe. Comme c'est souvent le
cas en statistique, les calculs asymptotiques
pour t— oo sont plus simples. Ainsi, I'évalua-
tion de E{W(t)} est élaborée dans un cadre
asymptotique. Dans ce cas-ci, on suppose
que t— oo, CE qui ne sera jamais parfaitement
exact, mais qui nous donnera une excellente
approximation pour un grand nombre d'au-
tobus. Dans des publications classiques, il est
prouvé que

2
E{N(t)}z£+l(0—2—1) lorsque t— oo,
mo2

ou p=E(X,) et o?=var(X,) sont la moyenne
et la variance des temps entre les passages
d'autobus consécutifs. En combinant les
équations précédentes, on trouve :

EQW(E)} = EOX, ELN(E) + T3 — ¢

t 1o’
~pl—+— ——1)+1}—t
{u 2(u2

Cette derniére expression permet de confir-
mer mathématiquement que le temps d'at-
tente de Maxime sera toujours plus long que
u/2, sauf si les autobus sont précisément a
I'neure (lorsque la variance du temps entre
les bus est 0). Ces résultats sont conformes
avec les observations de Maxime, y compris
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le fait que le temps d'attente réel au terminal
est trés prés de p/2.

En utilisant le coefficient de variation ¢ = olu
comme mesure de dispersion relative, on
peut également écrire

EW(0)} = %m 2,
qui montre que l'augmentation du temps
d'attente moyen suit une courbe parabolique
en fonction de c,.

Intuitivement, il serait raisonnable que le
temps moyen entre le bus emprunté par
Maxime et le bus précédent soit €gal a deux
fois son temps d'attente. On peut confirmer
cette intuition en calculant mathématique-
ment la valeur moyenne de V(t). Méme si les
résultats asymptotiques pour E{V(t)} sont
beaucoup plus difficiles a obtenir (voir par
exemple les travaux d'Adés et Malhamé), leur
expression asymptotique est identique a celle
obtenue pour E{I/(8)}. On a donc effective-
ment

E{ X} = EAVIE)} + EV(D)}
~(1+c?) u lorsque t — oo,

Cette derniere espérance démontre la domi-
nance stochastique de Xy, , ; sur le temps de
passage entre deux bus, a savoir que

E{Xy1) 2 EX) =1,
avec une inégalité stricte dés que la variance
de X, est non-nulle. Clairement, la moyenne
de Xy . est plus grande que les autres in-
tervalles qui le précedent. Voila un résultat
paradoxal d'ou le nom paradoxe du temps
d'attente ou de l'inspection. Il s'agit la d'une
conséquence du fait déja observé a l'effet
que le point ta bien plus de chance de tom-
ber dans un long intervalle que dans un petit.

Rien ne sert de courir

il faut que le bus arrive

a point

Maxime a donc trouvé mathématiquement
qu'en plus de leur fréquence, la constance
des bus a une influence sur le temps d'attente
des usagers. A partir du bureau, Maxime peut
choisir I'une des trois lignes suivantes :

® |a ligne des CEillets pour laquelle il a déja
collecté des données,

® |a ligne des Ancolies,
¢ |aligne des Roses.

Alors que la ligne des CEillets offre un service
aux 6 minutes, les lignes des Ancolies et des
Roses ont un service aux 8 minutes. Maxime
a pris I'nabitude d'utiliser la ligne des CEillets
puisque c'est la ligne la plus fréquente.

Pendant quelques semaines, Maxime ob-
serve les bus et s'attarde a leur ponctualité.
Il constate des variations substantielles du
temps de passage pour les lignes des (Eillets
et des Ancolies. La ligne des Roses s'avere
toutefois beaucoup plus ponctuelle avec des
temps entre les bus de 8 minutes plus ou
moins 30 secondes.

Comme il n'est pas facile d'obtenir un calcul
exact pour ces temps moyens de passage, et
dans le but de mieux comprendre ses options,
Maxime décide de simuler 1000 fois ses dé-
placements avec un ordinateur. Etant donné
ses observations, il génere le passage des au-
tobus toute la journée selon des familles de
lois pour lesquelles il trouve un générateur
de nombres :

e |igne des (Eillets: loi exponentielle de
moyenne 6 minutes (et donc d'écart-type
6 minutes),

e ligne des Ancolies: loi exponentielle de
moyenne 8 minutes (et donc d'écart-type
8 minutes),

® |igne des Roses: loi uniforme entre 7,5 et
8,5 minutes (et donc d'écart-type /1/12
minute).

Pour chacune des 1 000 journées, il génere
les temps de passage des trois lignes de bus
pour I'aprés-midi. Il simule également I'neure
a laquelle il se présente a I'arrét, selon une
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Figure 3
CEillets

Ancolies

Roses
Diagramme  circulaire  en
pointes de tarte montrant la
proportion des 1 000 attentes
simulées ou le prochain auto-
bus de chacun de ces parcours
est arrivé le premier.

loi uniforme entre 16h et 17h.
Il note la durée de son attente
pour les trois bus toutes ces
journées. La figure 2 présente les
boites a moustache des temps
d'attente générés pour les trois
lignes. La partie centrale de ces
boites va du premier quartile Q,
au troisieme quartile Q, des don-
nées et la ligne centrale repré-
sente la médiane Q,. Des lignes
appelées moustaches dont la lon-
gueur maximale est 1,5(0,-Q,)
s'étendent de chaque coté
jusqu'a la valeur non extréme la

plus éloignée. Toute valeur excé-

dant cette longueur maximale
est marquée d'un point. Les boites a mous-
tache permettent de comparer la distribu-
tion de plusieurs jeux de données en un coup
d'ceil puisqu'elles présentent cote-a-cote
plusieurs quantiles des données. Cette repré-
sentation graphique est due a Tukey.

Globalement, c'est le parcours des Roses qui
offre le temps d'attente le plus court. On
calcule en effet une attente moyenne de
3,92 minutes pour la ligne des Roses, mais de

6,37 minutes pour la ligne des (Eillets et de
8,12 minutes pour le parcours des Ancolies.
Selon la formule asymptotique, pour t—>eo,
trouvée précédemment, ces temps moyens
d'attente devraient étre de 4,0052, 6 et 8 minutes
respectivement. Les valeurs trouvées par
simulation sont compatibles avec ce résultat
théorique. Maxime simule les parcours des
autobus a partir de midi, mais part entre
16 et 17 heures. Avec environ une trentaine
de bus ayant déja passé, les résultats asymp-
totiques trouvés sont trés pres des valeurs
empiriques découlant de la simulation.

Méme si les autobus du parcours des Roses
sont moins fréquents que ceux de la ligne des
(Eillets, leur régularité leur confére un temps
movyen d'attente moindre. A ce sujet, Maxime
a également noté dans sa simulation lequel
des trois parcours il emprunterait en utilisant
le premier autobus disponible apres le temps t.
Ces résultats se trouvent a la figure 3.

Grace a sa régularité, le parcours des Roses
est celui qui arrive le plus souvent en pre-
mier, soit 43,5 % du temps. A I'aide de la
simulation, Maxime a réussi a confirmer que
le temps d'attente ne dépend pas seulement
du temps moyen entre deux passages de bus,
mais aussi de leur ponctualité.
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Au-dela des bus

Au-dela des temps d'attente a l'arrét de bus,
le paradoxe de l'inspection se produit éga-
lement dans d'autres situations, en voici
quelques-unes :

Génétique

En génétique, les chercheurs tentent d'iden-
tifier la position des mutations génétiques
lies a certaines maladies. Comme les genes
sont découpés en plusieurs séquences de
différentes longueurs, Jeanpierre (2008) (voir
Pour en savoir plus )) constate que le paradoxe
de l'inspection rend les longues séquences
plus susceptibles de contenir des génes d'in-
térét. De méme, les fluctuations aléatoires de
I'ADN ont également une plus grande chance
de survenir dans les séquences plus longues.

Neégociation de titres

En modélisant la négociation des titres
boursiers en ligne, Inoue et coll. (2010)
(voir Pour en savoir plus) s'intéressent au
temps entre l'observation du prix sur les

marchés financiers et le prochain change-
ment de prix. En assumant que le proces-
sus stochastique modélisant la variation
de prix soit un processus de renouvelle-
ment, ils déduisent la distribution du temps
d'attente du processus et sa moyenne.
lls constatent que le temps d'attente est
supérieur au temps moyen entre deux chan-
gements de prix et attribuent ce phénoméne
au paradoxe de linspection. En d'autres
termes, le temps moyen d'attente est plus
long que la moitié de la durée moyenne entre
les changements de prix.

Traitement du cancer

Crawford et coll. (2002) (voir Pour en savoir
plus ) constatent un autre type de paradoxe
lié au temps d'attente : dans le traitement du
cancer, les patients qui attendent le plus pour
voir un spécialiste ont une meilleure chance
de survie. lIs expliquent ce paradoxe par le
fait que les patients plus a risque attendent
moins longtemps car la sévérité de leur
situation est transmise aux spécialistes afin
qu'ils les rencontrent sans délai.
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