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Editoriol

Les algorithmes sont des « recettes » pour résoudre des problémes. La
recette consiste a ramener le probléme a une suite finie d'opérations
clairement identifiées, exécutables par un étre humain ou éven-
tuellement par une machine. Les algorithmes sont omniprésents en
mathématiques et contribuent a leur incroyable efficacité. C'est
pourquoi nous avons choisi le theme des algorithmes pour ce numéro.
Des le développement des premiers systémes de numération, des
algorithmes ont été mis au point pour effectuer les opérations de
base, calculer des puissances ou extraire des racines. Les exemples
présentés dans Algorithmes au cours de I'histoire illustrent le fait
que ceux-ci peuvent dépendre du systtme de numération et des
procédeés techniques utilisés pour effectuer les calculs.

Mais il ne suffit pas d'avoir un algorithme. Encore faut-il pouvoir
I'exécuter en un temps raisonnable. Les algorithmes de factorisation
des grands nombres fascinent les mathématiciens : il est trés facile de
multiplier deux grands nombres premiers, mais beaucoup plus diffi-
cile de retrouver les facteurs. Ce théme est abordé dans deux articles.

Dans son article L'néritage de Fermat pour la factorisation des
grands nombres, Jean-Marie De Koninck nous fait part de progres
dans cette direction, lesquels nécessitent le recours a I'essai-erreur.

Larticle Facile, difficile, ... de Christiane Rousseau décrit comment
la difficulté de factoriser de grands nombres a permis de construire
un procédé de cryptographie, le code RSA, présentement invio-
lable sur nos ordinateurs, mais qui ne résistera pas a I'avénement de
I'ordinateur quantique.

Le développement d'un algorithme est le fruit d'une réflexion
théorique sur le type de probléemes ou d'opérations a effectuer.
Dans Emergence logarithmique: la «mirifiquen invention de
Napier, Jérome Camiré-Bernier et Bernard R. Hodgson décrivent la
démarche qui a mené a l'invention des logarithmes par John Napier
(1550-1617). Cette invention a permis le développement d'algo-
rithmes tres efficaces pour calculer un produit, une puissance ou la
racine n®™ de trés grands nombres.

Il n'existe pas toujours de méthode exacte pour résoudre un
probléme d'optimisation en un temps raisonnable. Inspiré par la théorie
de I'évolution de Charles Darwin (1809-1882), John Henry Holland
(1929-2015) a développé une approche appliquant la notion de sélection
naturelle a une population de solutions potentielles au probléeme
posé. Dans Algorithmes génétiques, Charles Fleurent donne un
apercu de cette nouvelle famille d'algorithmes.

Dans un second paradoxe intitulé L'information paradoxale, Jean-Paul
Delahaye nous présente un probléme qui est soluble méme si on peut
a prime abord penser manquer d'information pour y parvenir.

Bonne lecture !
André Ross
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Al-Khwarizmi
783-850

André Ross
Professeur retraité

Le mot algorithme provient de la version latinisée
du nom du mathématicien persan Al-Khwarizmi'.
Cependant, les mathématiciens avaient développé

et mis en ceuvre des algorithmes bien avant sa naissance.

Ine ]y ss i

Dans l'article Extraction d'une racine dans
un carré?, Bernard Hodgson nous a déja pré-
senté un algorithme connu mille ans avant
Pythagore et utilisé par les Mésopotamiens
de I'Antiquité pour extraire une racine car-
rée. En fait, dés que l'on cherche a résoudre
systématiquement une famille de problémes,
on est déja a la recherche d'un algorithme.

Algorithme d’Euclide

Un algorithme que le lecteur a probablement
déja utilisé est appelé I'algorithme d’Euclide.
On le retrouve dans le Livre VI des Eléments
d'Euclide, qui vécut a Alexandrie environ un
millénaire avant Al-Khwarizmi. Cet algorithme
permet de trouver le plus grand commun
diviseur, ou pgcd, de deux nombres.

Dans la tradition euclidienne, un nombre
entier est une longueur et un produit d'en-
tiers est un rectangle, comme l'indique la
définition suivante tirée de la traduction de
Bernard Vitrac des Eléments d'Euclide :

1. Le mot algebre vient de Aljabr wa'l mugabala,
titre d'un livre d’Al-Khwarizmi. Cet ouvrage est
le texte fondateur de I'algebre.

2. Voir Accromath, volume 1, automne-été 2006.

15 15 15

Et quand deux nombres, s'étant multipliés
I'un l'autre, produisent un certain nombre,
le produit est appelé plan, et les nombres
qui se sont multipliés I'un I'autre, ses cotés.
(Livres VII, définition 17,)

La procédure pour déterminer le pged de
deux nombres, telle qu'illustrée ci-dessous,
consiste d'un point de vue géométrique
a déterminer la longueur du coté du plus
grand carré a l'aide duquel on peut paver
entierement le rectangle dont les longueurs
des cotés sont les nombres dont on cherche
le pged.

En procédant numériquement, par divisions
successives de la longueur par la largeur, puis
de la largeur par le reste, et ainsi de suite
jusqu'a un reste nul, on obtient

24=1%x15+9
15=1x9+6
9=1x6+3
6=2x3+0

Le pged étant le dernier reste non nul de ce
processus, 3 est donc le plus grand commun
diviseur de 24 et 15. On écrit pged(15, 24) = 3.

15
24

15

Dans le rectangle de cotés 24 et 15, on
peut inscrire un carré de coté 15. Il reste un
rectangle de cotés 9 et 15 dans lequel on
peut inscrire un carré de coté 9. Il reste un
rectangle de cotés 9 et 6, a l'intérieur duquel
on peut inscrire un carré de coté 6, il reste
un rectangle de cotés 6 et 3 dans lequel on

24

inscrit maintenant deux carrés de coté 3.
C'est le plus grand carré a l'aide duquel on
peut paver le rectangle initial. 3 est donc
le pged de 24 et 15. Lorsque le plus grand
carré permettant de paver le rectangle est
unitaire, les nombres sont premiers entre eux.
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[l est a noter qu'en utilisant I'algorithme
d'Euclide, on peut déterminer le pged de
deux nombres sans connaitre leur factorisa-
tion en nombres premiers. La factorisation
des nombres 15 et 24 est simple a obtenir,

15=3x5et 24 =3x23

d'ou on peut conclure immédiatement que
pgcd(15, 24) = 3. Cependant, pour de trés
grands nombres, il est plus simple et net-
tement plus rapide d'appliquer I'algorithme
d'Euclide, méme 3 'aide d'un ordinateur.

Algorithme d’Euclide et
équations diophantiennes

Rappelons qu'une équation diophantienne
est une équation polynomiale a une ou
plusieurs inconnues dont les solutions sont
cherchées parmi les nombres entiers, les
coefficients étant eux-mémes des entiers.
On a recours a l'algorithme d'Euclide pour
résoudre certaines équations diophantiennes
de la forme
ax+ by=c.

A quelles conditions une telle équation
admet-elle une solution enti¢re?

En ayant recours a la géométrie analytique
moderne, on peut visualiser le probléme comme
suit. L'ensemble des solutions de I'équation
ax+ by=c est représenté par une droite. Si
aucun point de la droite n'a de coordon-
nées entiéres, I'équation n'a aucune solution.
Mais, si la droite passe par
au moins un point de coor-
donnéesentieres, elleaalors
une infinité de solutions
puisque a, b et ¢ sont des
entiers.

Deux théorémes apportent des réponses
pour certaines de ces équations.

Théoreme de Bachet-Bézout
Soit a et b deux entiers. Si d est le pgcd de a
et b, alors il existe des entiers x et y tels que

ax+ by = d=pged(a, b).
Le second théoréme porte sur le cas ou les

deux entiers a et bont 1 comme seul facteur
commun.

Diophante d’Alexandrie

On ignore tout de la vie du mathématicien grec Diophante,
dont on ne connait que les écrits. On pense qu'il vivait vers le
3¢siécle de notre ére, sans pouvoir apporter plus de précisions. Son
ouvrage le plus célébre est un traité de 13 livres, les Arithmétiques.
Six volumes de cet ouvrage, rédigés en grec, ont été retrouvés
en Italie au 15¢ siécle par Regiomontanus (Johann Mller (1436-
1476)). Quatre autres livres, traduits en arabe, ont été découverts
en Iran en 1968. Les experts ne s'entendent pas a leur sujet:
s'agit-il de la traduction du texte original de Diophante, ou plutot
d'un commentaire sur les Arithmétiques, peut-€tre écrit par Hypathie

(env. 355-415)?

Les Arithmétiques sont une collection de 189 probléemes accom-
pagnés de leur solution conduisant a des équations dont les

solutions sont entiéres ou fractionnaires.

Claude-Gaspard Bachet
de Méziriac (1581-1638)

Claude-Gaspard Bachet de Méziriac est
un mathématicien, poéte et traducteur
francais. Le théoréme qui porte son nom
a eété présenté pour la premiere fois dans
la deuxieme édition de son ouvrage « Pro-
blemes plaisans et délectables qui se font
par les nombres », parue en 1624.

Théoréme de Bézout

Deux entiers a et b sont premiers entre eux
si et seulement s'il existe deux entiers x et y
tels que

ax+by=1.

A propos de ces théorémes, si la constante, d
ou 1 selon le cas, n'est pas le pged des coeffi-
cients, on ne peut rien conclure. Par ailleurs,
pour déterminer une premiére solution (x,; y,)
d'une équation de la forme

ax + by = pged(a, b),
on utilise I'algorithme d'Euclide et a I'aide du

lemme de Gauss, on généralise celle-ci en
montrant que

a(xo—k§)+b(y0+k§)=d,

ol k est un nombre entier.

Etienne Bézout (1730-1783)

Le mathématicien francais Etienne Bézout
est passé a la postérité pour le théoréme
de Bachet-Bézout en arithmétique. Il est
le premier a donner une démonstration

correcte du théoréme suivant selon lequel
deux courbes algébriques, respectivement
de degré m et n, se rencontrent en général
en mn points, en comptant les multiplicités.

Lemme
d’Euclide

Si un nombre pre-
mier p divise le
produit de deux
nombres entiers b
et c, alors p divise b
ouc.

Eléments,
proposition VI1.30)

Lemme
de Gauss

Si un nombre entier
a divise le produit
de deux autres
nombres entiers b
et c, et si a est pre-
mier avec b, alors a
divise c.

Degre 4

Degré 2

w Accromoth ol 14« 16 - autornne 2019
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NUMERATION HIEROGLYPHIQUE
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Valeur des symboles

Le baton représente l'unité.

L'anse de panier, la dizaine.
Le rouleau de papyrus,

la centaine.

La fleur de lotus, le millier.
Le doigt désignant les
étoiles, dix mille.

Le tétard, cent mille.

Le dieu agenouillé
soutenant le monde,
un million.

Multiplication égyptienne

Dans tous les systémes de numeération, on a
eu recours a des algorithmes pour effectuer
des opérations.

Ainsi, pour multiplier 19 par 23, le scribe
égyptien associe le plus grand des deux
nombres a l'unité et double ces nombres?.
Il arréte lorsque le nombre de la colonne de
gauche devient plus grand que le multipli-
cateur.

Puisque 19 = 16 + 2 + 1, il additionne les
nombres de la colonne de droite sur les lignes
non biffées, ce qui donne:

19%23 = 23 + 46 + 368 = 437.

On qualifie le systtme de numération
égyptien de systeme additif de base dix. I
est additif car c'est par la répétition des
symboles que I'on écrit un nombre, et de base
dix, car un nouveau symbole est utilisé pour
chaque puissance de dix.

4. Il est intéressant de noter que la méthode

égyptienne peut étre vue en termes
modernes comme revenant a écrire le mul-
tiplicateur en base deux (méme si leur sys-
teme de numération n’était pas un systeme
positionnel comme le nétre).

Dans ce systeéme, pour multiplier un nombre
par 2, il suffit de doubler le nombre de sym-
boles et d'effectuer les regroupements en
remplacant tout groupe de 10 symboles
identiques par le symbole supérieur. En
utilisant cette écriture des nombres, la
multiplication que nous venons d'effectuer
s'écrit de la fagon ci-bas.

I nNN

MaYa)
[ mNN

i WT%\\%Q&

mNNN 9
mNNN 9

On arréte lorsqu'en doublant dans la
colonne de gauche, on obtient un nombre
plus grand que le multiplicateur (en dou-
blant les symboles du dernier nombre de
la colonne de gauche, on obtiendrait deux
symboles N suivis de plusieurs symboles I,
ce qui est plus grand que le multiplicateur).

Le scribe repére alors dans la colonne
de gauche les nombres qui additionnés
donnent le multiplicateur, soit

i~ _ Il
L+ N =N
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Il suffit d'additionner les résultats des lignes
dont la somme donne le multiplicateur, ce
qui donne:

| mNN
| TTAIA
NN
mNNN 29
Hlf\ mNNN 9
AT NN 99
i mnN 99

En écriture moderne, le scribe exprime le
multiplicateur comme somme de puissances
de 2, soit:

19=16+2+ 1.

En doublant la valeur du multiplicande et
en retenant, les valeurs correspondant aux
termes de la décomposition du multiplica-
teur en somme de puissances de 2, il obtient:
23x19 =23x(16 +2 + 1)
=368 + 46 + 23
= 437.

Division égyptienne
Pour illustrer comment s'effectue une division,
considérons l'opération

1] =

Illlng Bl
Le scribe associe le diviseur a l'unité et il
double successivement jusqu'a obtenir le

plus grand multiple du diviseur inférieur au
nombre a diviser.

i |

[WAYATARBLLI
[FAYAYARMN!!

A [

Dans ce tableau, le scribe détecte aisément
qu'en doublant le nombre de la colonne de
gauche il obtiendrait un nombre plus grand
que le dividende. En effet, il obtiendrait alors
deux symboles 9 suivis de deux symboles /N
(lecture de droite a gauche) alors que le divi-
dende est formé de deux symboles 9 suivi
d'un seul symbole N.

Le dividende peut alors s'exprimer comme
la somme de certains des nombres de la
colonne de gauche plus possiblement un
reste plus petit que le diviseur.

Le scribe fait la somme des nombres des deux
derniéres lignes de la colonne de gauche, ce
qui donne un nombre plus petit que le divi-
dende. En effet, elle ne contient qu'un seul
symbole 9 alors que le dividende en a deux.
(En langage moderne, le chiffre des centaines
est trop petit.)

De plus, il peut facilement constater qu'en
additionnant a ce résultat le nombre de la
troisieme ligne a partir du bas, il va obtenir
deux symboles 9 suivis de deux symboles
N. La somme serait donc plus grande que
le dividende qui est formé de deux symboles
9 suivi d'un seul symbole N. Cette somme
serait plus grande que le dividende, ce qui
signifie que le nombre de la troisieme ligne
a partir du bas ne fait pas partie du dévelop-
pement du dividende en somme de multiples
du diviseur. Il faut biffer cette ligne dans le
tableau.

En ajoutant plutdt le nombre de la quatriéme
ligne a partir du bas et en comparant le
résultat au dividende, il constate que cette
somme est plus petite que le dividende (elle
ne contient pas le symbole N alors que le
dividende en a un et le diviseur est plus petit
que N)

Il ajoute alors le nombre de la ligne du haut.
En comparant le dividende et la somme
obtenue, le scribe peut facilement constater
que le reste est 3.

En effectuant la somme des nombres conser-
vés dans la colonne de droite, le scribe déter-
mine le quotient. |l a donc obtenu:

219=27x8 +3.

De nos jours, on écrirait le quotient

27% ou 27,375.

A
Il /}O 1}
IWAYAYARMLII /
nNNN | i
1]
i TANA
Comparaison
Dividende Somme

ting

~

INNN
NN

111
111} RQ

=)
S

Comparaison

Dividende Somme
(1]
Illlng
1}
i L/
A0 |/
==
INAYATARMII! /
nNAN | 1l
11l
A2 [iin )

Dividende

fing

Somme

Le reste est ce qui manque
pour avoir I'égalité, soit

Accronuoth ol 14 « ét¢ - automne 2019
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désigne une addition
alors que

Le symbole ¥\

indique

une soustraction.

—

© (0 N (OO |01 [P W [N

<«—Plus grand carré
inférieur a 47

Pour représenter une fraction, le scribe
égyptien inscrivait I'hiéroglyphe < au-
dessus d'un nombre. Ainsi, pour représenter
la fraction 1/12, le scribe doit écrire I1N.
Cette facon de faire a un inconvénient: le
numeérateur des fractions est toujours I'unité
(sauf pour 2/3, pour lequel on disposait
d'un hiéroglyphe particulier).

Pour indiquer 3/8, le scribe devait donc
considérer que 3/8 = 1/4 + 1/8 et écrire:

Réglettes de Napier
et extraction de racines

La multiplication et la division en numération
égyptienne illustrent le fait qu'un algorithme
dépend du systeme de numération utilisé. Il
peut aussi dépendre de I'instrument de calcul
utilisé. Napier a développé un algorithme
pour extraire une racine carrée a |'aide de ses
réglettes®.

L'algorithme de Napier repose sur
la méthode traditionnelle « a la
main» pour extraire une racine
carrée®. |l considére une réglette
supplémentaire (en jaune dans les
illustrations) représentant les car-
rés des nombres de 1 a 9. L'algo-
rithme s'applique a un nombre
s'écrivant avec un nombre pair de
chiffres, que I'on divise en tranches
de deux chiffres (si ce n'est pas le
cas, on ajoute un 0 a la gauche du
nombre). Effectuons l'extraction de
la racine carrée du nombre 463 856.

Dans ce nombre, la premiére tranche de deux
chiffres est 46. Le plus grand chiffre dont le
carré est inférieur a 46 est 6. C'est le premier
chiffre du résultat:

V463 856 = 6....

5. Les algorithmes pour la multiplication et la

division a l'aide de réglettes ont été présen-
tés dans l'article «John Napier», Accromath,
Vol. 14, hiver-printemps 2019.

6. L’algorithme traditionnel pour la racine
carrée fait I'objet du probléme « Racines
cristallines » d’Accromath (vol. 11, été-
automne 2016, p. 32), en lien avec le texte
« Glanures mathématico-littéraires (1) » de
Bernard R. Hodgson.

En soustrayant de 46 le carré de 6, on obtient
10 et on abaisse les deux chiffres suivant du
nombre a extraire.

463 856
-36
1038

On dispose dans le plateau les réglettes du
double du premier chiffre du résultat (ici les
réglettes 1 et 2 pour 12) suivies de la réglette

T 2] T 12
219419494 244
3 194194[06]| 560
4194|908 1V6|| 496
5 |96/ 10|26]|| 625
6 96| 12|36| 756
7 1997/ V4|44|| 889
8|28 6|54|1024
9194|1418 11161

jaune et on repere le nombre qui précede
immédiatement 1038 dans ceux représentés
par les lignes du plateau. Sur la huitiéme
ligne, on lit 1024,

Le deuxiéme chiffre de la racine carrée est

donc 8.
V463 856 = 68...

On soustrait 1024 de 1038, ce qui donne
14 et on abaisse la tranche des deux chiffres
suivants du nombre a extraire, ce qui donne
1456.

On double le second chiffre de la racine,
2x8=16 que l'on ajoute au nombre 12
déja formé en le multipliant par 10, soit
12x 10+ 16=136.

On dispose dans le plateau les réglettes du
nombre 136, suivis de la réglette jaune et on

1T 1) 3] 6] 1 1361
2|9496| 14|94 2724
3 (9496|1896l 4089
4 94|15124|1V6|| 5456
5 |96/ 16|30|24| 6825
61261 8|36|36| 8196
7 197|21|42|44|| 9569
s 19424]44]64][10944
9194 184]|12321
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repére le nombre qui précéde immédiate-
ment 1456. Sur la premiére ligne,ona 1361.
Le troisieme chiffre de la racine est donc 1,

/463 856 = 681...

En soustrayant, 1361 de 1456, on obtient
95. C'est la derniere tranche de deux chiffres
du nombre dont on veut extraire la racine, on
ajoute une virgule décimale et on abaisse 00
pour obtenir 9 500.

On double le troisieme chiffre de la racine,
2x1=2 que l'on ajoute au nombre déja
formé que l'on multiplie par 10, soit
136x10+2=1362. On dispose dans le

plateau les
11 3] sl 2l 1 réglettes  du
0510¢ 145104104 nombre 1362,
suivis  de la

0 16106104 ) .
réglette jaune.
9404|2498 6 On  remarque

que le nombre

sur la ligne 1

est plus grand

(@]
~

IS
N
N

N
o

que 9500. On

o
[ee)
N
oo

—
(o2}

(©2}
N

ajoute un 0
apres la virgule
décimale,

\/463 856 = 681,0....

et on abaisse a nouveau 00, ce qui donne
950000. On intercale la réglette de 0 avant
la réglette jaune.

On repére le nombre qui précéde immédia-
tement 950000, c'est 817236 sur la ligne 6.
Le deuxiéme chiffre apres la virgule décimale
est donc 6. Ce qui donne

\/463 856 = 681,06...

On poursuit ainsi en abaissant 00 a chaque
étape jusqu'a ce que I'on obtienne la préci-
sion cherchée.

1 11 3| 6 2] 0] 1 136201
2 194196|1494]96|04]|[{| 272404
3193|961 6|%6|26|° 408609
4%94]15|24|98|90| 16| || 544816
5 |96]16(30|16|90|25||[|| 681025
e 1941413 ¢l 151063 4]Il1| 817236
21041241851 1406l a5l 953440
s 19412414411 €logle 4]l || 1089664
9 9% APAA P | | 2L

Pour y voir plus clair

On cherche a exprimer le nombre dont on
veut extraire la racine carrée sous la forme

463856 =(ax 102+ bx 10 + )2+ R,

car il est clair que la partie entiere de cette
racine carrée s'écrit avec trois chiffres.

A chaque étape du calcul, on exprime le
nombre comme somme d'un carré parfait et
d'un terme résiduel, allant chercher un des
trois chiffres a, b et c 3 la fois.

A la premiére étape, on a donc

463 856 =62x100% + 103 856
=(6x10%)2+ 103 856.

A l'issue de la seconde étape, on obtient

463856 =62x100%+ 103 856
=(6x102+8x10)2 +1456.

Et a l'issue de la troisieme étape, on obtient
enfin

463856 =62x100%+ 103856
=(6x102+8x 10 + 1) +95.

La partie entiére de la racine carrée de
463 856 est donc 681. Pour trouver la partie
décimale de cette racine, il s'agit maintenant
de poursuivre les calculs sur la partie résiduelle
R = 95.

Conclusion

Le vocable algorithme est devenu d'usage
courant avec l'avénement des ordinateurs.
Cependant, des algorithmes ont été développés
trés tot dans I'histoire. Dés que les premiers
systémes de numération sont apparus,
on a développé des algorithmes pour effec-
tuer les opérations usuelles: addition,
soustraction, multiplication, division. En
cherchant a résoudre des problemes plus
élaborés comme I'extraction de racines ou la
recherche du pgcd de deux nombres entiers,
il a fallu développer d'autres algorithmes,
plus poussés et parfois étonnants.
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Pierre de Fermat est tres connu.pour son grand théoreme

. N - v

concernant la non-existence de solutions entiéres positives
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de I'équation x" + y" =z" pour chg&ue entiern= 3.

Toutefois, une de ses plus importantes con tributions

aux mathématiques modernes est sa méthode tout a fa/t originale
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pour factoriser des grands nombres.

Plusieurs considérent Fermat comme le
fondateur (avec Blaise Pascal) de la théorie
des probabilités et comme un précurseur
du calcul différentiel par sa méthode de
recherche des maximums et des minimums
d'une fonction. Toutefois, sa méthode tout
a fait originale pour factoriser des grands
nombres est une de ses plus grandes contribu-
tions aux mathématiques modernes, et c'est
souvent un fait dont I'importance est négligée.

Comment fait-on pour

« factoriser » un nombre?
D'entrée de jeu, il est bien d'expliquer ce qu'on
veut-on dire par «factoriser » un nombre.
D'abord, rappelons que, selon le théoréme
fondamental de l'arithmétique, tout entier
supérieur a 1 peut s'écrire comme un produit
de nombres premiers et cette représentation
est unique si on écrit ses facteurs premiers
en ordre croissant. Ainsi, le nombre 60 peut
s'écrire comme 60 =22x3x5 et cette factori-
sation est unique.

Pierre de Fermat
(1601-1665)

Le mathématicien fran-
cais Pierre de Fermat

était d'abord et avant
tout un avocat et un
officiel du gouverne-

ment dans la ville de Toulouse. Dans ses
temps libres, il exercait sa passion pour
les mathématiques et la physique. Méme
si on peut le qualifier de « mathématicien
amateur», il est néanmoins passé a
I'nistoire comme fondateur de la théorie
moderne des nombres.

Est-il important
de connaitre la factorisation
d’un nombre?

La réponse est OUI, a tout le moins depuis
quelques décennies, plus précisement depuis
1978, année de la création de la méthode
de chiffrement RSA largement utilisée de
nos jours pour sécuriser les transactions
bancaires. Cette méthode tient au fait
que bien qu'il soit facile de multiplier des
nombres, il est en contrepartie trés difficile
de faire le chemin inverse, c'est-a-dire de
prendre un grand nombre composé et de
trouver ses facteurs premiers. D'ou la course
sur la planéte pour trouver des algorithmes
de factorisation de plus en plus performants
qui pourraient «casser» le code RSA. C'est
ainsi qu'en 1976, a l'aide des algorithmes
connus et des ordinateurs de I'époque, on
estimait qu'il faudrait plus de 10%° années
pour arriver a factoriser 22" - 1, un nombre
de 76 chiffres. Aujourd'hui, en utilisant un
logiciel de calcul installé sur un ordinateur
de bureau, il est possible d'obtenir cette
factorisation en moins d'une minute.




Cependant, le véritable défi est d'étre en me-
sure de factoriser des nombres arbitraires de
300 chiffres et plus, ce qui est présentement
impossible, méme a l'aide d'ordinateurs tres
puissants. D'ou l'intérét pour la recherche de
nouveaux algorithmes de factorisation.

Comment s’y prendre pour
factoriser un nombre?

Comment pourrions-nous procéder pour
factoriser un nombre composé dont on ne
connalt a priori aucun facteur? De toute
évidence, on s'intéresse ici seulement & la
factorisation des nombres impairs, car autre-
ment, il suffit de diviser par 2 le nombre a
factoriser jusqu'a ce qu'il «devienne » impair.
A titre d'exemple, pour trouver la factorisa-
tion du nombre n = 11 009, on peut utiliser
I'approche tout a fait naturelle qui consiste
a examiner successivement la divisibilité

éritage de Pierre de Fermat | Jean-Marie De Koninck ¢ Université Laval

de npar chacun des nombres premiers 3, 5,
7, 11 et ainsi de suite. En procédant ainsi,
on constate éventuellement que ce nombre
n est divisible par 101 et que n =101 x 109,
menant du coup a la factorisation
11009 =101x 109. Bravo! Mais avouez que
cela a été un peu laborieux, car on a di
veérifier la divisibilité de n par chacun des
nombres premiers inférieurs a 101. D'ail-
leurs, on se convainc aisément que pour un
nombre arbitraire n, il aurait fallu vérifier la
divisibilité par chacun des nombres premiers
plus petits que ~/n. Cela veut dire que pour
un nombre de 200 chiffres, il faudrait vérifier
sa divisibilité par tous les nombres premiers
de moins de 100 chiffres, un travail colossal!
C'est pourquoi il est légitime de se demander
s'il existe des méthodes plus efficaces pour
factoriser des nombres. Or, justement, Pierre
de Fermat en a trouvé une, qui s'avére d'une
simplicité déconcertante (Voir encadré ci-bas).

Pour illustrer sa méthode, Fermat a choisi le
nombre

n=2027651281.
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La méthode de
Fermat en image

a’>n

a>|

b’=a*-n

Il obtient d'abord que lV/n]=45029 et
commence ainsi avec

0=45029 + 1 =45030;

comme 45 030? - 2027 651 281 =49 619
n'estpasuncarré parfait, il pose ensuite
a = 45 031, qui ne produit pas non
plus de carré parfait, et ainsi de suite
jusqu'a ce qu'il pose a = 45 041, qui
donne

n|

On doit déterminer a et b
tels que

ou /n et b sont les
cathetes
rectangle d'hypoténuse a.

n=a?-t

d'un  trian

Le coté b est tel que

L'hypoténuse doit étre plus
grande que les cathetes,

soit:

b?=a%-n.

a>Wnl

b=+/45 0412 — 2 027 651 281
— J1040 400 = 1020.

Fermat conclut alors que

n=12027 651281 = 45 0412 - 1 0202
= (45041 - 1 020)(45 041 + 1 020)
= 44021 x 46 061.

Si on choisit de programmer cette

méthode avec le logiciel de calcul

Python', on peut écrire ceci (dans le

cas particulier n =2 027 651 281):

gle

On calcule a*-n pour les

entiers plus grands NG

import math

soit: ol n =2 027 651 281
NI a=math.floor(math.sqrt(n))+1
: b=math.sqrt(a*2-n)
a=Wnl+k while b 1=int(b) :
Lorsque (a® - n) est un car- a+=1

ré parfait b% on a alors:

d'ou

a-n="0

print ("a=% d et b=% d --->
n=%d x% d"%(int(a),int(b),int(a-
b),int(a+b))

n=a?-bt2=(a-"b)(a+b).
Onen conclut que nest fac-
torisable puisque (a-b) et
(a+ b) en sont des facteurs.

ce qui donnera
a=45041et b=1020et

a

b

a-b

a

a+b
{ a+
a+!

n =44 021x46 061.

La méthode de Fermat
est-elle réellement
efficace?

La réponse courte est: «Cela dépend
de la nature du nombre a factoriser»2.
Afin de donner une réponse précise
a cette question, évaluons le nombre
d'opérations €lémentaires nécessaires
pour exécuter la méthode de Fermat.
Par wopération élémentaire », on en-
tend l'addition, la soustraction, la

1. Logiciel libre que I'on peut télécharger
gratuitement sur Internet.

2. Voir Section problemes.

multiplication, la division, I'élévation a une
puissance et I'extraction de la racine carrée.
Une opération élémentaire est aussi parfois
appelée une « étape ». On dira d'un algo-
rithme qu'il est « rapide » s'il s'exécute en
peu d'étapes.

Etant donné un entier positif n qui n'est pas
un carré parfait, on dit que les nombres d,
et d, sont les diviseurs milieux de nsi d, est
le plus grand diviseur de n inférieur a /n
et d,=n/d,. On peut alors démontrer que le
nombre k d'étapes requises pour factoriser
nvia la méthode de Fermat est exactement

e NezA

soit essentiellement la différence entre la
moyenne arithmétique et la moyenne géo-
métrique des diviseurs d, et d,. En effet,
comme on |'a vu ci-dessus (encadré p.9),
ona

n=dd, =a*-b?,

d,+d, d,—

et b d1.

oua= =
Exécuter l'algorithme de Fermat consiste
donc a chercher le plus petit entier k=1 tel
que
2 .
( [x/ﬂ+ k) —n est un entier.
a

or, IWnl+k = a implique que k=a -l/n] et
cela entraine

K =@— | J9d,).

Pour quels entiers
I'algorithme de Fermat

est-il rapide?

Le temps d'exécution pour factoriser un en-
tier n en utilisant I'algorithme de Fermat
sera court si ses diviseurs milieux sont pres
I'un de I'autre, c'est-a-dire prés de Jn (voir
I'encadré p.11). En contrepartie, si les divi-
seurs milieux sont éloignés I'un de l'autre,
alors exécuter la méthode de Fermat peut
prendre davantage de temps que la simple
vérification de la divisibilit¢ de n par les
petits nombres premiers (voir I'encadré p. 12).



Tirer le maximum
de la méthode de Fermat

Comme on vient de le voir, si la distance
qui sépare les diviseurs milieux d'un entier n
est grande, la méthode de Fermat est peu
efficace. On peut contourner ce probléme
en vérifiant au préalable la divisibilité
de n par les petits nombres premiers3. Par
exemple, supposons qu'on ose s'attaquer
a la factorisation du nombre de 16 chiffres
n=48°+ 3 =1352 605 460 594 691. Appli-
quer naivement la méthode de Fermat nous
ameénera sans doute a abandonner notre ap-
proche une fois rendu a quelques millions
d'étapes. Une approche plus sensée consiste
a d'abord identifier les possibles petits fac-
teurs premiers de n, soit en vérifiant la divisi-
bilité de n par les nombres premiers inférieurs
a 10 000 ou 100 000, disons, ce qu'on sera en
mesure de réaliser tres rapidement a l'aide
d'un logiciel de calcul. C'est ainsi qu'on dé-
couvre que notre nombre n est divisible par 3
et 1249. Le probléeme se ramene alors a
factoriser le nombre
n

=—— =360 983 576 353.
3x1249

g
Appliquer la méthode de Fermat a ce nou-
veau nombre donne

n, = 587201 x 614753

et cela apres seulement 157 étapes. En ras-
semblant nos calculs, on obtient finalement
que

n = 1352 605 460 594 691
—3x 1249 x n,
=3 x 1249 x 587 201 x 614 753.

Dans cet exemple, nous avons €té chanceux
car les deux plus grands facteurs premiers de
n étaient proches I'un de l'autre. Il va de soi
que ce n'est pas toujours le cas. C'est pour-
quoi, si aprés avoir éliminé les petits facteurs
premiers de n, la méthode de Fermat prend
trop de temps a dévoiler ses grands facteurs
premiers, il est rassurant de savoir qu'il existe
d'autres avenues.

3. Plus généralement, pour calculer le plus
grand commun diviseur de deux entiers, on
peut utiliser I'algorithme d’Euclide, lequel
est tres rapide (voir I'article « Algorithmes au
cours de I'histoire », p. 2 de ce numéro).

Compliquer le probleme
pour mieux le simplifier

Une autre approche pour factoriser un nombre
n est dappliquer la méthode de Fermat
a un nombre plus grand que n lui-méme, en
fait @ un multiple de n. Prenons par exemple
le nombre n = 54641. Comme ce nombre
est relativement petit, la méthode de Fermat
trouvera sa factorisation, a savoir n = 101 x 541,
en 87 étapes, un nombre néanmoins plutdt
grand compte tenu de la petite taille de n.
Toutefois, si on avait su que I'un des facteurs
premiers de n était approximativement 5
fois son autre facteur premier, on aurait pu
préalablement multiplier n par 5, permet-
tant ainsi au nouveau nombre 5n d'avoir ses
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diviseurs milieux essentiellement du méme
ordre de grandeur, de sorte que la méthode
de Fermat appliquée au nombre 5n aurait
révélé ses facteurs 505 et 541 en une seule
étape. Il aurait ensuite suffi de vérifier lequel
de 505 et de 541 avait « hérité » du facteur
artificiel 5, ce qui est bien sGr trés facile a
faire. Voila qui est bien facile lorsqu'on sait
qu'un des facteurs est proche d'un multiple
d'un autre facteur, une information dont on
ne dispose malheureusement pas a l'avance !

Maurice Kraitchik 1882-1957

Mathématicien et vulgarisateur scientifique belge, Kraitchik s'est
surtout intéressé a la théorie des nombres et aux mathématiques
récréatives.

Il est lI'auteur de plusieurs ouvrages sur la théorie des nombres

rédigés entre 1922 et 1930. De 1931 a 1939, il a édité la revue
Sphinx, un mensuel consacré aux mathématiques récréatives.
Emigré aux Etats-Unis lors de la Seconde Guerre mondiale, il a
enseigné a la New School for Social Research a New York. Il s'est
particulierement intéressé au théme général des récréations
mathématiques.

Peut-on néanmoins explorer cette approche
pour un nombre composé arbitraire? L'idée
serait de considérer le nombre n x r pour un
choix approprié de r. Par exemple, si n = pg et
= uv, NOUS aurons nr= pu x qv, et si nous
sommes chanceux, les deux nouveaux diviseurs
pu et qv (de nr) seront suffisamment proches
I'un de l'autre pour nous permettre d'appli-
quer l'algorithme de Fermat avec succés. En
1974, utilisant un raffinement de cette idée,
R. Sherman Lehman est parvenu a montrer
que I'on peut en effet accélérer la méthode
de Fermat et de fait factoriser un entier im-
pair nen seulement n'/3 étapes.

Les nombreuses
améliorations de l'idée
originale de Fermat

Est-il possible de faire encore mieux? Dans
les années 1920, Maurice Kraitchik amé-
liorait la méthode de Fermat et on sait
aujourd’'hui que son approche a constitué Ia
base des principales méthodes modernes de
factorisation des grands nombres. Lidée de
Kraitchik est la suivante : plutot que de cher-
cher des entiers a et b tels que n = a? - b,
il suffit de trouver des entiers u et v tels que
u? - V2 est un multiple de n. Par exemple,
sachant que 1272 - 802 est un multiple du
nombre n = 1081, on peut encore une fois
profiter de l'identité

W-v2=(u-v(u+v.

Dans notre cas, on peut écrire que

1272-80% =(127-80)(127 +80)
=47 x207.



L'héritage de Pierre de Fermat | Jean-Marie De Koninck ¢ Université Laval

Comme tout facteur premier de n doit obli-
gatoirement étre un facteur de 47 ou de 207,
et comme 207 = 9x 23, on peut rapidement
conclure que n = 23 x47. Bien sar, pour que
cette approche soit efficace, il faut élaborer
des astuces permettant de trouver des
multiples du nombre a factoriser qui puissent
s'écrire comme une différence de deux
carrés. Or, c'est précisément ce que plusieurs
mathématiciens ont réussi a faire au cours
du vingtiéme siécle.

Ou en est-on aujourd’hui?

On a vu qu'en optimisant la méthode origi-
nale de Fermat, R. Sherman Lehman pouvait
factoriser un entier n en environ n'/3 étapes.
Or, dans les années 1980, en faisant intervenir
des outils mathématiques plus avancés,
dont des notions d'algébre linéaire, Carl
Pomerance a davantage peaufiné la méthode
originale de Fermat et créé une nouvelle mé-
thode de factorisation connue sous le nom
de crible quadratique. On sait montrer que

dans la pratique, avec le crible quadratique,

il suffit d'au plus V"X etanes pour

factoriser un nombre arbitraire n, ce qui peut
faire une énorme différence lorsqu'il s'agit de
factoriser de trés grands nombres. C'est ain-
si que le crible quadratique permet de facto-
riser un nombre nde 75 chiffres en moins de
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alors que la méthode de Lehman en requiert
environ 10%°.

Et dire que toute cette panoplie de méthodes
de factorisation ont leur origine dans une
idée de Fermat datant de plus de trois siécles
et demi!




Christiane Rousseau
Université de Montréal
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Applica

Comme 1 est le pged' de e et
de 0(n), on peut écrire via I'algo-
rithme d’Euclide

Donc
1=10x1456-(1456-823) x 23,
ou encore

Comme 823x23=13x1456+1,
le reste de la division de ed par
o(n) vaut bien 1.

1. Voir « Algorithmes dans
I'histoire » par André Ross,
p. 2 de ce numeéro.

Lorsque vous envoyez votre numéro de carte
de crédit par Internet a un site protégé, le
logiciel crypte celui-ci par le code RSA, du
nom de ses inventeurs: Ronald Rivest, Adi
Shamir et Leonard Adleman.

Historiquement, les codes secrets ont tous
été percés. Mais le code RSA, publié en 1978,
résiste encore malgré tous les efforts de la
communauté mathématique pour le briser. Il
repose sur le fait que, si on prend deux trés
grands nombres premiers distincts p et g
et qu'on les multiplie pour obtenir n = pg,
alors il est hors de portée des ordinateurs
actuels? de récupérer pet g. Ainsi, on peut se
permettre de publier n, la c/é qui sert au
cryptage, sans crainte que quiconque puisse
récupérer p et g qui servent au décryptage.
Ce procédé s'appelle la cryptographie a clé
publique parce que la recette de cryptage est
publique.

Aussi surprenant que cela puisse paraitre,
il est facile pour un ordinateur de fabri-
quer de grands nombres premiers. Plusieurs
algorithmes générant de grands nombres
premiers sont probabilistes. Nous allons en
présenter un ci-dessous.

2. Voir l'article « L'héritage de Pierre de Fermat
pour la factorisation des grands nombres » de
Jean-Marie De Koninck, p.8 de ce numéro.

1=10x1456-633x23

1=-13x1456+823x23.

Il est facile d'emméler un fil de péche, alors qu'il est trés difficile

de le déméler. De méme, certaines opérations sur les nombres

sont faciles dans un sens et difficiles dans I'autre. On les appelle
opé€rations a sens unique. Elles sont utilisées pour la cryptographie.

Dans la cryptographie a clé publique, les mes-
sages sont des nombres m inférieurs a n. On
demandera d'élever le nombre m: a une trés
grande puissance e, oU € est un nombre qui
est également public. Le message encrypté,
a, est le reste de la division de me par n. Tou-
jours surprenant, il est facile pour un or-
dinateur de calculer ce reste, méme si m et
e ont chacun 200 chiffres. Nous allons voir
comment. Le décryptage se fait de maniére
symétrique en calculant le reste de la division
de o par n. Mais, d est inconnu... et, pour
le calculer, il faut connaitre p et g, et donc,
factoriser n. Donc, seul le concepteur qui a
choisi p et g peut lire le message.

Combien de temps résistera le code RSA 7 Si
ce n'était que des progres de la factorisation
des entiers et de l'augmentation de la puis-
sance des ordinateurs, il pourrait résister en-
core longtemps, quitte a allonger un peu la
clé n. Mais c'est sans compter sur la pré-
sence possible d'un nouveau venu, I'ordina-
teur quantique. Cet ordinateur n'existe pas
encore. Par contre, un algorithme rapide de
factorisation sur un ordinateur quantique,
I'algorithme de Shor, existe depuis 1997.
Nous allons nous pencher sur l'idée de cet
algorithme.




Un exemple
de fonctionnement
du code RSA

Aline veut pouvoir recevoir des mes-
sages secrets de Bernard. Elle construit
donc un systeme a clé publique pour re-
cevoir de tels messages. Elle prend les
nombres premiers p =29 et g = 53. La clé est
n=1537. Elle aura besoin du nombre

o(n) = (p-1)(g - 1) = 1456.
Elle choisit e relativement premier avec ¢(n),
par exemple, e = 23. Soit d = 823. Il a été
construit pour que le reste de la division de
ed par ¢(n) soit 1 (voir encadré ci-contre).
Pour ce, il fallait connaitre ¢(n), et donc, la
factorisation de n, ce qui est difficile pour
quelgu'un ne connaissant pas p et g. Aline
publie n et e. Bernard veut lui envoyer le
message

m=1234.

Pour le crypter, il I'éléve a la puissance e=23
et le divise par n. Ceci lui donne le message
crypté,
a= 1300,

qu'il envoie a Aline. Celle-ci utilise d connu
d'elle seule, pour calculer le reste de la divi-
sion de a9 par n. Ce reste est précisément le
message m = 1234.

L'exemple était avec de petits nombres. Mais,
comment faire les calculs quand les nombres
sont gros ? |l faut se rappeler que ce qui nous
intéresse, ce ne sont pas les nombres m¢ et

Facile, difficile, ... | Christiane Rousseau ¢ Université de Montréal

a“ mais seulement le reste de leur division
par n. Alors, il ne faut pas laisser grossir les
calculs. Il faut plutdt alterner entre prendre
des puissances et diviser par n. (Voir détails
dans l'encadré.)

Construire de grands
nombres premiers

L'idée est la suivante. Si on veut construire
un grand nombre premier de 100 chiffres, on
géneére au hasard un nombre de 100 chiffres
et on « teste » s'il est premier. S'il ne I'est pas,
on recommence avec un autre nombre géné-
ré au hasard, jusqu'a ce qu'on tombe sur un
nombre premier.
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Premiére question: combien faut-il faire de
testsen moyenne ? Un nombre de 100 chiffres
estunnombre del'ordre de 10%°. Le théoreme
des nombres premiers nous dit que si N est
grand, il y a environ N/In N nombres premiers
inférieurs ou €égaux a N. Si on choisit au ha-
sard un nombre inférieur ou égal & N=10'%,
la chance qu'il soit premier est donc d'environ
1 1 1 1

NN~ 1n10™® ~ 100In10 230"

On peut faire mieux : la moitié des nombres
sont pairs et, parmi les nombres impairs, on
peut éliminer les multiples de 5. Donc, si on
choisit au hasard un nombre inférieur ou
égal & N=10" qui se termine par 1, 3, 7
ou 9, on a une chance sur 92 qu'il soit pre-
mier (40% des nombres se terminent par 1,
3, 7,9, et 4/10 de 230 donne 92). Ceci signi-
fie qu'en moyenne, apres 92 tests, on a trou-
vé un nombre premier. Faire 92 tests est fa-
cile pour un ordinateur.

Ceci nous améne a la deuxiéme question:
que signifie «tester» qu'un nombre p est pre-

mier? On a appris a le faire en cherchant\s/i_p
pl

a un facteur premier inférieur ou égal a
ce qui revient a factoriser partiellement p.
Mais, factoriser est difficile pour un ordinateur...

On peut faire mieux. S'il est facile de tester
si un nombre p est premier, c'est parce qu'on
peut le faire sans factoriser p. Lidée est la
suivante. Si p n'est pas premier, il laisse

ses empreintes partout. Dans le test de
primalité de Miller-Rabin, si p n'est pas pre-
mier au moins les trois-quarts des nombres
entre 1 et p ont une empreinte de p,
c'est-a-dire qu'ils sont des témoins du fait
que p n'est pas premier. Le test pour décider
si un nombre est un témoin est un peu tech-
nique (voir encadré page ci-contre). Mais, ce
testest facile pour un ordinateur. On choisit
auhasarddesnombresa,,...,a,, <p.Sil'undes
a; est un témoin, on conclut que p n'est pas
premier. Si aucun des o; n'est un témoin,
alors p a une trés grande chance d'étre pre-
mier. Par exemple, si m = 100, la chance que
p ne soit pas premier, sachant que a,..., 0,
ne sont pas des témoins est inférieure ou
égale a 10758, soit tres, trés petite.

Peut-on se fier a unalgorithme probabiliste ?
Les informaticiens le font régulierement
dés qu'ils ont besoin de grands nombres
premiers et on n'observe pas de catas-
trophe autour de nous. On voit d'ailleurs
qu'on pourrait transformer cet algorithme
probabiliste de primalité en algorithme dé-
terministe : il suffirait de tester au moins
le quart des nombres a e {2,.., p-1}. Si
aucun n'est un témoin, alors on peut affir-
mer avec certitude que p est premier. Mais,
cet algorithme serait sans intérét car il
requerrait de regarder si p/4 nombres sont
des témoins, alors que I'algorithme usuel de
factorisation demande de regarder si pa un
facteur premier inférieur ou égal a \/E , et

\/E<§ dés que p > 16.

Casser le code RSA sur
un ordinateur quantique

En 1997, Peter Shor a annoncé un algo-
rithme qui casserait le code RSA sur un
ordinateur quantique, qui n'existe pas
encore... Que signifie cette affirmation?
L'algorithme de Shor est simplement un
autre algorithme de factorisation. Il fonc-
tionnerait sur un de nos ordinateurs, mais
il serait moins bon que les meilleurs algo-
rithmes de factorisation. La limite de nos
ordinateurs est le parallélisme. On ne peut
faire qu'un nombre limité d'opérations en
paralléle.
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Un ordinateur est composé de transistors Le nombre 15 a été factorisé sur un ordi-
qui fonctionnent a la maniére d'interrup- nateur quantique en 2007, et en 2012 on a
teurs en ayant deux positions, OUVERT et factorisé 143 = 11x13. Les progrés semblent
FERME, que I'on peut coder comme des bits  lents depuis ce temps. Le défi technologique
d'information 0 ou 1. Un nombre de 200 de l'ordinateur quantique est de maintenir
chiffres est inférieur a 10290 < 2665 et donc  de nombreux bits en état superposé. Ce réve
peut s'écrire avec 665 bits. Tester s'il a un  deviendra-t-il réalité ? Méme si les progrés
diviseur premier inférieur a 10'° < 233 semblent lents, les experts y croient de plus
revienta regarder toutes les suites de 333 bits  en plus.

égaux a 0 ou 1. Un travail titanesque, sauf si
I'ordinateur a un grand parallélisme. Dans un
ordinateur quantique, les bits d'information
sont des bits quantiques : ils peuvent étre
dans un état superposé entre 0 et 1. L'image
que l'on pourrait donner est celle d'un sou.
Une fois lancé, il tombe sur PILE ou sur FACE.
Mais, avant de le lancer, il a probabilité 1/2 de
tomber sur PILE, et probabilité 1/2 de tomber
sur FACE. On pourrait dire qu'il est dans un
¢tat superposé. Le fait que mbits quantiques
soient dans un état superposé implique qu'ils
peuvent faire simultanément les 2™ opéra-
tions différentes correspondant a tous les
choix de valeurs O ou 1 pour chacun des bits.
Par contre, de méme que notre sou tombe
nécessairement sur PILE ou sur FACE, dés
qu'on veut observer un bit quantique, il prend
nécessairement la valeur O ou la valeur 1,
et donc, on ne peut observer le résultat
de touslescalculs faitsen paralléle. La subtilité
de I'algorithme de Shor vient du fait qu'on
pourra récupérer le résultat du calcul, lequel
donne une factorisation de p si p n'est pas
premier.
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Jérome
Camiré-Bernier

Bernard R. Hodgson
Université Laval

Si la notion de logarithme parait aujourd’hui tout a fait naturelle,
sa conceptualisation et sa mise en ceuvre au plan pratique, au début

du 17¢ siécle, n‘ont point été une mince affaire.
Premiers épisodes de cette foisonnante saga!

Peu de temps aprés leur introduction par
John Napier (1550-1617) au tout début du
17¢siecle, les logarithmes se sont rapidement
imposés comme un «merveilleux»' outil
essentiel en astronomie et en navigation,
deux domaines scientifiques particulierement
avanceés a cette époque et qui venaient avec
leur lot de calculs proprement titanesques.
C'est dans un tel contexte qu'il faut entendre
le célébre aphorisme dd au mathématicien,
physicien et astronome francais Pierre-Simon
Laplace? (1749-1827) qui, s'intéressant dans
le cadre d'un survol historique de I'astronomie
aux travaux de Johannes Kepler (1571-1630),
affirmait que la découverte des logarithmes
— combinée a l'arithmétique des Indiens,
c'est-a-dire I'écriture des nombres dans un
systeme positionnel — avait pour ainsi dire
doublé la vie des astronomes (voir encadré).

1. Renvoi a I'épithéte mirifique (archaique de
nos jours), utilisée par Napier lu-méme. L’ex-
pression mirifique invention de notre titre est
empruntée & Jean-Pierre Friedelmeyer (voir le
Pour en savoir plus).

2. Alias Pierre-Simon de Laplace. Aussi homme
politique, il fut nommé marquis en 1817 (d’ou
la particule nobiliaire).

Emergence logarithmique :
la « mirifique » invention de

apier

La préhistoire des logarithmes

Issu entierement de I'« esprit humain », selon
les dires de Laplace, le concept de logarithme
repose sur une idée somme toute assez na-
turelle : considérant diverses puissances d'un
méme nombre, on porte l'attention sur les
exposants de ces puissances. Par exemple,
s'agissant des entiers

64, 256, 1024 et 4096,
c'est-a-dire respectivement

43, 44 45 et 48,
on envisage plutot les exposants
3,4,5 eto.

Sur la base de ces données, on pourrait
conclure immédiatement — si on dispose
d'une table de puissances de 4 — que

256 x 4096 = 1048576,
prenant appui sur le fait que

4% % 46 = 44+6_ 410

(on applique ici une régle de base des
exposants, qui va de soi lorsque ceux-ci sont
des entiers naturels). Il n'est pas étonnant
que des telles intuitions aient pu se retrouver
il y a fort longtemps.
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Tablette MLC 02078
(1900-1600 avant notre ere).

Ainsi sur la partie inférieure de la tablette
mésopotamienne MLC 020783, datant d'entre
1900 et 1600 avant notre ére, se trouve le
tableau ci-haut (les nombres sont donnés ici
en notation moderne, et non en écriture cu-
néiforme) : on y reconnait immédiatement Ia
liste des premiéres puissances de 2, ainsi que
les exposants correspondants.

L'usage a consacré l'expression suite arith-
métique (ou progression arithmétique, selon
une tournure un brin surannée) pour une liste
de nombres qui, comme dans la colonne de
droite de ce tableau, croissent (ou décroissent)
régulierement de maniére additive :

a,a+d a+2d, .., a+nd,

a représentant le premier terme de la suite
et d la différence entre deux termes consé-
cutifs — c'est-a-dire de combien I'un de ces
termes est plus grand que I'autre*. (Le tableau
précédent correspond au cas ot a=Tetd=1)
Lorsque les nombres de la liste sont reliés
multiplicativement,
a,ar, ar?, ..., ar’,

on parlera de suite (ou progression) géomé-
trique, la constante r représentant cette fois
le rapport entre deux termes consécutifs
— c'est-a-dire combien de fois I'un est plus
grand que l'autre*. (Dans la colonne de
gauche du tableau, on a a = 2 et r = 2.) (Voir
I'encadré Un peu de vocabulaire pour le sens
des mots « arithmétique » et « géométrique »
dans un tel contexte.)

3. Pour Morgan Library Collection. Cette tablette
se retrouve dans la collection de I'Université
Yale, aux Etats-Unis.

4. Cette fagcon de parler est utilisée par Euler
lorsqu’il introduit les notions de rapports
grithmétique et géométrique dans ses
Eléments d'algébre (1774) — voir Section
troisieme, « Des rapports & des propor-
tions », entre autres les articles 378, 398
et 505.

Selon cette nomenclature, la tablette
MLC02078 peut donc s'interpréter comme
la mise en comparaison de deux suites, I'une
arithmétique et I'autre géométrique. Ce type
de situation se retrouve a diverses époques
au fil des ages. Ainsi en est-il question dans
un autre document de I'Antiquité, LArénaire,
traité dans lequel Archiméde (-287 - -212) se
donne comme objectif de déterminer le nombre
de grains de sable dont le volume serait
égal a celui du « monde »°. Parmi les outils
dont se sert alors le grand mathématicien
grec se retrouve la manipulation simultanée
d'une suite arithmétique et d'une suite
géométrique, ce qui l'améne (en termes
modernes) & identifier au passage la régle
d'addition des exposants:
bmx bn = bm+n

(voir la Section problémes), et donc le prin-
cipe de transformation d'une multiplication
en une addition, a la base des logarithmes.

5. Une des difficultés auxquelles fait ici face
Archiméede est de réaliser cet objectif dans
le cadre du systeme de numération grec, qui
n'était pas propice pour exprimer aisément de
trés grands nombres. Mais cela est une autre
histoire...
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Cette méme idée se retrouve plusieurs siecles
plus tard dans Le Triparty en la science des
nombres (1484) du Francais Nicolas Chuquet
(14457-14887). Dans la troisieme partie de
cet ouvrage, Chuquet introduit des régles cal-
culatoires de nature algébrique. Il s'intéresse
alors notamment aux valeurs des puis-
sances de 2, depuis 1 jusqu'a 1 048 576,
qu'il aligne en colonnes avec les exposants
entiers correspondants (qu'il appelle «déno-
minations»), de 0 jusqu'a 20, et note que la
multiplication de nombres de la premiére
colonne correspond a I'addition de nombres
dans la seconde. Il identifie aussi une autre
régle de base des exposants :
(bm)n — bmn

(encore une fois exprimée ici en notation
moderne). A noter que Chuquet utilise une
notation avec indice surélevé (comme nous
le faisons aujourd'hui)® et qu'en plus de
I'exposant O, il considére des exposants
(entiers) négatifs. Au milieu du 16¢ siecle,
I'Allemand Michael Stifel (1487?-1567)
reprendra les mémes thémes dans son
Arithmetica integra (1544), ou il parle expli-
citement de la relation entre une progression
arithmétique et une progression géométrigue.
C'est d'ailleurs a Stifel que I'on doit le vocable
exposants pour désigner les nombres de la
suite arithmétique en jeu.

Si quelques-uns des principes servant de
fondements a la notion de logarithme se per-
coivent dans les commentaires qui précédent,
on est encore loin du logarithme en tant que
tel. Pour qu'une correspondance entre une
suite géométrique et une suite arithmétique
devienne un véritable outil de calcul, il
faut en effet « boucher les trous » entre les
puissances (entiéres) successives. Il peut étre
intéressant, comme le souligne Chuquet, de
conclure grace a sa table des puissances de 2
que le produit de 128 et 512 est 65 536. Mais
cela ne nous renseigne en rien, par exemple,
sur le produit 345x%678. On voit méme
Chuquet, dans un appendice au Tripar-
ty, chercher a résoudre des problémes dans
lesquels un exposant fractionnaire est
recherché —mais sansdévelopper pourautant

d'approche systématique a cette fin.

6. La notation exponentielle aujourd’hui usuelle,
telle a2 ou a°, se répandra aprés son utilisa-
tion par René Descartes (1596-1650) dans
son traité La géométrie (1637).

Certains éléments (timides!) a % 2
cet égard se retrouvent il y a
fort longtemps. Ainsi le tableau % 4
numérique ci-contre figure lui | 3 8
aussi sur la tablette MLC 02078 4
(dans sa partie supérieure). 1
Onyvoit une progression arith- |1 % 32
métique de différence frac- 1 y
tionnaire étre juxtaposée a une 2
progression géométrique, a savoir

des puissances de 16. Mais peu semble avoir
été fait pour pousser plus loin de telles asso-
ciations jusqu'a I'arrivée de Napier.

64

Les logarithmes a la Napier

Tout étudiant est aujourd'hui familier avec
le fait que le passage d'un nombre donné
a son logarithme (selon une certaine base)
revient a identifier I'exposant dont il faut
affecter cette base pour retrouver le nombre
en cause. Ayant fixé un réel b (positif et
différent de 1) et considérant un réel positif
X, le logarithme de x dans la base b, noté
log,x, est donc par définition I'exposant (réel)
u tel que b¥ = x. Une telle vision, il faut le
souligner, demeure relativement tardive par
rapport a l'intuition originale de logarithme,
n'étant devenue la norme que pres d'un siécle
et demi aprés les travaux de I'Ecossais John
Napier” — voir I'encadré Les traités de Napier
—, lorsque Leonhard Euler (1707-1783) en a
fait la pierre d'assise de son traitement de la
fonction logarithmique® dans son Introduc-
tio in analysin infinitorum (1748). Acceptant
les propriétés de la fonction exponentielle b¥
pour des réels b et u quelconques, on tire im-
médiatement de cette définition la propriété
de base du logarithme:

log,xy = log,x + log, y,
ce qui permet de transformer une multi-
plication en une addition, de méme que les
égalités similaires pour le logarithme d'un
quotient ou d'une puissance.

7. VoirAndré Ross, « John Napier. » Accromath,

vol. 14, hiver-printemps 2019, pp. 8-11.

8. Cette approche d’Euler peut étre vue
comme une illustration remarquable de I'im-
pact d’une bonne notation en vue de clarifier
et faciliter la démarche de la pensée.



On observera que l'idée d'un lien entre
deux suites, l'une géométrique et l'autre
arithmétique, bien que sous-jacente a la
derniere égalité, n'est pas pour autant expli-
citement mise en évidence dans cette vision
moderne (post-eulérienne) du logarithme.
Or a I'¢poque ou Napier introduit ses loga-
rithmes, I'idée de « fonction » n'est pas dans
I'air du temps — elle ne surgira de fait que
vers la fin du 17¢ siécle, dans la mouvance
des travaux sur le calcul infinitésimal —,
de sorte que la comparaison de suites
(géométrique et arithmétique) demeure la
principale source d'inspiration de ses travaux.

Une autre mouvance de I'époque visait
a se doter d'outils permettant de simplifier
I'exécution de calculs arithmétiques portant
sur de gros nombres. Dans un texte précé-
dent®, nous avons présenté entre autres la
méthode de prosthaphérese, utilisée vers la
fin du 16¢ siécle en vue de transformer une
multiplication en addition ou une division
en soustraction. La popularité de telles
méthodes, notamment dans les cercles
astronomiques, a certainement contribué a
convaincre Napier de I'importance de déve-
lopper des outils permettant de raccourcir les
calculs, y compris dans le cas de I'exponen-
tiation ou de I'extraction de racine. Il en fait
d'ailleurs mention explicitement dans la pré-
face de son Descriptio. Soulignant le caractére
pénible, dans la pratique des mathématiques,
de la multiplication, division ou extraction de
racine carrée ou cubique de grands nombres,
Napier insiste non seulement sur le temps re-
quis pour exécuter ces opérations, mais aus-
si sur les nombreuses erreurs qui peuvent en
résulter. A la recherche d'une méthode stre
et expéditive afin de contourner ces difficul-
tés, il annonce qu'apres I'examen de plusieurs
procédes, il en a retenu un qui rencontre ses
attentes :

« A la vérité, aucun procédé n'est plus utile
que la méthode que j'ai trouvée. Car tous
les nombres utilisés dans les multiplica-
tions, les divisions et les extractions ar-

9. Voir « Emergence logarithmique : tables et
calculs. » Accromath, vol. 14, hiver-printemps
2019, pp. 2-7.

dues et prolixes de racines sont rejetés des
opérations, et a leur place sont substitués
d'autres nombres sur lesquels les calculs
se font seulement par des additions, des
soustractions et des divisions par deux et
par trois. »"0

La vision géomeétrico-
cinématique de Napier
Un troisieme élément sur lequel
s'appuie Napier dans sa création
des logarithmes est la géométrie
— plus précisément la géométrie
du mouvement. Il a en effet I'idée
de comparer le déplacement de
deux points, I'un bougeant selon
une vitesse!' variant de maniére
telle que les distances parcourues
en des intervalles de temps égaux
forment une progression géome-
trique, tandis que l'autre point,
bougeant a vitesse constante, dé-
termine des distances en progression arith-
métique. Le support géométrique dont se

sert alors Napier peut se décrire comme suit.

10. Tiré de la préface du Mirifici logarithmorum
canonis descriptio (traduction personnelle).
11. Napier introduit I'idée de mouvement des la

définition 1 du Descriptio. /I utilise explicite-
ment le terme « vitesse » a la définition 5.

Emergence logarithmique | Jérdme Camiré-Bernier, Bernard R. Hodgson ¢ Université Laval
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Ftant donné un segment AB de longueur
déterminée, il considére un point P partant

de A avec une vitesse initiale donnée
et se déplacant vers B en une série de
wpas» P, P, P

i P e
Napier stipule (Descriptio, définition 2) que
la vitesse de déplacement de P le long de AB
décroit de maniére telle que, en des temps
égaux, la longueur de chacun des inter-
valles AP,, P,P,, P,P,, P,P,, ... successivement
parcourus par P est proportionnelle a la dis-
tance séparant P de sa cible B (lorsqu'il est
a I'extrémité gauche de chaque intervalle)'? :

AR PP, PR PR _

AB~ PB PB

F,B

On tire immédiatement de ces égalités que
RB_RB_FB_FAB_
AB PB PB PRB

(voir la Section problémes), de sorte que la
suite de segments AB, P,B, P,B, P,B, .., qui
correspond aux distances entre les diverses
positions de P et I'extrémité B, forme une
suite géomeétrique décroissante (Construc-
tio, article 24) : la longueur de chacun d'eux
est en effet la moyenne géométrique de ses
deux voisins.

Napier considére alors un second point Q
se déplacant a vitesse constante sur une
demi-droite (donc illimitée dans un sens) et de
maniere telle qu'au moment ol P passe par
P-, le point Qest en un point Q, = i (voir la
Section problémes).
L'idée de Napier est d'associer la suite arith-
métique
0,123, ..0n ..,
correspondant aux positions successives
de Q a la suite géométrique déterminée
par les segments

AB, P,B,P,B, P,B,...PB,..

o P
Mais pour que cette association soit com-
plete, il faut la généraliser a un emplacement
quelconque de P sur AB, outre les positions
«discretes» Py, P, P;,... Voici le tour de passe-
passe permettant a Napier de contourner

cette difficulté.

12. On notera au passage que le point P n‘at-
teint ainsi jamais sa cible B, car a chaque
étape il gruge toujours la méme fraction du
chemin restant a parcourir.

Puisque des distances parcourues dans des
temps égaux sont dans le méme rapport
que les vitesses, il s'ensuit que la vitesse du
point P sur chaque intervalle est propor-
tionnelle a la distance de I'extrémité gauche
de cet intervalle au point B (voir la Section
problémes). Ainsi quand P est & mi-chemin
dans son trajet de A vers B, sa vitesse a
diminué de moitié par rapport a sa vitesse
initiale. Et quand il est rendu aux deux-tiers
de l'intervalle AB, sa vitesse ne vaut plus que
le tiers de celle de départ.

Passant a une vision « lisse » — et non plus
par « pas » — du déplacement de P, Napier
en vient a considérer ce point comme chan-
geant « continiment » de vitesse’™ — et
non pas de maniére abrupte et instantanée
en chaque point P. Pour rester dans les
mémes conditions que précédemment, il
suppose donc que P se déplace « géomeé-
triquement » de A vers B, c'est-a-dire de
maniere telle que la vitesse de P est
toujours proportionnelle a la distance qui le
sépare de B(Constructio, article 25).

Les « logarithmes a la Napier » sont main-
tenant a portée de main. Supposant d'une
part que les deux points P et Q entament
leur déplacement a la méme vitesse, le
premier selon une vitesse décroissant
géométriquement de A vers B, et le second
a vitesse constante a partir de 0; et suppo-
sant de plus que le point Q est en y lorsque
le point P est a une distance x de B; alors
y est appelé par Napier le logarithme de x.
(On écrira ici, par commodité, y = Nlog(x).)

P—>. x

oo _
0 y
C'est ainsi que le logarithme du réel x est le
réel y déterminé par la suite arithmétique
associée a la suite géométrique correspon-

danta x.

13. Napier n'utilise pas explicitement une telle
terminologie.



Valeurs numériques
des logarithmes de Napier

Plusieurs aspects de la notion de logarithme,
telle que concue et mise en ceuvre par Na-
pier, peuvent nous sembler un peu étranges
aujourd'hui. On a déja insisté sur la place qu'y
occupent les notions de suites arithmétique
et géométrique, maintenant absentes du
discours sur les logarithmes. Une autre par-
ticularité est reliée aux valeurs numériques
mémes déterminées par Napier.

Une motivation clé de Napier était de
construire un outil facilitant les calculs tri-
gonométriques, un domaine d'application
des mathématiques de toute premiere
importance a son époque. Cest pour cette
raison que la table produite par Napier
dans son Descriptio repose non pas sur
des nombres en général, mais plutdt sur le
sinus des angles allant de 0° a 90°, chaque
degré étant divisé en 60 minutes. A chacune
de ces valeurs de sinus (il y en a donc 5400 en
tout), Napier associe son logarithme, tel que
défini ci-haut.

[l faut par ailleurs souligner que la notion
de sinus de I'¢poque n'est pas tout a fait la
méme qu'aujourd'hui : le sinus est alors non
pas vu comme un rapport de cdtés dans un
triangle, mais plutdt comme la longueur d'une
demi-corde dans un cercle donné. Afin de
faciliter les calculs, il était d'usage de travailler
avec un cercle de grand rayon, de maniere
a eviter I'emploi de fractions et a se res-
treindre a des nombres naturels. Orala fin du
16 siécle, a I'tpoque ou Napier entreprit
ses travaux, c'est sur un cercle de rayon
10000000 que s'appuyaient certaines des
tables trigonométriques alors en circula-
tion™. C'est sans doute la la raison pour
laguelle Napier décide de se servir de cette
méme valeur pour asseoir la construction de
sa table logarithmique.

[l se dote donc d'un segment AB de longueur
107 = 10000000 (Constructio, article 24) et il
suppose que la vitesse initiale de chacun des
deux points Pet Qest aussi 107 (Constructio,
articles 25 et 26). Dans le cas de Q cette

14. De telles tables trigonométriques ont été
construites par Johann Mdiller, alias Regio-
montanus (1436-1476), et par Georg Joachim
de Porris, dit Rheticus (1514-1574).

vitesse demeure constante, alors que pour
P elle décroit « géométriqguement »™. Or le
rapport de cette suite géométrique doit
permettre de combler les écarts entre des
puissances entieres successives — voir a ce
propos les commentaires plus haut —, de
sorte qu'il est utile que ce rapport soit un
nombre prés de 1. A cet effet, Napier choisit
comme rapport

0,999 9999 = 1—%
10

(Constructio, articles 14 et 16). Une telle
valeur a aussi comme avantage que le calcul
de termes successifs de la progression
géométriqgue peut se ramener a une série
de soustractions, plutét que des multiplica-
tions itérées par 1-1077, ce qui a permis a
Napier de simplifier dans une large mesure |a
construction de sa table. Cette construction
demeure néanmoins en pratique un accom-
plissement époustouflant.

On observera que les valeurs numériques
des logarithmes créés par Napier sont
fort différentes de celles que I'on connait
aujourd'hui. Ainsi on a que Nlog(107) = 0.
Et Nlog(x) décroit lorsque x croit. De plus,
il n'est pas question de « base » dans les
propos de Napier (voir a ce sujet la Section
problémes). Mais I'essence du logarithme est
bel et bien Ia!

15. Les valeurs choisies par Napier ont pour

conséquence que la vitesse de P (en tant
gue nombre) est non seulement proportion-
nelle, mais est de fait égale a la distance de
P a B (voir la Section problemes).

Emergence logarithmique | Jérome Camiré-Bernier, Bernard R. Hodgson ¢ Université Laval
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Comment améliorer une solution imparfaite

a un probléme complexe?

Etsion s'inspirait de la nature
pour faire évoluer les solutions?

Algorithmes genetiques

Charles Fleurent
GIRO

L'inspiration de la nature

En 1859, le naturaliste Charles Darwin a
publié son célébre ouvrage L'origine des
espéces, qui présentait une théorie visant a
expliquer le phénomeéne de I'évolution. Cette
théorie révolutionnaire a provoqué plusieurs
débats a I'tpoque mais elle est maintenant
largement acceptée. Environ 100 ans plus
tard, elle a inspiré le professeur John Holland
qui a tenté d'implémenter artificiellement
des systemes évolutifs basés sur le proces-
sus de sélection naturelle. Ces travaux ont

ensuite mené aux algorithmes génétiques,
qui sont maintenant utilisés pour obtenir
des solutions approchées pour certains
problemes d'optimisation difficiles.

Les éléments de base

d’un algorithme génétique
Afin de comprendre I'analogie entre le
processus de sélection naturelle et un algo-
rithme génétique, rappelons tout d'abord les
mécanismes les plus importants qui sont a la
base de I'évolution.

1. L'évolution se produit sur des chromo-
somes qui représentent chacun des

Les travaux sur I'évolution des
especes vivantes du natura-
liste et paléontologue anglais
Charles Darwin (1809-1882)
ont révolutionné la biologie.
Dans son ouvrage intitulé
L'Origine des espéces paru
en 1859, Darwin présente le
résultat de ses recherches.
Darwin était déja célebre
au sein de la communauté
scientifique de son époque

pour son travail sur le terrain et ses recherches en géologie.
Ses travaux s'inscrivent dans la foulée de ceux du natura-
liste francais Jean-Baptiste de Lamarck (1744-1829) qui, 50
ans plus tot, avait émis I'hypothese que toutes les especes
vivantes ont évolué au cours du temps a partir d'un seul
ou de quelques ancétres communs. Darwin a soutenu, avec
Alfred Russel Wallace (1823-1913), que cette évolution était
due au processus dit de la « sélection naturelle ».

Comme il nait beaucoup plus d'individus de chaque
espéce qu'il n'en peut survivre, et que, par conséquent, il se
produit souvent une lutte pour la vie, il s'ensuit que tout
étre, s'il varie, méme légérement, d'une maniére qui lui
est profitable, dans les conditions complexes et quelque-
fois variables de la vie, aura une meilleure chance pour
survivreetainsiseretrouverachoisid'unefaconnaturelle. En
raison du principe dominant de 'hérédité, toute variété
ainsi choisie aura tendance @ se multiplier sous sa forme
nouvelle et modifiée.

Charles Darwin, 1859

Introduction a L'Origine des espéces.

individus dans une population.

2.

Le processus de sélection naturelle
fait en sorte que les chromo-
somes les mieux adaptés se
reproduisent plus souvent et
contribuent davantage aux popu-
lations futures.

. Lors de la reproduction, l'infor-

mation contenue dans les
chromosomes des parents est
combinée et mélangée pour
produire les chromosomes des
enfants (« croisement »).

. Le résultat du croisement peut

a son tour étre modifié par des
perturbations aléatoires (muta-
tions).

Ces mécanismes peuvent étre
utilisés pour spécifier un algorithme
génétique tel que celui décrit dans
I'encadré ci-dessous.



Pour adapter un algorithme génétique a un
probléme d'optimisation combinatoire, il suf-
fit alors de spécialiser certaines composantes
a la structure particuliére de ce dernier. En
général, les décisions portent sur les aspects
suivants :

Codage des solutions : il faut établir
une correspondance entre les solutions du
probléme et les chromosomes.
Opérateurs génétiques : il faut définir
des opérateurs de croisement et de mutation
pour les chromosomes.

Evaluation des chromosomes : la me-
sure d'adaptation des chromosomes a leur
environnement est donnée par une fonction
qui est calculée par un processus plus ou
moins complexe.

Il existe plusieurs moyens pour mettre en
ceuvre certains des mécanismes importants
d'un algorithme génétique. Par exemple,
la sélection des parents peut s'effectuer
de diverses facons. Dans une population
P= {x1, Xy, .. Xy} U la mesure d'adaptation
d'un individu est évaluée par une fonction f,
I'opérateur classique consiste a associer a
chaque individu x; une probabilité p; d'étre
sélectionné proportionnelle a la valeur de f
pour cet individu, c'est-a-dire:
p = )
: .
2 flx))

jeP

Algorithmes génétiques | Charles Fleurent ® GIRO

En pratique, on utilise souvent d'autres meé-
thodes de sélection pouvant se paramétrer
plus facilement. Ainsi, dans la sélection par
tournoi, un ensemble d'individus est sélec-
tionné aléatoirement, dont les meilleurs élé-
ments seulement sont retenus. Pour choi-
sir deux parents, on peut donc sélectionner
aléatoirement 5 individus et ne garder que
les deux meilleurs. Dans d'autres méthodes,
les individus sont ordonnés selon leur va-
leur pour la fonction f, et la sélection s'effec-
tue aléatoirement selon le rang occupé par
chaque individu. On utilise alors une distri-
bution biaisée en faveur des individus en téte
de liste.

Un autre mécanisme important est le mode
de remplacement des individus de la popula-
tion. Dans le modéle original, chaque popu-
lation de N individus est totalement rempla-
cée a chaque génération. D'autres stratégies
« élitistes » font en sorte d'assurer a chaque
génération la survie des meilleurs individus
de la population. C'est le cas entre autres des
modéles « stationnaires » ou un nombre res-
treint d'individus est remplacé a chaque gé-
nération. Dans ce cas, on ajoute souvent des
mécanismes supplémentaires empéchant
I'ajout d'individus identiques (doublons) dans
la population. Des implantations plus évo-
luées existent également pour des architec-
tures paralléles.
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Applications

Représentation des solutions
et opérateurs génétiques

Les premiers algorithmes génétiques utili-
saient tous une représentation binaire ou
chaque solution s est codée sous la forme
d'une chaine de bits de longueur n, ie.
slile {0,1},Vi=1,2, .., n.Pour cette repré-
sentation, 'opérateur de croisement classique
a un point consiste a choisir de facon
uniforme une position de coupure aléatoire
le {1,2 .., n=1}.Si les parents p, et p,
ont été sélectionnés pour la reproduction, les
solutions enfants e, et e, sont alors
construites de la facon suivante :

elil =p,lil, Vie{1, ... [}

e,lil =p,lil, Vie{l+1, .., n}
e, il =plil, Vie{1, ... 1}

e, il =p,lil, Vie{l+1, .., n}.

Lorsqu'on itére avec d'autres paires de
parents, on choisit aléatoirement, pour
chaque paire de parents, un nouvel opérateur
de croisement a un point. L'opérateur a un
point peut se généraliser en sélectionnant k
positions aléatoires plutdt qu'une seule. Dans
ce cas, les enfants sont produits en échan-
geant l'information chromosomique entre
les k points de coupure. En pratique, la valeur
k=2 est couramment utilisée. Un autre
opérateur trés populaire (croisement uni-
forme) utilise une chaine de bits générée
aléatoirement pour engendrer les enfants.
Pour chaque position, le choix aléatoire in-
dique quel parent déterminera la valeur des
enfants. Des exemples des opérateurs de
croisement a un point, a deux points, et
uniforme sont illustrés dans les tableaux
suivants. Des résultats théoriques et empi-
riquesindiquentquel'opérateurdecroisement
uniforme donne généralement des résultats
supérieurs a ceux produits par les deux
autres.

Parent 1 1T001T01101
Parent2 | 010111011
Position 4

aléatoire
Enfant1 | 1001 11011
Enfant2 f 010101101
Opérateur de croisement a un point

Parent1/ 1 00101 101
Parent2| 0 1 0111011

Position 4 A
aléatoire

Enfant1] 1T 001 1110 1

Enfant2l 0 1 01010 1 1
Opérateur de croisement a deux points

Parent 1 100101101

Parent2 | 01 0111011
Chaine
aléatoire | 011010100
de bits

Enfant1 | 110111001
Enfant2 | 000101111
Opérateur de croisement uniforme

Avec une représentation binaire, on utilise
généralement l'opérateur de mutation clas-
sique qui consiste a changer aléatoirement
un bit pour son complément.

Enfant 100101101

Mutations
aléatoires t f

Enfant 1170101100
Opérateur de mutation classique




Un exemple : le probleme
de satisfaisabilité booléenne

Pour certains problémes, la représentation
binaire des solutions est tout a fait intuitive
et bien adaptée. C'est le cas par exemple du
probléme de satisfaisabilité (SAT). Etant donné
une expression logique Fde n variables boo-
léennes x;, x,, ..., x, (voir encadré) ce probleme
fondamental (qui est a la base de la théorie
de la NP-complétude) consiste a trouver
une affectation aux variables de facon a
satisfaire F En établissant les correspondances
faux <> 0, vrai <> 1, on peut représenter
chaque solution par une chaine binaire de
longueur n et utiliser les opérateurs géné-
tiques classiques décrits précédemment.

Pour évaluer les solutions, I'expression
logique F peut étre exprimée comme une
conjonction (voir encadré) de m clauses:

m
F=/\C
j=1

Chaque clause est alors définie par une
disjonction de variables booléennes dont
certaines sont associées a un opérateur de
négation (indiqué par le symbole = ). Pour
satisfaire F, il faut donc satisfaire toutes
ses clauses. Pour un algorithme génétique,
chaque solution peut étre simplement éva-
luée par le nombre de clauses qu'elle satisfait,
par exemple noté par f. Si on considere par
exemple I'expression suivante pour F

=) Al VXA VX, v xg)
AX VX, VX3 VX,)
AX VX, VX VX VX,

la solution (1,0, 1,0,0) satisfait toutes
les clauses sauf la premiére alors que
la solution (0,1, 1,0, 1) satisfait toutes
les clauses et donc I'expression F.

Avec une représentation des chro-
mosomes, une fonction d'adaptation
f et des opérateurs de croisement
et de mutation, nous avons tous les
éléments pour implémenter un
algorithme génétique simple pour le
probléme de satisfaisabilité booléenne.
Le processus peut étre illustré par
le tableau en bas de page avec un
opérateur de croisement uniforme
représenté par la chaine de bits U.
Dans cet exemple simplifié, l'algo-
rithme a produit en sixgénérations une
solution qui satisfait I'expression boo-
léenne F (les 5 clauses sont satisfaites
pour un individu de la population).
Pour une fonction plus complexe
comprenant un grand nombre de va-
riables, on utilise des populations plus
importantes et laisse la population
évoluer lentement vers des solutions
de bonne qualité.

0,0,1,0,0), f= 4~
0,0,1,0,1),f=3
Ol 0l 1! 1' 1)! f= 4\

(
(
(
(1,1,1,0,0), f=4

= (Ol 1' 1' 110)
(0,0,1,1,0), f=4

(1,0,1,1,0), f=4
/

0,0,1,0,0), f=4

00111)f4

(
(1,
(
(1,1,1,0,0), f=4

=(0,0,1,1,0)
(0,0,1,1,0,f=4

(Ol 1' 1' 1l0]l f=5

Variable

Négation

Variables

Conjonction

X1y

1 1
110
0| 1
0] O

Variables

Disjonction

X1y

1
0
1
0

1
1
0
0

Algorithmes génétiques | Charles Fleurent ¢ GIRO
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Mutation d’une tournée

Mt
6
Shb

Qué
5

Rim

Val
4

Applications

Autres exemples

Les algorithmes génétiques ne sont pas
applicables qu'aux représentations binaires.
Par exemple, le probléme classique du com-
mis voyageur (Traveling Salesman Problem ou
TSP) consiste & identifier une tournée a colt
minimal qui visite chaque ville d'un ensemble
a couvrir. Méme si une tournée pourrait
alors théoriqguement étre représentée par
une chaine de booléens, on préfére générale-
ment utiliser une représentation plus directe
sous forme de permutation. Chaque permu-
tation spécifie alors I'ordre dans lequel sont
visitées les villes.

On doit alors définir des opérateurs de mutation
et de croisement pour une représentation
sous forme de permutation. Pour la muta-
tion, un simple échange entre deux
villes dans une séquence pourra faire
I'affaire. Par exemple :

Tournée originale : (Montréal, Rimou-
ski, Saguenay, Val d'Or, Québec, Sher-
3 brooke)

Aprés mutation : (Montréal, Rimouski,
Saguenay, Sherbrooke, Québec, Val
d'Or)

Pour le croisement, il est facile de
constater que des opérateurs sem-
blables a ceux décrits précédemment
ne pourraient préserver la structure

3 de permutation. Plusieurs opérateurs
valides ont toutefois été proposés. A
titre d'exemple, I'opérateur OX choisit
une sous-séquence dans la séquence
d'un des parents, et place les villes res-
tantes dans I'ordre défini par l'autre
parent. Dans le tableau ci-dessous, deux po-
sitions sont choisies aléatoirement afin de
définir une sous-séquence chez le premier
parent (étape 1). A I'¢tape 2, les villes res-
tantes sont placées selon I'ordre induit par le
deuxiéme parent.

P1 | Mtl [Sag | Val | Qué [ Shb | Rim
P2 | Qué [Rim | Mtl | Shb | Sag | Val
Ss t t
E1 Sag | Val |Qué
E2 | Rim Mtl | Shb
Enf| Rim|Sag | Val | Qué | Mtl | Shb

Une fois la représentation et les opérateurs
de base définis, on peut simplement évaluer
chaque tournée par la distance parcourue,
et tous les éléments sont en place pour
implémenter un algorithme génétique pour le
probleme TSP.

Coloration de graphe

Un autre probléeme classique, celui de colo-
ration de graphe’, est aussi abordable par les
algorithmes génétiques.

Pour un graphe G = (V, £) constitué d'un en-
semble de nceuds Vet d'arétes E, un coloriage
est une partition de V en k sous-ensembles
(couleurs) C,,C,, .., C,pour lesquels u, v e C;
= (u, V)¢ E, i.e. que deux nceuds ne peuvent
avoir la méme couleur s'ils sont liés par une
aréte. Le probleme de coloration de graphe
consiste a trouver un coloriage utilisant un
nombre minimal de sous-ensembles. Ce type
d'approche permet notamment de résoudre
a colt minimum des conflits d'horaire. En
pratique, on choisit d'abord une valeur-cible
pour k et chaque chromosome constitue une
partition de V en k sous-ensembles. Les so-
lutions sont codées sous forme de chaines
en liant l'indice de chaque nceud a l'un des k
sous-ensembles.

Un coloriage imparfait

1. Voir « Le théoreme des quatre couleurs »,

Accromath, 74.1, 2019.



Par exemple, si on associe C, a bleu, C, a
rouge et C, a vert dans le coloriage im-
parfait de la page précédente, la partition
des nceuds associée a cette solution est
(1,2,3,2,3,2,1,2,3,1),carlesnceuds 1,7 et 10
sont dans C,, les nceuds 2, 4, 6 et 8 dans C, et
les nceuds 3, 5, et 9 dans C,. En définissant |a
fonction fcomme le nombre de fois ou la régle
du coloriage n'a pas été respectée, on obtient
f(C,C,C)=0+1+1=2rcarona0aréte
dans C,, 1 aréte dans G, (entre les nceuds 2 et
4) et 1 dans C, (entre les noeuds 3 et 5).

De facon générale, le probléme de coloriage
consiste a générer une partition telle que
f(C, C, .. C) =0, avec un k le plus petit
possible. Avec la représentation en chaine
de la partition, il est facile de définir des
opérateurs de croisement et de mutation
semblables a ceux utilisés pour les représen-
tations binaires. Les résultats rapportés dans
la littérature indiquent que l'opérateur de
croisement uniforme domine encore ceux a
un point et a deux points.

Est-ce que ca fonctionne?

Il n'y a aucun doute que les algorithmes
génétiques peuvent étre utilisés pour
traiter des problémes d'optimisation. Leur
performance relative varie cependant
selon les contextes. Lorsqu'un probléme est
bien étudié, il est généralement préférable
d'avoir recours a des algorithmes spécialisés
qui peuvent tirer avantage de certaines
structures spécifiques. Pour le probleme TSP
par exemple, des approches basées sur la
programmation en nombres entiers peuvent
maintenant résoudre de facon optimale des
exemplaires de plusieurs dizaines de milliers
de villes. Il serait donc mal avisé d'utiliser
un algorithme génétique pour résoudre ce
probléme (& moins de vouloir étudier leur
comportement, ce qui peut étre tout a fait
légitime et amusant).

Les algorithmes génétiques ont tout de
méme I'avantage d'étre simples a mettre en
place. En fait, une méthode de codage, des
opérateurs de croisement et de mutation,
ainsi qu'une fonction d'évaluation sont suf-
fisants pour utiliser une approche évolutive.
On obtient alors une approche robuste qui
peut étre tres utile si la fonction a optimiser
est « floue » (fuzzy) ou si on dispose de peu de
temps pour étudier le probléme a optimiser.

Les algorithmes génétiques peuvent éga-
lement étre combinés a d'autres approches
d'optimisation pour donner lieu a des
méthodes hybrides trés puissantes, souvent
parmi les meilleures disponibles. On peut par
exemple utiliser des opérateurs de mutation
plus sophistiqués pour optimiser le résultat
de chaque croisement. Pour l'algorithme
hybride résultant, la composante « géné-
tique » vise alors a enrichir la recherche, en
misant sur les éléments qui constituent sa
force, i.e. l'utilisation d'une population diver-
sifiée qui permet I'accés aux caractéristiques
variées de plusieurs individus, et au proces-
sus de sélection (artificielle dans ce cas), afin
d'orienter l'exploration vers les meilleures
régions de I'espace de solutions. C'est bien
la I'une des lecons a tirer de I'observation de
la nature.

Algorithmes génétiques | Charles Fleurent ¢ GIRO
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Rubrique des I

L'information

paradoxale

Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences
et Technologies de Lille

Comme le précédent, ce paradoxe est
aussi un paradoxe sur l'information cachée,
cependant il nécessite une patience bien
supérieure pour étre résolu.. ou l'aide d'un
ordinateur.

On choisit cing nombres a, b, ¢, d et e vérifiant
les relations :

1<a<b<c<d<e<0.

Autrementdit : les cing nombres sont compris
entre 1 et 10, tous différents et classés par
ordre croissant. On indique leur produit P
a Patricia (qui est brune), leur somme S a Sylvie
(qui est blonde), la somme de leurs carrés
C=02+b02+C+ 2+ e
a Christian (qui est barbu) et la valeur
V=(a+b+d(d+ ¢

a Vincent (qui est chauve).

lls doivent deviner quels sont les nombres a,
b c dete

1- Une heure apres qu'on leur a posé le
probléme, les quatre personnages qu'on
interroge simultanément répondent tous
ensemble:

« je ne connais pas les nombres a, b, ¢, d
et en.

2- Une heure apres, les quatre personnages
qu'on interroge a nouveau répondent
encore tous ensemble :

« je ne connais pas les nombres a, b, ¢, d
et en

3- Une heure apres, les quatre personnages
qu'on interroge a nouveau répondent
encore tous ensemble :

« je ne connais pas les nombres a, b, ¢, d
et en. Etc.

23- Une heure apreés (soit 23 heures aprés
la formulation de I'énoncél), les quatre
personnages qu'on interroge a nouveau
répondent encore tous ensemble : « je ne
connais pas les nombres a, b, ¢, d et e».

Cependant, aprés cette 23°M réponse, les
visages des quatre personnages s'éclairent
d'un large sourire et tous s'exclament : « c'est
bon, maintenant, je connais a, b, ¢, d et e ».

Vous en savez assez maintenant pour
deviner les 5 nombres a, b, ¢, d, e. [l semble
paradoxal que la répétition, 23 fois, de la
méme affirmation d'ignorance de la part des
personnages soit porteuse d'une information.
Pourtant, c'est le cas. Essayez de comprendre
pourquoi et, ensuite, armez-vous de courage :
la solution est au bout du calcul.




Solution du paradoxe précédent

L’'information paradoxale

Il arrive que I'on pense ne pas disposer d'assez d'infor-
mations pour résoudre un probléme, alors qu'en réalité
tout est a notre disposition. Certaines situations sont
si extraordinaires qu'elles apparaissent paradoxales. En
voici un exemple.

Un homme bavarde avec le facteur sur le pas de la
porte de sa maison. Il lui dit:

« C'est amusant, je viens de remarquer que la somme
des ages de mes trois filles est égale au numéro de ma
maison dans la rue. Je suis sr que, si je vous apprends
que le produit de leur age est 36, vous saurez me dire
leur age respectif !'»

Le facteur réfléchit un moment et lui répond :

« Je suis désolé, mais je ne peux pas trouver ».
L'homme s'exclame alors :

« Ah oui ! J'avais oublié de vous dire que I'ainée est
blonde !».

Quelques secondes apres, le facteur lui donne la
bonne réponse ! Aussi paradoxal que cela apparaisse,
vous pouvez déduire de cet échange I'age des filles de
I'nomme sur le pas de sa porte.

Solution

Les différentes décompositions de | produits [Sommes

36 en produit de trois entiers et’Ies 11536 o

sommes des facteurs sont données | 54344 1

dans le tableau ci-contre. Ix3x4 10

Le facteur connait la somme des | 1x2x18 21

ages des trois filles car il est sur | 1X3x12 | 16

le pas de la porte. S'il ne peut pas 1x6x6 13

trouver leurs ages respectifs, c'est | X9 | 14
2x2x9 13

que, parmi les produits possibles,
compatibles avec la somme qu'il connait, il y en a deux
qui donnent la méme somme. C'est donc que la somme
est 13. Les deux possibilités sont donc 1-6-6 et 2-2-9.
La premiére est éliminée car deux enfants ne peuvent
avoir le méme age que s'ils sont jumeaux et alors il n'y
a pas d'ainée. La solution est donc 2-2-9. Les ages des
filles de I'nomme sur le pas de sa porte sont 2, 2 et
9 ans.
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Archimede,
L’Arénaire
Si des nombres sont
contindment en pro-
portion a partir de
I'unité, et que cer-
tains de ces nombres
sont multipliés entre
eux, le produit sera,
dans la méme pro-
gression, éloigné du
plus grand des nom-
bres multipliés d'autant
de nombres que le
plus petit des nom-
bres multipliés I'est
de I'unité dans la pro-
gression, et il sera
éloigné de I'unité de
la somme moins un
des nombres dont les
nombres  multipliés
sont éloignés de I'unité.

A propos
de Napier

Puisque des distances parcou-
rues dans des temps égaux
sont dans le méme rapport
que les vitesses, il s’ensuit
que la vitesse du point P sur
chaque intervalle est pro-
portionnelle a la distance de
I'extrémité gauche de cet
intervalle au point B. (p. 22)

Algorithmes dans I'histoire
1. Déterminer les PGCD des couples:

a) 924,3135 ¢) 2530,9639

b) 83, 337

L'héritage de Fermat

1. Appliquer la méthode de Fermat pour
factoriser les nombres suivants:

a) 493 b) 1247 ¢) 6903

2. Supposons qu'un entier n est le produit
de deux nombres premiers p < g et que
qg-p< 2@. Montrer qu'en utilisant la
méthode de Fermat, ce nombre n peut étre
factorisé en seulement une étape.

Emergence logarithmique
1. Soit la suite arithmétique (a+ nd),cy-

a) Montrer que chaque terme (a I'ex-
ception du premier) est la moyenne
arithmétique de ses deux voisins.

b) Montrer un résultat analogue pour la
suite géométrique (ar"),cy-

2. Montrer qu'en termes modernes, le
passage de LArénaire ci-haut porte sur les
notions de suites arithmétique et géome-
trique, et sur la régle du produit de deux
puissances.

Tuyau : Des nombres « continlment en
proportion a partir de I'unité » forment une
suite géométrique dont le premier terme
est 1.

3. En comparant les deux tables tirées de la
tablette MLC 02078 (pp. 19 et 20), on y voit
la suite géométrique,

2-4-8-16-32-64
étre associée a deux suites arithmétiques.
Relier directement ces deux suites arith-
métiques l'une a l'autre.
Tuyau :On peut y voir du logarithme.

4. Soit deux points P, et P, sur un segment
AB (voir figure). Montrer que:

ﬂ—@ alors @_PZB.
AB  PB' AB

a) si :
FB

b) la réciproque est elle aussi valide.

5. la suite de segments AB, P,B, P,B, P,B, ..
forme une progression géométrique
décroissante (p. 22). On désigne par r
le rapport de cette suite géométrique
(on a donc r < 1) et par z la longueur du
segment AB.

a) Interpréter en termes de z et de r les
segments AB, P, B, P,B, P;B, ..

b) Exprimer a l'aide de z et de r les
longueurs des intervalles AP, PP,
P,P,, PP, ..

c) Appliquer ces résultats aux valeurs
numériques choisies par Napier (voir
p. 23).

d) Et que dire dans ce contexte de la suite
arithmétique déterminée par le mouve-
ment du point Q (p. 22)?

6. a) Expliquer l'observation dans I'encadré
ci-bas, au cceur de la démarche de
Napier.

b) En conclure que pour Napier, la vitesse
de Pen un point donné est égale a sa
distance de I'extrémité B.

Tuyau :La constante de proportionnalité
de la partie a) est 1.

7.0n veut interpréter ici le modéle géomé-
trico-cinématique de Napier a l'aide du
calcul différentiel et intégral (moderne).

On appelle x(¢) la distance séparant P de

I'extrémité Bau temps t, et y(t) la position

du point Q au temps t.

a) Montrer que le déplacement de Q
est décrit par I'équation différentielle
dy/dt = 107, avec comme condition
initiale y(0) = 0.

Tuyau : La vitesse est la dérivée de la
distance parcourue par rapport au
temps.

b) Montrer de méme que le déplace-
ment de P est décrit par dx/dt = -x,
avec x(0) = 107

¢) Résoudre ces deux équations différen-
tielles.

d) Montrer comment on pourrait en tirer
une notion de « base » pour les loga-
rithmes de Napier'.

1. Au plan historique, une telle idée de « base »
chez Napier est une pure fabulation.



o plus!

Histoire des mathématiques
Emergence logarithmique : la «mirifique » invention de Napier

e Lelivre
Havil, Julian, John Napier : Life, Logarithms and Legacy. Princeton University Press, 2014
est une mine d'or pour des informations sur la vie et I'ceuvre de Napier.

Le contexte ayant mené a la naissance des logarithmes est exposé dans

Friedelmeyer, Jean-Pierre, « Contexte et raisons d'une ‘mirifique’ invention. » In : Evelyne Barbin et al.,
Histoires de logarithmes, pp. 39-72. Ellipses, 2006.

Le sous-titre de 'article d'Accromath a été emprunté au titre de ce texte.

Les deux traités de Napier sur les logarithmes, le Mirifici logarithmorum canonis descriptio

et le Mirifici logarithmorum canonis constructio, peuvent étre trouvés facilement (en latin) sur la Toile.
Une traduction anglaise de ces traités est accessible a partir du site de lan Bruce sur les mathématiques
des 17¢ et 18¢ siecles : http://www.17centurymaths.com/

La citation de Laplace se retrouve aux pp. 446-447 de :
CEuvres complétes de Laplace : Exposition du systéme du monde. (6° édition) Bachelier, Imprimeur-Libraire, 1835.
(Disponible sur Google Livres)

La tablette mésopotamienne MLC 02078 est étudiée (pp. 35-36) dans
Neugebauer, Otto, et Sachs, Abraham, Mathematical Cuneiform Texts. American Schools of Oriental Research,
1945,

e Pour plus d'information sur I'emploi des vocables « arithmétique » et « géométrique », voir
Charbonneau, Louis, « Progression arithmétique et progression géométrique. » Bulletin AMQ 23(3) (1983) 4-6.

e Publiés en allemand en 1770, les Eléments d’algébre de Leonhard Euler sont parus en traduction francaise
dés 1774. Cette version est accessible a partir du site Gallica de la Bibliotheque nationale de France.
https://gallica.bnf.fr/

e |'extrait de L’Arénaire — voir la Section problemes — se trouve (p. 366) dans
Ver Eecke, Paul, Les ceuvres completes d’Archiméde, tome 1. Vaillant-Carmanne, 1960.

Applications des mathématiques
L’héritage de Fermat
¢ \W.B. Hart, « A one line factoring algorithm», J. Aust. Math. Soc. 92 (2012), no. 1, 61-69.
* R.S. Lehman, « Factoring large integers », Math. Comp. 28 (1974), 637-646.

e M.A. Morrison and J. Brillhart, « A method of factoring and the factorization of F 7 »,
Math. Comp. 29 (1975), 183-205.

e C. Pomerance, «The quadratic sieve factoring algorithm », Advances in Cryptology (Paris, 1984), 169-182,
Lecture Notes in Comput. Sci., 209, Springer, Berlin, 1985.
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