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De I'art de la multiplication

De maniere générale, une addition est vue a
juste titre, dans la plupart des systémes de
numération, comme une opération plutdt
simple a effectuer. Mais il n'en va pas
forcément ainsi de la multiplication.
Méme en se restreignant a des entiers
positifs, il ne serait ni judicieux ni

Jérome

par l'abjection novenaire3), connue des ma-
Camiré-Bernier

thématiciens indiens des I'an mille: afin de
valider un résultat, on reprend le calcul «mo-
dulo 9», c'est-a-dire en retranchant autant
de fois 9 qu'il est possible de chacun des
nombres en jeu — une telle manipulation
arithmétique s'exécute trés facilement (et par
de simples additions) dans notre systéme de

Bernard R. Hodgson
Université Laval

o /o efficace de ramener le calcul d'un  numération en prenant la somme des chiffres
2/ 9173/ 4lt produit tout bonnement & une série  de chacun des nombres. Ainsi, revenant au
I's {J:ﬂ,ﬂ,' {" d'additions répétées. C'est ce qui calcul précédent, on voit que les restes du
ﬂ:{ 5 /; T explique la présence au fil des ages multiplicande 934 et du multiplicateur 314,
o , _de diverses méthodes pour exécuter en divisant par 9, sont respectivement 7

Muiltiplication par jalousie . . . A
(1478) correctement, voire aisément, une et 8, dont le produit, 56, a lui-méme pour

multiplication. reste 2. Or le « candidat-produit » 293 276

Une preuve par neuf

Un cas remarquable est celui de la multipli-
cation par jalousie', qui a connu une forte
popularité lors de la diffusion de I'écri-
ture indo-arabe des nombres, notamment
durant la premiére moiti¢ du deuxiéme
millénaire. Cette méthode repose sur une
grille rappelant la forme d'une jalousie et
qui vient soutenir les manipulations arith-
métiques en cause. Le fonctionnement de
la grille est on ne peut plus limpide, comme
on peut l'observer sur la figure ci-haut?
montrant le calcul du produit
de 934 et 314. (Voir aussi la

Section problémes.)
Une technique fort répandue
accompagnant souvent un

calcul multiplicatifestla preuve
par neuf (aussi appelée preuve

1. De I'italien gelosia, de méme origine que
le mot « jaloux ». Une jalousie désigne un
volet mobile composé de lattes orientables
et paralleles permettant de voir sans étre vu.

2. Figure tirée de L'Arte dell’Abbaco, recueil
publié en 1478 et aussi connu sous le nom
d’Arithmétique de Trévise.

a lui aussi pour reste 2 et passe donc le test.
Mais cela montre-t-il hors de tout doute qu'il
s'agit du produit recherché ? Attention ici aux
faux positifs... (Voir a ce propos la Section
problémes).

Des tables pour
la multiplication

Pour effectuer a la mitaine une multiplica-
tion, il faut bien slr « connaitre ses tablesn»,
la table de multiplication des nombres de
1 a9 se retrouvant de ce fait a la base de
I'arithmétique dans I'enseignement primaire.
(La version montrée a la page suivante, qui a
longtemps figuré au dos de cahiers d'exer-
cices, se raméne dans la pratique a la table
familiére 9x9 a double entrée, dite table de
Pythagore dans le jargon scolaire.) Certaines
tables ont méme été publiées donnant expli-
citement tous les produits de nombres pris

3. Du latin abjectio, « suppression » (de la famille
étymologique du mot « jeter »), et novem, le
nombre « neuf ». Cette expression est utilisée
notamment par le mathématicien allemand
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) dans sa
Préface a la Science générale.



deux a deux dans
()  un intervalle don-
né. Un cas célébre

90 est d(l au mathé-
maticien alle-
mand Leopold
Crelle* (1780-
1855),quiapublié

62 9
o 8

en 1820 une table de tous

les produits jusqu'a 1000x 1000.

Mais ce document de Crelle, il convient de

le souligner, fait prés de 2000 pages®! Pas
vraiment commode a utiliser...

0100

Il 'y a a peine un siécle, plusieurs voyaient
les tables numériques pouvant aider a
effectuer une multiplication comme des
outils mathématiques utiles et pertinents.
Si on dispose par exemple d'une table
répertoriant les nombres triangulaires —
de la forme T =1+2+3+-+n pour n un
entier positif —, on peut faire appel a une
¢galité telle

ab=T, ,-T-T,

a a

(peut-étre un brin ésotérique...) pour calcu-
ler le produit de deux entiers par addition
et soustraction. (Voir la Section problémes.)
Une telle approche a effectivement été pro-
posée au 18¢ siecle, mais sans grand impact,
semble-t-il.

Une autre facon un peu singuliere de
multiplier deux nombres — dont d'aucuns
faisaient la promotion encore vers la fin du
19¢ siécle — repose sur l'identité élémentaire

4ab= (0 + b)? - (0 - b)?,

connue depuis fort longtemps
(la figure ci-contre en donne
une preuve visuelle sans doute
d'origine ancienne).

Si on dispose d'une table des carrés, on peut
donc obtenir le produit de deux nombres
en calculant d'abord leur somme et leur
différence, puis en trouvant dans la table les

4. Crelle est connu pour avoir fondé a Berlin
en 1826 le Journal flr die reine und ange-
wandte Mathematik Journal de mathéma-
tigues pures et appliquées), une revue de
mathématiques tres prestigieuse et la plus
ancienne encore en existence. On trouve au
fil des ans dans le « Journal de Crelle » des
articles de mathématiciens parmi les plus émi-
nents, notamment Abel, Cantor ou Gauss.

5. Etpourtant Crelle y utilise de nombreux strata-
gemes qui allégent considérablement sa table.
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1= 0= 30000 - 12 =602 = 72002 - BA12 - 08017 = 1OR 1T - 1= 12]12 = 1

carrés correspondants dont on fait ensuite
la différence, que I'on divise finalement par
4. Un processus qui peut sembler complexe,
mais plus efficace pour de grands nombres
que le calcul du produit directement a la main.
Cette méthode de multiplication a été utili-
sée des 1690 par le mathématicien allemand
Johann Hiob Ludolf (1649-1711) dans son
recueil Tetragonometria tabularia, une table
donnant les carrés des entiers de 0 a 99 999.
De fait I'approche proposée par Ludolf,
afin de réduire la taille des nombres en jeu,
revient plutdt a l'identité équivalente

() (5)

(voir I'encadré Un calcul & la Ludolf).
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Sous un tel angle, la méthode peut étre

g vue comme faisant intervenir en pra-
T :"L“LF'L'“{}*{% tique des valeurs numériques qui sont le
i “[.m‘i\"\alﬂ*’* ¥ quart de carrés d'entiers,
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“gxwwg“;“i D e A de tels nombres, ce qui a été réalisé
B sspasma YOUIE: indépendamment en 1817 par
- Antoine Voisin (France) et par Anton
e Philipp  Birger (Allemagne). Le
A titre du recueil de Voisin est en soi
APAMID L

assez remarquable : Tables de
multiplications, ou logarithmes
des nombres entiers depuis
1 jusqu'a 20 000, au moyen

desquelles on peut multiplier
tous les nombres qui n'excédent
pas 20 000, etc. (voir la figure ci-contre).
Remarquable non seulement par sa verbosité
— dans le style du temps, il faut le dire —
mais surtout par I'emploi (erroné!) du mot

logarithme : les « logarithmes » de Voisin
n‘ont absolument rien a voir avec cette no-
tion telle qu'on la connait aujourd'hui et
dont il sera question plus bas. Quelques
autres « tables de quarts de carrés » furent
publiées au cours du 19¢ siécle, les plus pro-
lifiques permettant de calculer des produits
de nombres jusqu'a 200 000.

Tombée en désuétude aujourdhui, la
méthode des quarts de carrés demeure un
témoignage historique éloquent quant au
défi pratique qu'a pu représenter au fil des
ages le calcul d'un produit, méme pour des
entiers assez modestes. Pouvoir ramener
une multiplication a une soustraction de
nombres pigés dans une table représente
un atout majeur, en termes de la complexité
des manipulations a accomplir. Il est frap-
pant a cet égard de voir James Glaisher
(1848-1928), théoricien des nombres
réputé de I'Université de Cambridge, en faire
la promotion en 1889 dans Nature, revue
scientifique parmi les plus anciennes et les
plus renommeées (voir Pour en savoir plus).
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S'intéressant au calcul d'un produit dont
on souhaite connaitre tous les chiffres, un
par un — et non pas simplement un ordre
de grandeur —, Glaisher déplore que la
méthode des quarts de carrés soit si peu
connue. Il insiste notamment sur la légéreté
de l'instrument de travail sur lequel elle
s'appuie :comme il s'agit d'une table a simple
entrée, son volume est réduit de maniére
considérable, comparativement a une table a
double entréecomme ce serait le cas avec une
table de Pythagore usuelle jusqu'a un entier
n donné®. Il s'étonne par ailleurs qu'il ait
fallu attendre le début du 19¢ siécle pour
disposer de tables de quarts de carrés,
étant donné la simplicité tant de la formule
algébrique a la base de la méthode que des
opérations arithmétiques intervenant dans
la construction méme de la table — voir a
ce sujet l'encadré A propos de la méthode
des quarts de carrés. (Insistons, concernant
ce dernier point, sur le fait que la construc-
tion de tables de logarithmes — au sens usuel
— est d'un niveau de complexité tout a fait
autre. On y revient dans un prochain texte.)

Mais Glaisher réalise pleinement que si les
tables de quarts de carrés ont tant tardé,
voire failli, a prendre leur essor, c'est en raison
de l'arrivée spectaculaire des logarithmes au
début du 17¢ siecle — épisode qui marqua
indéniablement un point tournant dans
I'nistoire du calcul.

Une autre méthode de calcul qui a connu
ses heures de gloire est la multiplication
par prosthaphérése’. On y fait intervenir des
valeurs trigonométriques afin de trouver
le produit ou le quotient de deux nombres

(voir l'encadré Une curiosité historique :

la prosthaphérése). Mais cette méthode est
rapidement tombée en désuétude, principa-
lement, 13 encore, en raison de l'arrivée des
logarithmes.

6. Pour rester dans le type de comparaison
que propose Glaisher, on peut observer que
la table de Voisin fait un maigre 123 pages,
ce qui permet d'effectuer tous les produits
de deux nombres dont la somme n'excede
pas 20 000. C’est vraiment peu, si on com-
pare avec la volumineuse table de Crelle qui
couvre pourtant un intervalle de nombres
beaucoup plus restreint.

7. Mot formé a partir du grec tpooBeail,
«addition », et aponpeoil, « soustraction »,
deux étapes intervenant dans I'algorithme.

Une mirifique invention

Les développements majeurs surve-
nus au 16¢ siécle, dans des domaines
tels l'astronomie — sous l'influence
du Danois Tycho Brahe (1546-1601)
et de ['Allemand Johannes Kepler
(1571-1630) — ou encore la naviga-
tion, rendaient impérieux le besoin de
faciliter I'exécution de calculs longs
et compliqués. De meilleurs outils
permettant des observations plus fines,
il fallait pouvoir en rendre compte
aussi bien dans I'efficacité calculatoire
que dans la précision des résultats
obtenus. Si la prosthaphérése a pu
servir dans un tel contexte, c'est
I'introduction par le baron écossais
John Napier® (1550-1617) du concept
de logarithme®, dans son ouvrage
Mirifici logarithmorum canonis des-
criptio’ (1614), qui vint révolutionner
le paysage numérique, et ce de facon
durable.

Nous reviendrons dans un prochain
texte sur les origines de la notion de
logarithme" et sur I'apport d'autres
contributeurs tels Jost Birgi (1552-
1632) ou Henry Briggs (1556-1630),
de méme que sur la construction
de tables de logarithmes, que nous
tenons pour acquises dans ce qui suit.

8. Le patronyme Napier a connu diffé-
rentes graphies, notamment Naper et
Neper.

9. Du grec hoyol, « rapport », et apifuol,
« nombre ».

10. C’est-a-dire Description de la merveil-
leuse regle des logarithmes.

11. A propos de I'origine des logarithmes,
voir aussi I'article sur John Napier
dans ce numero.

. \calo
pWe
N L6\

6
A 2

ol
‘ 68\ 4
“gl 69\16\20

3 0\2

Extrait de la table des quarts
de carrés de Voisin (1817)

319 ‘

wd ol L bl ==

Gl Gl Tl o Gl

Gl Bl Bl
A

£l

.'m.r|

0\

,’8
Aa 0
%'L
29

24
03

3
3
'
(|
| S W0 b1 ]
}
3
i

LS

A 2+

5 A0

S50 |

24149
Ll Ty L

|

|

1

[
25 1ED a6
4146 3
24503
23964 ||
cali |
2okil
2ahild) |
3760
xE3 |
25021 |
il |
26244
261045

il
HAGT |

ST

¥T0 |
L
- ||

il
o
1756

]
]
¥
SR N
002 397
W27 6
]

SN : J0

g \©

6 \° G

21 3
36 A0

2
E 38 >0

jli'lnu

1 -

ol |

RGO
W70
3l [52
320

31 306G

J16R4
ilgha
Al
32xH)
300
32540
32761
32043
dal2a
33506
BN
372

qaE5s0

3225

30006
1204
A2
Yasal |
w0 i

o1 Accronuoth  voi. 14« hiver - printemps 2019



(] Accronuoth  voi. 14« hiver - printemps 2019

Le but premier de ce nouvel
outil était de transformer une
multiplication en addition et
une division en soustraction.
Contrairement au contexte
d'une  multiplication  par
quarts de carrés (voir ci-haut),
son emploi en astronomie ou
en navigation visait non pas a
connaitre le nombre résultant
d'un calcul dans sa totalité,
chiffre par chiffre, mais plutot
a trouver son ordre de gran-
deur ainsi qu'une tranche de
chiffres significatifs. C'est Ia
le propre de calculs portant
sur des nombres découlant de
mesures physiques, obtenues
selon un certain degreé de preé-
cision. (Nous passons sous
silence ici les régles de
I'varithmétique des chiffres
significatifs ».)

Exprimée en notations mo-
dernes, l'idée sur laquelle
s'appuie le concept de loga-
rithme est de regarder un
nombre en lien avec l'expo-
sant dont il faut affecter une
certaine « base » donnée pour
le retrouver. Plus précisément,
un réel b strictement positif
et différent de 1 ayant été
fixé (la base) et considérant
un réel positif x, le logarithme
de x dans la base b, noté log, X,
est par définition l'exposant
(unique) u tel que bY=x. De
la suit immédiatement la
propriété fondamentale des
logarithmes : étant donné
deux réels (positifs) x et y de
logarithme respectif u et v,
on a

Xy =bUx bV= butv,
et donc log,xy=log,x+log,y,
tel que désiré. On vérifierait de
méme des relations analogues
pour le logarithme d'un
quotient ou d'une puissance.

Calculs logarithmiques

Nous proposons au lecteur un exercice sans
doute suranné, mais qui conserve un charme
indéniable : la recherche d'un produit a
I'aide d'une table de logarithmes. L'occasion,
somme toute, d'apprécier un savoir scolaire
aujourd'hui disparu mais encore d'impor-
tance il y a moins de cinquante ans... Nous
utiliserons a cette fin une table de logarithmes
de base 10 — appelés dans la littérature
logarithmes décimaux ou vulgaires, ou
encore logarithmes de Briggs'?. Dans ce qui
suit, la notation log x représente donc log, .

Considérons une valeur particuliere de X,
par exemple x = 578. Il est alors clair que
2 < logx < 3. Ecrivant x en notation scienti-
fique sous la forme x = 5,78 x 102, on a donc

log578 =log5,78 +log 10?
=l0g5,78 + 2.

On voit ainsi que la recherche de log 578 fait
intervenir le nombre log 5,78 qui est compris,
lui, entre 0 et 1. On aurait de méme

log5780 =log5,78 +log 10°

=log5,78+3,
ou encore
log 0,00578 =log5,78 +log 103
=log5,78-3.

Ces observations sont tout a fait géné-
rales : tout réel positif x peut se représenter
sous la forme x = y x 10¢ avec y un réel tel
que 1<y<10 (la virgule décimale de y est
alors dite en position standard) et c un entier
(positif, négatif ou nul). L'exposant ¢ — qui
correspond a la partie entiere du réel logx
— <s'appelle la caractéristique de logx,
tandis que le réel log y - la partie décimale de
log x - en est appelé la mantisse’. (Puisque

1<y<10, on a évidemment 0<log y<1.)

12. Par opposition aux logarithmes naturels
(parfois dits népériens), de base e.

13. De mantissa, mot latin dont la signification
exacte n'est pas attestée mais qui est relié
a l'idée de « supplément » ou de « surplus »
(par exemple surplus de poids). Utilisé par
John Wallis dans son De algebra tractatus
(1693) pour désigner la partie décimale d’un
nombre, le mot mantisse se retrouve avec
son sens moderne dans I'Introductio in
analysin infinitorum de Leonhard Euler
(1748).
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La recherche du logarithme d'un réel xdonné
porte donc essentiellement sur la recherche
de sa mantisse, de sorte qu'une table de lo-
garithmes (dans les faits, une « table de man-
tisses ») peut se restreindre a des réels entre
1 et 10. Mais selon le degré de précision
visé, il est souvent plus commode de voir les
nombres comme des entiers allant de 100 a
1000 (on considére alors des nombres ayant
trois chiffres significatifs — cette table était
fréquemment utilisée dans I'enseignement
secondaire)', ou encore de 1000 & 10 000
(avec quatre chiffres significatifs). De plus les
logarithmes eux-mémes pourront étre précis
a quatre positions décimales (cas encore une
fois fréquent dans l'enseignement secon-
daire), ou & cing décimales'®.

La figure ci-contre montre un extrait d'une
table de logarithmes a quatre positions dé-
cimales pour des nombres a trois chiffres si-
gnificatifs (donc entre 100 et 1000). On vy lit
entre autres que log5,78=0,7619, d'ou on
tire immédiatement que log578=2,7619 et
log5780=3,7619. Quant a log0,00578, on
obtient bien sar

log0,00578=0,7619 - 3,

que l'on serait peut-étre tenté d'écrire com-
me -2,2381. Mais l'usage montre qu'il vaut
mieux dans ce contexte conserver les man-
tisses positives, de sorte que l'on ferait
plutdt appel a une notation telle 3,7619 pour
représenter ce logarithme.

Par exemple, si on s'intéresse au produit
p=59x0,00578, on trouve

logp = log59+ log0,00578
=1,7709 + 3,7619
=(1+3)+(0,7709 + 0,7619)

2+ 15328

1,56328.

14. Tout nombre inférieur a 100 a un logarithme

de méme mantisse que son produit par

10 ou 100 — qui sera alors un nombre entre
100 et 1000 -, selon que le nombre est
entre 10 et 100 ou entre 1 et 10.

15. Des tables de logarithmes a six, voire sept,
positions décimales étaient d’usage relative-
ment courant.

16. Voir Marie Beaulieu et Bernard R. Hodg-
son, Accromath, vol. 10, hiver-printemps
2015, p. 23.

Extrait d'une table de logarithmes
(mantisses a quatre positions décimales)

[nJo] 1= 2 3 4 [|5]6 7

8 g

[ 33 |5185] 5198 5211 5224 5237 |5250| 5263 5276
34 |5315| 5328 5340 5353 5366 |5378| 5391 5403
i 35 |5441| 5453 5465 5478 5490 |5502| 5514 5527

55 |7404] 7412 7419 7427 7435 |7443| 7451 7459
56 |7482| 7490 7497 7505 7513 |7520| 7528 7536
57 |7559| 7566 7574 7582 7589 [7597| 7604 7612
58 |7634] 7642 7649 7657 7664 |7672| 7679 7686
59 |7709| 7716 7723 7731 7738 7745 7752 7760
60 |7782 7789 7796 7803 7810 |7818| 7825 7832
. 61 |7853| 7860 7868 7875 7882 |7889| 7896 7903

On voit alors que p est I'antilogarithme
de 15328, c'est-a-dire le nombre dont le
logarithme est 1,5328. La caractéristique
de ce log nous donne la puissance de 10
en cause: 107". Quant & sa mantisse, la vie
est parfois généreuse : on lit ici directe-
ment, en parcourant la table utilisée pour ce
calcul, que log3,41=0,5328, de sorte que
p = 0,341 (en se ramenant & trois chiffres
significatifs).

Mais il arrivera souvent que la mantisse ob-
tenue lors d'un calcul ne figure pas com-
me telle dans la table : il faut dans ce cas
recourir a des techniques d'interpolation
linéaire entre deux valeurs de la table pour
obtenir I'antilogarithme recherché (voir la
Section problémes).

Et la calculatrice vint...

Pendant plus de 350 ans, les tables de
logarithmes — et leur pendant instrumental,
la régle a calcul'® —ont
été abondamment uti-
lisées. Savoir effectuer
un calcul a l'aide de
ces tables figurait de
ce fait au programme
de I'école secondaire.
Si l'arrivée des calcu-
latrices, au milieu des
années 1970, a rendu
un tel apprentissage
totalement obsoléte,
il demeure néanmoins
pertinent de garder en
mémoire le rble que
ces outils ont joue
dans le développement
des mathématiques et
leur mise en application.

5289 5302

5416 5428
558985551

7466 7474
7543 7551
7619 7627
7694 7701
7767 7774
7839 7846
7910 7917
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