


Editoriod

La notion de projection, qui provient des recherches des peintres de
la Renaissance italienne, a ouvert De nouvelles perspectives aux
géomeétres. En exploitant cette notion, Gaspard Monge et Jean Victor
Poncelet ont développé la géométrie descriptive et la géométrie
projective. En géométrie euclidienne, des figures congruentes (ou
égales) sont des figures manuellement superposables, ce qui constitue
le fondement des démonstrations de congruence des triangles. En
géométrie projective, des figures peuvent étre visuellement super-
posables sans étre congruentes. Ainsi, les sections coniques : cercle,
ellipse, parabole et hyperbole, sont visuellement superposables en
considérant que I'ceil est au sommet du cone.

La notion de projection introduite par les peintres dans leurs
recherches sur la perspective est, dans le langage mathématique,
une transformation qui a un objet donné associe une figure dans un
espace de moindre dimension. Dans l'article Les coniques, une
grande famille, Christiane Rousseau utilise la notion de projection
pour montrer que la superposition visuelle des sections coniques
n'est pas la seule relation entre les courbes de cette belle famille.

On entend de plus en plus parler d'intelligence artificielle, mais il n'est
pas facile de se représenter concrétement l'intérét des recherches
dans ce domaine. Dans l'article Réseaux de neurones artificiels,
Massimo Caccia et Laurent Charlin, a I'aide de situations concrétes,
montrent comment des concepts mathématiques simples permettent
de représenter des phénoménes complexes.

Dans l'article Les mathématiques a Hollywood, Samuel Goyette
présente une analyse critique du role que I'on attribue aux mathé-
matiques dans certaines productions hollywoodiennes.

Dans Tours de Babel... et tours de Bagdad, Bernard Hodgson décrit
comment des raisonnements a saveur géométrique ont été les premiers
jalons vers le langage algébrique moderne et les procédures de
résolution plus générales. C'est par des raisonnements strictement
algébriques que l'on apprend maintenant, dans tous les livres
d'algébre, qu'une équation du second degré admet deux racines,
réelles ou complexes.

Coup de théatre! Dans la rubrique des paradoxes, Une troublante
équation du second degré, Jean-Paul Delahaye présente la forme
générale d'une équation du second degré qui admet trois solutions.
Faut-il modifier tous les livres d'algebre ?

Bonne lecture !

André Ross
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André Ross
Professeur retraité

Les recherches des peintres de la Renaissance en Italie

A I'époque médiévale, la peinture servait a
promouvoir le sentiment religieux et l'orga-
nisation picturale n'‘avait pas a se conformer
a la réalité telle que percue par les sens. Les
grandeurs respectives des personnages sont
souvent déterminées par leur importance dans
le drame chrétien plutdt que
leur position dans l'espace.
LAnnonciation de  Simone
Martini (1284-1344), réalisée
pour la cathédrale de Sienne,
est un exemple de peinture
médiévale. Le fond est doré et
les personnages n'ont aucun
volume; l'objectif du peintre
est de promouvoir un élan
religieux, pas de reproduire
une scéne avec réalisme.
Dans LEntrée a Jérusalem de
Duccio di Buoninsegna (1255-
1318), conservée au musée
de I'Oeuvre de la cathédrale
a Sienne, on remarque
facilement le manque de
cohésion, mais ce n'était pas le
but poursuivi.

Au début du quatorzieme
siecle, l'organisation pictu-
rale a commencé a évoluer.
Les peintres souhaitaient
qu'en regardant la peinture,
le spectateur ait la méme
perception que devant une
scene reelle. Pour donner
de la profondeur a leurs ta-
bleaux, les peintres ont com-
mencé par représenter des
scénes emboitées dans des
structures  architecturales,
comme en témoigne La Céne,
de Giotto di Bondone (1266-
1337), fresque de la chapelle
de I'Arena a Padoue.

La deuxiéme moitié du qua-
torzieme siecle ne fut pas
trés propice aux développe-
ments, tant artistiques que
scientifiques, la peste noire

Martini
L’Annonciation

Duccio
L’Entrée a Jérusalem

Giotto
La Céne

visant a produire des représentations plus réalistes dans les
tableaux ont ouvert des perspectives nouvelles aux géomeétres.

e norvelle:

décimant la population en Europe. Au
quinzieme siecle, influencés par la doctrine
platonicienne selon laquelle les mathéma-
tiques constituent l'essence du monde réel,
les artistes ont cherché a découvrir les lois
mathématiques régissant I'organisation et
la disposition des objets dans
I'espace, ainsi que la structure
de I'espace. On doit a I'architecte
et sculpteur florentin Filippo
Brunelleschi (1377-1446) d'avoir
découvert le principe qui a permis
| aux peintres d'atteindre leur ob-
| jectif et qui constitue le fondement
L du systéme de perspective focale.

Le principedécouvertparBrunel-
leschi est le suivant : supposons
que I'on place un écran de verre
entre la scéne a peindre et I'ceil
du peintre et que I'on trace les
droites suivies par la lumiere,
c'est-a-dire les droites allant
de I'ceil aux différents points de
la scene. On obtient alors un
ensemble de droites, les lignes
de projection.

Chaque droite perce I'écran de
verre en un point et l'image
formée par ces points s'appelle
une section. La découverte

fondamentale des peintres de la
Renaissance est que cette
section crée sur I'ceil le méme
effet que la scene elle-méme. En
! effet, ce que I'ceil percoit est la
] lumiere se déplacant en ligne
droite de chaque point de I'objet
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S perspectives

jusqu'a I'ceil; si la lumiere émane de cet écran
de verre et suit les méme droites, elle causera
la méme impression. Cette section bidimension-
nelle est donc ce que l'artiste doit représenter
sur sa toile pour créer sur I'ceil une impres-
sion conforme a la réalité.

Les recherches basées sur ce principe ont
été poursuivies et rédigées par le peintre et
architecte Leone Battista Alberti (1404-1472).

Le peintre et graveur allemand Albrecht Diirer
(1471-1528) s'est initié a la perspective focale
lors de voyages en ltalie. | a réalisé des
gravures pour illustrer les principes de la pers-
pective (voir Le dessinateur de I'homme assis).

Principes fondamentaux

L'utilisation de I'écran de verre manque de
souplesse pour réaliser une ceuvre. Les artistes
ont donc cherché a déterminé les propriétés
des sections. Les peintres Paolo Ucello (1397-
1473), Piero della Francesca (1416-1492) et
Leonardo da Vinci (1452-1519) ont ceuvré au
développement de |'aspect mathématique de
la perspective.

Les figures suivantes illustrent quelques-uns
des principes obtenus.

Principe 1

L'image d'une droite horizontale et paral-
léle a I'écran de la section est une droite
horizontale sur I'écran.

Principe 2

L'image d'une droite verticale et paralléle a
["écran de la section est une droite verticale
sur l'écran.

Principe 3
Les images de droites paralléles entre elles
et perpendiculaires a I'écran de la section
sont des droites convergeant en un point £
de ['écran.

Sur I'écran en bleu, les images A'D’ et B'C’
des segments de droites AD et BC
convergent au point E.

Grace a ces principes, le peintre pouvait se
dispenser de I'écran de verre. Par le troisieme
principe, les droites qui, dans la scéne, sont
perpendiculaires a I'écran doivent converger
en un point de I'écran. On obtient alors une
perspective focale avec un point de fuite.

Il devenait possible de gérer adéqua-
tement les dimensions des objets et
des personnages selon qu'ils sont a
I'avant-plan ou a l'arriere-scene. La
représentation crée l'illusion de la
dispersion des volumes dans I'espace. Les
objets ne semblent plus empilés mais
distribués dans I'espace, les uns devant,
les autres derriere. Les proportions des
objets donnent ['illusion de la profondeur.

Dans le Saint Jéréme dans sa cellule,
Direr applique ces principes et utilise le
point de fuite pour attirer le regard au fond
du tableau.

De plus, les images de deux droites, paralleles
entre elles et faisant un angle avec I'écran,
sont des droites convergeant en un point de
I'écran, distinct du point de fuite principal.
On obtient alors une ligne d'horizon.

Ligne d'horizon

Ddrer
Le dessinateur
de 'homme assis

Dans cette illustra-
tion du principe de la
perspective, le peintre
reporte sur l'écran trans-
parent les points de
rencontre des droites
allant de son ceil aux
différents points de la
scene.

1" "

Perspective

avec un point de fuite

Ddirer
Saint Jéréme
dans sa cellule
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En géométrie descrip-
tive, I'observateur est
a l'infini. Pour I'objet
simple représenté ici,
deux plans de sec-
tion perpendiculaires
entre eux, l'un en
plongée et l'autre de
face, suffisent pour
donner toutes les
dimensions utiles. En
général, le nombre de
plans de projection,
pour conserver toutes
les dimensions, dépend
de la complexité de
"'objet tridimensionnel.

Projections
en cartographie

Cest en utilisant l'idée
de projection que le ma-
thématicien et géographe
Gerardus Mercator (1512-
1594) a posé les fondements
de la cartographie mathé-
matique moderne. Il a
réalisé une représentation
plane de la Terre par
projection sur une surface
cylindrique  tangente  a
I'équateur sphérique. Les
longitudes sont représen-
tées par des droites paral-
leles équidistantes et les
latitudes par des droites
paralléles perpendiculaires
aux méridiens. On utilise
maintenant divers types
de projections pour tracer
des cartes'.

La projection cylindrique,
qui conserve les angles, est
utilisée en navigation mari-
time et aérienne jusqu'aux
latitudes de 60°.

Gasp ard Monge
(1 746 181 8?

A partir de 1766, Gaspard Monge
enseigne les mathématiques a
Mézieres, poursuit des recherches
et présente plusieurs mémoires
a I'Académie des sciences sur la
géométrie différentielle, la géo-
métrie descriptive, le calcul des
variations et la combinatoire.

A l1a Révolution, Monge soutient
les révolutionnaires et, apres la
chute du roi, est nommé ministre
de la marine. Il démissionne de
ce poste en avril 1793 pour se
consacrer 3 la création de I'Ecole
Centrale des Travaux Publics,
la future Ecole Polytechnique.
Monge y a donné des cours
d'analyse et de géométrie
descriptive de 1794 a 1809.

Géomeétrie
descriptive

La notion de projection a
permis le développement de
la géométrie descriptive. C'est
I'ceuvre de Gaspard Monge
dont le traité publié¢ en 1799
s'intitule justement Géométrie
descriptive. Cette géométrie
consiste a définir des objets
de I'espace a trois dimensions
par des projections orthogonales
sur des plans perpendiculaires
pour en lever l'ambiguité
et conserver les propriétés
utiles; mesures d'angles et de
longueurs.

Selon Monge, la géomé-
trie descriptive a deux objets
principaux :

- Représenter avec exactitude,
sur des dessins qui n'ont
que deux dimensions, des
objets qui en ont trois et qui
nécessitent une définition
rigoureuse.

- Déduire de la description
exacte des corps tout ce qui
suit nécessairement de leurs
formes et de leurs positions
respectives.

La géométrie descriptive a joué

un réle important dans la ré-

volution industrielle. Sans elle,

il est impossible de faire les plans de fabrica-

tion d'une machine ou d'un appareil donnant
toute l'information nécessaire au fabricant.
Les dimensions exactes sont données dans les

plans de projection orthogonaux.

Ce type de projection est utilisé pour des latitudes

supérieures a 60°.

Projection azimutale

Ce type de projection est surtout utilisé pour les
régions polaires.

1. Voir l'article de Christiane Rousseau « La carto-
graphie », Accromath, Vol. 3.1, hiver-printemps

2008.

Géomeétrie projective

La géométrie projective est le domaine des
mathématiques qui étudie les propriétés
des figures inchangées par projection. Les
notions de projection et de section ont posé
un probléme géométrique important que
I'on peut résumer en deux questions :

Quelles sont les propriétés communes @

une figure géométrique et a une section
d'une projection de cette figure 7




Quelles sont les propriétés géométriques
communes @ deux sections d'une méme
projection ou de projections différentes
d'une méme figure?

e N

Ce sont la les questions fondamentales de Ia
géométrie projective qui a été inventée par
Girard Desargues (1591-1661). Son traité
est cependant tombé rapidement dans I'ou-
bli a cause principalement de |'avénement de
la géométrie analytique, qui était beaucoup
plus facile a maitriser et qui monopolisa les
énergies de plusieurs mathématiciens. Les
travaux de Desargues ont été repris et pour-
suivis par Jean Victor Poncelet, qui a donné
la premiere approche systématique de la
géométrie projective.

En guise
de conclusion

Les recherches effectuées par les
peintres de la Renaissance ont
permis le développement d'un
langage visuel qui est une compo-
sante fondamentale de la culture
et de la technologie modernes.

Les peintres ont fondé une nou-
velle géométrie basée sur le sens
de la vue, alors que la géométrie
euclidienne était basée sur le sens du
toucher. Visuellement, des sections
différentes peuvent donner la méme
image sans étre superposables au
sens de la géométrie euclidienne.
Cest le cas, par exemple, des
sections coniques qui visuellement
se superposent lorsque I'ceil est au
sommet du cone, I'un des foyers de
la parabole, au sens de la géométrie
projective, étant alors a l'infini.

Théoreme de Pascal

Théoreme de Pappus

Jean Victor Poncelet
(1 788-1 867)

Eleve de Gaspard Monage, il re-
joint I'armée de Napoléon comme
lieutenant du génie a sa sortie
de [I'Ecole Polytechnique en
1812. Fait prisonnier durant la
campagne de Russie, il occupe
son esprit a se remémorer, sans
l'aide d'aucun livre, les connais-
sances acquises dans les cours de
mathématiques de Polytechnique
pour ne pas sombrer dans la folie
durant son internement. Ce fai-
sant, il prépare une profonde
réforme de la géométrie en posant
les fondements de la géométrie
projective qui avaient été étudiés
jadis par Pappus au 4¢siécle, puis
par Girard Desargues et Blaise
Pascal (1623-1662).

En 1822, Poncelet publie son
Traité des propriétés projectives
des figures, dans lequel il utilise
les notions de perspective et de
section plane et étudie diverses
transformations géométriques en
utilisant des éléments a l'infini

et des éléments imaginaires.
Cet ouvrage est a l'origine des
recherches en géométrie pure qui
ont été poursuivies durant tout le
19¢ siecle.

De nouvelles perspectives | André Ross ¢ Professeur retraité

o Accronoth ol 13 « ét¢ - automne 2018



Christine Rousseau
Université de Montréal

Pourquoi met-on dans la méme famille des courbes aussi différentes
que les ellipses, les paraboles et les hyperboles ? Une premiére
réponse est que ce sont des courbes obtenues comme section d'un
céne par un plan’. Mais les liens familiaux entre ces courbes sont
bien plus forts que cela. Par exemple, toutes ces courbes sont
solutions du probléme de Kepler : si une planéte a une vitesse

suffisante, alors elle parcourra plutét une hyperbole

Un argument en apparence farfelu pour
lier les différentes coniques serait qu'une
parabole est une ellipse qui accroche l'infini,
et qu'une hyperbole est une ellipse qui a
dépassé I'infini, si bien qu'un morceau est
passé de l'autre cOté... Essayons de faire
un dessin en nous inspirant d'un modele.
Lorsqu'on parle d'astronomie, on parle de
la sphére céleste : une sphére de rayon
infini centrée au centre de la Terre et sur
laquelle se meuvent les astres : chaque
point de la sphére céleste correspond donc
a une direction a l'infini. Ici, on va utiliser la
méme image, mais dans le plan. On va ima-
giner dans ce plan un cercle de rayon infini,
que l'on appellera le cercle infini, ou encore,
I'horizon. Chaque point du cercle corres-
pond a la direction d'une demi-droite issue
de l'origine dans le plan. On va tricher et
représenter ce cercle infini par un cercle fini.

Prenons maintenant une

ellipse de foyers en £, = (0, 0)

et £, = (b 0) ol b>0.
Yy Supposons que celle-ci
“ est le lieu géomé-
trique des points P ou
IFPl+ IEPl =0+,
pour bet r des constantes
et r > 0. Lorsque b = 0,
cette ellipse est un cercle.
Faisons maintenant varier
b de 0 a +eo. Lellipse
s'allonge de plus en plus

ou encore une parabole avec le Soleil a un foyer. Mais encore...

Les coni

une grande famille

ques

et accroche le cercle infini lorsque b = +oo,
Puisque le cercle infini ne fait pas partie
du plan, I'ellipse a perdu un point a l'infini.
Elle n'est plus une courbe fermée : elle est
devenue une parabole.

Continuons a étirer notre ellipse. Elle a
maintenant dépassé l'infini et la portion
qui manque, ainsi que son foyer associé¢ a
maintenant réapparu a gauche du cété b < 0 :
elle est devenue une hyperbole.

En fait, cet argument n'est pas si farfelu.

Comment rendre
cet argument rigoureux?

Les mathématiciens aiment bien les

constructions audacieuses : on va ajouter des
points & l'infini. Pour cela on commence par
projeter le plan sur une sphére de centre O et
de rayon 1, tangente au plan au péle sud S.
L'image d'un point Pdu plan est I'intersection

P' de la demi-droite OP avec la sphére.
N

Alors, on voit qu'il y a une correspondance
bijective entre les points du plan et les points
de [I'hémisphére inférieur, équateur non
compris. Ainsi, si on veut ajouter des points
a l'infini, il est naturel d'ajouter les points de
I"équateur.

1. Voir « Les spheres de Dandelin »,
Accromath 6, éte-automne 2011.
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L'image d'une droite du plan est un grand
cercle donné par l'intersection de la sphére
avec le plan engendré par la droite et le
centre du cercle.

Toutes les demi-droites paralléles a une
direction donnée se rejoignent en un méme
point de I'équateur. On donne ainsi un sens
mathématique au phénoméne bien connu
que les deux bords de route ont I'air de se
rejoindre a l'infini. Effectivement, sur la
figure les images de nos demi-droites sont
des courbes sécantes sur I'équateur.

Mais, il y a plus, la droite OP joignant un
point P du plan au centre O de la sphére
coupe la sphére en deux points, un point P
dans I'némisphere inférieur et un point P’
dans I'némisphere supérieur. Chaque point
P a donc deux images sur la sphere. Voici
par exemple les deux images de la famille de
demi-droites paralléles dans le plan.

Ceci va nous
permettre de donner
un sens au fait
qu'une ellipse
dépasse I'infini !

Considérons l'image d'une
parabole: nous admettrons qu'elle est
tangente a I'équateur. (Un calcul un peu
compliqué permettrait de le vérifier)

Ajoutons maintenant une
ellipse (en bleu) et une hyperbole (en

rouge), ainsi que leurs images sur N
I'némisphere inférieur.

On peut aussi choisir de représenter
la branche arriere de [I'hyperbole sur
I'némispheére supérieur: nous affirmons
qu'elle vient alors compléter la deuxieme
branche pour venir décrire un ovale N

parfait sur la sphére, lequel a
deux points d'intersection avec
I'équateur.

On voit qu'on a donné un sens
au fait que l'ellipse devient tangente a I'infini,
puis dépasse l'infini |

N Accronmoth ol 13 « ét¢ - automne 2018
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Le plan projectif

Revenons sur notre construction : pour pouvoir
ajouter des points a l'infini correspondant
aux directions des demi-droites allant a
I'infini on a projeté le plan sur la sphére a
partir du centre de la sphére. Les points de
I'équateur ontalors naturellement représenté
les directions a l'infini. Mais, ce faisant, on
a vu qu'a chaque point du plan, il peut étre
naturel d'associer deux points de la sphere et
que ce point de vue peut-étre tres utile.

Il'ya un prix a payer dans cette construction :
a un point du plan, on associe deux points de
la sphere... Pour pallier les problemes reliés
a ce manque d'unicité, les mathématiciens
font preuve d'imagination : ils créent un
nouvel espace en identifiant les points
diamétralement opposés de la spheére.
Cet espace correspond a la demi-sphere
inférieure et la moitié de I'équateur. Il est
appelé plan projectif.

Cettereprésentation graphique est trompeuse
parce que tous les points du bord de la demi-
sphére doivent toucher a ce demi équateur.
Il faut donc refermer ce « bol » ouvert. Pour
le refermer, I'identification se fait en collant
deux a deux les points diamétralement
opposeés. Ainsi, sur la figure, on doit coller
ensemble les deux points rouges et, de méme,
les deux points jaunes.

Mais ce collage n'est pas possible, on
ne peut réaliser ce collage dans l'espace
ambiant R® sans auto-intersection de la

surface. Ce petit probléme n'arréte pas le
mathématicien. Il travaille avec cet objet
géométrique abstrait. Et il y travaille en
mélangeant les deux points de vue : parfois
en ne considérant que la demi-sphére
inférieure, et parfois en considérant toute
la sphére, tout en sachant que deux points
diamétralement opposés sont identifiés.

Faire de la géométrie
sur le plan projectif

La construction du plan projectif en
identifiant les points diamétralement
opposés est indépendante de I'équateur.
Donc, la trace de I'équateur sur le plan
projectif est identique a la trace de tout
autre grand cercle et ne joue aucun réle
spécial.

Une droite dans le plan est envoyée par la
projection sur un grand cercle de la sphére:
celui-ci est obtenu comme intersection de
la sphére avec le plan contenant le centre
de la sphere et la droite. Donc, il est naturel
de dire qu'une droite dans le plan projectif
est obtenue en identifiant les points
diamétralement opposés d'un grand cercle
de la sphére. Deux grands cercles sur une
sphére se coupent toujours en deux points
diamétralement opposés.

Donc, deux droites distinctes de
I'espace projectif ont toujours un
unique point d'intersection.
Dans le plan projectif on a une parfaite
«dualité» entre les droites et les points et cet
énonce est le « dual» de I'énoncé que nous
connaissons deéja dans le plan euclidien et
qui est encore valide dans le plan projectif:
Par deux points distincts il passe
une et une seule droite.



Dans le cas de deux droites paralléles du plan,
leur point d'intersection est sur l'équateur:
les deux droites se coupent a l'infini. On a
formalis¢ mathématiquement la perspective :
les deux cOtés de la route se rejoignent a l'infini.
De méme, toutes les droites paralleles a une
direction semblent se rejoindre en un point.

Les coniques
sur le plan projectif

Sur le plan projectif, on n'a qu'un seul type de
coniques : ellipses, paraboles et hyperboles sont
toutes des courbes fermées du plan projectif.
Quelles sont les courbes qui leur correspondent
sur la sphere ? Ce sont des intersections avec la
sphére de cénes dont le sommet est au centre
de la sphére. Mais ces cones peuvent étre apla-
tis, c'est-a-dire construits sur des ellipses.

On pourrait se poser la question suivante, dont
la réponse va nous apprendre beaucoup.

Quelles sont les
transformations du plan
projectif qui envoient des
coniques dans des coniques?

On connait de telles transformations. Les trans-
lations en sont, de méme que les transformations
linéaires. Ces transformations peuvent changer
la forme d'une ellipse (son excentricité). Ainsi |a
transformation :

(x.y)—(x"y ) =(2x.y)

transforme I'ellipse :
2 2

XLy

16 9

de demi-axes 4 et 3 en I'ellipse :

de demi-axes 2 et 3.

Par contre, ni une transformation linéaire, ni
une transformation affine ne peut transformer
une ellipse en une parabole, ni en une hyper-
bole. Mais, s'il n'y a qu'un seul type de coniques
dans l'espace projectif, il doit exister des trans-
formations qui réalisent cela...

Regardons le cas de la transformation d'une
ellipse en parabole. On a vu que lorsqu‘on
projette I'ellipse sur la sphére, la projection
est contenue dans I'hémisphére inférieur et
ne touche pas a I'équateur. Rappelons notre
construction initiale: on a projeté le plan
horizontal sur la sphére et les points de
I'équateur ont alors correspondu aux points
a l'infini du plan horizontal. Remarquons que
le plan horizontal est paralléle au plan de
I'équateur. Mais I'équateur n'est qu'un grand
cercle particulier de la sphere. On peut donc
prendre un grand cercle tangent a l'image
de l'ellipse. On veut que ce grand cercle
corresponde a notre nouvel équateur. Ce
grand cercle doit donc correspondre aux
nouveaux points a l'infini. Ce sera le cas si
on projette les points de la sphere sur un des
deux plans tangents a la sphére et paralléles
au nouvel équateur. Une telle transformation
est une transformation projective.

Plus généralement, les transformations
projectives sont les compositions de trans-
formations affines et de transformations
projectives du type défini ci-dessus. On a
alors un unique type de coniques!
Etant donné une conique
dans le plan (x, y), il existe
une transformation projective

I'envoyant sur un cercle.

Les coniques, une grande famille | Christine Rousseau ¢ Université de Montréal
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Construction




Voir encadré pour la construction d'une telle
transformation projective.

La famille des hyperboles
X =y=C

C'est un exemple intéressant a explorer.
Comme x2 - y? = (x+y)(x-}), toutes ces
hyperboles ont les deux mémes asymptotes
y= +x. Pour C>0, on obtient les hyperboles
rouges, pour C<0, les bleues et, pour C=0, la
conique dégénere en union de deux droites:
les deux asymptotes.

~_

N

Voyons maintenant leurs projections sur la
sphére

N

On voit que les deux asymptotes sont en-
voyees sur deux grands cercles verticaux qui
se coupent aux poéles et découpent la sphere
en quatre quartiers. Les hyperboles sont
inscrites dans ces quartiers: une méme hy-
perbole apparait dans deux quartiers opposés

car on a deux images sur la sphére. Toutes les
hyperboles passent, ainsi que les asymptotes,
par quatre points sur I'tquateur. Quand on
fait croitre C de négatif a positif, les images
des hyperboles bleues sur la sphére viennent
se coller vers les images des asymptotes pour
coincider a C= 0 avec les bords des quartiers.
Elles deviennent ensuite rouges et passent
dans les deux autres quartiers.

Retour sur
le probleme de Kepler

Dans le probleme de Kepler, on considére un
point fixe situé a l'origine O, et qui génere
un champ gravitationnel. Un point matériel
P est attiré vers O par une force inversement
proportionnelle a |OT°1 . Le mouvement
décrit par P dépend uniquement de Ia
position initiale de P, ainsi que de sa vitesse
initiale. On va supposer que la vitesse initiale
est donnée par un vecteur v perpendiculaire
3 OP, de longueur v. Si la vitesse v n'est pas
trés grande, alors le point Pest prisonnier du
champ gravitationnel et décrit une ellipse
dont un des foyers est situé¢ en O. Plus v
augmente, plus I'ellipse s'allonge. Lorsque Ia
vitesse v atteint une valeur critique v, alors
la trajectoire devient une parabole. Dans ce
cas, le point P s'¢loigne vers l'infini. Plus il
s'éloigne, plus sa vitesse diminue jusqu'a
atteindre une vitesse nulle a I'infini. Si v> v,
alors le point P s'¢loigne encore vers I'infini,
le long d'une branche d'hyperbole cette fois,
et il arrive a I'infini avec une vitesse positive.
On retrouve notre analogie que, dans le cas
d'une hyperbole, on veut dépasser I'infini.
Ces trajectoires hyperboliques sont utilisées
dans les missions inter-planétaires: par
exemple pour changer la direction d'un engin
spatial ou encore lui conférer de I'énergie
en faisant passer l'engin suffisamment pres
d'une planete.

Les coniques, une grande famille | Christine Rousseau ¢ Université de Montréal
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Reéseaux de neurones

Les réseaux de neurones, inspirés de la structure du cerveau humain,
sont au cceur des progres récents de l'intelligence artificielle. Dotés
de capacités impressionnantes, ils arrivent @ reconnaitre des images
avec grande précision et sont utilisés dans les voitures autonomes. Ils

peuvent lire et écrire et méme jouer a des jeux vidéos!

Ces réseaux utilisent des principes mathématiques relativement
simples pour représenter ces connaissances pourtant complexes.

Survolons certains de ces concepts les plus importants.

Détecter les cancers

La Dre Douggie est une meédecin-onco-
logue de renommée mondiale. Chaque jour,
elle diagnostique la présence de mélanomes,
synonymes de cancer de la peau, chez ses
patients. Son expertise est telle qu'elle ne
suffit plus a la tache et son hopital aimerait
pouvoir l'aider en créant une application,
un programme informatique, pour identifier
automatiquement les mélanomes avec le
méme taux de succes que la médecin. L'hopital
demande donc son aide pour développer une
telle application.

Une premiére approche
Pour mieux formaliser le processus menant
a un diagnostic, la Dre Douggie a une idée.

2
S
IS
S
(D
<

Les données initiales
des patients

Soleil (h/année)

Premier jeu de données ré-
colté. L'axe horizontal repre-
sente le nombre moyen
d’heures d’exposition au soleil
par année et l'axe vertical
représente l'age de chaque
individu. Les étoiles repré-
sentent les patients malades
et les ronds ceux en santé.

En premier, elle va
récolter les données
médicales de ses an-
ciens patients, mais
pas n'importe quelles
données: celles qui
selon elle l'aident a
prédire si un patient
a un mélanome ou non.
Dénotons ces données,
pour chaque patient,
par le vecteur x
Ensuite, elle cherchera
une formule mathé-
matique qui, a partir
de x permet de
déterminer si un
patient est atteint d'un

mélanome ou non. Une fois cette formule trou-
vée, elle pourra étre utilisée pour prédire si de
nouveaux patients ont un mélanome ou non.

Ce processus, et surtout les méthodes per-
mettant de trouver automatiquement cette
formule, se nomme apprentissage auto-
matique. La formule elle-méme constitue
un modele, c'est-a-dire une représentation
mathématique simplifiée du processus de
diagnostic. Plus précisément, on cherche
une fonction f qui transforme les données x
en prédiction y, soit flx) = y. Dans notre cas,
y est une variable avec deux valeurs pos-
sibles, soit une valeur indiquant la présence
d'un mélanome et une autre indiquant son
absence. On peut donner la valeur numérique
de 1 au premier cas et de 0 au second.

Le nombre d'heures d'exposition au soleil par
année ainsi que I'age du patient sont deux
caractéristiques que la Dre Douggie utilise
pour établir son diagnostic. Pour chacun
de ses patients, elle utilise donc ces deux
variables que l'on dénote x, et x,. Len-
semble des caractéristiques de chaque
patient constitue alors ce qu'on ap-
pelle un jeu de données: {(x, x,y)}. Ce
jeu de données contenant 37 paires est
illustré a la figure a gauche.

Aprés quelques minutes de réflexion, la Dre
Douggie trouve une droite entre les variable
X, et Xx,:

ax, + bx, + c=0



Réseaux de neurones artificiels | Massimo Caccia / Laurent Charlin ¢ Université de Montréal / HEC Montréal

‘ n I In n 1
La frontiere de classification
linéaire

Age

®q00
B e

Soleil (h/année)

La frontiere de classification suggere de
diagnostiquer les patients dans la zone
bleue comme malades et déclarer sains
ceux dans la zone orange. De plus, les
patients en vert auraient bien été diagnos-
tiqués selon la frontiere, tandis que ceux
en rouge ne le seraient pas.

qui semble bien séparer les patients cancéreux
des autres. Par tdtonnement, elle détermine
la valeur des parameétres a, b, ¢ qui semblent
le mieux séparer les patients selon leur
pathologie. Les données et la droite trouvée
sont illustrées a la figure ci-dessus.

La droite indique ce que I'on nomme la fron-
tiére de classification:d'un coté, les patients
sont présumés avoir un mélanome et de
I'autre, non. On peut donc utiliser cette droite
pour classifier les patients en suivant la régle
suivante:

1 siax;+bx,+c=0
y = , :
0 sinon

Dans cet exemple, a et b sont des valeurs
positives, puisque les variables x, et
X, sont toutes les deux cor-

rélées positivement avec /

la présence d'un méla-

nome. De plus, I'équation /

est en fait un plan a ‘

deux dimensions dans '

un espace tridimen-

sionnel. N\ =
)

Méme si, a premiére vue,

cette fonction semble poser

un bon diagnostic, elle se trompe en
fait cinq fois. Trois patients en santé auraient
été diagnostiquéscomme ayant un mélanome
(cercles rouges) tandis que deux patients

Les patients et leur
concentration sanguine

. o . A 0000

avec mélanome auraient été manqués o og*ooo *
(étoiles rouges). Puisque la base de LY 0

. . . ; < |00 o %
données contient 37 patients, l'erreur g OO X O %
de classification est de 5/37=13,5%.  &|50 % O *O
Encouragée par ces résultats, la % Ka X
Dre Douggie croit cependant qu'il y a 0
lieu d'améliorer ce modéle. Elle décide Beta >

donc de poursuivre la recherche. _ ,

Deuxieme jeu de données
récolté. L’axe vertical indique
la concentration en protéines
Gamma des patients, tandis
que l'axe horizontal indique
celle des protéines Beta.

Un autre essai

Les concentrations sanguines de deux
protéines, Gamma et Beta, I'ont tou-
jours aidée a prédire la présence de la
maladie. Cependant, la Dre Douggie n'a
jamais réussi a expliqguer comment elle inter-
prétait leur niveau pour réaliser son diagnostic.
Elle s'est toujours fiée a son intuition, qui
est devenue de plus en plus précise avec le
temps. La médecin crée donc un deuxieme
jeu de données, illustré a la figure ci-dessus.

A premiére vue, il semble exister une fonction
(un peu serpentine) qui ne ferait que deux
erreurs! Cependant, elle serait loin d'étre
linéaire. Dre Douggie essaie plusieurs fonctions
candidates. Elle commence par des fonctions
polynomiales de degré 1 (ax, + bx,+c = 0) et
de degré 2 (ax} +bx,x, +cx3 +d = 0).

Accronmoth ol 13 « ¢t¢ - autormne 2018

Elle tente ensuite des sinusoidales
(x, =asin(bx,)), des exponentielles
(x, = ae™) et plusieurs autres. Mal-
heureusement, rien ne permet de
bien départager les données.

Un réseau de neurones

La Dre Douggie est sur le point de

tout abandonner lorsque son bon

ami, le Dr Hinton, lui propose d'utiliser un

réseau de neurones artificiels. « Un
réseau de neurones artifi-

ciels? Qu'est-ce que ¢a
D

P
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La frontiere de classification
d’un réseau de neurones
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mange en hiver, ca?» demande Dre
Douggie. «Eh bien, c'est un type de
fonction qui peut lui-méme modé-
* liser toutes les fonctions existantes.
* Tu n'auras plus a émettre et a
; tester des hypotheses, comme: est-
o ce qu'une fonction cubique collerait
bien a mon jeu de données? Le
réseau de neurones s'en occupe,

Beta

La frontiere identifiée par le
réseau de neurones du Dr

Hinton

Un réseau de neurones

y

X, 7
(ONeurone Observe
—> Connexion -

Prédiction

Y

et il n'y a pas grand-chose a son
épreuve!lr» réplique le Dr Hinton.

La Dre Douggie reste sceptique; ca
lui semble un peu trop beau pour
étre vrai. Tout de méme, elle laisse le Dr Hinton
essayer ses réseaux de neurones sur son jeu
de données. Quelques minutes plus tard, le
Dr Hinton aboutit a la fonction illustrée a la
figure ci-dessus.

La Dre Douggie est bouche bée. Elle a passé
une semaine a essayer d'identifier LA fonction
parfaite et n'a abouti a rien. Le Dr Hinton I'a
trouvée quasi instantanément grace a ses ré-
seaux de neurones. L'erreur de classification,
qui était 13,5%, descend donc a 2/37=5,4%.

Comment ¢a fonctionne?

Le schéma ci-contre illustre le réseau de
neurones utilisé par le Dr Hinton. Les deux
¢léments au coeur de ce schéma sont d'une
part les neurones (cercles) et de I'autre les
connexions (fleches). Les connexions trans-
mettent l'information entre les neurones
qui, pour leur part, procédent a des calculs a
partir des informations recues. L'information
se transmet dans le sens des connexions, a
partir des neurones observés qui corres-
pondent aux données jusqu'a la prédiction.

La force de ces modéles est de combiner les
neurones, chacun représentant une fonc-
tion relativement simple, pour obtenir des
fonctions trés complexes.

Décortiquons ce qui se passe lorsqu'un
réseau de neurones fait une prédiction.
Rappelons-nous qu'un réseau de neurones
est une fonction flx)=y, ol x représente
les caractéristiques d'un patient du jeu de
données et ou y est la prédiction.

La premiere étape est plutdt simple: on
insere les données x dans le réseau de
neurones f. Dans notre cas, c'est la paire de
concentrations (Gamma, Beta) que nous in-
sérons dans les neurones observés (en bleu)
du réseau. La figure illustre cette étape.

Les deuxiéme et troisieme étapes sont trés
intéressantes. Une par une, les couches
transforment le jeu de données de facon
a ce qu'on puisse linéairement séparer
les ronds des étoiles. Plus précisément, les
connexions vont créer un nouvel espace
vectoriel et y transporter le jeu de données
de facon a ce que les cercles soient séparés
des étoiles.

Ces calculs-qui utilisent des opérations
simples comme des multiplications et des
additions-ont lieu dans chaque neurone.
On peut visualiser le procédé dans les par-
ties b) et ¢) de la figure en bas de page. Le
jeu de données transformé est donc «stoc-
ké» dans les neurones cachés (en mauve) du
réseau. Nous les appelons ainsi puisque ce
sont des représentations du jeu de données
que nous n'observons pas dans le monde
réel. D'un autre point de vue, les axes qui

Les réseaux de neurones transforment les données

»

a) Couche d'entrée du
réseau de neurones

»

réseau de neurones

b) Seconde couche du ) Troisieme couche du d) Couche de sortie du
réseau de neurones

réseau de neurones
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correspondaient aux protéines Gamma et
Beta en a) deviennent l'intensité de l'activa-
tion des deux neurones en b) et c). Pour en
savoir plus sur l'activation des neurones, voir
I'encadré « Activation des neuronesn».

La derniere étape peaufine le diagnostic: on
retrouvera dans le neurone jaune la probabi-
lité qu'un patient ait une tumeur cancéreuse.
Le réseau de neurones trace une frontiere
linéaire pour séparer les patients. S'il estime
qu'un patient est en santé, les étapes 2 et 3 le
déplaceront bien a la gauche de la frontiere,
que l'on peut voir a la partie d) de la figure.
S'il estime que le patient est malade, les
étapes 2 et 3 le déplaceront bien a la droite.
Par contre, si le réseau est moins confiant en
son diagnostic, il déplacera le patient plus
prés de la frontiere. C'est pourquoi on peut
interpréter la distance entre la frontiére et
un patient comme la confiance du réseau de
neurones en son diagnostic. Par exemple, si
un patient est exactement sur la frontiere,
c'est que le réseau est indécis.

Les réseaux de neurones excellent dans la
vision par ordinateur qui cible la compréhen-
sion automatique d'informations visuelles.

Par exemple, un réseau
de neurones pourrait
reconnaitre la race
d'un chien a partir de
sa photo. Un réseau
de neurones pourrait
également décrire une
image comme celle
ci-contre.

N

Les réseaux de neu-
rones peuvent aussi
générer des images on
ne peut plus réalistes.
Sauriez-vous discerner
la vraie photo de celle générée par un réseau
de neurones dans la figure en haut de la page
suivante ?

Les réseaux utilisés dans de telles applications
sont de tres grande taille. Dans le probleme
étudié par la Dre Douggie, les données x qui
entrent dans le réseau de neurones ont deux
dimensions (concentration des protéines
Gamma et Beta). Une image d'une télévision
haute définition contient plus de 900 000
pixels, donc 900 000 dimensions! De plus, la

e

Photo parue dans I'article AutoML for Large Scale
Image ClassifAication de Zoph et al.

Un réseau de neurones
annote les entités dans une photo.

&}
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Le processus d'activation
d’un neurone
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Applications

Photos veritables
ou générées par un réseau de neurones?!
\J

=

Paru dans I'article Progressive Growing of GANs for Improved Quality,
Stability, and Variation de Tero Karras, Timo Aila, Samuli Laine, Jaakko
Lehtinen.

profondeur des réseaux (nombre de couches
cachées) peut aller jusqu'a 150 couches! Le
nombre total de parametres de ces réseaux
peut étre gigantesque.

Les réseaux de neurones réalisent aus-
si des performances impressionnantes en

'seu0.INdu op nessal un Jed seguibew 919 1Uo sojoyd xnap so7

reconnaissance vocale. Lorsque vous parlez
avec Alexa (Amazon), Siri (Apple), Cortana
(Microsoft) ou & [I'Assistant Google, les
réseaux jouent un réle clé quant a la recon-
naissance des mots. Et comment toutes ces
technologies produisent-elles une réponse a
la question ou a la demande formulée par un
utilisateur ? Vous I'aurez deviné, avec d'autres
réseaux de neurones!

Les réseaux de neurones peuvent conduire
des automobiles, jouer a des jeux vidéos,
découvrir de nouveaux médicaments,
écrire de la musique, peindre des tableaux,
traduire entre plusieurs langues, controler des
robots, etc. Bref, les réseaux de neurones ne
cessent de nous épater par leur polyvalence
et le nombre de scientifiques s'y intéressant
en divers domaines progresse a toute allure.
D'ailleurs, bien malin qui sait tout ce qu'ils
pourront nous aider a résoudre. Les réseaux
de neurones ont révolutionné le domaine de
la vision informatique.

L
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Samuel Goyette
Université de Sherbrooke

Comment les mathématiques ont toujours su se trouver

un premier ou second réle dans les films américains.

Une définition peu formelle des mathé-
matiques serait de dire que les mathéma-
tiques offrent des outils pour résoudre des
problémes. Par contre, pour les cinéastes,
les mathématiques ne résolvent pas de
probléemes, mais elles sont tout de méme
importantes pour eux. Par exemple, si un
personnage est bon en mathématiques, c'est
une facon rapide de dire au public que ce
personnage est intelligent.

Dans les pages qui suivent, nous verrons
si les mathématiques dans les films sont
rigoureuses ou si elles n'existent que pour
embellir I'écran.

Will Hunting : un concierge
pas comme les autres

Un des films les plus célébres mettant en
scéne un mathématicien est Le Destin de
Will Hunting (v.o. : Good Will Hunting). Dans
ce film, Will Hunting est un concierge qui
posséde un don pour les mathématiques.
Malgré le fait que le film est un drame, il y a
tout de méme des équations en abondance
pour un ceil averti. L'homme derriere ces
mathématiques est Patrick O'Donnell, un
professeur de physique a I'Université de
Toronto. Non seulement était-il responsable
de s'assurer que le dialogue mathématique
soit le plus réaliste possible, mais il était
aussi responsable d'écrire les équations et les
graphiques sur les tableaux noirs. C'est d'ail-
leurs lui qui a composé deux des problémes
mathématiques les plus célebres du cinéma.
Commencons par le premier probléeme que
Will résout en secret. Selon le professeur
dans ce film, il s'agit d'un probléme trés
difficile et une personne capable de le
résoudre mérite gloire et fortune. Il ne s'agit
cependant que d'une exagération hollywoo-
dienne. Voici le probleme.

Dans le graphe ci-dessous:

(4

@ @13

Graphe présenté dans
Le destin de Will Hunting

a) Trouver la matrice d'adjacence A du graphe.

b) Trouver la matrice donnant le nombre de
chemins de longueur 3.

¢) Trouver la fonction génératrice des chemins
de ivers J.

d) Trouver la fonction génératrice des chemins
de 1 vers 3.

Le premier probléme dans le film porte sur la
théorie des graphes. Qu'est-ce qu'un graphe ?
Il s'agit d'une collection de sommets (que
l'on peut voir comme des points ou des
nceuds) qui sont reliés entre eux par des
arétes (des segments de droite). Par exemple,
la figure précédente montre un graphe avec
quatre sommets (en bleu) reliés entre eux par
5 arétes (en noir). Pour encoder la connectivité
d'un graphe, on utilise la matrice d'adja-
cence du graphe, c'est-a-dire la matrice dont
I'élément (/;)) est le nombre d'arétes reliant
le sommet / au sommet j. Par exemple, dans
le graphe précédent deux arétes relient les
sommets 2 et 3, donc on aura 2 aux positions
(2;3) et (3;2) de la matrice A. Compléter le
reste de la matrice A est un exercice simple
et on obtient :

0 1 0 1
A=1021
0 200
T 1 0 0
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Tout ce qu'il nous manque pour résoudre la
deuxieme question est de savoir ce qu'est un
chemin. C'est simplement une facon de re-
lier deux sommets du graphe en passant par
ses arétes.

Un chemin de longueur 3 entre le som-
met 1 et le sommet 2 est une facon de pas-
ser du sommet 1 au sommet 2 en utilisant
3 arétes (on peut utiliser plusieurs fois la
méme aréte). Dans le graphe présenté dans
le film, il y a 2 chemins de longueur 3 entre
les sommets 1 et 2 et il y a 2 chemins de
longueur 3 reliant les sommets 1 et 3. La
matrice donnant le nombre de chemins de
longueur 3 a en position (/; j) le nombre de
chemin de longueur 3 reliant les sommets
i etj. Nous pourrions calculer ces nombres
de chemins a la main, mais cette méthode
est risquée et as-
sez longue. Heureu-
sement, nous dis-
posons d'une astuce
pour aller plus vite.
En effet, si nous ob-
servons bien la ma-
trice A, il s'agit de
la matrice donnant
le nombre de che-
min de longueur 1. Il
est donc tres intuitif
de multiplier la ma-
trice A par elle-méme
2 fois pour obtenir la
matrice donnant le
nombre de chemin
de longueur 3. Nous
rappelons rapidement
que I'élément (/; j) issu

du produit entre deux matrices A et B est le
produit scalaire entre la i-éme ligne de A et la
j-éme ligne de B. Je laisse le soin au lecteur
de s'assurer que A3 est bel et bien:

2 7 2 3
7 2 12 7
212 0 2
37 2 2

La troisieme question est une question
difficile a résoudre et nécessite quelques
manipulations qui ne sont pas intuitives.
Nous présentons les grandes lignes de la
solution dans l'encadré Fonction génératrice
des chemins. Pour la quatrieme question, il
suffit de poser /=1 et j= 3 dans la réponse a
la troisieme question.
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Arbres
homéomorphes
a 6 sommets

Sommets
inutiles

Arbres réductibles

Will résout ensuite un autre probléme sur le
méme tableau noir. Voici le probléme :

Dessiner tous les arbres
homéomorphiquement
irréductibles de taille n =10.

La principale difficulté derriére cette ques-
tion est le vocabulaire. Une fois le jargon dé-
mystifié, un néophyte peut étre accompagné
vers la solution. Tout d'abord, nous pouvons
considérer qu'un arbre est la méme chose
qu'un graphe (une collection de sommets
et d'arétes). Par exemple, a la figure qui suit,
nous avons deux arbres de taille 10 (c'est-
a-dire 10 sommets). Si on revient a la ques-
tion, cela signifie que nous cherchons des
arbres avec 10 sommets. Deux arbres sont
homéomorphes si on peut passer de I'un
a l'autre sans briser ou décoller des arétes.
Par exemple, les deux arbres suivants sont
homéomorphes :

Arbres homéomorphes
de taille 10

On peut passer d'un arbre a l'autre seule-
ment grace a des rotations d'arétes. Il sem-
blerait que les deux arbres de taille 10 pré-
cédents soient donc candidats comme ré-
ponse au probléme. Cependant, la formu-
lation du probléme est trompeuse. Un arbre
«irréductible» est un arbre qui n'a pas de
sommet inutile, soit un sommet qui est re-
lié a d'autres sommets par seulement deux
arétes. Par exemple, les arbres précédents
n'étaient pas irréductibles, car les sommets
verts étaient inutiles. lls ne sont donc pas
candidats pour la réponse finale.

Donc on pourrait reformuler la question de
facon plus simple :

Dessiner tous les arbres de dix
sommets non-homéomorphes
et sans sommet inutile.

Trois de ces arbres sont présentés en bas de
la page, je laisse au lecteur le loisir de trou-
ver les sept autres.

Les mathématiques de Good Will Hunting
sont donc assez accessibles. Il s'agit sim-
plement de démystifier le jargon pour se
rendre compte que Will n'est pas un gé-
nie, mais plutot quelqu'un qui est capable
de lire des livres élémentaires de mathéma-
tiques. Existe-t-il des films avec des mathé-
matiques plus complexes ?

Arbres homéomorphes et irréductibles de taille 10



John Nash : un homme
d’exception

Le film Un homme d'exception (v.o0. : A beau-
tiful mind) relate la vie du mathématicien et
économiste John Nash. Contrairement a Will
Hunting qui était un personnage de fiction,
John Nash est non seulement une vraie per-
sonne, mais il était vivant lors du tournage
du film. La responsabilité du consultant en
mathématiques du film, David Bayer, était
donc bien plus grande. Tel un acteur qui s'im-
merge dans un role, David Bayer s'est immer-
gé dans les mathématiques de John Nash. Les
mathématiques que I'on peut voir a I'écran
sont ainsi des problémes qui correspondent
a ce qui était fait a I'époque et a ce que
faisait John Nash.

Par exemple, dans plusieurs scénes nous
voyons John Nash écrire sur des fenétres
(ce qui ne s'est jamais produit en réalité).
Sur une des fenétres on peut voir 0ST< 1.
Cela peut sembler une erreur grave, puisque
7t = 3,14159, ce qui est clairement plus grand
que 1. Or, 0Sw<1 est une référence directe
a un article de Nash qui s'était donné comme
objectif d'utiliser les 24 lettres grecques
comme différentes variables. Dans cet article
il a défini ® comme une variable dont la
valeur est comprise entre 0 et 1. Le film est
rempli de petites perles du genre.

Parlons maintenant de théorie des jeux. Dans
une des scénes du film, John Nash découvre
ce que I'on appelle aujourd'hui I'équilibre de
Nash'. Dans la scéne, John est au bar avec ses
collégues et une femme aux cheveux blonds
accompagnée d'amies aux cheveux bruns ar-
rive au bar. Un débat commence pour savoir
qui va partir avec la blonde. Nash a alors une
révélation et dit :

1. Voir également 'article de Marlene Frigon,
« Existe-t-il une stratégie gagnante ? »,

Si nous essayons tous de séduire la blonde,
nous nous nuisons mutuellement et
personne d'entre nous ne va partir avec
elle. Nous nous tournerons alors vers ses
amies qui, vexées d'étre des deuxiémes
choix, nous rejetteront aussi. Voici ce qu'il
faut faire: personne d'entre nous ne va vers
la blonde. Ainsi, nous ne nous nuisons pas
mutuellement et les femmes brunes ne se
sentent pas insultées.

Adam Smith pensait que si chacun s'oc-
cupe de son intérét personnel, tout le
monde est gagnant. C'est incomplet. La
meilleure stratégie est celle qui avantage
le joueur et qui avantage le groupe.

Certes ce dialogue ne semble pas trés mathé-
matique, mais nous pouvons utiliser ce qui
est dit pour introduire certains concepts de
la théorie des jeux. L'idée que chaque joueur
doit considérer la meilleure action pour lui
et le groupe est I'idée de la these doctorale
de John Nash. Pour I'é¢tudier, posons un jeu
trés simple et tdchons de trouver la meilleure
stratégie pour un joueur donné.

Trois joueurs se battent pour une mise de
X$. lls doivent simultanément afficher 1 ou
2 doigts.

e Sjun seul joueur affiche 1 doigt, il gagne
1$ de la mise.

e Sjun seul joueur affiche 2 doigts, il gagne
4$ de la mise.

e Si tous les joueurs affichent le méme
nombre de doigts, personne ne gagne,
(ou chacun recoit 0%).

Les mathématiques a Hollywood | Samuel Goyette ¢ Université de Sherbrooke
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ll'y a donc 4 combinaisons possibles de
doigts (les permutations ne sont pas perti-
nentes dans cet exemple) :

(1;1:1),(2;2;2),(1;2;2) et (25 1;1).

Quelle est la meilleure stratégie pour un
joueur? Combien de doigts un joueur
devrait-il afficher en jouant ce jeu lors d'un
tour donné? Il y a plusieurs réponses a cette
question, mais nous nous contenterons
d'étudier I'équilibre de Nash.

Qu'est-ce qu'un équilibre de Nash? Retour-
nons a notre exemple pour en déduire une
définition. Dans notre exemple, (1;2; 2) et (2;
1; 1) sont des dispositions qui correspondent
a des équilibres de Nash. Dans ces situations,
un des joueurs gagne une certaine somme et
donc le groupe (I'ensemble des trois joueurs)
gagne. Cependant, (1; 1; 1) et (2; 2; 2) ne sont
pas des équilibres de Nash. En effet, ces confi-
gurations amenent de la déception a tous
les joueurs, le groupe ne fait aucun profit.
Donc dans un jeu de ce genre, un équilibre de
Nash est une configuration dont le groupe
sort gagnant.

Supposons que nous faisions plus qu‘un tour
de ce jeu, c'est-a-dire que nous jouions a
répétition, quelle stratégie correspondrait a
I'¢quilibre de Nash? Il faudrait que les trois
joueurs affichent 1doigt une fois sur trois et
2 doigts deux fois sur trois. Cette stratégie
assurerait un gain moyen de 0,44$ par tour.
Donc le groupe fait un certain profit a chaque
tour.

Dans la théorie des jeux, un jeu comme
le précédent est un jeu a stratégie mixte.
Chaque joueur choisit parmi différentes
options de maniére aléatoire (ici 1 ou 2
doigts), mais avec une probabilité fixe de
choisir une option particuliére (donc 1/3 ou
2/3 dans notre exemple).

Le résultat que John Nash a démontré dans
sa these est que I'on peut toujours trouver
un équilibre de Nash dans les jeux a stratégie
mixte. Ce résultat est trés important en
mathématiques, mais aussi en €économie.
La bourse ou la course a I'armement repré-
sentent deux exemples trés concrets de jeux
qui auront toujours un équilibre de Nash.

Les mathématiques,
toujours dans les drames?

Comme nous I'avons dit plus tot, les mathé-
matiques sont un outil pour le réalisateur qui
sert a communiquer de l'information sur les
personnages. Les deux films dont nous avons
discuté parlent de génie troublé. Les mathé-
matiques sont-elles donc seulement utilisées
pour faire le portrait de ce type de person-
nage ? Bien sir que non ! Les mathématiques
sont utilisées dans tous les genres possibles.

Des mathématiques
dans un film pour enfant?

Je vous encourage a regarder Donald au pays
des mathémagies (v.o. : Donald in Mathma-
gic land). Un film de Disney des années 50
dans lequel Donald Duck se proméne dans
un monde ou les mathématiques sont ex-
pliquées aux enfants. La suite de Fibonacci,
le théoreme et la musique de Pythagore, le
nombre d'or ainsi que le billard font partie
des sujets abordés. Le film est fort plaisant,
mais contient son lot «d'erreurs mathéma-
tiques» et d'erreurs historiques (peut-étre
que ces erreurs ont été laissées dans le produit
final pour ne pas perdre le jeune public).
Malgré tout, le film reste amusant et proba-
blement efficace pour éveiller une curiosité
mathématique chez les plus jeunes.



Les mathématiques a Hollywood | Samuel Goyette ¢ Université de Sherbrooke

Des mathématiques
dans une comédie?

Allez regarder les sketchs d'Abbott et Costel-
lo ! Probablement le duo d'humoristes le plus
populaire des années 50 aux Etats-Unis, ils
n'hésitaient pas a utiliser les mathématiques
pour faire des blagues. Dans un de leur numé-
ro (que I'on peut facilement trouver en ligne),
on peut voir Lou Costello démontrer de trois
facons différentes a son propriétaire que
7 %13 =28.Trés rares seraient les humoristes
d'aujourd'hui qui feraient un numéro de cing
minutes sur une preuve mathématique erronée.

Des mathématiques
dans un film d’action?

Une journée en enfer (v.o. : Die hard with a
vengeance) saura vous satisfaire. Dans ce
film le vilain pose une énigme aux héros :
deux contenants d'eau sont a leur disposi-
tion; un de 5L et un de 3L Comment pro-

duire exactement 4L d'eau? On suppose
que les deux contenants peuvent étre rem-
plis grace a une fontaine. Bien évidemment,
une bombe explosera si aucune solution n'est
trouvée. Dans le film, le héros a besoin de
deux minutes. Saurez-vous étre plus rapide
que lui ?

Conclusion

Malgré le fait que les mathématiques sont
souvent en arriere-plan dans les films, elles
sont souvent basées sur des théories tres
intéressantes. Je vous encourage a étre
attentifs lorsque vous croisez des mathéma-
tiques dans un film, car il s'agit souvent de
bonnes introductions a plusieurs champs de
recherches. Tout comme le cinéma, la télévision
regorge de petites perles mathématiques.
Des émissions commes Les Simpsons ou The
Big Bang Theory sont remplies de mathéma-
tiques.

John Forbes Nash Jr.
(1928-2015)

Fils d'un ingénieur, John Nash Sr, et d'une enseignante, Virginia
Martin, le mathématicien et économiste John Nash est né a
Bluefield en Virginie-Occidentale. Dés son jeune age, il lisait beau-
coup et faisait des expériences dans sa chambre convertie en

laboratoire.

A partir de 14 ans, il développe un intérét pour les mathématiques

- et, souhaitant faire une carriére d'ingénieur comme son pére, il
¢tudie au Carnegie Institute of Technology de 1945 a 1948. Il s'intéresse alors a la théorie des
nombres, aux équations diophantiennes, a la mécanique quantique, a la théorie de la relativité

et en particulier a la théorie des jeux.

En 1948, il entre a I'Université de Princeton. Sa these, soutenue en 1950, portait sur Les jeux
non coopératifs. Il y pose la définition et décrit les propriétés de ce qui, aujourd'hui, est appelé
I'equilibre de Nash. On lui doit également d'importants résultats en géométrie différentielle en

lien avec les variétés riemanniennes.

Nash recoit le prix Nobel d'économie en 1994 et le prix Abel en 2015.
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La recherche des racines du trindbme du se-
cond degré, ax?+ bx+ ¢, occupe une part non
négligeable du programme d'algebre du se-
condaire, avec sans doute comme point
culminant la célébrissime formule

—b++/b* —4ac
20

découlant de la technique usuelle dite de
complétion du carré: on cherche alors a
ajuster les deux membres d'une égalité
algébrique de maniére a ce que l'un d'eux,
par l'ajout d'un terme venant le «complé-
ter», devienne une expression élevée au
carré (voir a ce propos la Section problémes).
Mais bien longtemps avant qu'on n'ait appris
a ainsi « parler algébre », prenant appui sur
des notations algébriques développées a
compter du 16¢ siecle et truffées de signes
alphanumeériques, on avait su mettre au
point des méthodes permettant de résoudre
des problémes derriére lesquels se cache un
polynéme de degré deux. Les Mésopotamiens
de I'Antiquité, en particulier, avaient élaboré
des méthodes a saveur géométrique ou le
« complément du carré » trouvait son sens en
termes de formes géométriques précises —
aprés tout, les expressions x? et bx peuvent
respectivement étre vues comme un carré de
coté x et un rectangle b par x. Plus de deux
millénaires plus tard, l'ingéniosité de tels
tours de passe-passe algébrico-géométrique
a d'ailleurs fortement inspiré un al-Khwarizmi
dans la résolution compleéte des polynémes
du deuxiéme degre.

PONT-EUXIN

CAPPADOCE
ASIE MINEURE

Depuis des lustres, la formule, telle une litanie, est familiére a tous
les éléves du secondaire : « Moins b plus ou moins racine carrée de b
deux moins quatre ac sur deux a.» Mais des millénaires avant qu'on

ne sache utiliser un tel jargon algébrique, la résolution d'équations

du second degré était chose connue des mathématiciens de jadis, qui
pour ce faire empruntaient volontiers une tournure géométrique.

Un ou deux tours
a la sauce babylonienne

Dés le 3¢ millénaire avant notre ére, une
intense activité mathématique s'est développée
au Proche-Orient, dans la partie est du bassin
méditerranéen, notamment au sein de Ia
civilisation mésopotamienne qui a fort long-
temps fleuri dans la région correspondant
a I'lrak d'aujourd'hui’. La ville de Babylone
— célébre sous le vocable de Babel dans le
récit bibligue — a longtemps €té un centre
important de la Mésopotamie, et ce de fagon
particuliere aux alentours de I'an -2000. Cette
époque marque le début de la période dite
paléo-babylonienne (c'est-a-dire babylonien
ancien) — environ entre les 20¢ et 16¢ siecles
avant notre ére —, les mathématiciens méso-
potamiens d'alors sachant résoudre des
problémes qui, avec nos notations d'aujourd'hui,
se raménent a des équations du second degré.

Un document typique de la période
paléo-babylonienne est la tablette d'argile
BM 13901 (piéce n° 13901 de la collection du
British Museum), dont le premier probléeme
peut se lire comme suit :

J'ai additionné la surface et le
coté de mon carré : 0;45.
Tu poses 1, la projection.
Tu détaches la moitié de 1.

Tu croises 0,30 et 0;30. Tu ajoutes
0;150 0;45. 1 estle carré de 1.
Tu enléves 0;30, que tu as croisé,
de 1. Le coté du carré est 0;30.

1. Voir a ce propos Bernard R. Hodgson,
Accromath, vol. 1, été-automne 2006, p. 19.

Le Proche-Orient au

temps de I’Antiquité:
Babylone et Bagdad

(noms modernes en

italiques)



Tours de Babel... et tours de Bagdad | Bernard R. Hodgson ¢ Université Laval

On se rappellera que le systeme de numé-
ration mésopotamien est de base soixante.
Il est donc d'usage, pour transcrire de facon
commode en notation moderne les nombres
écrits dans ce systeme, de séparer les posi-
tions sexagésimales par une virgule, et
les parties entiére et fractionnaire, par un
point-virgule. Ainsi la notation 1,23,4;56,7
représente le nombre

1 1
1X60° +23X60+4+56 X —+7X—.
60 60

Utilisant sans vergogne une notation algé-

texte, renvoie, soutient-on, a l'idée
de projeter un segment de longueur
1 hors du carré de coté x, ce qui
permet, géométriquement parlant,
de voir surgir un rectangle de cotés
1 et x. Autrement dit, « ajouter une
longueur a une surface » — ce qui
est en soi un geste un peu étrange
— revient de fait a combiner deux
surfaces, l'une €tant un rectangle
de coté 1. Il s'agit ensuite de « déta-
cher » la moitié de ce rectangle, puis
de placer judicieusement cette moi-

Tablette BM 13901

© Crédit: Trustees of the British Museum

(11,7 cm x 19,4 cm),
18¢ siecle avant notre ere.

tié de maniére a pouvoir la « croiser »

brique moderne, on voit qu'il est question, : . .
(on dit aussi « combiner ») avec une

dans le texte qui précéde, d'un carré dont on conie d'elle-méme. De I3 le phé On y trouve vingt-quatre
additionne I'aire x2 et le cOté x, obtenant 0;45, pic N PAE=" problémes (avec solutions)
nomene de la complétion de carré  faisant intervenir des équa-

c'est-a-dire 3/4. Autrement dit, on s'intéresse
a l'¢quation quadratique

que I'on cherche a résoudre. Que dire main-
tenant des propos qu'on y tient?

Méme si aucune figure géomeétrique n'a été
repérée sur les tablettes mésopotamiennes trai-
tant de tels problémes, les experts s'entendent
aujourd'hui? sur le fait que les manipula-
tions proposées se comprennent mieux en
les voyant comme une sorte de «couper-
coller» géométrique. En particulier, la notion
de projection’, a la deuxiéme phrase du

2. Voir notamment, dans le Pour en savoir
plus, le texte d’Eleanor Robson (2007) p.
102, ou encore Robson (2008) p. 278.

3. On notera a cet égard que Heyrup utilise
le mot « projection » dans son texte
anglais de 2002 (p. 13), mais plutét
« forjet » dans son texte francais de
2010 (p. 39) — voir Pour en savoir
plus. Le mot forjet (du latin foris,

« dehors » et du verbe jeter) est un
terme d'‘architecture désignant un
élément se dégageant en saillie
dans un édifice (par exemple un
balcon).

devient géométriquement quasi iné-
vitable (voir l'encadré Complétion
géométrique du carré : BM 139017).

Brueghel (env. 1525/1530-1569),
La Tour de Babel (env. 1563).

Ce tableau (dit La « Grande » Tour de Babel),
conservé au Kunsthistorisches Museum de
Vienne, est I'un des trois que Brueghel a
consacrés a la fameuse tour.

tions quadratiques.
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Dans le méme esprit se trouve une méthode
utilisée sur la tablette YBC 4663, appartenant
a la Yale Babylonian Collection de I'Université
Yale. Une partie du huitieme probleme qui
y figure concerne un rectangle d'aire 7;30
[=7 1/2] dont la longueur excéde la largeur
de 3;30 [=3 1/2]. On demande de trouver les
dimensions du rectangle en cause.

Les instructions sont de prendre la moitié
de 3;30, donc 1;45 [=1 3/4], que l'on éléve
au carré pour obtenir 3;3,45 [=3 1/16].
Additionnant ensuite 7:30 a 3;3,45, on
obtient 10;33,45 [= 10 9/16] dont on calcule
la racine carrée, 3;15 [=3 1/4]. Addition-
nant 1;45 a 3;15, on trouve 5, la longueur
du rectangle, et soustrayant 1;45 de 3;15, on
trouve sa largeur 1;30 [= 1 1/2] . (A propos de
I'arithmétique sexagésimale en jeu ici, voir la
Section problémes.)

Aucune indication n'est donnée sur la
tablette YBC 4663 (ni ailleurs dans d'autres
artéfacts paléo-babyloniens) pour expli-
quer le déroulement de cette procédure.

Mais ici encore, les experts s'entendent*
pour y voir une motivation géométrique —
voir I'encadré Complétion géométrique du
carré : YBC 4663.

Transposant le tout en notation moderne,
la procédure en cause dans ce dernier pro-
bléme, appliquée au systeme générique de
deux équations x-y=»b et xy=c, pourrait se
cristalliser dans les expressions suivantes
(voir la Section problémes):

1/C+ — et y—,/c+

On aura reconnu ici Iexpressmn

X—y
xy +| —=
(15

dont il est question dans I'encadré Complé-
tion géométrique du carré : YBC 4663.) Il va
de soi qu'un tel systéeme d'équations revient
de faita une équation quadratique — enl'oc-
currence x2 - bx= c—dontlesdeuxsolutions,
selon la formule aujourd'hui usuelle, sont

b++/b? +4c

-,
a savoir 5 et -1,5 pour les données de la
tablette YBC 4663.

Une autre lecture de ce type de probleme
repose sur un lien frappant, pour x et y
donnés, entre les trois quantités xy, (x + y)/2
et (x - y)/2, le produit, la demi-somme et la
demi-différence de xet y :

2 2
(5 (5
2 2

Cette relation est considérée comme connue
« depuis toujours » — ou en tout cas connue
des mathématiciens mésopotamiens (voir
a ce sujet la Section problémes)®. Comme
les données du probléme nous renseignent
complétement sur le membre de droite de

I'égalité, on connait ainsi le membre de
gauche, et donc la valeur de (x + y)/2. De I3,

il est immédiat de trouver x et y.

4. Voir par exemple, dans le Pour en savoir
plus, Katz et Hunger Parshall, pp. 20-22.

5. Cette relation a fait I'objet notamment,
autour de I'an 300 avant notre ére, de la
Proposition 11.5 des Eléments d’Euclide.



On ne s'étonnera pas, dans le méme esprit, du
fait qu'on connaissait a Babylone le tour qui
convient afin de traiter un probléme quadra-
tique revenant a un systéme de deux équa-
tions du type x+y=0b et xy=c (voir la Sec-
tion problémes).

Changement de variable
en Mésopotamie

Regardons un dernier artéfact mésopo-
tamien important, datant lui aussi du
18¢ siécle avant notre ere : un prisme d'argile
se trouvant dans la collection des Antiquités
orientales du Musée du Louvre et connu

Tours de Babel... et tours de Bagdad | Bernard R. Hodgson ¢ Université Laval

sous le code AO 8862. Sur les quatre faces
latérales de ce prisme figurent huit pro-
bléemes, dont certains concernent, comme
précédemment, des rectangles dont on
cherche les dimensions a partir d'informa-
tions sur leur aire et sur la somme ou la
différence de leurs cotés — il s'agit donc de
fait de problémes quadratiques. Certains
experts’ sont d'avis que de tels prismes pour-
raient avoir été rédigés par des étudiants afin
de montrer qu'ils maftrisaient bien diverses

techniques mathématiques de base.

7. Voir par exemple Robson (2007) p. 128.
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Le premier probléeme de AO 8862 porte sur
un rectangle a propos duquel sont fournies
deux informations : la somme des deux cotés
est 27; et l'aire, ajoutée a l'excés de 'un des
deux cOtés sur l'autre, donne 3,3 [c'est-a-dire
3x60+3=183]. On demande de déterminer
les cotés du rectangle en cause. (Les énoncés
originaux de tels probléemes commencent
souvent par les mots « Longueur et largeur».)

Les étapes de calcul indiquées pour résoudre
le probléme sont les suivantes :

e en additionnant 27 et 3,3 (les données du
probléme), on trouve 3,30

® en ajoutant 2 a 27, on trouve 29
® |3 moitié de 29 est 14;30

® 14:30 x 14;30 = 3,30;15
©330;15-330=0;15

® |3 racine carrée de 0;15 est 0;30

® ajoutant 0;30 a « l'un des deux 14;30», on
trouve 15, la longueur

e et enlevant 0;30 a «l'autre 14;30», on
trouve 14, la largeur

e finalement, enlevant de 14 le 2 ajouté a 27,
on trouve 12, la « vraie largeur ».

Les derniéres lignes du probléme portent
ensuite sur la vérification de la réponse
obtenue. Etant donné un rectangle 15 par 12,
I'aire est de 3,0 [alias 180] et la différence
entre les cotés, 3, ce qui donne bien une
somme de 3,3. De plus, en additionnant les
deux cotés, on trouve 27, tel que demandé.

Pour correcte qu'elle soit, cette solution
apparait a nouveau plutét sibylline. Que se
passe-t-il au juste? Et quid en particulier
de I'étape ol on ajoute 2 & 27?7 (A cet
égard, le 14;30 + 0;30 a peut-étre un petit
coté déja familier...)

Une lecture possible® consiste a partir d'un
rectangle de coOtés x et y (en vert sur la fi-
gure) et d'y adjoindre la longueur x - y, mais
— un peu comme dans la notion de « forjet »
ci-haut — sous la forme d'un rectangle (bleu)
de largeur 1.

8. Proposée par Hoyrup — voir (2002) p. 169.

1

=
Les données du probleme ngus apprennent
alors que la figure ci-dessus (une sorte de
« L») a une aire de 3,3 [= 183]. Or la premiére
étape de la procédure demande de trouver
la somme 27 +3,3=3,30. Cela revient donc
a rattacher a ce « L » la somme x+ y des deux
cotés du rectangle donné. Mais comment
accomplir cela joliment, géométriquement
parlant? Une des facons est de transformer
la figure en un grand rectangle en y ajoutant
d'abord un rectangle (orangé) de dimensions
1 par y, puis un second rectangle (jaune)
1 par x, tous deux placés de facon idoine.

X

1
1

On voit ainsi surgir « naturellement » un
rectangle de cotés x et y + 2, dont on connait la
somme des cOtés — ici, (x+y) +2=27+2=29
— et |'aire totale — ici, 3,30, tel que vu ci-haut.
Or pour le mathématicien mésopotamien,
c'est la un probléeme qu'il sait résoudre!
(Nous renvoyons la suite de I'étude de cette
solution a la Section problémes.)

A noter qu'avec notre vocabulaire d'au-
jourd'hui, il y a eu ici un changement de
variable: posant y' =y + 2, on a d'abord a
résoudre un probleme du type x+y'=0b et
xy'=c. Une fois trouvées la longueur et la
largeur de ce rectangle auxiliaire, on peut
revenir a la « vraie largeur » du rectangle
initial (de cotés x et y) en supprimant la
longueur de 2 temporairement ajoutée,
ce qui est effectué a la derniere étape de Ia
procédure ci-haut.

Tour d’horizon
du coté de Bagdad

Les méthodes de résolution de problémes
quadratiques développées a I'époque de la
civilisation mésopotamienne se sont retrou-
vées, quelque 2500 ans plus tard, au cceur de
la démarche du mathématicien Mohammad
lbn Mousa (env. 780-850), mieux connu sous



Tours de Babel... et tours de Bagdad | Bernard R. Hodgson ¢ Université Laval

son surnom al-Khwarizmi®. De descendance
persane, al-Khwarizmi a vécu principalement
a Bagdad (aujourd’hui en Irak) dans un
contexte de culture arabe. Il a ceuvré dans
le cadre de la Maison de la Sagesse, célébre
bibliothéque et institution de traduction et
de recherche, établie sous le regne du calife
al-Ma'moun (813-833).

Surtout renommé aujourd'hui pour deux
de ses traités, I'un portant sur l'arithmé-
tique et l'autre sur la résolution d'équations,
al-Khwarizmi est de ce fait relié a I'¢tymologie
de deux termes omniprésents aujourd’hui en
mathématiques. Connu en latin au Moyen
Age sous le nom Liber Algorismi, « Le livre
d'al-Khwarizmi », son traité d'arithmétique a
donné naissance a notre mot algorithme. Par
ailleurs, son traité Kitab al-jabr wa'l-muqabala,
«Précis de calcul par al-jabr et al-mugabala»
(c'est-a-dire livre abrégé sur le calcul par la
restauration et la comparaison)'®, écrit aux
environs de 825, a mené au mot algébre.

Travaillant constamment avec des coeffi-
cients positifs et s'exprimant en mots dans
le cadre de ce qu'il est convenu d'appeler une
algébre rhétorique, al-Khwarizmi a répertorié,
dans ce dernier traité, tous les types d'équa-
tions du second degré reliant le « bien » (le
carré de I'inconnue), la « racine » (I'inconnue),
et le nombre connu (ou terme constant, sou-

Et I'algorithme (hum!) de résolution
qu'il propose verbalement se lit
comme suit :

La régle est de prendre la
moitié des racines, soit
cing, que tu multiplies par
elle-méme. Cela donne
vingt-cing. En y ajoutant
trente-neuf, tu obtiens
soixante-quatre. Tu prends
la racine, qui est huit, et
enléve-lui la moitié du
nombre des racines, qui est
cing. Il reste donc trois, qui
est la racine du bien que tu
veux. Et le bien est neuf.
Transcrite en notation moderne a
partir de |'¢quation X + bx = c, cette

procédure mene directement a la
formule bien connue

(5 +5
—| +c--.
2 2

Fait remarquable (notamment en com-
paraison de la tradition mathématique

AO 8862 (16,7 cm x 7 cm),

milieu du 18° siéecle
avant notre ere.
Dedie a Nisaba, deesse
patronne des scribes,
le prisme contient huit

problémes dont quatre de
type « Longueur et largeur ».

vent appelé «dirhamy™). L'un de ces types mésopotamienne), le mathématicien ::*::‘i’l'gwymw
Qequatlons est de Ia,forrr]e «lbIEHS et acines oo rcan donne ensuite une justifica- iDL AL
égalent nombre » (c'est-a-dire, en nota'tlon' tion de sa solution et ce, méme de ﬁ;ﬁé‘ﬂﬂﬁg-&g
mc’)derne, o + bx = d, e1§ aI—Kh.war|zm| deux maniéres différentes. L'une de ipligilal a2 i aitity
présente entre autres le probléme suivant : ces démonstrations est une trans- LI 2 Lan™ it i e b
u : ines é ' iption géométrique directe de la oyeml’h'""‘whrh“ém
n carré et des racines égaux o un  cription géometrique Li;bﬁuh-..pp.\pdf
y rocédure, ce qui mene a une figure 2 3 Adalsry
nombre, ¢ ?St par ejxemp/e /orsgue ﬁjentique a cel?e introduite plus haut w@l’w"‘;‘;\:ﬂ‘::
tu dis:un bien et dix de ses racines 3 propos de Ia tablette BM 13901, ANF
sont égaux a trente-neuf dirhams.  Lautre démonstration (qu'il pré- ~y -;’_
C'est-a-dire: que/ est le bien QUi, sente de fait en premier lieu dans gﬁbﬁﬁ'ﬂfg

combiné avec dix de ses racines,
donne une somme de trente-neuf?

9. C’est-a-dire « Le Khwarizmien ». Sa famille
était originaire du Khwarizm, région d’Asie
centrale située dans I'actuel Ouzbékistan.

10. « Restauration » et « comparaison » sont les
noms donnés par al-Khwarizmi a certaines
des opérations intervenant dans la manipu-
lation d'équations algébrigues.

11. Le dirham était la monnaie de I'empire
musulman.

son traité) repose sur une variante
de la procédure ou il partage en
quatre le nombre de racines (et
non plus en deux). Il en résulte
la figure ci-contre. A partir de ces
deux figures, il estimmédiat de tirer,
dans le cas général, I'expression
usuelle de la racine (positive) d'une
telle équation. (Voir a ce sujet la
Section problémes.)

Extrait du Kitab al-jabr
wa'l-mugabala
(édition en arabe,
date inconnue).

(Rare Book
& Manuscript Library,
Columbia University)

© RMN-Grand Palais (musée du Louvre) / Mathieu Rabeau

©www.maa.org/press/periodicals/convergence/mathematical-treasures- al-khwarizmis-algebra
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Une troublante equation

du second deg‘re

mﬂubr/que des I

Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences
et Technologies de Lille

Un théoréme important de l'algébre indique
qu'une équation polynomiale de degré n (n
entier > 1) a coefficients réels posséde au
plus n solutions.

(Si, a la place de considérer des nombres réels,
on considere des nombres complexes - pour
les ccefficients et pour les solutions - et si on
prend en compte la multiplicité des racines,
le théoréme fondamental de I'algebre indique
alors que toute équation polynomiale de
degré n posséde exactement n solutions.)
Dans le cas réel qui seul nous concernera
ici, une équation de degré 2 possede donc
au plus 2 solutions différentes. Souvenez-
vous que pour I'équation ax? + bx+ c=0, les
racines sont données par :

—b++/b% - 4ac

2a

Pourtant, voici une exception a cette regle.
Considérons trois nombres réels a, b et c fixés
et deux a deux distincts (si vous le souhaitez,
prenez a=1, b= 2, c=3).

Analysons I'équation suivante :

x—a)lx=b) (x=blx—c) (x—a)lx—c) _
(c-a)c-b) (a-blla—c) (b-ab—c)

C'estune équation de degré 2 d'inconnue xcar
c'est une somme dont chaque terme est un
polynéme de degré 2. Le nombre q est solution
de I'équation car, quand on remplace x par
a, le premier terme s'annule, de méme que
le troisieme, alors que le second prend la
valeur 1. Notons qu'aucun dénominateur ne
s'annule, nous respectons bien les regles de
calcul qu'impose ce genre de manipulations.
Pour des raisons analogues, le nombre b et
le nombre ¢, sont aussi solutions de cette
¢quation qui posséde donc trois solutions.
Puisque a, b et c ont été supposeés distincts,
nous avons donc une équation du degré 2
possédant 3 solutions différentes. Est-ce la
trace d'un paradoxe au coeur de l'algébre
¢lémentaire, et faut-il entreprendre le rappel
des millions de livres de mathématiques qui
mentionnent I'énoncé du théoreme fonda-
mental de I'algébre ?

+0X+C=



Solution du paradoxe précédent

se conserve. (Plus généralement on montre que tout
nombre entier, élevé a une puissance de la forme 4n + 1,
garde le méme dernier chiffre en base 10.)

Un calcul revolutionnaire

Les calculs de racine suivants sont disposés en ordre
croissant de difficulté.

- laracine 1789-éme d'un nombre n de 7000 chiffres
ou n est une puissance exacte (n = m'789%)

- La racine treizieme d'un nombre n de 100 chiffres
sachant que nest une puissance exacte (n= m').

- Laracine carrée d'un nombre de 80 chiffres ou n est
un carré parfait (n=m?).

Vous devez expliquer pourquoi il en est ainsi, et découvrir

la méthode permettant de calculer la racine 1789-éme

d'un nombre de 7000 chiffres.

Si vous trouvez cela trop compliqué, attaquez-vous
d'abord au paradoxe lexical suivant. Pourquoi est-il
faux que la racine treizieme du nombre a est le nombre
b qui, multiplié treize fois par lui-méme, donne a ?

La racine treizieme du nombre a est le nombre b qui,
élevé a la puissance treize, donne g, et donc... c'est le
nombre qui, multiplié¢ douze fois par lui-méme, donne a.

Puisque le résultat recherché est un entier, cela signifie
que le nombre qu'on vous soumet - de 80 chiffres pour
la racine carrée, de 100 chiffres pour la racine treizieme,
de 7000 chiffres pour la racine 1789-éme - est la puis-
sance exacte d'un nombre entier.

La difficulté du probleme dépend de la taille du nombre
a retrouver, car c'est la quantité d'informations man-
quantes. La difficulté ne dépend donc pas de la lon-
gueur des données, comme on est tenté de le croire.
Elle n'est pas non plus dans le fait de rechercher la ra-
cine k-éme pour un k élevé. Nous allons voir que la
taille du nombre m a trouver va en croissant d'un exer-
cice a l'autre et que c'est donc bien le premier exercice
qui est le plus facile.

Commencons par lui : comment calculer la racine 1789-
éme d'un nombre de 7000 chiffres? Un petit calcul al-
gébrique ou un petit travail d'exploration, aidé d'un
ordinateur, montre que les seuls nombres entiers qui,
élevés a la puissance 1789, donnent des entiers ayant
exactement 7000 chiffres sont: 8171, 8172, 8173, 8174,
8175, 8176, 8177, 8178, 8179, 8180.

Les nombres inférieurs a 8171 ont une puissance 1789-e¢me
possédant moins de 7000 chiffres. Les nombres au-dela
de 8180 ont une puissance 1789-éme possédant plus
de 7000 chiffres. De plus, si vous élevez 0, 1, 2, .., 9
a la puissance 1789, vous constaterez que le dernier
chiffre des résultats est, dans le méme ordre, O, 1, 2, ...,
9. Il en résulte immédiatement qu'en élevant a la puis-
sance 1789 un nombre se terminant par le chiffre /, on
trouve un nombre qui se termine encore par le chiffre /:
le dernier chiffre d'un entier élevé a la puissance 1789

Pour calculer la racine 1789-éme d'un nombre de 7000
chiffres, il suffit donc de regarder le dernier des 7000
chiffres et de repérer sur la liste [8171, 8172, 8173,

8174, 8175, 8176, 8177, 8178,
8179, 8180] le nombre qui a le
méme dernier chiffre. Appren-
dre cette liste est a la portée
de tout le monde, et donc
tout le monde peut, de téte,
extraire la racine 1789-éme
d'un nombre de 7000 chiffres !

Considérons maintenant e
probléeme de l'extraction d'une
racine treizieme d'un nombre
de 100 chiffres. Lordinateur
vous indique que si un nombre,
élevé a la puissance 13, pos-
sede 100 chiffres, alors il est
compris entre les deux nombres
41246264 et 49238826.

Si un nombre de 100 chiffres
est une puissance treizieme
exacte, vous savez donc, sans
méme le regarder, qu'il com-
mence par un 4. De plus,
élever a la puissance treize ne
change pas le dernier chiffre
(comme pour la puissance
1789). Le travail nécessaire
pour trouver la racine 13-éme
d'un nombre de 100 chiffres
consiste donc a déterminer
les 6 chiffres manquants entre
le 4 du début et le dernier
chiffre facile a trouver.
Quelques astuces arithmé-
tiques rendent cela possible
et ceux qui les connaissent
et s'entrainent un peu n'ont
besoin que de quelques mi-
nutes ou méme de quelques
secondes pour réaliser I'extrac-
tion de la racine treizieme de
nombres de 100 chiffres.

L'exercice d'extraire la racine
carrée d'un nombre de 80
chiffres est le plus difficile
des trois exercices proposes,

Est-ce un exploit?
Extraire la racine trei-
zieme d'un nombre de 100
chiffres demande de I'en-
trainement et peut-étre
méme un don particulier
en calcul mental, mais ce
n'est pas un exploit fan-
tastique.

[l a été réalisé entre autres
par Herbert de Grote,
Wikhelm Klein, Gert Mit-
tring et Alexis Lemaire.
Ceux qui le pratiquent
en se présentant comme
des génies mathématiques
exploitent I'ignorance du
public qui, en général,
ne comprend pas tres
bien ce qu'est une racine
treizieme et encore moins
la facilitt qu'introduit
le fait que les nombres
proposés soient des puis-
sances exactes.

Les media qui en parlent
semblentvictimes du para-
doxe de la fausse difficulté
et I'on peut étre certain
qu'ils seraient encore plus
eémerveillés et épatés par
le génie qui réussirait
le calcul révolutionnaire
consistant a extraire la
racine  1789-eme d'un
nombre de 7000 chiffres...,
calcul que pourtant tout le
monde peut effectuer.

Le grand mathématicien
John Wallis (1616-1703)
pouvait, semble-t-il, ex-
traire la racine carrée de
nombres de 55 chiffres.

car le calcul demande de retrouver 40 chiffres inconnus.

2 Accronmuoth ol 13 « ¢t¢ - automne 2018
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a) Donner une inter-
prétation géomé-
trique de cette

procédure.
Tours de Babel... b) Entirer une formule
et tours de Bagdad (notation moderne)
1. Etant donné I'équation quadratique pour la solution

générale.

ax+bx +¢c=0, (9

BM 85200 + VAT 6599

e Prendre la moitié de
5,50, donc 2;55.

e | ‘élever au carré, 8,30,25.

e Soustraire 8,20, ce qui
donne 0;10,25.

e En trouver la racine car-
ree, 0,25.

e Ajouter 0,25 a 2,55 et
['en soustraire, obtenant
ainsi les deux cotés
3,20 et 2;30.

la méthode du complément (ou de complé-
tion) du carré permet, par manipulation
algébrique, d'obtenir les deux racines r, et
r, (réelles ou complexes, éventuellement
égales).
a) Trouver l'expression de ces racines en

ramenant I'équation a la forme

x4by=_C ()
a a
et en la transformant de sorte que le
membre de gauche devienne un carré.

b) Variante: revenant a (¥), procéder en
multipliant I'équation par 4a.

¢) Autre démonstration : partant de (**), le

changement de variable
—t b
y_X+2G

permet d'isoler y2.

. En travaillant en base soixante, vérifier

chacune des étapes du calcul de Ia
tablette YBC 4663 (p. 26).

. Soit deux segments de longueur x et y

(avec x> y).

a) Montrer, a l'aide d'un argument
géométrique visuel (alias preuve sans
paroles), que

Xy _Xty
Yt =
b) Faire de méme pour les égalités
Xty x=y _Xty x—y
X= 5 + 5 ety= 5 7

. On considére un rectangle dont les

cOtés x et y satisfont aux équations x-y=>5
et xy=c. Trouver I'expression générale de
la solution découlant de l'interprétation
géométriqgue de la tablette YBC 4663
(pp. 26-27).

. le  probleme 25 de la tablette

BM 85200 + VAT 6599 est du type x+y=0b
et xy=c Il y est question d'un rectangle
d'aire 8;20 dont la somme des cotés est
5;50. La procédure de résolution figure
dans I'encadré qui suit.

. Etant donné deux réels positifs xet y (avec

x> y), on consideére I'identité remarquable

(erfi].

connue depuis fort longtemps.

a) Montrer comment elle peut servir dans
I'interprétation des méthodes mésopo-
tamiennes de résolution de problemes
quadratiques.

b) Outre par manipulation algébrique
(moderne), on peut justifier (**) de
plusieurs facons, notamment : comme
corollaire de la Proposition 5 du Livre
Il des Eléments d'Euclide (voir I'encadré
ci-apres); en travaillant dans un demi-
cercle de diameétre x + y, ou bien dans
un carré de coteé

L
2ty

ou encore a partir de l'identité bien
connue (u+V)(u-v) = u? - V&

Euclide 11.5

Siune droite est coupée en deux segments
égaux et en deux segments inégaux, le
rectangle contenu par les segments iné-
gaux de la droite entiere, pris avec le carré
sur le segment compris entre les points de
section, est égal au carré sur la moitié de
la droite.

7. Compléter la résolution du probléme de |a

tablette AQ 8862 (pp. 27-28).

8.S'intéressant a I'équation x?+ 10x=39

(notation moderne), al-Khwarizmi justifie
géométriqguement, et a deux reprises, sa
méthode de résolution: en considérant
la moitié¢ du nombre de racines (10), et
aussi le quart.
a) Tracer une figure géométrique a I'appui
de chacune de ces deux démonstrations.
b) Faire de méme dans le cas général
X2 + bx = ¢ En tirer une formule
(moderne) exprimant la solution d'al-
Khwarizmi.

. Tablette en deux fragments, I'un étant au British

Museum a Londres et I'autre a Berlin, au Vordera-
siatisches Museum (collection du Proche-Orient
du Pergamonmuseum).



o plus!

Histoire des mathématiques
De nouvelles perspectives
e Kline, Morris. Mathematical Thought from Ancient to Modern Times, Oxford University Press, 1972, 1238 p.
(Voir les chapitres 12, 14 et 35.)
Tours de Babel... et tours de Bagdad
e Hoayrup, Jens, Lengths, Widths, Surfaces: A Portrait of Old Babylonian Algebra and Its Kin. Springer, 2002.

Ouvrage-phare pour une relecture des documents paléo-babyloniens plus fidéle au texte-source que les premiéres
traductions, qui remontaient aux décennies 1930 et 1940. Il en résulte une vision a forte saveur géométrique.

¢ Robson, Eleanor, « Mesopotamian Mathematics. » In : Victor J. Katz, (dir.), The Mathematics of Egypt, Mesopo-
tamia, China, India, and Islam: A Sourcebook. Princeton University Press, 2007, pp. 57-186.

Recueil de 65 textes mathématiques mésopotamiens, présentés et commentés.

e A propos des mathématiques mésopotamiennes :
Hoyrup, Jens, L’algebre au temps de Babylone : quand les mathématiques s’écrivaient sur de I'argile. Vuibert, 2010.
Robson, Eleanor, Mathematics in Ancient Iraq : A Social History. Princeton University Press, 2008.

e Un panorama de I'histoire de |'algebre :

Katz, Victor J. et Hunger Parshall, Karen, Taming the Unknown : A History of Algebra from Antiquity to the Early
Twentieth Century. Princeton University Press, 2014.

e Sources pour les textes d'al-Khwarizmi :
Djebbar, Ahmed, L algébre arabe : genese d’un art. Vuibert, 2005.

Al-Khwarizmi. Le commencement de I'algebre. Texte établi, traduit et commenté par Roshdi Rashed. Librairie
Albert Blanchard, 2007.

Mathématiques et arts
Les mathématiques a Hollywood
¢ Woolley, Thomas E. et Parker, Ben M. Maths at :, Consulté le 7 mars 2018.
e Polster, Burkard et Ross, Marty. Math Goes to the movies. John Hopkins University, 2012.
e Polster, Burkard et Ross, Marty. Math Masters, 2004 (consulté le 7 mars 2018).
e Kasman, Alex. Mathematical Fiction, Consulté le 7 mars 2018.
¢ Singh, Simon. The Simpsons and their mathematical secrets. Bloomsbury USA, 2013.

Applications des mathématiques
Réseaux de neurones
e Brown Neural Networks : http.//www.3blue 1brown.com/videos/2017/10/9/neural-network
Référence contenant des vidéos d'introduction a I'apprentissage automatique et aux réseaux de neurones.

e Cours d'initiation au Machine Learning
https.//developers.google.com/machine-learning/crash-course/prereqs-and-prework ?hl=fr

Cours traduit de I'anglais automatiquement en utilisant des modeles d'apprentissage automatique.
e Bengio, Y. et Courville, A., Deep Learning, |. Goodfellow,, http.//www.deeplearningbook.org/

Référence plus avancée, mais tres compléte. Les premiers chapitres introduisent les concepts mathématiques
les plus importants pour bien comprendre le reste du livre.

e Zoph, B., Vasudevan, V., Shlens, J., Le, Q. V. (2017). Learning Transferable Architectures for Scalable Image
Recognition. CoRR: abs/1707.07012. https://arxiv.org/pdf/1707.07012.pdf (consulté le 20 juin 2018)

Article présentant le réseau de neurones qui annote les entités dans une photo.

e Tero, K., Timo, A., Samuli, L., Jaakko, L. (2017). Progressive growing of GANs for improved quality, stability,
and variation. CoRR: abs/1710.10196. https://arxiv.org/pdf/1710.10196.pdf (consulté le 20 juin 2018)

Article présentant le réseau de neurones pour générer des visages.
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