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Dans cet ouvrage

En ouvrant une caisse d’oranges, elle ne semble pas toujours pleine : 
les secousses durant le transport ont pour effet de compacter le 
contenu, provoquant ainsi un remplissage plus dense. Dans l’article 
Quel est l’empilement le plus dense ?, Christiane Rousseau traite de 
ce problème qui, en 1611, a fait l’objet d’une conjecture de Johannes 
Kepler (1571-1630). Cette conjecture, selon laquelle l’empilement de 
sphères le plus dense est celui qu’on observe sur les étals de fruits, a 
été démontrée en 1998 par Thomas Hales (1958 - ).

En 1931, le mathématicien allemand Heinz Hopf révèle dans la sphère 
tridimensionnelle une structure insoupçonnée et magnifique, les fibres 
constituant la surface d’un solide. Dans l’article La Fibration de Hopf,  
Yvan Saint-Aubin nous invite à « voir » cette structure en généralisant 
à des surfaces de dimension supérieure.

Les informations numériques prolifèrent à une vitesse telle qu’il est dif-
ficile d’en tirer une connaissance utile. Les méthodes statistiques ont 
cependant mené au développement d’algorithmes de regroupement  
de données qui permettent, par exemple, d’analyser des textes, de les 
classifier, et parfois même d’en identifier les auteurs. Dans l’article  
Qui se ressemblent s’assemblent, Christian Genest, Jean-François Plante  
et Ostap Okhrin, nous donnent un aperçu de l’une de ces méthodes. 

La démonstration est une composante essentielle de la démarche 
en mathématiques sans laquelle il n’y aurait pas de «  théorèmes  ». 
Mais est-il vraiment pertinent de redémontrer un résultat en utilisant  
différentes approches ? Dans l’article Pourquoi démontrer un résultat  
déjà établi ?, Marie Beaulieu et Bernard Hodgson traitent de cette 
question qui se posait déjà à Archimède (~287-~272).

Lorsqu’on évoque la notion d’indivisibles, on pense tout naturellement  
à Bonaventura Cavalieri (1598-1647). D’autres mathématiciens, 
contemporains de Cavalieri, ont cependant utilisé cette conception 
des surfaces et des solides pour calculer des aires et des volumes. 
L’article Les indivisibles... et après? présente deux résultats obtenus  
par cette approche, l’un par Gilles Personne de Roberval (1602-1675) 
et l’autre par Evangelista Torricelli (1608-1647).

Dans la rubrique des paradoxes, Jean-Paul Delahaye nous présente 
Un calcul révolutionnaire. Dans ce paradoxe, il prétend qu’il est plus 
simple d’extraire la racine 1789-ème d’un nombre de 7 000 chiffres 
que d’extraire la racine treizième d’un nombre de 100 chiffres, et même  
que d’extraire la racine carrée d’un nombre de 80 chiffres.

Bonne lecture !

André Ross

Éditori  l
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Nos sphères sont en fait des boules pleines. 
On veut calculer la densité d’un empilement, 
c’est-à-dire la proportion de l’espace qui est 
occupé par des boules. 

Le problème de déterminer la densité maxi-
mum en dimension 3 est très difficile, mais 
Thomas Hales explique qu’il s’est inspiré de 
la solution en dimension 2. Cette solution 
est très jolie. Nous allons la présenter et voir 
quelles sont les grandes idées qui en res-
sortent. 

La densité d’empilements  
de boules en dimension 2
Une boule est maintenant un disque. On 
veut placer des disques de même rayon dans 
le plan de la manière la plus dense possible. 
Voici deux manières de le faire.

Quelle est la densité  
de notre empilement ?
Avec la méthode ci-contre, on peut paver 
le plan par des carrés de côté 2r, dont les 
sommets sont aux centres des disques. 
Chaque carré a pour aire 4r2. De cette aire, une  
proportion de πr2 est recouverte par des 
disques, puisque on a quatre quarts de disque 
de rayon r. Donc, la densité de l’empilement 
est :

d
r
r4 4

0,7854.1

2

2=
π

=
π

≈

On voit que la densité 
est indépendante du 
rayon des disques. 
Donc, pour simplifier, on 
supposera par la suite 
que le rayon est égal à 1.

Avec la méthode en 
haut à droite, on peut 

paver le plan par  
des triangles équila-
téraux de côté 2, 
de sommets aux 
centres des disques. 
Chaque triangle a 
pour aire, 3. De 
cette aire, π 2

 est 
recouverte par des 
disques, puisque on a trois sixièmes de disque 
de rayon r. Donc, la densité de l’empilement 
est :

=
π

=
π

≈d
2

3 2 3
0,9069.2

Ce calcul confirme ce que notre œil 
pressentait, à savoir que l’empilement de 
droite est plus dense que celui de gauche. 
Le réseau des centres de droite est appelé 
réseau hexagonal.

Mais est-ce vraiment 
l’empilement le plus dense ?
Si l’on compare avec des empilements 
réguliers, on trouvera que c’est toujours le cas. 
Mais si les empilements sont irréguliers ? Le 
mathématicien norvégien Alex Thue (1863-
1922) a montré que c’est encore le cas. Une 
idée géniale permet de traiter le cas 
général d’un empilement irrégulier. 
On divise le plan en régions, et on 
montre que, dans chaque région,  la 
densité est inférieure ou égale 
à d 2 3 .2 = π  Toute l’astuce 
est de bien choisir les régions. 

Pour voir comment, reve-
nons à notre triangle 
de base dans lequel la 
densité était de d2.

Christiane Rousseau 
Université de Montréal

Vous ouvrez une boîte neuve et pourtant elle ne semble pas pleine.  
La boîte a été secouée et le contenu s’est tassé. C’est parce que la 
boîte n’a pas été remplie en utilisant le remplissage le plus dense.  

En 1998, Thomas Hales (1958 - ) a montré que l’empilement de 
sphères le plus dense est celui qu’on observe sur les étals de fruits, 

prouvant ainsi la conjecture de Kepler, énoncée en 1611.

Quel est l’empilement  
le plus dense ?
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Quel est l’empilement le plus dense ?  |  Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

Agrandissons les disques jusqu’à remplir tout 
l’espace.

Le grand rayon est le rayon R du cercle 
circonscrit au triangle  : il est égal aux 2/3 
de la hauteur, soit R 2 3 3.= On agrandit 
ainsi tous les disques, que l’on va appeler des 
grands disques. On peut maintenant diviser 
notre plan en trois types de régions. 

La première région est la portion du plan non 
couverte par un grand disque. Dans cette 
région, la densité est bien sûr nulle. 

On s’intéresse maintenant à la portion du plan 
couverte par les grands disques. Chaque fois 
que des grands disques ont une intersection 
non vide, on les divise en secteurs limités par 

des rayons à partir des points d’intersection 
sur la frontière. 

Le deuxième type de région est un secteur de 
grand disque tel qu’encerclé sur la figure :

Le troisième type de région est de la forme :

Le calcul de la densité dans les régions de 
deuxième et troisième type demande un peu 
de travail. Nous le mettons dans l’encadré.

θ

θ

Calculer l’aire d’une région du deuxième 
type n’est pas difficile. L’aire d’un secteur 
de disque de rayon r d’ouverture q est, par 
une règle de trois,  θr 22  (où l’angle q est en 
radians). Donc, la densité est :

R R
2

2

1 3
4

0,75,2 2

θ
θ

= = =

qui est inférieure à d 0,9069.2 ≈
Passons maintenant à la densité dans 

le troisième type de région. La région 
couverte par les petits disques est la 
réunion de deux secteurs de rayon 1 

et d’ouverture q, qui a donc pour 
aire q. L’aire de la région est 

la somme des aires de deux 
triangles isocèles ayant chacun 

deux côtés de longueur 
R 2 3 3=   séparés par 
un angle q. Cette aire 
vaut donc :

R R2 sin
2

cos
2

sin
4
3

sin .2 2θ θ
= θ = θ

La densité dépend de q, c’est une 
fonction : 

d( )
3

4 sin
.θ =

θ
θ

Remarquons que 0, 3 .[ ]θ ∈ π  
On a :

 d( 3)
2 3

.π =
π

La conclusion suit si on 
montre que la fonction est 
croissante sur l’intervalle 
0, 3[ ]π . Cela peut se montrer 

rigoureusement, mais nous 
nous contenterons de le voir 
sur le graphe de la fonction 
d(q).

θ

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

q = q
q

d( )
3

4 sin
, 

croissante sur [0; π/3]

θ
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Passer aux grandes idées  
de la dimension 3
En fait, il est un peu tôt. Il faut encore digérer 
les leçons de la dimension 2. 

Regardons un empilement irrégulier sur 
lequel nous avons marqué les centres des 
disques. Faisons une partition du plan en 
cellules attachées à ces centres, de telle sorte 
que chaque cellule contienne exactement 
les points du plan qui sont plus proches 
du centre de son disque que du centre des 
autres disques. 

Cette partition du plan s’appelle le diagramme 
de Voronoï 1 (voir figure) de l’ensemble des 
centres des disques. Les frontières des cellules 
sont bien sûr des portions de médiatrices de 
segments joignant les centres deux à deux. 
Si la densité dans chaque cellule est la plus 
grande possible, alors la densité globale sera 
maximale.  

Dans le cas de l’empilement le plus dense, la 
densité dans chaque cellule est exactement  

d
2 3

0,90692 =
π

≈ .

On voit bien que, localement autour du 
disque central, on ne peut faire mieux que 
d’empiler six disques tangents à ce disque. 

En dimension 2, la meilleure den-
sité globale est déjà la meilleure 

densité locale.   

Peut-on utiliser cette idée en 
dimension 3 ? 
Nous verrons que la densité d’un étal 

d’oranges est d
3 2

0,74048.3 =
π

≈

Est-ce la densité de la sphère dans sa plus 
petite cellule de Voronoï ? Malheureusement, 
les choses ne sont pas aussi simples. En effet, 
on peut inscrire la sphère dans un dodécaèdre 
régulier (à douze faces), et coller douze 
sphères tangentes aux centres des faces du 
dodécaèdre. Ce dodécaèdre devient alors 

la cellule de Voronoï associée à la sphère 
centrale, pour l’ensemble des centres des 
13 sphères. Dans ce dodécaèdre, la densité 
est égale à 0,754697, donc supérieure à d3! 
Mais alors, pourquoi d3 est-elle la densité 
maximale  ? En dimension 2, la plus petite 
cellule de Voronoï était un hexagone régulier 
et on peut paver le plan avec des hexagones 
réguliers. Mais, on ne peut pas paver 
l’espace avec des dodécaèdres réguliers…,  
il reste du vide entre les dodécaèdres.

Autre problème : en dimension 2, lorsqu’on 
entourait un disque de six disques tangents, 
les six disques étaient aussi tangents entre 
eux. Ce n’est plus le cas en dimension 3  : 
les 12 sphères tangentes au dodécaèdre ne 
sont pas tangentes entres elles : il reste de la 
place. En fait, on s’est longtemps demandé 
si 13 sphères pouvaient être tangentes à la 
sphère initiale, jusqu’à ce que Thomas Hales 
prouve que ce ne pouvait être le cas. 

Ce sont quand même des variantes de 
toutes ces idées qu’a utilisées Thomas Hales 
dans sa preuve du fait que d3 est la densité 
maximale d’un empilement de sphères. Il a 
partitionné l’espace en régions et montré 
que, dans chaque type de région, la densité 
est inférieure ou égale à d3. Mais, le nombre 
de types de régions est énorme et il faut un 
ordinateur pour traiter tous les cas. Le code 
du programme est public pour ceux qui 
veulent vérifier la preuve. 

La géométrie  
de l’empilement  
des étals d’oranges 
Elle est très intéressante. Cet empilement 
est périodique. Donc, toutes les cellules du 
diagramme de Voronoï2 de l’ensemble des 
centres des sphères sont identiques. Ce sont 
des dodécaèdres rhombiques, à 12 faces 
identiques en forme de losange. 

DossierApplication

1.	  Gueorgui Voronoï (1868-1908))
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Quel est l’empilement le plus dense ?  |  Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

Les dodécaèdres rhombiques, eux, peuvent 
paver l’espace. Donc la densité des étals 
d’oranges est la même que celle d’une sphère 
inscrite dans une cellule de Voronoï en forme 
de dodécaèdre rhombique.

Image prise à  
https://www.mathcurve.com/polyedres/

pavage/dodecrhomb-pavage2.gif 

Nous allons vérifier que la densité des étals 
d’oranges est bien d3. Calculer le volume d’un 
dodécaèdre rhombique et de la sphère inscrite 
est difficile. Il existe des méthodes plus 
simples. En voici une. Prenons une grande 
boîte cubique N N N× ×  et remplissons-le 
de sphères de rayon 1, comme sur les étals 
d’oranges.

Prenons une des couches horizontales. On 
a donc environ N/2 sphères sur chaque 
longueur. 

Deux rangées sont espacées d’une distance 
de 3 . Par là, on entend la distance entre 
les lignes de centres de deux rangées 
consécutives. Donc on a environ 

 
N 3  

rangées. Ceci donne environ N 2 32  
sphères par couche horizontale. 

La distance verticale entre les centres de deux 

couches est la hauteur d’un tétraèdre régulier 

d’arête 2, soit égale à 2 2 3: (exercice). Donc, 

on a environ N 2 2 3 couches. Par suite, la 

boîte contient au total environ N 4 23  

sphères, et chacune a un volume de 4 3π .  

Le volume rempli par les sphères est donc 

approximativement N 3 2 .3π  Comme le 

volume de la boîte est N3, la densité est :

d
3 2

0,74048.3 =
π

≈

2.	  �Le diagramme de Voronoï dans l’espace se  
définit de la même manière que dans le plan.
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DossierApplication

Notre calcul n’est pas exact près des bords, 
mais il le devient si on fait tendre N vers 
l’infini.

On peut remarquer qu’il y a plusieurs 
manières d’empiler les couches dans la 
figure. En effet, autour de chaque orange, il 
y a six creux, mais seulement trois (un sur 
deux) seront occupés par des oranges à la 
couche suivante. Donc, selon la manière dont 
on empile les couches, on peut facilement 
obtenir des empilements non symétriques. La 
solution à densité maximale n’est pas unique 
en dimension 3 !

Le réseau des centres des 
sphères dans l’empilement 
des étals d’oranges
Ce réseau est bien connu en cristallographie : 
c’est le réseau cubique à faces centrées,3

et voici une coupe le long d’une face.

On voit qu’on a des alignements de centres 
sur des lignes orthogonales, ce qui n’est pas 
évident quand on regarde un étal d’oranges !  
Ces lignes existent  : regardez ces deux 
tétraèdres de base horizontale, dont les 
sommets sont des centres de sphères. Un 
calcul vous montrera que les deux arêtes 
noires sont orthogonales. 

Connaître cette disposition nous donne 
une deuxième manière de calculer la 
densité d3. Prenons des cubes de côté 1 
qui remplissent l’espace. Alors, les sphères 
centrées sur le réseau cubique à faces 
centrées correspondant ont pour rayon 

2 4 . Calculons la proportion du volume 
du cube occupée par des sphères. Centrée à 
chacun des huit sommets, on a un huitième 
de sphère à l’intérieur du cube : au total, cela 
nous donne le volume d’une sphère. On a 
une demi-sphère à l’intérieur du cube pour 
chacune des six faces, pour un volume total 
de trois sphères. Donc, le volume du cube 
occupé par des sphères est le volume de 
quatre sphères, soit :

4
4
3

2
4 3 2

,
3

× π




 =

π

et on retrouve bien la densité d3.

3.	� Voir Accromath « Savez-vous empiler  
des oranges ? », volume 3.1, 2008 et  
« Cristaux », volume 9.2, 2014.

Une application  
aux codes correcteurs d’erreurs

Le principe d’un code correcteur d’erreurs est d’encoder 
des lettres par des suites de symboles appelées mots, qui 
diffèrent d’au moins 2r symboles. Alors, si moins de r erreurs 
se sont produites dans la transmission du code, il existe au 
plus un mot de code à une distance inférieure à r du mot reçu. 
Si un tel mot de code existe, la correction est possible. Dans 
les codes correcteurs d’erreurs utilisant les empilements de 
sphères, les mots du code sont les coordonnées des centres 
des sphères de l’empilement. Si les sphères ont rayon  r, il est 
possible de corriger jusqu’à r – 1 erreurs.
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Quel est l’empilement le plus dense ?  |  Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

Et si on range nos oranges 
au hasard dans la boîte ?
On a vu que si on place nos oranges très 
soigneusement, alors on a une densité proche 
de d3. Mais, si on est peu soigneux et qu’on 
les lance dans la boîte, alors la densité est 
moins élevée. Le problème a aussi été étudié 
à l’aide de simulations et montre qu’on 
obtient une densité d entre 55% et 63,4%, 
selon qu’on est pas du tout soigneux ou un 
peu soigneux. Ceci signifie que le contenu 
d’une boîte remplie de cette manière peut se 
tasser lorsqu’on secoue la boîte. On imagine 
bien que ces problèmes sont importants pour 
les manufacturiers qui empaquettent des 
objets comme des bonbons, des pilules, etc.

Trouver la densité maximale en dimension 3 
est si difficile qu’on pourrait penser illusoire 
de la déterminer en dimension n. Si dn est 
cette densité maximale, on a cependant 
beaucoup de résultats du genre dn > C. Pour 
obtenir un tel résultat il suffit en effet de 
construire un empilement de densité égal à 
C. Rappelez-vous comment on a construit les 
meilleurs empilements. En dimension 1, on 
a aligné des segments : on les remplace par 
un alignement de sphères tangentes pour se 
donner une rangée d’oranges. En dimension 
2, on a pris des rangées de disques tangents 
et on les a alignées l’une à côté de l’autre de 
la manière la plus compacte possible  : on 
peut remplacer ces disques par des sphères 
pour se donner une couche d’oranges. 
En dimension 3, on a pris des couches de 
dimension 2 et on les a mises l’une sur l’autre 
de la manière la plus compacte possible. En 
itérant le processus, ceci nous permet de 
construire des empilements compacts en 
toute dimension.  

La surprise est qu’il existe des preuves 
que cette construction donne la densité 
maximale en dimension 8 : 

d
384

0,25668

4

=
π

≈

et en dimension 24 :

d
12!

0,001 929 57.24

12

=
π

≈

Ce sont deux beaux résultats de Maryna 
Viazovska (1984- ) obtenus en 2016. Les 
réseaux des centres sont le réseau E8 
pour la dimension 8, et le réseau de Leech 
pour la dimension 24. Ces réseaux qui ont 
énormément de symétries sont très étudiés 
par les mathématiciens. Nous avions 
remarqué en dimension 3 que l’empilement 
le plus dense n’est pas unique. Par contre, 
il est unique en dimensions 8 et 24. Dans 
sa preuve, Maryna Viazovska a utilisé les 
formes modulaires, un outil d’analyse 
complexe couramment utilisé en théorie des 
nombres.

Un mot sur les dimensions supérieures

On peut ranger d’autres objets que 
des sphères

Bien sûr, on peut considérer le problème de 
l’empilement le plus dense pour d’autres 
objets que des sphères, par exemple des 
ellipsoïdes. Dans la Section problèmes 
vous étudierez la densité de l’empilement 
d’ellipses suivant.
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Les objets mathématiques 
à l’étude ici seront les surfaces  
dans l’espace.  Des exemples bien connus 
sont les plans, les sphères et les tores. 
Lorsque ces surfaces sont fermées, elles 
n’incluent pas les points de leur intérieur.   
Par exemple, le tore en forme de beignet n’in-
clut pas les points occupés par le beignet;  
plutôt, c’est la surface qui l’enveloppe, sa 
« périphérie ». 

Dans ce qui suit, j’utiliserai le mot « surface » 
assez librement.  En effet, je nommerai éga-
lement «  surface  » des objets géométriques  
en d’autres dimensions. Par exemple, dans 
l’espace de tous les vecteurs à quatre compo-
santes (v, x, y, z), l’objet géométrique constitué  
des vecteurs dont la première composante 
est nulle, tel (0, x, y, z), sera aussi nommé 
une surface. C’est un plan tridimensionnel 
dans l’espace euclidien à quatre dimensions. 
(D’autres auteurs nomment cette surface un 
hyperplan ou une hypersurface.)

Trois exemples de fibration 
Malgré leur apparente simplicité, certaines 
de ces surfaces ont une structure interne  
appelée fibration.  En voici trois exemples  :  
le cylindre, le tore et le ruban de Möbius.  
Quelques cercles ont été dessinés sur le  
cylindre. D’autres auraient pu être ajoutés afin  
que tout point du cylindre soit occupé par 
un de ceux-ci. Cet objet géométrique dont les 
multiples copies s’unissent pour couvrir tout 
le cylindre est appelé la fibre de la surface 
S. Cette fibre F peut être autre chose qu’un 
cercle  : pour le cylindre et le tore, la fibre  
est un cercle, mais pour le ruban, elle est  
l’intervalle (0, 1).

Un autre objet géométrique, noté B, est des-
siné proche du cylindre. Pour l’obtenir, tous 
les points d’une même fibre (par exemple 
la fibre rose) ont été projetés sur un seul 
point (le point rose) de cet objet B, appe-
lé la base. Chaque point de B correspond 

Yvan Saint-Aubin 
Université de Montréal

Out[2031]=

Trois exemples de fibration
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La fibration de Hopf  |  Yvan Saint-Aubin  •  Université de Montréal

à une fibre de la surface S et la 
base B est donc l’ensemble des 

fibres. Pour le cylindre, la 
base est une droite, alors que 

pour le tore et le ruban, c’est un 
cercle. La fibration d’une surface S 

est ainsi révélée à l’aide de deux objets  
géométriques : la base B et la fibre F.  

Ces trois exemples illustrent des propriétés  
fondamentales d’une fibration que l’encadré  
à la fin de l’article rassemble.  

Le cylindre, le tore et le ruban de Möbius 
donnent des exemples simples d’espaces fibrés.  
Mais cette structure fine est mystérieuse : 
certains objets familiers possèdent plus d’une 
fibration (voir la Section problèmes), alors 
que d’autres n’en ont aucune : la sphère dans 
l’espace 3�  n’est pas une réunion de cercles 
disjoints. Finalement, quand cette structure  
interne existe, elle peut être difficile à découvrir.  
C’est sûrement le cas de la fibration de Hopf !  

Notre prochaine étape sera de « visualiser » une  
surface dans un espace à quatre dimensions.

La sphère dans tous ses états
Soit r un nombre positif. 

Le cercle de rayon r centré en 
l’origine est le lieu des points à 

distance r de l’origine. 
Quelle magnifique définition : elle est simple 
et immédiatement généralisable à tout espace  
où la notion de distance est définie ! 

Dans l’espace euclidien, la sphère 
de rayon r centrée en l’origine est 
le lieu des points à distance r de 

l’origine. 
En fait, le plan est un espace euclidien et  
le cercle est donc une sphère, selon cette  
définition. Et la définition s’applique aussi à 
l’espace euclidien des vecteurs à n compo-
santes pour la distance usuelle : 

x x x y y y

x y x y x y

dist(( , , ... ),( , , ... ))

( ) ( ) ... ( ) .

n n

n n

1 2 1 2

1 1
2

2 2
2 2= − + − + + −

Il est usuel de noter par Sn une sphère de 
l’espace euclidien des vecteurs à n +1 com-
posantes. Ainsi le cercle du plan est noté S1, 
alors qu’une sphère dans l’espace tridimen-
sionnel est S2.

Il est facile de visualiser le cercle (= la sphère 
S1) et la sphère S2. Mais nous aurons aussi 
besoin de visualiser l’(hyper)-sphère  S3. La 
projection stéréographique est l’outil pour 
le faire. Soit S2 la sphère de rayon 1 dont 
le centre est à l’origine de l’espace eucli-
dien tridimensionnel .3�  La projection sté-
réographique (ou plutôt son inverse) est 
une fonction bijective entre le plan horizon-
tal z = 0 de l’espace 3� et (presque toute) la 
sphère S2. La construction (voir figure ci-des-
sus) consiste à identifier le point (a, b, 0) du 
plan (en bleu) à l’intersection (x, y, z) de la 
sphère S2 et de la droite (en tirets) allant de  
(a, b, 0) au pôle nord. Les images des cercles 
centrés en l’origine du plan z = 0 (comme le 
cercle rouge) sont les parallèles de la sphère 
S2. En particulier l’équateur est l’image du 
cercle de rayon 1. Les droites horizontales 
passant par l’origine (comme la droite bleue) 
sont envoyées sur les méridiens. Finalement le 
pôle sud de S2 est l’image de l’origine (0, 0, 0).  
Le domaine de la fonction « projection sté-
réographique » est le plan z = 0 et son image 
appartient à la sphère S2. En fait, tous les 
points de S2 ont une pré-image dans le do-
maine, tous sauf un ! Aucun point du plan 
n’est envoyé vers le pôle nord (de coordon-
nées (0, 0, 1)). Ainsi la projection stéréogra-
phique est une bijection :

plan horizontal
z = 0   ↔ sphère S2 moins 

son pôle nord

Out[4532]=
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Mais le plan horizontal z = 0 est en bijection 
avec le plan euclidien de dimension 2 :

plan horizontal
z = 0   ↔ espace euclidien 

2

Ces bijections expliquent le choix du sym-
bole S2 (plutôt que S3) pour dénoter le lieu 
des points équidistants de l’origine dans .3�

C’est aussi la projection stéréographique qui 
permet de visualiser la sphère S3. Il suffit de 
considérer la sphère S3 de rayon 1 et centrée 
en l’origine de l’espace euclidien 4�  à quatre 
dimensions, c’est-à-dire l’ensemble des vec-
teurs (v, x, y, z). Comme ci-dessus, le point 
(a, b, c, 0) du plan z = 0 de 4�  sera envoyé 
sur l’intersection avec S3 de la droite allant 
de ce point au pôle nord de S3 (de coordon-
nées (0, 0, 0, 1)). Voir une droite et une sphère 
dans 4�  n’est pas à la portée de tous… Mais 
l’intuition indique (et un calcul prouve) que 
la correspondance

 ↔
espace euclidien 

3
sphère S3 moins 

son pôle nord

est aussi une bijection. De plus, comme la  
figure de la page précédente le suggère, 
s’approcher de l’infini le long d’une droite  
passant par l’origine dans le plan z = 0  
correspond, par cette bijection, à s’approcher 
du pôle nord le long d’un « méridien ». Ainsi  
la sphère S3 peut être visualisée comme  
l’espace euclidien 3�  auquel un point  
(le pôle nord) doit être ajouté.

S3 et la fibration de Hopf
Heinz Hopf (1894-1971) a montré que la 
sphère S = S3 est fibrée avec base B = S2 et 
fibre F = S1 (voir figure a). 

La description de cette fibration procède 
en deux étapes. D’abord, pour chaque 
point de la base S2, un cercle sera tracé à 
l’intérieur de la sphère S3. Puis, les quatre  
propriétés données dans l’encadré seront 
vérifiées pour le choix de ces cercles.

Pour la première étape je tracerai dans  3�  
(= S3 moins son pôle nord) les fibres corres-
pondant aux pôles nord et sud de la base  
B = S2, puis aux points de l’équateur, puis 
enfin aux autres points des hémisphères 
nord et sud. La fibre associée au pôle sud 
est le cercle de rayon unité dans le plan ho-
rizontal de 3�   (voir figure b). 

Out[1409]=

Figure b

Celle du pôle nord est la droite verticale. 
Mais une droite n’est pas un cercle et la 
propriété 1 exige que les fibres soient iden-
tiques au cercle F.  Pour contrer cette diffi-
culté, il suffit de compléter la droite par le 
point à l’infini (le pôle nord de S = S3). Alors 
cette droite ainsi complétée sera, par la pro-
jection stéréographique, un méridien de S3 
et donc un cercle.

DossierApplication

Out[172]=

Figure a
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La fibration de Hopf  |  Yvan Saint-Aubin  •  Université de Montréal

Les fibres associées aux points de l’équateur 
de S2 reposeront toutes sur un tore « encer-
clant » la fibre du pôle sud. Ce tore est dessiné 
en jaune sur la figure c. Y sont aussi tracées 
cinq fibres associées aux cinq points marqués 
sur l’équateur. Les fibres associées à tous les 
autres points de l’équateur reposent sur ce 
tore et sont obtenues d’une des fibres tra-
cées en tournant le tore autour de l’axe verti-
cal. Ainsi chaque point de l’équateur possède 
une fibre sur ce tore et deux points distincts 
de l’équateur possèdent des fibres disjointes. 
Ces fibres sont des cercles, nommés cercles 
de Villarceau1. Ce mot « cercle » est très sur-
prenant ! Un plan coupant une poire ne l’in-
tercepte pas le long d’un cercle (sauf s’il est 
perpendiculaire à l’axe de la poire). Mais, en 
tout point d’un tore, il existe quatre plans in-
terceptant le tore le long de cercles : le plan 

Out[3268]=

Figure d

Out[3243]=

Figure c

horizontal, le vertical, et deux autres défi-
nissant les cercles de Villarceau. En chaque 
point, la fibration de Hopf choisit un de ces 
deux cercles et le tore est l’union disjointe 
des cercles retenus.

Voici maintenant comment les fibres asso-
ciées aux points des hémisphères nord et sud 
sont construites. La réunion des fibres asso-
ciées à un parallèle donné sera un tore. Ces 
tores seront à l’intérieur du tore de l’équateur 
pour les parallèles de l’hémisphère sud et à 
l’extérieur pour ceux de l’hémisphère nord. 
Par exemple le parallèle en rouge sur B = S2 
(à peu près à la latitude de Montréal) aura 
ses fibres sur le tore en rose, alors que le pa-
rallèle bleu (à la latitude de Christchurch en 
Nouvelle Zélande) couvrira celui en bleu pâle. 
Sur chacun de ces tores, les fibres sont des 
cercles de Villarceau, comme sur l’équateur 
(figure d). 

1.	� Yvon Villarceau (1813–1883), ingénieur, 
astronome et mathématicien français.
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DossierApplication

Finalement la figure e montre des fibres  
associées à cinq parallèles (qui reposent donc 
sur cinq tores imbriqués), ainsi que les fibres 
des pôles nord et sud. Cette construction  
a donc associé à chaque point de la base  
un cercle de Villarceau sur un tore dans S3 
(propriété 1).

La vérification des autres propriétés, notre  
seconde étape, devra maintenant répondre aux 
questions-clés suivantes : les fibres s’évitent-
elles deux à deux (propriété 2 de l’encadré) ? et  
remplissent-elles complètement S3 (propriété 3) ?  

La réponse à ces deux questions est dans la 
position des tores sur lesquels reposent les 
fibres. La figure en bas de page donne une 
coupe de 3�  montrant ces tores imbriqués.  
La fibre associée au pôle sud y apparaît  
comme un demi-cercle. De cette fibre 
croissent les tores associés aux parallèles de 
l’hémisphère sud, jusqu’à celui de l’équateur 
(en jaune). Puis viennent les tores de l’hémis-
phère nord qui, à nouveau, croissent jusqu’à 
ce qu’ils s’approchent de la fibre du pôle nord 
(= l’axe vertical).

Out[394]=

Out[3278]=

Figure e
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Il devient clair que ces tores, avec les deux 
fibres des pôles nord et sud, remplissent tout 
S3 et chacun des points de ces tores appar-
tient à un des cercles de Villarceau retenus. La 
propriété 3 est donc satisfaite. À deux paral-
lèles distincts de S2 correspondent deux tores 
distincts de S3; les fibres du premier tore sont 
donc disjointes de celles du second. Enfin 
deux fibres distinctes sur un même tore sont 
disjointes et la propriété 2 est satisfaite. Fi-
nalement les points voisins de S2 auront des 
fibres voisines (sur des tores voisins ou même 
sur le même si ces points sont à la même lati-
tude) et la continuité requise par la propriété 
4 est (au moins intuitivement) vérifiée.

Est-ce que S3 est la seule 
sphère fibrée ?
La fibration de Hopf est exceptionnelle, à plus 
d’un point de vue. Par exemple, toutes les 
fibres, celles qui sont des cercles de Villarceau 
et les fibres des pôles nord et sud, sont entrela-
cées deux à deux.2 De plus, seules deux autres 
sphères sont fibrées par des sphères : S7 (avec  
B = S4 et F = S3) et S15 (avec B = S8 et  
F = S7). Comme souvent en mathématiques, 
ces structures exceptionnelles n’arrivent pas  
seules : elles sont intimement liées à l’existence  
des nombres complexes et de leurs extensions, 
les quaternions et les octonions.

La définition mathématique d’espace fibrée 
mène aux propriétés ci-dessous. Si une  
surface S est fibrée de base B et de fibre F, 
alors les quatre propriétés suivantes sont 
vérifiées. 

Propriété 1 : 
À chaque point b de la base B corres-
pond un sous-ensemble f de la surface S 
identique à la fibre F, c’est-à-dire que ce  
sous-ensemble f est en bijection avec F 
et possède la même forme que F  : par 
exemple, si F est un cercle, alors f en est un  
également. Ce sous-ensemble f est appelé la 
fibre correspondant à b.

Propriété 2 : 
Si b1 et b2 sont deux points distincts de B, 
leurs fibres associées f1 et f2 dans S n’ont 
aucun point en commun.

Propriété 3 : 
Tous les points de S appartiennent à une 
fibre correspondant à un certain point de B.

Propriété 4   :   
Pour tout point b de la base B, il existe un 
voisinage ouvert O de b dans B et une fonc-
tion ϕ entre O × F et l’union de toutes les 
fibres dans S associées aux points de O telle 
que ϕ soit bijective, continue et avec un  
inverse continu.

Cette dernière propriété (difficile  !) indique 
que l’espace fibré S  est toujours locale-
ment un produit cartésien. Certains espaces  
fibrés, comme le cylindre et le tore, sont  
globalement des produits cartésiens (le  
voisinage O peut être choisi égal à la base B),  
alors que d’autres, comme le ruban de Mö-
bius et le fibré de Hopf, ne le sont pas. 

Les propriétés d’un espace fibré

2.	� Voir « Élargir pour simplifier » de C. Rous-
seau,  Accromath, hiver-printemps 2017.
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Grâce aux progrès technologiques, on peut 
dorénavant recueillir des masses de données 
à coût modique. Pour qu’elles soient informa-
tives et utiles à la prise de décision, ces don-
nées doivent toutefois être traitées et ana-
lysées. Les méthodes statistiques jouent un 
rôle de tout premier plan dans ce processus 
de valorisation. Que ce soit dans la gestion 
de l’état, la recherche fondamentale ou les 
affaires, les informations issues de l’analyse 
statistique soutiennent une prise de décision 
objective et... éclairée. Elles permettent aussi  
parfois de découvrir des phénomènes  
insoupçonnés.

Nous allons explorer ici une toute petite 
partie des rouages mathématiques de cette 
vaste entreprise en décrivant une technique 
de regroupement hiérarchique souvent utili-
sée, entre autres, pour l’analyse exploratoire 
de corpus textuels. Dans ce contexte, chaque 
observation se présente sous la forme 
d’un vecteur dont les composantes nous  
renseignent sur la fréquence relative de  

certains mots ou groupes de mots de même 
racine dans une production écrite, qu’il 
s’agisse d’un livre, d’un discours ou d’un  
gazouillis. Comme nous le verrons, le choix 
des mots peut s’avérer fort révélateur ! 

Considérons à titre d’exemple les 12 ouvrages  
de Tolkien cités dans l’encadré en bas de 
page. À l’aide du progiciel de forage de  
données tm (pour « text mining ») intégré au 
gratuiciel R, nous avons compté le nombre 
de mots dans chacune de ces œuvres (en 
version originale anglaise). Nous avons  
ensuite déterminé, pour chaque ouvrage 
i ∈ {1, . . . , 12}, la proportion gi de mots  
appartenant à l’ensemble G = {get, gets, got, 
getting}. Nous avons aussi calculé la propor-
tion si de mots de l’ouvrage i provenant de 
l’ensemble S = {say, says, said, saying}. Pour 
illustrer la méthode de calcul de gi et de si , 
appliquons-la au texte suivant, qui compte 
37 mots :

Twitter is a great tool for  
learning effective communication. 

You must say a lot in  
140 characters and you typically 

get feedback. If you are not  
getting any, or people  

misunderstand what you were 
saying, try again1. 

Puisque get, getting, say et saying y  
apparaissent chacun une fois, on trouve  
gi = si = 2/37.

Christian Genest 
Université McGill

Jean-François Plante 
HEC Montréal

Ostap Okhrin
Technische Universität 

Dresden

1.	� Twitter est un excellent outil pour 
apprendre à communiquer de façon 
efficace. Vous devez dire beaucoup en 
140 caractères et on réagit généralement 
à vos propos. Si personne ne réagit, ou si 
les gens comprennent mal votre message, 
essayez à nouveau.

Titres des ouvrages analysés
	 1. 	 Le Hobbit (1937)  
	 2. 	 La Fraternité de l’Anneau (1954)  
	 3. 	 Les Deux Tours (1954)  
	 4. 	 Le Retour du Roi (1955)  
	 5. 	 Les Aventures de Tom Bombadil (1962)  
	 6. 	 Smith de Grand Wootton (1967)  
	 7. 	 Feuille, de Niggle (1945) 
	 8. 	 Le Fermier Gilles de Ham (1949) 
	 9. 	� Le Retour de Beorhtnoth,  

fils de Beorhthelm (1953) 
	10.	 Le Silmarillion (1977) 
	11. 	 Contes et Légendes Inachevés (1980)
	12.	 Les Enfants de Húrin (2007)

Des méthodes algorithmiques de  

regroupement de données permettent 

d'analyser des textes, de les classifier,  

et parfois même d'en identifier  

les auteurs.
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Qui se ressemblent s‘assemblent  |  Christian Genest, Jean-François Plante, Ostap Okhrin   
•  Université McGill, HEC Montréal, Technische Universität Dresden

Le processus est le même pour chacun des 
12 livres de Tolkien, mais il serait long et fas-
tidieux à réaliser à la main. Grâce au progi-
ciel tm, il est pourtant complété en une frac-
tion de seconde.  Au vu des résultats, illus-
trés à la figure 1, il semble se détacher au 
moins deux groupes de points, sinon trois. 
En effet, les trois ouvrages identifiés par une 
croix verte (dont l’identité est précisée plus 
loin) présentent tous une très faible ordon-
née. Autrement dit, les mots de l’ensemble S 
y sont relativement peu utilisés. À l’inverse, 
on observe une haute fréquence des mots 
des ensembles G et S dans les deux ouvrages 
identifiés par des cercles.  Y a-t-il une raison  
fondamentale pour laquelle ces groupes de 
livres se distinguent par leur usage relatif  
de mots aussi fréquents et anodins que 
get, say et leurs variantes ? Peut-être que 
oui, mais nous n’avons aucune raison de le 
soupçonner a priori. Si nous avons choisi  
cet exemple, c’est seulement pour pouvoir  
illustrer dans un cas simple une méthode qui 
permet d’opérer automatiquement les regrou-
pements et d’objectiver, dans une certaine  
mesure, les résultats. Nous verrons ensuite 
comment cette approche peut s’avérer très 
révélatrice lorsqu’elle est appliquée non pas 
seulement à deux groupes de mots, mais à 
plusieurs groupes simultanément. Comme 
il ne sera alors plus possible de visualiser 
le nuage de points, il importe de bien com-
prendre le principe de la méthode, si on veut 
pouvoir se fier aux résultats !

La regroupement  
hiérarchique 
Les algorithmes de regroupement visent à 
systématiser la formation de classes à partir 
d’un ensemble de vecteurs  :

x1, . . . , xn∈!
d .  

Il en existe de toutes sortes, mais ils  
s’inspirent tous du dicton « Qui se ressemblent 
s’assemblent ». L’objectif est de regrouper  
les points en classes homogènes et bien  
différenciées. Pour ce faire, on doit d’abord se  
doter d’une mesure de similarité ou de  
proximité entre deux vecteurs :

a = (a1, . . . , ad), b = (b1, . . . , bd) ∈!d .  

Deux mesures fréquemment employées  
sont la distance de Manhattan,  
définie par :

∑= −
=

d a b a b( , ) i i
i

d

1

et le carré de la distance euclidienne, 
soit :

 
∑= −
=

d a b a b( , ) ( ) .i i
i

d
2

1

Aux fins de regroupement, il est impor-
tant que d(a, a) = 0 et d(a, b) = d(b, a) 
mais il n’est pas nécessaire que soit 
vérifiée l’inégalité du triangle, à sa-
voir : 

d(a, c)≤ d(a, b) + d(b, c),
 pour tous a, b, c ∈!d .

Dans l’approche agglomérative hié-
rarchique sur laquelle nous allons 
nous pencher, chaque singleton {xi} 
constitue au départ une classe en soi. 
On compare ensuite les paires (xi, xj) 
deux à deux afin d’identifier celle pour 
laquelle la valeur de d(xi, xj) est la plus 
petite. 

0,000

Fréquences relatives des groupes de mots G et S
observées dans douze œuvres de J.J.R. Tolkien

Figure 1:
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La distance de 
Manhattan

Appelée aussi taxi-distance,  
la mesure de Manhattan 
est la distance parcourue 
par un taxi lorsqu'il se 
déplace entre deux points 
dans une ville où les rues 
sont agencées selon un 
quadrillage. 

Distance euclidienne
Distance Manhattan
ou distance-taxi



16

Vo
l. 

13
 •

 h
iv

er
 –

 p
rin

te
m

ps
 2

01
8

On doit donc faire ( )n
2 = n(n – 1)/2 com-

paraisons. Si par exemple x1 et x2 sont les 
deux points les plus proches, on fusionne les 
classes {x1} et {x2} et  on dénote  ∆1 = d(x1, x2).  
La valeur ∆1 est donc le degré de proximité  
auquel un premier regroupement se produit.  
Si n = 2, c’est dire qu’il n’y avait au départ 
que deux vecteurs à regrouper. Comme c’est 
maintenant fait, la tâche est complétée.  
Sinon, il reste n – 2 singletons et une classe 
constituée de deux vecteurs. 

Avant de pouvoir procéder à un nouveau  
regroupement, il faut alors se demander 
comment on devrait mesurer la proximité 
entre un point (un singleton) et la nouvelle 
classe qui comporte deux éléments. Il se peut 
en effet qu’à l’étape 2, on choisisse encore 
de regrouper deux singletons, mais il se peut 
aussi qu’on préfère fusionner un singleton 
à la classe comportant déjà deux éléments, 
parce que ce sont ceux qui se ressemblent 
le plus. À la fin de cette seconde étape, il y 
aurait donc deux cas de figure possibles : 
soit on a deux classes de deux membres et 
n – 4 singletons, soit on a une classe de trois  
membres et n – 3 singletons. On entend ensuite  
poursuivre la démarche de façon itéra-
tive, de sorte qu’au bout de n –1 étapes,  
tous les points se  
retrouvent dans 
la même classe.

De façon plus générale, il faut donc en fait 
s’entendre sur la façon de calculer le degré 
de proximité entre deux classes Y et Z de 
dimensions nY et nZ arbitraires, car on sera  
éventuellement confronté à ce problème  
à force de répéter la procédure d’aggloméra-
tion. Notons

 

ces deux ensembles de vecteurs dans� .d  
L’approche la plus usitée consiste à poser la 
définition ci-dessous :

On note d’abord que dans le cas où Y = {a} 
et Z = {b}, la formule (1) se réduit à d(a, b), 
ce qui justifie l’emploi du même sym-
bole pour désigner la proximité entre deux 
classes. Dans sa forme générale, la formule 
comporte trois termes : le premier mesure 
la proximité entre les éléments du groupe Y 
et ceux du groupe Z ; les deux autres termes 
mesurent le degré de similarité au sein de 
chacun des deux groupes. Il n’est pas évi-
dent a priori qu’on a toujours d(Y,Z) ≥ 0 
mais c’est le cas pour la distance de Man-
hattan et le carré de la distance euclidienne. 

Par construction, la fusion des groupes 
Y et Z minimisant d(Y,Z) rencontre  
l’objectif visé : regrouper les observations 
les plus semblables. Au terme de l’étape l de  
l’algorithme, les observations initiales sont  
regroupées en n – l classes, disons C1, . . . , Cn–l.  
On doit alors mesurer l’écart entre toutes les 
paires possibles de classes pour déterminer 
lesquelles seront fusionnées. C’est ici que 
la formule (1) révèle son plus grand atout : 
elle permet de calculer la proximité entre 
Ci ∪  Cj et Ck en fonction des écarts déjà 
connus entre ces classes. Au prix de calculs  
algébriques assez longs mais simples, on 
voit que :

où ni  , nj et nk sont les tailles respectives des 
classes Ci , Cj et Ck. Cette formule récursive 
est à l’origine de l’algorithme de Lance et 
Williams, qui permet de réduire considé-
rablement le temps de calcul. Ceci s’avère 
crucial lorsqu’on veut analyser non pas  
12 livres mais plutôt les gazouillis de  
millions d’abonnés de Twitter pour iden-
tifier des communautés ou des groupes  
d’intérêt. La complexité des calculs  
nécessaires à la classification de n indivi-
dus par l’algorithme de Lance-Williams est 
de l’ordre de n2, tout comme la capacité de 
stockage requise. 
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Représentation graphique 
On a déjà vu plus haut comment est défini 
le premier seuil de regroupement, dénoté ∆1. 
Les seuils des n–2 regroupements suivants 
sont définis de la même manière au moyen 
de la formule (1). On peut montrer qu’on a  
nécessairement ∆1< . . . < ∆n–1 lorsque pour 
tous groupes A, B, C mutuellement disjoints,  
on a d(A,C) ≤ max{d(A,B), d(B,C)}. Cette  
propriété dite de monotonie est vérifiée, 
entre autres, pour la distance de Manhattan 
et le carré de la distance euclidienne.

Une fois muni des définitions de classes et 
des seuils ∆1,  . . . , ∆n-1 auxquels se produisent 
les regroupements, on peut construire une 
représentation graphique des résultats à 
l’aide d’un dendrogramme.

Un dendrogramme est une figure ar-
borescente qui permet de visualiser le  
processus agglomératif de formation des 
classes. La figure  2 illustre le résultat de 
cette opération pour les données de la  
figure 1. Chacune des n = 12 lignes horizontales  
apparaissant à gauche du diagram-
me correspond à l’un des ouvrages de  
Tolkien mentionnés plus haut. Les n – 1 = 11 
lignes verticales sont tracées aux hauteurs  
∆1 < ... < ∆n – 1 auxquelles deux ouvrages ou 
deux groupes d’ouvrages ont été successive-
ment fusionnés. 

La figure 2 permet de retracer le processus 
d’agrégation des points de la figure 1 dont 
la proximité est mesurée par le carré de la  
distance euclidienne : le résultat pourrait 
être différent si on employait la distance de  
Manhattan. Les trois premiers ouvrages (à 
partir du haut) se distinguent : ils sont rela-
tivement distants des neuf autres, auxquels 
leur classe n’est réunie qu’à la toute dernière 
étape, à une distance d’environ 0,035. Ils  
correspondent aux trois points qui avaient été 

identifiés par des croix vertes dans la figure 1.  
Parmi les neuf autres livres se dégage 
une paire formée des 4e et 5e titres, qui se  
fusionne aux sept autres à une distance 
d’environ 0,017. Vous avez deviné : il s’agit 
des points identifiés par des cercles sur la  
figure 1. L’algorithme permet donc d’objectiver  
ce que nous avions perçu à l’œil. Toute-
fois, le résultat n’est pas intéressant en soi, 
à moins d’avoir des raisons de penser que  
les ouvrages se distinguent par l’emploi 
qu’on y fait des mots get ou say et de leurs  
variantes grammaticales. Main-
tenant que nous maîtrisons le 
principe, nous allons décrire 
une application de grande  
envergure qui sera beaucoup 
plus instructive. 

Dendrogramme de regroupement des points 
de la figure 1 par le carré de la distance euclidienne

Figure 2 :

Distance

Le Retour de Beorhtnoth, fils de Beorhthelm

Les Aventures de Tom Bombadil

Le Silmarillion*

Le Fermier Gilles de Ham

Feuille, de Niggle

Smith de Grand Wootton

La Fraternité de l'Anneau

Le Retour du Roi

Les Deux Tours

Les Enfants de Hurin*

Contes et Légendes Inachevés*

0,000 0,010 0,020 0,030

Le Hobbit
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Une analyse plus ambitieuse 
En faisant appel au progiciel tm, nous avons 
calculé la fréquence de tous les mots appa-
raissant dans les 12 ouvrages de Tolkien et 
nous avons sélectionné les 250 plus fréquents 
d’entre eux. À cette fin, nous avons toutefois 
exclu tous les noms de personnages (Bilbo, 
Frodo, Gandalf, etc.), ainsi qu’une série de 
marqueurs de relation et autres « mots vides » 
qui sont considérés comme non informatifs  
par les spécialistes de l’analyse de don-
nées textuelles. Pour l’anglais, la commande  
stopwords de tm identifie 174 tels mots, dont 
is, are, be et me, myself, and, I,... La liste cor-
respondante pour le français est légèrement 
plus courte ; elle en compte 164. 

Les singletons qui constituent nos 12 classes 
de départ ne sont donc plus des paires de 
fréquences relatives dans [0, 1]2 mais plutôt 
des vecteurs de longueur 250 dans [0, 1]250. 
Du coup, il n’est plus possible de visualiser ce 
nuage de points pour y déceler des groupes. 

En revanche, l’algorithme de Lance-Williams 
s’applique tout aussi facilement qu’avant.  
Il conduit au dendrogramme de la figure 3,  
qui s’appuie cette fois sur la distance de 
Manhattan, généralement préférée pour ce 
type d’application. 

Comme précédemment, trois ouvrages se 
détachent du lot et constituent très nette-
ment un groupe à part. Il s’agit de Contes et  
Légendes Inachevés, Le Silmarillion et Les 
Enfants de Hurin. Qu’ont-ils donc de parti-
culier ? Les amateurs de littérature fantas-
tique auront spontanément trouvé la ré-
ponse : ces trois ouvrages, publiés à titre 
posthume, ont été complétés par un des fils 
de J.R.R. Tolkien en sa qualité d’exécuteur  
littéraire. Avec l’aide de l’écrivain canadien  
Guy Gavriel Kaye, Christopher Tolkien a  
consacré plusieurs années à l’édition de ces 
trois ouvrages et autres textes inédits de son 
père. Il appert que les styles du père et du fils  
(ou plus exactement leurs champs lexicaux) 
se distinguent par un je-ne-sais-quoi que 
l’analyse de données textuelles a démasqué 
en un tournemain. 

Perspectives 
Le traitement statistique de corpus d’écrits 
issus de grands fonds documentaires revêt  
un intérêt linguistique indéniable. Toutefois,  
l’engouement actuel pour l’analyse textuelle  
prend sa source ailleurs. À l’aire des  
téléphones intelligents et d’internet, les 
gens sont de plus en plus connectés et ils  
génèrent des masses de données textuelles. 
Sur les réseaux sociaux, la capacité à analy-
ser ces textes permet de classer les usagers 
plutôt que les œuvres. On peut ainsi associer 
des individus à des groupes d’intérêt, afin de 
leur offrir des produits et services qui corres-
pondent à leurs préférences. C’est d’ailleurs 
ainsi, hélas ! que les conspirationnistes sont 
alimentés en contenus qui renforcent leurs 
convictions. Les méthodes de regroupement 
permettent aussi de traiter des données non 
textuelles. Elles sont utilisées entre autres 

Dendrogramme de regroupement des douze ouvrages 
de J.R.R. Tolkien par la distance de Manhattan 
appliquée aux vecteurs des fréquences relatives 
des 250 mots les plus fréquents

Figure 3 :

Distance

Le Retour de Beorhtnoth, fils de Beorhthelm

Les Aventures de Tom Bombadil

Le Silmarillion*

Le Fermier Gilles de Ham

Feuille, de Niggle

Smith de Grand Wootton

La Fraternité de l'Anneau

Le Retour du Roi

Les Deux Tours

Les Enfants de Hurin*
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par certains fournisseurs de téléphonie  
mobile pour segmenter leur clientèle en classes 
de service auxquelles elles peuvent alors  
offrir des tarifs et des promotions taillés sur  
mesure. Bien qu’elles visent en principe à  
« améliorer l’expérience usager », ces straté-
gies de marketing peuvent néanmoins induire  
certaines formes d’inéquité puisque c’est à 
leur insu que certains clients n’ont pas accès 
à certains forfaits. 

Par ailleurs, l’approche décrite ici s’appuie  
exclusivement sur la fréquence des mots, 
sans tenir compte par exemple de la façon 
dont ils sont assemblés. Même si c’est là  
l’approche la plus communément utilisée en 
analyse textuelle, sa capacité à décrypter le 
sens des écrits s’avère limitée. Plusieurs axes 
de recherche en informatique, statistique et  
linguistique tentent de déverrouiller la  
signification des mots par une analyse sé-
mantique des textes, mais il ne semble pas 
encore y avoir de consensus sur l’approche à 
adopter pour résoudre ce problème.

J.R.R. Tolkien  
(1892–1973) 
John Ronald Reuel Tolkien est un écrivain, poète, philo-
logue et professeur d’université, né le 3 janvier 1892 à 
Bloemfontein (Afrique du Sud) et mort le 2 septembre 
1973 à Bournemouth (Angleterre). Après des études à 
Birmingham et à Oxford, il fait carrière comme professeur  
d’anglais et de littérature anglaise à l’Université de Leeds, 
puis à Oxford. Sa production littéraire est marquée  
par son amour des langues et sa grande érudition. Il  
acquiert une notoriété publique grâce surtout à ses  
romans Le Hobbit (1937) et la trilogie du Seigneur des 
Anneaux (1954-55). Il prend sa retraite universitaire 
en 1959 mais continue de travailler sur sa mythologie 
jusqu’à sa mort, sans parvenir à parachever Silmarillion. 
Il décède à l’âge de 81 ans. Entre autres réalisations d’une vie intellectuelle très riche, il a publié 
des poèmes et participé à la traduction de la Bible de Jérusalem.
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Reprouver selon Pólya
« Nous serions heureux de voir se 
confirmer la validité d’un résultat 
théorique à l’aide de deux raisonnements 
différents, tout comme nous aimons à 
percevoir un objet matériel à l’aide de 
deux sens différents. Ayant  trouvé une 
preuve, nous désirons en trouver une 
autre tout comme nous désirons toucher 
un objet que nous avons vu. Cela revient 
à dire, en bref, que deux preuves valent 
mieux qu’une2. »

2.	� George Pólya, Comment poser et 
résoudre un problème. Dunod, 1962, 
p. 152. D

o
ss

ie
rH

is
to

ire

Donner une nouvelle preuve d’un théorème 
déjà démontré est un fait assez courant en 
mathématiques. Un exemple bien connu de 
ce phénomène est l’illustrissime théorème 
de Pythagore, dont on connaît littéralement 
des centaines de démonstrations : certaines 
de ces preuves peuvent être vues comme 
de simples variantes l’une de l’autre, tandis 
que d’autres sont fondamentalement diffé-
rentes1. La même observation peut être faite 
à propos de l’infinitude des nombres premiers 
ou encore de l’irrationalité de 2  (quelques 
versions de ce dernier résultat sont propo-
sées dans la Section problèmes). 

Un autre cas fort célèbre de preuves multiples  
concerne le résultat connu sous le vocable 
de théorème fondamental de l’algèbre, dont 
l’une des formulations se lit comme suit  :  
tout polynôme de degré n à coefficients 

réels possède exactement n racines réelles ou 
complexes (tenant compte de la multiplicité  
de racines). Pressenti dès le 17e siècle, ce  
résultat a fait l’objet de diverses tentatives de 
preuve au cours du 18e siècle, jusqu’à ce que 
Carl Friedrich Gauss (1777-1855) en donne 
une première démonstration complète en 
1799 dans sa thèse de doctorat. Ce théorème 
a par la suite été redémontré à plusieurs  
reprises et de diverses façons, dont trois 
autres fois par Gauss lui-même, sa quatrième 
preuve datant de 50 ans après la toute  
première. 

Une question naturelle se pose : 
pourquoi chercher à re- 
démontrer un résultat  
dont la validité a 
déjà été établie ? Plu-
sieurs cas de figure  
peuvent se présenter  
ici3. Ainsi on essaiera  
parfois de simplifier la 
preuve, par exemple en élimi-
nant des hypothèses superflues  
ou encore en faisant interve-
nir un cadre conceptuel moins 

Marie Beaulieu  
Bernard R. Hodgson 

Université Laval

1.	  �Voir Bernard R. Hodgson, « Sommes à la 
sauce pythagoricienne. », Accromath,  
vol. 5, été-automne 2010, pp. 22-29.

Une composante importante, voire essentielle, de la démarche en 
mathématiques repose sur la notion de démonstration. Celle-ci vient 

accorder le statut de « théorème » à une affirmation dont on subo-
dore la validité. Mais une fois un théorème établi en bonne et due 
forme, pourquoi chercherait-on à le reprouver d’une autre façon?

Pourquoi démontrer un 
résultat déjà établi ?

Le cas Archimède
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Pourquoi démontrer un résultat déjà établi ?  |  Marie Beaulieu, Bernard R. Hodgson  •  Université Laval

5.	� Les citations textuelles d’Archimède sont 
accompagnées d’un numéro de page  
renvoyant à la traduction de Ver Eecke  
— voir la section Pour en savoir plus!  
en 3e de couverture.

6. �Voir Marie Beaulieu et Bernard R. Hodgson, 
Accromath, vol. 10, hiver-printemps 2015, 
pp. 18-23, et vol. 10, été-automne 2015,  
pp. 20-25.

lourd. Parfois il s’agira de corriger certaines  
lacunes dans l’argument, voire carrément 
des erreurs ! C’est d’ailleurs ce que fait expli-
citement Gauss dans sa première preuve du 
théorème fondamental de l’algèbre. 

Une autre motivation est d’aborder le résultat  
en cause selon un autre angle, selon une pers-
pective différente. On rejoint alors le point de 
vue du mathématicien et philosophe Ludwig 
Wittgenstein (1889-1951), qui soutenait que 
« toute preuve, même d’une proposition déjà 
prouvée, est une contribution aux mathéma-
tiques (…) [car] elle montre (ou crée) une nou-
velle connexion4 ». Une telle vision concorde 
avec la jolie analogie sensorielle suggérée par 
le mathématicien George Pólya (1887-1985) 
— voir l’encadré Reprouver selon Pólya.  

Comment quarrer la parabole
Un problème important résolu par le mathé-
maticien grec Archimède (-287 — -212) 
concerne la «  quadrature  » de la parabole 
(voir l’encadré Parlons vocabulaire (i)) :  
déterminer l’aire de la région délimitée par 
un segment de droite coupant une parabole. 
On doit en effet à Archimède le résultat 

affirmant que cette aire vaut les quatre tiers 
de celle du triangle d’aire maximale inscrit 
dans la  parabole et ayant comme base le 
segment de droite. 

Si ce résultat peut être vu comme ayant un 
intérêt intrinsèque, c’est surtout le traite-
ment qu’en a fait Archimède qui le distingue. 
Rappelons que dans son traité La méthode, 
Archimède propose une approche mécanique  
faisant intervenir le principe du levier afin 
de déterminer l’aire d’un segment parabo-
lique. Or pour Archimède, un tel argument 
« ne démontre (…) pas » le résultat en cause, 
« mais donne jusqu’à un certain point l’idée 
que la conclusion est juste » (p. 484)5. Aussi, 
dans un autre traité intitulé La quadrature de 
la parabole, le grand Syracusain propose-t-il  
une démarche purement « géométrique »  
(au sens de l’encadré Parlons vocabulaire (ii)),  
respectant scrupuleusement les canons de  
rigueur usuels en mathématiques. Ces résul-
tats sont analysés plus en détail dans deux 
textes déjà parus dans Accromath6.

Parlons vocabulaire
i)	 Le mot quadrature, qu’on retrouve tel quel notamment 

chez Aristote (tetragwnismoz), renvoie à l’idée que  
déterminer l’aire d’une figure peut être vu comme la recherche 
d’un carré de même aire. Généralement on parle de quadrature 
sans vraiment chercher à « construire » le carré en cause. Au 
17e siècle, le mot quadrature sert à désigner tout problème de 
calcul d’aire (on parle aussi de quarrer une figure). Dans le lan-
gage courant, l’expression quadrature du cercle sert à désigner 
un problème très difficile, voire insoluble, ou un but impossible 
à atteindre.

ii)	 Lorsqu’Archimède parle de démontrer une proposition par la 
géométrie, il signifie ce que nous appellerions de nos jours une 
démonstration mathématique. De même, le mot « géomètre  »  
a longtemps été retenu comme synonyme de mathématicien. 
Cet usage se reflète par exemple dans l’expression esprit de  
géométrie due à Blaise Pascal (1623-1662), c’est-à-dire l’esprit 
de rigueur mathématique.
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Il est fascinant d’observer qu’Archimède a 
même donné une troisième preuve du résultat  
sur la parabole! Toutefois un certain mystère 
plane quant aux mobiles exacts qui l’auraient 
incité à cette triple approche.

Les autres secrets de  
La quadrature de la parabole
Le traité La quadrature de la parabole  
renferme en réalité non pas une, mais bien 
deux versions du théorème sur l’aire d’un 
segment parabolique : avant de présenter sa 
preuve géométrique, Archimède montre en 
effet comment le résultat peut s’obtenir par la 
mécanique (sans référence explicite au traité  
La méthode). Il en glisse d’ailleurs un mot dans 
l’introduction de son traité, l’espiègle mathé-
maticien y confiant à son ami Dosithée de  
Péluse que le résultat a d’abord été « [examiné]  
par la mécanique, puis [établi] par la géomé-
trie » (p. 378). 

La preuve qu’il donne alors, toute méca-
nique qu’elle soit, est cependant différente 
de celle de La méthode. Plus longue et plus 
complexe, la version mécanique de La qua-
drature de la parabole s’étend sur plusieurs 
pages et propositions au cours desquelles 
l’ingénieur s’évertue à peser, sur des leviers, 
divers triangles et trapèzes placés dans tous 
les sens possibles. 

Il accroche tout d’abord la parabole à un  
levier de point d’appui K, puis il construit au-
tour d’elle le 
triangle dé- 
terminé par  
les trois seg- 
ments sui-
vants : la base  
AC du seg-
ment para-
bolique, la 

DossierHistoire
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La combine qu’emploie Archimède, 
dans sa preuve géométrique du traité  
La quadrature de la parabole, partage 
quelques ressemblances avec le calcul 
intégral moderne. L’idée est de consi-
dérer des familles de trapèzes et de 
triangles qui approximent le segment 
parabolique. En effet, en subdivisant 
le grand triangle ACF à l’aide de seg-
ments parallèles à l’axe de la parabole, 
plusieurs grands trapèzes apparaissent 
(comme par exemple le trapèze AA1F1F), 
ainsi qu’un triangle (AnCFn sur la figure). 
Archimède suspend, à l’autre bout du  
levier, plusieurs masses qui corres-
pondent à chacune de ces régions, de 
sorte que leur ensemble fasse équilibre 
au triangle entier.

Dans cette construction apparaissent 
également d’autres formes qui semblent 
« se coller » à la parabole. En se res-
treignant seulement à des polygones  
entièrement compris dans le segment 
parabolique et en exploitant certaines 
des propriétés des paraboles, il est pos-
sible de démontrer que la région formée 
des petits trapèzes verts et du triangle 
vert n’est pas plus grande que le tiers 
du grand triangle ACF. (Nous acceptons  
ici ce résultat passablement tech-

nique.) De même, les figures bleues, qui  
recouvrent entièrement le segment  
parabolique, sont plus grandes que le 
tiers de ce triangle.

En fractionnant le triangle ACF plus  
finement, il devient intuitivement clair 
que l’aire du segment parabolique ne 
peut qu’égaler le tiers de son aire. L’idée 
de coincer ainsi le segment parabolique 
entre deux aires peut être interprétée,  
avec notre vision moderne, comme  
revenant à considérer des sommes  
inférieures et supérieures dans le calcul 
d’une intégrale de Riemann. Ici, les élé-
ments d’aires seraient tous les trapèzes 
et triangles déterminés par des paral-
lèles à l’axe de la parabole et dont le  
recouvrement peut être aussi fin de que  
désiré. Remarquons qu’Archimède conclura  
non pas par un raisonnement infinitési-
mal ou un passage à la limite (comme 
nous le ferions de nos jours), mais  
plutôt à l’aide d’un argument par double 
contradiction, tout comme dans la 
preuve géométrique de la quadrature de 
la parabole : l’égalité de deux quantités  
données, X et Y, peut être obtenue en 
montrant que chacune des hypothèses 
X < Y et X > Y mène à une contradiction.

Des pavages trapézoïdaux aux sommes inférieures et supérieures

M
N

F

C

M1

F1

A1

Mn

H K

A

N1

P1

A
P

F

n

n

n

M A

N

F

C

M1
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A1

Mn

H K

N1

P1

An

Pn
Fn

La figure verte, formée de 
trapèzes et d’un triangle, est 
complètement inscrite dans 
le segment parabolique alors 
que celle du bas, en bleu, le 
recouvre entièrement.
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tangente à la parabole en C et la parallèle  
à son axe passant par A. Le stratagème  
d’Archimède consiste grosso modo à parti-
tionner la parabole en trapèzes et triangles, 
puis à utiliser certaines propriétés géomé-
triques des paraboles afin d’en borner l’aire. 
De telles manipulations suggèrent que l’aire 
du segment parabolique revient au tiers du 
grand triangle ACF (voir à ce propos l’enca-
dré Des pavages trapézoïdaux aux sommes 
inférieures et supérieures). Comme l’aire de 
ce triangle vaut quatre fois celle du triangle 
d’aire maximale inscrit dans la parabole7, le 
résultat d’Archimède suit immédiatement. 

Même si Archimède affirme avoir découvert  
son fameux théorème à l’aide de la méca-
nique, l’approche de cette nature décrite 
dans La quadrature de la parabole est peu 
intuitive et demeure difficile à reproduire. Ce 
n’est qu’avec la découverte de La méthode, 
au début du 20e siècle, qu’a enfin été dévoilé  
de manière limpide le véritable secret  
mécanique sur lequel s’appuient les travaux 
du grand mathématicien.

La validité de la méthode 
mécanique revisitée
Ainsi donc, c’est trois fois plutôt qu’une 
qu’Archimède traite la question de l’aire d’un  
segment parabolique. Mais pourquoi sentait-il  
le besoin de présenter autant de preuves dif-
férentes ? Quel mérite ou faiblesse chacune 
a-t-elle à ses yeux?

La réponse courte à cette question est on ne 
peut plus simple : on ne le sait pas! 

À plusieurs reprises, il est vrai, Archimède 
émet explicitement des réserves à propos de 
sa « méthode mécanique  », et ce tant dans 
le traité La méthode que dans La quadra-
ture de la parabole. Ainsi, dans le message 
d’introduction de La méthode adressé à Éra-
tosthène, il affirme que « certaines [propo-
sitions], d’abord évidentes pour moi par la 
mécanique, ont été démontrées après coup 
par la géométrie, parce que l’investigation 
par cette méthode [mécanique] est exclusive 
d’une démonstration » (p. 478). Mais Archi-
mède reste muet sur les raisons exactes pour 
lesquelles, selon lui, une approche mécanique 
ne fournit pas de véritable démonstration. 

Cela dit, on peut toujours chercher à inter-
préter les motifs qui auraient pu guider le 
Syracusain dans ses différentes approches à 
la quadrature recherchée. Et pour rendre la 
chose encore plus intéressante, les experts 
aujourd’hui ne s’entendent pas sur cette 
question. On peut observer ici deux aspects 
particuliers pouvant prêter à controverse.

Controverse #1 :  
Les indivisibles
Comparant tout d’abord les deux preuves 
mécaniques présentées par Archimède dans 
La méthode et dans La quadrature de la pa-
rabole, une difficulté importante qui ressort 
dans La méthode est clairement l’utilisation 
de segments de droite « balayant » le grand 
triangle circonscrit au segment de parabole. 

7.	� Ce résultat fait l’objet du problème 2, p. 32, 
d’Accromath, vol. 10, hiver-printemps 2015.

Archimède décrit le triangle ACF (figure p. 24) comme 
étant « constitué par les droites [telle MO] menées dans  
le triangle » (p. 483). On pourrait être tenté de dire, de  
manière un peu téméraire, qu’il voit le triangle ACF 
comme la « somme » de tous ces segments. Mais il 
convient sans doute de se garder une petite gêne. Les 
mathématiques du temps d’Archimède ne permettent 
pas de gérer adéquatement une telle somme infinie.  
Ce n’est qu’avec le développement du calcul intégral, à 
partir du 17e siècle, que ces questions seront réglées sur 
le plan mathématique.

On notera que l’intégration ne repose pas sur une sorte 
de balayage latéral de la figure, comme le fait Archimède. 
Le calcul moderne apporte une nuance fondamentale, à 
savoir que l’on peut subdiviser une figure en éléments 
d’aires aussi petits que désirés, mais qui restent toujours 
divisibles. En ce sens, la méthode mécanique proposée 
dans La quadrature de la parabole respecte beaucoup 
mieux les mœurs actuelles que celle de La méthode, car 
Archimède y présente une partition aussi fine que néces-
saire de la région à mesurer.

(Pour des commentaires critiques quant à l’idée d’attri-
buer à Archimède la création même du calcul intégral, 
voir la section Pour en savoir plus.)

 Une somme infinie?
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Il y présente donc tant le grand triangle 
que le segment parabolique comme 
« étant constitués », selon ses propres 
dires (p. 483), de segments de droite  
(respectivement MO et PO sur la figure) 
parallèles à l’axe de la parabole (voir à 
ce sujet l’encadré Une somme infinie?). 
Un « poids » étant attribué à chacun de 
ces segments de droite, en quoi ces poids 
permettent-ils de retrouver le poids du 
segment parabolique lui-même, et qui 
plus est d’en déduire son aire? Archimède  

ne nous dit rien à cet égard, mais on peut 
penser qu’il connaissait certains des dangers  
pouvant surgir de la division d’une figure  
donnée en éléments de dimension inférieure. 

Archimède met ainsi en œuvre des grandeurs  
connues au fil des âges comme des « indi-
visibles », les lignes constituant une surface  
donnée étant appelées ses parties indivisibles.  
La manipulation de tels objets mathé-
matiques requiert cependant une grande  
prudence (voir l’encadré À propos des indi-
visibles), ce dont Archimède était sûrement 
conscient : la question (difficile) de la relation  
entre atomisme et continuité, directement 

reliée à la notion d’indivisible, était en effet 
présente dans les mathématiques grecques 
bien avant Archimède. Or, ce dernier ne sou-
ligne nulle part dans ses écrits les difficul-
tés en lien avec une telle méthode de rai-
sonnement, ce qui suggère qu’il banalisait 
en quelque sorte le rôle des indivisibles dans 
sa méthode. On pourrait donc voir les indi-
visibles comme y étant plutôt ramenés à un 
rôle purement heuristique. 

On notera, par opposition, que dans l’appro-
che mécanique présentée dans La quadrature 
de la parabole, c’est en régions planes (trapé-
zoïdales et triangulaire) qu’est divisé le grand 
triangle circonscrit au segment de parabole. 
Le segment parabolique étant alors encadré 
par deux surfaces géométriques standard, on 
évite ainsi les embûches potentielles posées 
par l’utilisation d’indivisibles. Bref, on peut 
se passer des indivisibles, car ils sont rempla-
çables par des régions d’aire finie.

C’est sans doute ce que visait Archimède par 
cette variante de son argumentaire. Mais la  
démarche alors proposée est assez touffue  
(l’argument mécanique de La méthode est 

À propos des indivisibles

A

F

C ’
P ’

O ’

M

K

E
W

P

N

B

C
D

O

Sans utiliser l’expres- 
sion « indivisibles » 
ou soupeser la va-
lidité de leur utili-
sation, Archimède 
n’hésite pas, dans La 
méthode, à mettre 
en application des 
principes qui ne se-
ront explicités que 
plusieurs siècles plus 
tard.

La notion d’indivi-
sible est rattachée 
de façon particulière 
au nom du mathé-
maticien italien Bo-
naventura Cavalie-
ri (1598-1647), qui 
s’en est servi, dans 

son ouvrage Geometria indivisibilibus continuorum 
nova quadam ratione promota (1635), pour dévelop-
per une méthode de calcul d’aires ou de volumes8. Dans 
un tel contexte, partant d’une figure donnée, l’usage a 
consacré le terme « indivisibles » pour désigner des élé-

ments qui, par juxtaposition, permettent de recomposer 
cette figure. Ainsi une surface est vue comme l’agrégat  
de (segments de) droites parallèles, et un volume, de 
plans parallèles. Sous certaines conditions, il est possible 
d’inférer certaines propriétés de la figure entière à par-
tir de celles de ses parties indivisibles. Cavalieri a ainsi 
énoncé le principe suivant : 

Si deux figures planes (ou solides) ont même 
hauteur, et si des sections faites par des droites 

(ou plans) parallèles aux bases et à égale distance 
de celles-ci sont toujours dans un même rapport, 

alors les figures planes (ou solides) sont elles aussi 
dans ce rapport. 

Un tel principe (même avec le parallélisme) n’est cepen-
dant pas sans risque et peut mener à des raisonnements 
fallacieux. Cavalieri lui-même avait mis le doigt sur 
la situation problématique suivante. Dans le triangle 
non isocèle AGH (voir figure), abaissons la hauteur DH. 
À chaque segment (disons BK) parallèle à DH dans le 
triangle ADH correspond dans le triangle GDH un unique 
segment (FM) parallèle et de même longueur. Et pour-
tant les triangles ADH et GDH ne sont pas de même aire.

8.	� Voir André Ross, « Les indivisibles de Cavalieri. », 
Accromath, vol. 12, hiver-printemps 2017, pp. 20-25.
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nettement plus transparent que celui de  
La quadrature de la parabole). Et il lui faut 
bien sûr savoir gérer le processus d’ap-
proximation alors en jeu : c’est la technique  
d’argumentation par double contradiction  
qui permet justement à Archimède de  
compléter la manœuvre sans difficulté.

Néanmoins subsiste dans ce dernier argument  
l’utilisation de principes issus de la mécanique.

Controverse #2 :  
La méthode mécanique
C’est dans son traité De l’équilibre des plans 
qu’Archimède pose les fondements d’une  
méthode mécanique de son cru pour déterminer  
une aire. Il y présente une étude fine du principe  
du levier, l’aire d’une figure géométrique étant  
vue comme directement reliée à son « poids ».  
Étant donné une figure géométrique X,  
Archimède la conçoit comme étant accro-
chée à un levier de manière à faire équilibre 
avec une autre figure Y d’aire et de centre de 
gravité connus. Après avoir évalué la distance 
du centre de gravité de chacune des figures 
du point d’équilibre K du système, et utilisant 
le fait que deux masses en équilibre sont à 
des distances de K inversement proportion-
nelles au rapport de leurs poids, il peut alors 
exprimer l’aire de X par rapport à celle de Y.

Archimède en vient ainsi à mettre en place ce 
qu’il est convenu d’appeler la méthode bary-
centrique9, à l’aide de laquelle il établit une 
série de « propositions mécaniques » (p. 382) 
à propos des centres de gravité de figures  
variées (triangles, parallélogrammes, etc.).  
Les principaux résultats ainsi obtenus sont 
rappelés sous forme de lemmes tout simple-
ment énoncés au début du traité La méthode. 

Même si Archimède ne commente pas  
explicitement la validité de la démonstration  
purement mécanique de La quadrature de 
la parabole, les nombreuses mises en garde 
qu’il exprime à cet égard suggèrent qu’il  
ne considère pas rigoureuse sur le plan  
mathématique une preuve s’appuyant sur sa  
méthode mécanique, même en l’absence 
d’indivisibles. Ce serait pourquoi il a senti 
la nécessité, après avoir donné cette preuve 

mécanique s’appuyant sur des éléments 
d’aire finis, d’en présenter une autre preuve,  
purement mathématique cette fois : celle-ci  
rencontre sans hésitation les standards de  
rigueur les plus stricts.

Mécanique vs géométrie
Les experts s’entendent pour reconnaître 
tant l’élégance que la rigueur de l’approche 
géométrique proposée par Archimède pour 
quarrer un segment parabolique — y compris  
la façon étonnante dont il s’y prend alors 
pour aller chercher le fameux coefficient 4/3 
Et ils s’entendent aussi sur le fait que l’emploi 
des indivisibles ne convient pas dans le cadre 
d’une preuve mathématique rigoureuse, ce 
qu’Archimède avait certes compris, même s’il 
n’a rien écrit à ce sujet. 

Là où il y a dissension est à propos de l’em-
ploi de la méthode mécanique elle-même  :  
certains, malgré les réserves exprimées par 
Archimède, y voient une méthode tout à 
fait valable mathématiquement parlant —  
vision que vient renforcer selon eux l’exis-
tence même du traité De l’équilibre des 
plans, qui propose une approche différente 
aux figures géométriques; d’autres sont au 
contraire d’avis que les jeux de levier avaient 
pour seule utilité, selon le grand Syracusain, 
de soutenir l’intuition dans une démarche 
exploratoire. (À propos de cette dissension,  
voir la section Pour en savoir plus.)

On observera que dans son message à 
Ératosthène, en introduction du traité La  
méthode, Archimède parle longuement de 
l’application du principe du levier qu’il a 
conçue afin de résoudre des problèmes de 
quadrature. Au vue de cette introduction et 
de la description que l’habile ingénieur y fait 
de la physique du procédé, c’est clairement 
cet aspect de son travail qu’il juge novateur  
et qu’il veut faire ressortir auprès de son 
correspondant. Il passe alors complètement 
sous silence l’emploi des indivisibles, ce qui 
laisse sous-entendre qu’il les savait familiers 
à son destinataire  : la quintessence de l’in-
formation qu’il veut divulguer concerne donc 
bien la méthode mécanique, grâce à laquelle,  
espère-t-il, « d’autres propositions (...) seront  
trouvées par d’autres, tant parmi ceux qui 
vivent que parmi ceux qui doivent encore 
naître » (p. 479). 

9.	� Voir Dijksterhuis (1987) p. 319. En grec, 
le mot poids se dit báros (baroz), d’où le  
préfixe «  bary-  », comme dans le mot  
barycentre — c’est-à-dire centre des poids. 
(On ne s’intéresse pas ici à la nuance entre 
centre de gravité et centre de masse.)

Buste d’Archimède, dû au 
sculpteur italien Luciano 
Campisi (1859-1933), qui se 
trouve dans les jardins de 
l’ancienne carrière Latomia 
dei Cappuccini à Syracuse 
(Sicile) — ville où naquit et 
mourut Archimède.
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La cycloïde
La cycloïde est la courbe décrite par un point 
sur la circonférence d’un cercle qui roule en 
ligne droite sans glisser. C’est Galilée (1564-
1642) qui a donné ce nom à la courbe en 
1599. Marin Mersenne (1588-1648) en a 
énoncé les propriétés évidentes comme le 
fait que la longueur de sa base est égale à 
la circonférence du cercle générateur. Il a  
tenté de trouver l’aire sous la courbe, mais n’y  
parvenant pas il a posé le problème aux  
mathématiciens de son époque.

En cherchant à relever le défi, Roberval a 
d’abord déterminé, comme l’avait fait Marin 
Mersenne, l’aire du rectangle dans lequel est 
inscrite la demi-cycloïde. Cette aire est 2πr2 
puisque la hauteur du rectangle est 2r et sa 
longueur est la demi-circonférence πr. 
C’est en ayant recours à la méthode des indi-
visibles que Roberval a déterminé l’aire sous 
la cycloïde. Voici de façon succinte comment 
il a procédé. Il a d’abord considéré que la  
surface du cercle générateur était constituée 
d’indivisibles, c’est-à–dire des segments de 
droite qui  recouvrent la surface.

Indivisibles du cercle

2r

πr

On glisse horizontalement les  
indivisibles du demi-cercle pour les 

aligner sur la cycloïde. L’autre extrémité 
de ces indivisibles donne une nouvelle 

courbe que Roberval appelle  
la compagne de la cycloïde.

Il déplace les indivisibles du demi-cercle de  
telle sorte que les extrémités de gauche soient  
sur la cycloïde. En reportant ainsi  les longueurs 
des segments, il construit une courbe qu’il  
appelle la compagne de la cycloïde. 

La méthode des indivisibles permet alors 
de conclure que l’aire entre la cycloïde et la 
compagne est égale à l’aire du demi-cercle, 
soit πr2/2.

André Ross 
Professeur retraité

1.	  �Voir André Ross, « Les indivisibles de 
Cavalieri. » Accromath, vol. 12,  
hiver-printemps 2017, pp. 20-25.

Le nom de Bonaventura Cavalieri (1598-1647) est resté associé aux 
indivisibles1, mais il n’est pas le seul mathématicien  

à avoir utilisé cette approche pour calculer des aires et des volumes.  
Gilles Personne de Roberval (1602-1675) a utilisé la méthode  

pour calculer l’aire sous une cycloïde et Evangelista Torricelli (1608-
1647), pour calculer le volume du solide engendré par la rotation 

d’une branche d’hyperbole autour de son asymptote.

Les indivisibles... et après ?

La longueur de la base est égale 
à la circonférence du cercle générateur

LA CYCLOÏDE

Gilles Personne  
de Roberval (1602-1675) 

Roberval est né à Noël-Saint-
Martin, désormais commune de 
Villeneuve-sur-Verberie (Oise),  
près de Senlis en France et il 
est mort à Paris. 

C’est en 1628 qu’il se rend 
à Paris, où il entre en contact avec les savants  
Mersenne et Pascal, puis Descartes, Torricelli,  
Huygens, Gassendi et Hobbes, qui correspondaient 
et échangeaient avec le père Marin Mersenne. 
Roberval était en fait le seul mathématicien  
professionnel du groupe.
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Compagne de la cycloïde

2r

πr

L’aire entre la demi-cycloïde et sa com-
pagne est égale à l’aire du demi-cercle.

La figure suivante permet de constater la  
symétrie de la construction de la compagne. 
Si deux cercles roulent en sens inverse l’un de 
l’autre, le premier sur la partie inférieure du 
rectangle et l’autre sur sa partie supérieure, 
on obtient deux demi-cycloïdes dont l’une 
est inversée. La symétrie de la construction  
permet de conclure que ces deux demi- 
cycloïdes ont la même compagne, ce qui  
signifie que la compagne bisecte l’aire du 
rectangle. L’aire sous la compagne est donc 
la moitié de l’aire du rectangle, soit πr2.

Symétrie de la construction

A B

D C

Les cycloïdes engendrées par des roues 
tournant en sens contraire, l’une sur AB 

et l’autre sur CD, ont la même  
compagne et celle-ci divise l’aire du 

rectangle en deux parties égales.
L’aire sous la demi-cycloïde est donc égale 
à l’aire sous la compagne, πr2, plus l’aire 
entre la demi-cycloïde et la compagne, πr2/2,  
ce qui donne 3πr2/2. L’aire sous la cycloïde 
complète est donc 3πr2. 

Aire sous la demi-cycloïde

L’aire sous la demi-cycloïde est 3πr2/2. 
L’aire sous la cycloïde est donc 3πr2.

Il est intéressant de noter que la courbe que 
Roberval appelle la compagne de la cycloïde 
est en fait une courbe sinusoïdale. C’est la  
première fois dans l’histoire qu’une sinusoïdale  
était tracée.

Sinusoïde

r

r
πr

La Trompette de Gabriel
En 1641, Evangelista Torricelli s’intéresse au 
solide engendré par la rotation d’un segment  
d’une branche d’hyperbole autour de son 
asymptote. Pour faciliter la compréhension  
de sa démarche, utilisons la géométrie  
analytique moderne pour illustrer son raison- 
nement. Représentons dans un système 
d’axes l’hyperbole d’équation xy = 1 dans  
l’intervalle de 1 à l’infini. 

xy  = 1

1

1

La révolution de cette courbe autour de 
l’axe des x donne la figure suivante, appelée  
Trompette de Gabriel.

xy  = 1(1; 1)
(x; y)

Pour calculer le volume de la Trompette,  
Torricelli pose un bouchon à la trompette, soit  
un cylindre de rayon 1 et de hauteur 1.

Trompette  
de Gabriel

Ce nom associe l'infini au 
divin car, selon la tradi-
tion chrétienne, l'archange  
Gabriel doit annoncer le 
jour du jugement dernier en 
soufflant dans une trom-
pette. Toujours selon la  
tradition, les qualités de 
Dieu étaient considérées 
comme infinies.

La sinusoïde
En écriture moderne, la 
compagne est la fonc-
tion f (q) = sin q dans 
l’intervalle [–π/2; π/2].

r

r
θ

θ
r

f(θ) = sinθ

sinθ

–π/2

–π/2

π/2

π/2
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1

(1; 1)
(x; y)

Les indivisibles utilisés par Torricelli  
sont des tubes concentriques de  
hauteur x, où x  ≥ 1, et de rayon y, 
avec xy = 1. 

En déroulant ces tubes par la pensée, il  
obtient des parallélépipèdes rectangles dont 
chacun a pour dimension x  × 2πy et, puisque 
xy = 1, tous ces parallélépipèdes ont une aire 
de 2π. 

(1; 1)
(x; y)(

Romagne

(1; 1)
(x; y)

Le volume occupé par l’empilement de ces 
indivisibles rectangulaires est donc le même 
qu’un parallélépipède rectangle de largeur 
1, de hauteur 1 et de longueur 2π.

(1; 1)

Chacun des indivisibles de ce parallépi-
pède est un rectangle d’aire 2π, c’est-à-dire 
que chaque rectangle a la même aire qu’un 
disque de rayon unitaire. 

Par conséquent, le volume de la trom-
pette avec bouchon est égal au volume du  
cylindre dont l’aire de la base est 2π et la 
hauteur est 1, soit 2π. 

Le bouchon posé par Torricelli étant un  
cylindre de rayon 1 et de hauteur 1, son  
volume est donc égal à π. En soustrayant ce 
volume de celui du solide avec bouchon, il 
obtient que le volume de la trompette seule 
est égal à π. Après avoir établi cette conjec-
ture, Torricelli en fait une démonstration 
par un double raisonnement par l’absurde. 

(1; 1)

DossierHistoire

Calcul moderne
Par la méthode moderne des disques, le volume d’un 
disque est ∆V = π∆x/x2. 

Le volume de la trompette est alors :

V
x

dx
x

dx

x dx
x

lim
1

lim lim
1

c

c

c

c

c

c

21 21

2
1

1

1

∫ ∫

∫

= π = π

= π = π
−











 = π

∞

→∞

→∞

−

→∞

−

Pour en calculer la surface, l’intégrale à effectuer est : 

A
x
x

dx2
14

31∫= π +∞

Pour effectuer cette intégrale impropre, il faut procéder  
à un changement de variable trigonométrique et on 
obtient que l’aire de la surface est infinie. (La solution 
est donnée en détail à l’adresse indiquée dans la page 
En savoir plus ! ).

xy  = 1

Rayon
y = 1/x

Épaisseur
Δx

xy  = 1

Rayon
y = 1/x

Surprise !
Le volume de la trompette, 
avec bouchon et de lon-
gueur infinie, est égal à 
celui d’un cylindre dont 
l’aire de la base est 2π et la 
hauteur 1. L’infini rejoint 
le fini.



29

Vo
l. 

13
 •

 h
iv

er
 –

 p
rin

te
m

ps
 2

01
8

Autour  
de l’axe vertical
On procède de façon 
analogue à la démarche 
présentée dans l’encadré 
Calcul moderne pour un 
solide obtenu par révo-
lution autour de l’axe 
vertical.

Les indivisibles... et après ?  |  André Ross  •  Professeur retraité

Qu’un solide de longueur infinie puisse pos-
séder un volume fini semble contre-intuitif 
aux mathématiciens de l’époque et suscite 
alors de nombreuses discussions sur le sujet 
du fini et de l’infini2. 

Conclusion
Roberval et Torricelli font preuve d’ingéniosité  
dans le calcul de l’aire sous la cycloïde et  
du volume de la Trompette de Gabriel. Leur 
démarche est cependant géométrique, même 
si nous avons illustré celle de Torricelli3 en 
utilisant une représentation moderne.  

Les démarches de Cavalieri, de Roberval et 
de Torricelli ne sont pas généralisables pour  
résoudre des classes entières de calcul d’aires 
ou de volumes parce que leurs raisonne-
ments sont essentiellement géométriques. 
La définition des courbes étudiées étant  
elle-même strictement géométrique.

Le recours aux indivisibles a été un passage 
obligé pour les mathématiciens du 17e siècle 
dans la recherche de méthodes générales,  
utilisables pour résoudre des classes entières 
de problèmes, qui est une composante  
importante du développement des mathé-
matiques.

C’est grâce à l’introduction de la géo-
métrie analytique par René Descartes 
(1596-1650) et Pierre de Fermat (1601-
1665) et aux travaux des mathématiciens  
qui ont développé cette branche des 
mathématiques,  qu’il a été possible de 
définir algébriquement les courbes par 
des équations cartésiennes ou par des 
équations paramétriques. 

L’utilisation de l’algèbre pour définir  
les courbes et les surfaces, comme la 
cycloïde ou la Trompette de Gabriel 
et bien d’autres encore, a facilité le  
développement d’une méthode générale  
pour déterminer l’aire sous une courbe 
ou le volume d’un solide, le calcul intégral. 

Les résultats obtenus par Cavalieri,  
Roberval, Torricelli et bien d’autres  
encore, ont été redémontrés à l’aide du 
calcul intégral4. En redémontrant les 
résultats, on teste la solidité du déve-
loppement théorique et on évite que 
les résultats soient le fruit d’une multi-
tude de méthodes diverses. Cela assure 
une grande cohésion à l’ensemble des 
connaissances mathématiques.

2.	� À l’aide du calcul intégral, on obtient  un 
autre paradoxe apparent : l’aire de la surface 
de la trompette est infinie alors que son 
volume est fini. On pourrait donc remplir 
la trompette avec une quantité finie de 
peinture, mais pour en peindre la surface, 
il en faudrait une quantité infinie. En fait, si 
on considère que la couche de peinture est 
constante, il en faut une quantité infinie. 
Cependant, le rayon de la trompette tend 
vers 0 lorsque x tend vers l’infini et rapide-
ment, l’épaisseur de la couche de peinture 
sera plus grande que le rayon de la trom-
pette. Si on considère plutôt que l’épaisseur 
de la couche de peinture tend vers 0, la 
quantité de peinture est finie.

3.	� Notons que Torricelli connaissait les travaux 
d’Archimède, de Galilée et de Cavalieri. Il 
semblait insatisfait des preuves obtenues 
par la méthode de Cavalieri, qui se pré-
occupait peu de la rigueur mathématique 
et des difficultés logiques soulevées par 
les indivisibles. Il a donc développé des 
preuves par double contradiction comme 
le faisait Archimède, en complément aux 
conjectures obtenues par les indivisibles  
de Cavalieri. 

4.	� Voir la page En savoir plus ! pour la démons-
tration de ces résultats à l’aide du calcul 
intégral.

Solide de révolution

Courbe plane
y

x
x = b

yx = a2 

x

y

x = b

yx = a2 

Evangelista Torricelli  
(1608-1647)
Le physicien et mathématicien Evangelista  
Torricelli est né à Faenza en Romagne. Il 
étudie au collège des Jésuites de sa ville 
natale avant d’aller poursuivre ses études à 
Rome, ses talents ayant été remarqués par 
son professeur de mathématiques. 

À Rome, Torricelli apprend à monter des expériences et à mettre 
au point des instruments. Il étudie les mathématiques avec l’abbé  
Benedetto Castelli (1571-1643), mathématicien, ingénieur, disciple  
et ami de Galilée. Inspiré par les ouvrages de Galilée, Torricelli  
rédige un traité de mécanique intitulé De motu gravium naturaliter  
descendentium et projectorum dans lequel il démontre que le 
centre de gravité d’un solide tend à être le plus bas possible pour 
que le solide soit à l’équilibre. 

Evangelista Torricelli est surtout connu pour son expérience du tube 
de mercure qui fut reprise par Blaise Pascal (1623-1662). Cependant  
Torricelli a aussi apporté plusieurs contributions aux mathéma-
tiques.      
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Rubrique des

Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences 
et Technologies de Lille

       Un calcul  
révolutionnaire

• �Calculer la racine carrée d’un nombre de 
80 chiffres n’est pas très simple, même si 
on sait que l’entier n est un carré parfait 
(n = m2).

• �Calculer la racine treizième d’un nombre n 
de 100 chiffres est encore plus compliqué, 
même si on sait que n est une puissance 
treizième exacte d’entier (n = m13). C’est 
même certainement impossible de tête.

• �Que penser alors du calcul de la racine 
1 789-ème d’un nombre n de 7 000 chiffres, 
même en sachant que n est une puissance 
1 789-ème exacte (n = m1789). Réussir un tel  
calcul de tête constituerait une révolution !

Cela semble paradoxal, mais le troisième 
exercice est le plus simple : vous pouvez 
d’ailleurs le faire vous-même.

Le second calcul est difficile sans papier, 
mais quelques amateurs de calcul mental en 
sont capables. Le premier exercice, lui, n’est,  
semble-t-il, pas humainement possible de tête :  
même les plus grands calculateurs prodiges 
de l’histoire n’ont jamais réussi l’extraction 
de la racine carrée de nombres de 80 chiffres.

Ce qui semble le plus difficile à première vue 
est en réalité le plus facile : c’est le paradoxe 
de la fausse difficulté.

Vous devez expliquer pourquoi il en est ainsi,  
et découvrir la méthode permettant de  
calculer la racine 1 789-ème d’un nombre de 
7 000 chiffres.

Si vous trouvez cela trop compliqué,  
attaquez-vous d’abord au paradoxe lexical 
suivant. Pourquoi est-il faux que la racine 
treizième du nombre a est le nombre b qui, 
multiplié treize fois par lui-même, donne a ? 



 

Solution du paradoxe précédent
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       Un calcul  
révolutionnaire

Solution du paradoxe précédent

Les vendredis 13
Rappel de l’énoncé
Contrairement au bon sens, il y a plus de vendredis  
13 que de lundis 13, de mardis 13, de mercredis 13,  
de jeudis 13, de samedis 13 et de dimanches 13. L’expli-
cation de ce paradoxe du calendrier demande un retour 
en arrière dans le temps. Le calendrier Julien (du nom 
de Jules César), qu’on utilisait en Europe jusqu’en 1592, 
avait le défaut de proposer trop d’années bissextiles. 
Dans ce calendrier, les années bissextiles sont toutes  
les années multiples de 4. Ce trop grand nombre  
d’années bissextiles avait créé un décalage entre l’an-
née officielle et l’année véritable (et donc les saisons), 
ce qui finissait par être gênant. Le pape Grégoire XIII, 
conseillé par le savant Aloysius Lilus, imagina donc de 
modifier la règle des années bissextiles. Dans le nou-
veau calendrier Grégorien qu’il promulgua, la règle est :

une année est bissextile si c’est un  
multiple de 4 qui n’est pas un multiple  

de 100, à l’exception des années multiples 
de 400 qui restent bissextiles.

Il en résulte par exemple que 1900 et 2100 ne sont pas 
bissextiles, mais que 2000 l’est. Pour le démarrage du 
nouveau calendrier, on remit l’année officielle en phase 
avec les saisons et il fut donc décrété que l’on passerait  
directement du 4 octobre 1582 au 15 octobre 1582. 
En Espagne, au Portugal et en Italie, qui suivirent la  
réforme de Grégoire XIII, il n’y eu donc aucune nais-
sance le 5 octobre 1582, et il n’y en eu pas plus  
d’ailleurs durant toute la période du 6 au 14 octobre de 
la même année qui, en quelque sorte, n’existe pas.

Le calendrier Grégorien possède une caractéristique 
remarquable : il est périodique. Précisément tous les 
400 ans, il recommence exactement selon la même  
séquence, de jours, de semaines et de mois. La raison  
en est simple : le nombre de jours dans une période de 
400 ans est un multiple de 7.

En effet, le nombre d’années bissextiles en 400 ans est 
100 – 3 = 97. En 400 ans, le nombre de jours est donc : 

97 x 366 + 303 x 365 

      = 35502 + 110595 

      = 146097 = 20871 x 7. 

Il y a donc  exactement 20 871 semaines dans une  
période de 400 ans du calendrier Grégorien.

Pour savoir si le vendredi 13 est plus fréquent que le 
lundi 13 ou un autre jour, il faut donc parcourir les  
400 années d’un cycle du calendrier Grégorien et faire le 
compte. On s’aidera d’un 
programme d’ordinateur  
de quelques lignes ou 
en réalisant un patient 
calcul à la main. On ob-
tient le résultat donné 
dans l’encadré ci-contre.  
L’information que le  
1er janvier 2000 est un 
samedi est utile.

Suppression de jours
Concernant les jours supprimés, l’histoire est un peu 
compliquée car l’adoption du calendrier Grégorien 
ne fut pas simultanée, même en Europe. En France, 
par exemple, les jours supprimés furent ceux situés  
entre le dimanche 9 décembre 1582 et le lundi  
20 décembre 1582. Dans le Royaume Britannique, le 
calendrier Grégorien ne fut adopté qu’en 1752. Ce  
retard obligea à supprimer non plus 10 jours, mais 11, 
qui furent ceux placés entre le mercredi 2 septembre 
1752 et le jeudi 14 septembre 1752.

Résultat du calcul

Lundis 13
Mardis 13
Mercredis 13
Jeudis 13
Vendredis 13
Samedis 13
Dimanches 13

Total

Fréquence des jours
de la semaine en 400 ans

685
685
687
684
688
684
687

4 800

Le total, 4 800, est le nombre de 
mois en 400 ans. Les vendredis 13 
sont donc bien les plus fréquents !
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Out[4532]=

Le meilleur empilement
1.	� On considère l’empilement d’ellipses de  

demi-axes a et b. Montrer que cet empilement  
a la densité = πd 2 3 ,2  indépendam-
ment de a et b.

Fibration de Hopf
1.	� Convainquez-vous que le cylindre infini 

est aussi une surface fibrée avec un cercle 
comme base B et une droite � comme 
fibre F.

2.	� Obtenir les coordonnées de la projection 
stéréographique du point x y z S( , , ) 2∈  sur 
le plan z = 0.

3.	� La première figure de l’article montre une 
fibration du tore où la base et la fibre 

sont des cercles. Est-il possible d’uti-
liser ce choix de fibres plutôt 

que les cercles de Vil-
larceau pour ob-
tenir une autre 
fibration de S3 ?

Le cas Archimède
1.	� De nombreuses preuves de l’irrationalité  

de 2  procèdent par l’absurde, où l’on  
suppose au contraire que 

= a b2 , avec a et b des entiers. 
On peut alors travailler à partir 
de l’égalité a2 = 2b2, cherchant à 
montrer que le carré d’un entier 
ne peut jamais être le double du 
carré d’un autre entier.

a)	� Supposant de plus la fraction 
a/b irréductible, conclure en 
examinant la parité des deux 
entiers en cause. (C’est l’argu-
ment le plus connu, présenté

		�  dans Accromath, vol. 2, été-automne  
2007, p. 22.)

	 b)	� Le raisonnement peut aussi se faire en  
considérant les factorisations premières  
de a et de b. (Il n’est plus nécessaire alors  
de supposer la fraction irréductible.)

	 c)	� Retrouver le même résultat en regardant  
le chiffre des unités dans les dévelop-
pements décimaux de a et de b.

	 d)	� On peut aussi raisonner en s’appuyant 
sur le fait que le chiffre des unités d’un 
carré, écrit en base trois, est 0 ou 1.

	 e)	� Procéder par descente infinie, en sup-
posant que a est le plus petit entier tel 
que a2 = 2b2. 

		�  (Tuyau : On a alors a > b, et donc 
a = b + c avec a > c > 0. En tirer l’exis-
tence d’une fraction égale à 2  et de 
numérateur inférieur à a.)

	 f)	� Revenant à l’hypothèse que 2  est  
rationnel, soit k, le plus petit entier  
naturel tel que k 2  est lui-même un 
entier naturel ; considérer −k k2 .

2.	� Montrer que l’irrationalité de 2  découle 
d’un théorème de base sur les polynômes :  
soit le polynôme anxn +...+ a1x + a0 dont 
les coefficients ai sont des entiers ; si p/q 
est une racine rationnelle, la fraction étant 
irréductible, alors p  est un diviseur de a0 
et q, un diviseur de an.

3.	� Une autre preuve repose sur la figure en 
bas à gauche. Étant donné un carré ABCD, 
à l’aide du compas, déterminons sur la 
diagonale AC un point D ‘ tel que AD ’ ≅ AB 
et traçons A’D ’ perpendiculaire à AC, avec 
A’ sur le côté BC. 

	 a) 	�Montrer que le triangle rectangle A’CD’   
est isocèle.

	 b) 	�En conclure l’existence d’un carré 
A’B’CD’ sur lequel la même construction  
peut être effectuée. Et ainsi de suite…

	 c)	� Montrer que les segments A’B et A’D ’  
sont congruents.

	 d)	� Pour fins de contradiction, on suppose 
que le côté AB et la diagonale AC du  
carré initial sont commensurables — 
c’est-à-dire qu’ils ont une « commune 
mesure ». Il existe donc, par hypo-
thèse, un segment déterminé qui entre 
un nombre entier de fois dans chacun 
de ces deux segments. Montrer que le  
segment en cause « mesure » aussi A’B ’ 
et A’C.

	 e)	� En tirer une contradiction et faire le 
lien avec l’irrationalité de 2 .

Section problèmes

A

C D

D’
D’’

A’

A’’

B’

B’’

B

D’’’



Pour en s  voir plus!

Applications des mathématiques

	 L’empilement le plus dense

		  •	Hales, Thomas, Cannonballs and honeycombs, Notices of the AMS, 47 (2000), 440–449.

		  •	� Szpiro, George G., Kepler’s Conjecture: How Some of the Greatest Minds in History Helped Solve One of the 
Oldest Math Problems in the World, John Wiley & Sons, Inc. 2003.

		  •	� Pöppe, Christophe, La conjecture de Kepler démontrée, Dossier Pour la Science No 41,  
« La sphère sous toutes ses formes », octobre-décembre 2003.

		  • �Delahaye, Jean-Paul, Quand considère-t-on qu’un théorème est définitivement prouvé,  
Pour la Science, No 475, Mai 2017.

		  • http://images.math.cnrs.fr/Empiler-des-tetraedres.html

	 La fibration de Hopf

		  •	� Lyons, David W., An Elementary Introduction to the Hopf Fibration, Mathematics Magazine, 76(2) (2003) 87–98, 
doi:10.2307/3219300, ISSN 0025-570X, JSTOR 3219300.

			   Cette référence est tirée de la page wiki « Hopf fibration ». C’est un texte magnifiquement pédagogique.

Histoire des mathématiques	

	 Le cas Archimède

		  •	� Une analyse du phénomène de revalidation d’un résultat déjà établi est proposée dans 
Dawson, John W. Jr., Why Prove it Again ? Alternative Proofs in Mathematical Practice. Birkhäuser, 2015. 
Il y est question notamment des nombreuses preuves du théorème fondamental de l’algèbre.

		  •	� Les citations d’Archimède sont tirées de la traduction de ses traités parue dans 
Ver Eecke, Paul, Les œuvres complètes d’Archimède, tome 2.  Liège, Vaillant-Carmanne, 1960.

		  •	La formulation que nous proposons du principe de Cavalieri est tirée (p. 316) de 
			   Andersen, Kirsti, « Cavalieri’s method of indivisibles. » Archive for History of Exact Sciences, 31(4) (1985) 291-367.

		  •	� À propos des réticences d’Archimède à admettre sa méthode mécanique comme une vraie méthode de preuve, 
Dijksterhuis, dans son ouvrage  
Dijksterhuis, Eduard Jan, Archimedes. Princeton University Press, 1987, 
�soutient (p. 319) que c’est uniquement l’emploi des indivisibles qui est en cause. Knorr, au contraire, croit que 
les indivisibles ne sont pas si problématiques, car remplaçables par des éléments d’aire finis, et que c’est bel et 
bien l’approche mécanique qui fait problème aux yeux d’Archimède — voir p. 73 dans : 
�Knorr, Wilbur R., « The method of indivisibles in ancient geometry. » In : Ronald Calinger (dir.)  
Vita Mathematica : Historical Research and Integration with Teaching, pp. 67-86. The MAA, 1996.

		  •	On trouvera dans

			    �Edwards, Charles H., The Historical Development of Calculus. Springer, 1979 
des commentaires critiques à propos de l’idée de vouloir attribuer à Archimède la création du calcul intégral. 
L’auteur y mentionne (p. 75) l’absence du concept de limite, l’absence d’algorithmes généraux pour le calcul 
d’aires ou de volumes, ainsi que l’absence de la relation inverse entre problèmes d’aire et de tangente. 

	 Les indivisibles... et après ?

		  https://www.lozedion.com/calcul-differentiel-applications-sciences-humaines/notes-historiques/?

	�	�  Les textes « Cycloïde » et « Trompette de Gabriel » présentent les solutions, à l’aide du calcul intégral, aux pro-
blèmes étudiés par Roberval et Torricelli. Elles sont tirées des solutions aux exercices de l’ouvrage : 
Ross, A. (2016). Calcul intégral, applications en sciences de la nature. Longueuil : Loze-Dion éditeur.

		



Accromath est une publication de l’Institut des sciences mathéma-
tiques (ISM) et du Centre de recherches mathématiques (CRM). La 
revue s’adresse surtout aux étudiantes et étudiants d’école secon-
daire et de cégep ainsi qu’à leurs enseignantes et enseignants. 
 
 
 

L’Institut des sciences mathématiques est une institution unique 
dédiée à la promotion et à la coordination de l’enseignement et de 
la recherche en sciences mathématiques au Québec. En réunissant 
neuf départements de mathématiques des universités québécoises  
(Concordia, HEC Montréal, Université Laval, McGill, Université de 
Montréal, UQAM, UQTR, Université de Sherbrooke, Bishop’s), 
l’Institut rassemble un grand bassin d’expertises en recherche et en  
enseignement des mathématiques. L’Institut anime de nombreuses 
activités scientifiques, dont des séminaires de recherche et des 
colloques à l’intention des professeurs et des étudiants avancés,  
ainsi que des conférences de vulgarisation données dans les 
cégeps. Il offre également plusieurs programmes de bourses 
d’excellence.

L’ISM est financé par le Ministère de l’Enseignement supérieur et 
par ses neuf universités membres.
 

Le Centre de recherches mathématiques est un centre national 
pour la recherche fondamentale en mathématiques et ses applica-
tions. Les scientifiques du CRM comptent plus d’une centaine de 
membres réguliers et de stagiaires postdoctoraux. Lieu privilégié 
de rencontre, le Centre est l’hôte chaque année de nombreux visi-
teurs et d’ateliers de recherche internationaux. 

Les activités scientifiques du CRM comportent deux volets principaux : 
les projets de recherche qu’entreprennent ses laboratoires, et les  
activités thématiques organisées à l’échelle internationale. Ces  
dernières, ouvertes à tous les domaines, impliquent des chercheurs  
du CRM et d’autres universités. Afin d’assurer une meilleure  
diffusion des résultats de recherches de ses collaborateurs, le CRM  
a lancé en 1989 un programme de publications en collaboration 
avec l’American Mathematical Society et avec Springer.

Le CRM est principalement financé par le CRSNG (Conseil de 
recherches en sciences naturelles et en génie du Canada), le FQRNT 
(Fonds québécois de recherche sur la nature et les technologies), 
l’Université de Montréal, et par six autres universités au Québec  
et en Ontario.

Accromath bénéficie de l’appui de la Dotation Serge-Bissonnette  
du CRM.

OR
2010

BRONZE
2011

BRONZE
2014

OR
2012

2008

Prix spécial  
de la ministre 2009

Prix 
Anatole 
Decerf 
2012  




