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Meilleur empilement
1.Regardons le parallélogramme.

La densité totale est égale a la densité a I'inté-
rieur du parallélogramme, puisqu'on peut paver
le plan avec de tels parallélogrammes. Les mor-
ceaux d'ellipses a I'intérieur du parallélogramme
ont une aire égale a une ellipse compléte, soit
mab. La densité est donc mab divisé par I'aire du
parallélogramme, qui est égale a sa base mul-
tipliée par sa hauteur. La base vaut 2a. Pour Ia
hauteur, il faut réfléchir un peu. Cette hauteur
vaut deux fois la hauteur entre I'axe horizontal
d'une ellipse et le point de tangence avec une
ellipse de la rangée supérieure. Les centres de
ces deux ellipses tangentes sont espacés hori-
zontalement de o. Pour des raisons de symétrie,
le point de tangence est alors a la distance ho-
rizontale a/2 du centre de I'ellipse.

Mettons x=a/2 dans I'équation d'une ellipse de
demi-axes aet b

On obtient:

c'est-a-dire y =

Donc, la hauteur du parallélogramme est b+/3
et son aire est 2ab+/3 . La densité est :
nab 0w

——==—==40,.
200+/3 243 °
Fibration de Hopf

1. La figure suivante montre comment les fibres

F=RR sont incluses dans le cylindre.

la fibre F =R le cylindre I

8-

latbaseiB=5" \ﬂ-—o——‘l)

2. Si la coordonnée y du point (x,y,2) est nulle,
alors les triangles semblables de la figure sui-

vante donnent:

(g, 6,0) = (x/(1-2), 0, 0).
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1—-z (x,0,2)

(a,6,0)

x/(1-2)

Si yn'est pas nul, un argument similaire donne :
a=x/(1-2etb=y/(1-2.

3. La fibration de la premiere figure ne peut pas
étre utilisée, car la propriété 4 ne sera pas sa-
tisfaite : les fibres sur les paralléles proches du
pble sud ne se déformeront pas continlment en
la fibre du pdle sud.

Le cas Archiméde

1. Parmi la foultitude de preuves visant a montrer
Iirrationalité du nombre réel v/2, plusieurs re-
posent sur un raisonnement par I'absurde. Afin
de montrer que V2¢2Q, on supposera donc au
contraire que l'on a:

R
b

avec a et b des entiers (que I'on peut considérer

tous deux positifs). On travaille alors a partir de

I'egalité:

a2 =2b% ()
oua beN (et b#0).
Il sera commode, dans les arguments qui sui-
vent, de voir () comme une équation a résoudre
et dont on cherche des solutions entieres.

a) Largument le plus connu repose sur la no-
tion élémentaire de parité : tout nombre en-
tier est soit pair (i.e., de la forme 2k) soit im-
pair (i.e, de la forme 2k + 1), ou k est un en-
tier. Observons de plus, en préliminaires, que
le carré d'un entier pair est forcément pair :

(2K)2 = 4k? = 2(2k%) = 2u, avec u = 2k?;
tandis que le carré d'un impair est impair :
(2k+ 1)2=4k2 + 4k + 1= 202Kk + 2K) + 1

=2v+ 1,avec v=2k% + 2k
Revenant a I'égalité (*), supposons qu'elle a
des solutions entiéres a et b. L'entier o? est
donc pair, d'ou il suit que a lui-méme est

pair — argument par contraposition’, s'ap-
puyant sur la remarque préliminaire : le car-
ré d'un impair est impair.

Comme on a supposé la fraction a/b irréduc-
tible?, on en tire que I'entier b est forcément
impair, car sinon le numérateur et le déno-
minateur de a/b seraient divisibles par 2.
L'entier a étant pair, il est de la forme a =
2¢, de sorte que o = 4c2 Par substitution
dans (%), il suit alors que 4c* = 262 et donc
que b> = 2c%. Comme b2 est un entier pair,
on en conclut, comme précédemment, que
b lui-méme est pair. ConTRADICTION avec le fait
qu'il doit étre impair.

Note 1:

Aprés avoir établi le fait que a est pair, on pourrait
aussi conduire I'argument en observant que b est
lui aussi pair (comme on vient tout juste de I'éta-
blir), de sorte que la fraction a/b est réductible, car
divisible par 2. ContrapicTion alors avec I'hypothése
d'irréductibilité.

Note 2:

Cet argument est reconnu comme étant trés an-
cien. Ainsi, alors qu'il présente dans I'Organon?® le
principe de raisonnement par l'absurde, Aristote
(~384 - ~322) utilise justement le résultat dont il
estici question comme archétype afin d'illustrer ce
mode d'argumentation®. Dans Les Premiers Analy-
tiques (1.23), il exprime la contradiction en disant
que « les nombres impairs deviendraient égaux aux

1. On utilise ici I'équivalence logique entre I'implication
P — Q et sa contraposée —Q — —P.

2. On notera que cette hypothese se fait sans perte de géné-
ralité, car si 2 était représenté par une fraction réduc-
tible, on n'aurait qu'a réduire cette fraction a sa plus simple
expression. (La notion de « réduction » dont il est ici ques-
tion est bien sdr un changement de forme, et non de va-
leur.)

3. On désigne par Organon (« outil » ou « instrument », en
grec ancien) I'ensemble des six traités d’Aristote portant
principalement sur la logique. L'expression Organon n'est
pas d'Aristote, ayant été introduite par ses disciples, les
Péripatéticiens. (Ce mot vient du grec mepiraTnTikod,
«quiaime la promenade ». La légende veut quAristote ai-
mait a enseigner tout en marchant.)

4. A noter cependant que pour Aristote, il ne s'agit pas
d'établir « lirrationalité de ~2» (ce vocabulaire et cette
notation sont modernes), mais plutét I'«incommensura-
bilité de la diagonale et du c6té du carré ». On revient sur
cet aspect a 'exercice 3.



nombres pairs ». Quoique le Stagirite ne soit pas
explicite a cet égard, tout porte a croire qu'il fait
alors allusion a un raisonnement tel celui qui pré-
cede, ou un certain nombre (b en I'occurrence) est
a la fois pair et impair.

b) Le cceur de cette preuve de lirrationalité
de 2 repose sur un fait fondamental de
I'arithmétique dans les entiers : la représen-
tation d'un entier (positif) sous la forme d'un
produit de nombres premiers se fait d'une
seule facon (a I'ordre des facteurs pres). C'est
ce qu'on appelle 'unicité de la factorisation
premiére. Ainsi 777 777 s'écrit comme :

3X7X7x11x13x37
(habituellement abrégé comme::

3x72x11x13x37).

Observons par ailleurs que dans la factorisa-
tion premiére d'un carré parfait, tous les fac-
teurs premiers sont affectés d'un exposant
pair. | suffit pour s'en convaincre de considé-
rer un exemple : étant donné n=53x74x115,

on aalors:
n® =(53x7%x11%)?
= 523y 72x4 11265
= 58x 78x11'0,

Convenons en outre, par commodité, de
dénombrer les facteurs premiers en te-
nant compte de leur multiplicité. Ainsi I'en-
tier n qui précéde (qui posséde trois fac-
teurs premiers distincts) comprend en tout
3+4+5=12 facteurs premiers — c'est-a-
dire 12 occurrences de facteurs premiers,
les facteurs 5, 7 et 11 étant présents respec-
tivement 3 fois, 4 fois et 5 fois. Il s'ensuit
que son carré n? a 24 = 2x12 occurrences
de facteurs premiers — le double des occur-
rences dans n.
Forts de ces préliminaires, considérons
maintenant les factorisations premieres des
deux entiers a et b intervenant dans I'éga-
lité (¥), et comptons le nombre de facteurs
premiers y apparaissant. Appelant x et y le
nombre de facteurs premiers dans les facto-
risations premieres de a et de b respective-
ment, il s'ensuit alors que::

e |a factorisation premiére de o? contient 2x
facteurs premiers,

® |a factorisation premiére de 6 contient 2y
facteurs premiers, et

e |a factorisation premiére de 2b* contient
2y+ 1 facteurs premiers.
Mais alors, I'entier o> — qui est le méme que
I'entier 26> — posséde a la fois un nombre
pair (a savoir 2x) et impair (2y + 1) de fac-
teurs premiers, ce qui est en CONTRADICTION
avec le fait que la factorisation premiére
d'un entier est unique. (Insistons sur le fait
que nous n'avons pas eu a supposer ici 'irré-
ductibilité de la fraction a/b.)

Note 3:

Il serait possible de reformuler I'argument précé-
dent en mettant l'accent sur le facteur premier 2.
Revenant a I'égalité (*), intéressons-nous aux oc-
currences de 2 de chaque coté de I'égalité. Tel que
vu précédemment, 'entier ? va contenir le facteur
premier 2 un nombre pair de fois (éventuellement
nul); il en est de méme pour b2 Mais alors 2b?
contient le facteur premier 2 un nombre impair de
fois, et pourtant il est égal a a®. CoNTRADICTION.

De maniere analogue, on pourrait montrer que le

réel /5 est irrationnel en se ramenant & une éga-
lité du type o® = 5b%, avec a et b entiers, et en re-
gardant les occurrences du facteur premier 5 de
chaque coté de I'égalité.

Et dans le méme esprit, l'irrationnalité de «/6 dé-
coule de I'égalité o® = 667, portant notre attention
sur I'un des facteurs premiers de 6 — disons 3.

Note 4:

Plus généralement, on peut établir le résultat sui-
vant :

le réel \/E pour n € N, est un nombre rationnel
si et seulement si n est un carré parfait,
c'est-a-dire le carré d'un entier.

La démonstration de ce résultat se fait en deux
temps. La fleche « aller » (=) peut s'obtenir par
contraposition : si n n'est pas un carré parfait,
alors sa racine carrée est forcément irrationnelle,
par un argument semblable a ceux de la note 3. Et
la fleche « retour » (<) suit tout bonnement du
fait que lorsque n est un carré parfait, alors sa ra-
cine est par définition méme un entier (et donc un
rationnel).

Les entiers naturels dont la racine carrée est irra-
tionnelle sont donc précisément ceux qui ne sont
pas des carrés parfaits :

2,3,5,6,7,810,11,12,13, 14, 15,17, 1§, ...

Solutions
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Note 5:

Toujours en s'appuyant sur la notion de factorisa-
tion premiére, il est possible d'articuler de maniére
légérement différente les commentaires des notes
3 et 4. On a en effet le résultat suivant, élémen-
taire mais informatif :

soitr e Q;alors r* € 7 si
etseulementsir € Z.

Comme il est clair que r? est un entier lorsque rest
un entier, nous nous concentrons sur I'implication
r’ € Z— r e Z. Supposons donc que le rationnel
r? = a%/b% est un entier, disons 2 = k. Il s'ensuit
alors que o?=kb?, de sorte que les facteurs pre-
miers présents dans b® se retrouvent tous dans ¢?
(en vertu de l'unicité de la factorisation premiére).
Mais tel qu'observé précédemment, les facteurs
premiers de b? sont (en leur espéce) précisément
les facteurs premiers de b, les occurrences de cha-
cun d'eux étant dupliquées. Et il en va de méme
pour les facteurs premiers de ¢?. Forcément alors
les facteurs premiers de b sont tous présents dans
a, ce qui montre que le rationnel r = a/b est de fait
un entier®.

Nous venons de montrer que le seul cas ou un
nombre rationnel élevé au carré donne un en-
tier est quand ce rationnel est lui-méme un en-
tier. Autrement dit, passant a la contraposée
reZ—r’e7Z, le carré d'un rationnel non en-
tier ne sera jamais un entier. Il n'y a donc pas de
rationnel qui, élevé au carré, donne 2, ou encore 6.

c) Cette technique de preuve de l'irrationalité
de 2 part d'une observation toute simple
a propos des carrés parfaits : s'agissant par
exemple de I'entier 876543212345678, on
voit « a |'ceil » qu'il n'est pas un carré d'entier
— tout simplement parce qu'il se termine par
le chiffre 8.

Revenant donc aux deux entiers a et b pré-
sents dans I'égalité (*), intéressons-nous a
leur écriture décimale respective, ainsi qu'a
celle des deux membres de cette égalité. |l
est clair que le chiffre des unités d'un entier
résultant d'une élévation au carré ne dépend
que du chiffre des unités du nombre dont on

5. Comme il va de soi, cet entier est Jk.

est parti —on n'a qu'a penser a la facon dont
le chiffre des unités de ce carré serait obtenu
en appliquant I'algorithme de multiplication
usuel. Et on voit aussi que I'on peut suivre a
la trace le chiffre des unités du double d'un
carreé.

De maniere plus précise, le tableau suivant
résume l'information quant au chiffre des
unités d'entiers de la forme n? et 2n? en
fonction du chiffre des unités d'un entier n.

Chiffre des unités
n n? 2n?
0 0 0
1 1 2
2 4 8
3 9 8
4 6 2
5 5 0
6 6 2
7 9 8
8 4 8
9 1 2

Appliquons ces observations a I'égalité (*).
Comme le seul élément commun aux deux
derniéres colonnes du tableau est le chiffre
0, on voit que la seule facon d'avoir a?=26?,
avec a,b e N, est que les entiers o? et b?
aient tous deux O comme chiffre des unites.
Mais alors l'entier a se termine forcément
par O, et I'entier b, par O ou 5. Et dans ces
deux cas, la fraction a/b serait réductible par
un facteur 5 commun au numérateur et au
dénominateur. Or on peut, comme a la par-
tie (a), supposer sans perte de généralité que
cette fraction est irréductible. CONTRADICTION.

d) Supposant maintenant que les entiers a et

b de I'égalité (*) sont écrits en base trois,
considérons la table de multiplication (des
nombres a un chiffre) dans cette base.

On voit, a I'examen de la diagonale principale
de la table, que le chiffre des unités d'un car-
ré écrit en base trois est O ou 1, tandis que
le chiffre des unités du double d'un carré est
0 ou 2. L'égalité a?=2b? n'est donc possible
que si a et b se terminent par 0, auquel cas



ils sont tous deux des multiples de 3. Mais
encore une fois on peut se donner une frac-
tion a/b irréductible. CoNTRADICTION.

Note 6:

Cette solution est donc analogue a celle de la par-
tie (c), a la nuance de la base prés. Et dans les deux
cas, le tout pourrait s'exprimer a l'aide de l'arith-
métique modulaire, plutdt qu'en termes de chiffres
des unités dans une base donnée. Ainsi, s'agissant
de la solution (d), on vérifie aisément que le carré
d'un entier est congru, modulo 3,a0oua 1. En ef-
fet, divisant les entiers en trois classes, selon leur
reste modulo 3, on voit que :

(3v)? =9v? =0 (mod3),
Bv+1?=9v%+6v+1=1(mod3),

Bv+2? =92 +12v + 4 =1(mod3).

L'égalité a?=2b% entraine donc que les entiers
a?et26? sont tous deux congrus a 0, mod 3, ce qui
contredit I'nypothése d'irréductibilité de la frac-
tion a/b.

e) Soit deux entiers positifs a et b satisfaisant
a I'égalité (*). Comme nous visons un raison-
nement s'appuyant sur une « descente infi-
nie », I'idée est de trouver une fraction équi-
valente a a/b mais de numérateur stricte-
ment inférieur a a. A cette fin, nous travail-
lons a partir de I'entier a donné.

De I'égalité o® =267 suit que a’> b?, et donc
a>b (car a,b e N). Cette derniére inégali-
té revenant a I'existence d'un entier positif ¢
tel que a = b+ t,on a donc o= b%+2bt+ 2.
Il suit alors, par substitution de ce trinéme
dans le membre de gauche de (¥), que:
20t+ t2 = b7,

et donc b > 1 (puisque les entiers b et tsont
positifs). Cette derniére inégalité entraine a
son tour que b>t, d'ou I'existence d'un en-
tier positif stel que b= t+s. Qbservons qu'on
peut exprimer a en termes de tetde s :

a=b+t=(t+5s) +t=2t+s.
Substituant alors les expressions a=2t+set
b=t+sdans I'égalité (*), on trouve que:

2t+ 5?2 =2(t+ 5>,

c'est-a-dire:

482 + 4ts + 52 = 202 + 4ts + 252
En simplifiant, il suit que s = 2t ce qui

nous rameéne a une égalité analogue a (*),
mais avec des paramétres inférieurs. En par-
ticulier on voit que a>s, puisque a= 2t +s5
avec tun entier positif.

On a donc trouvé des entiers (positifs) s et
t qui sont des solutions de I'équation (*) et
avec sinférieur a a. (Dit autrement, on a ob-
tenu une fraction s/t équivalente a a/b mais
de numérateur s strictement inférieur a a.)
Or le méme raisonnement pourrait étre ap-
pliqué indéfiniment, menant ainsi a une
suite illimitée et strictement décroissante
d'entiers positifs et inférieurs a a. Or une
telle suite d'entiers doit étre forcément finie.
CONTRADICTION.

On peut résumer le nceud de cette démons-
tration comme suit :

s'il existait deux carrés @ cotés entiers dont

'un a une aire double de I'autre, on pourrait

trouver deux autres carrés plus petits satis-

faisant aux mémes propriétés.

Note 7:

On pourrait aussi exprimer la descente infinie en
mettant en relief la suite strictement décroissante
d'entiers (positifs)

a>b>s>t>-
En effet, de I'égalité b= t+ ssuitque b > s.
Note 8:

L'argument de la partie (e) pourrait se formuler en
termes de «bon ordren. Il s'agit alors de considé-
rer I'égalité (*) sous I'nypothése que le numérateur
a est le plus petit entier positif pour lequel cette
équation peut étre résolue — autrement dit, o est
le plus petit numérateur parmi ceux de toutes les

fractions égales a V2 (et de numérateur et dé-
nominateur positifs). Une telle hypothése s'appuie
sur le principe de bon ordre, qui affirme que tout
sous-ensemble non vide de N a un plus petit élé-
ment. La mise en évidence d'un entier positif sin-
férieur a a et satisfaisant a (*) est alors en conTRa-
DICTION avec le fait qu'on avait supposé que a est le
plus entier ayant cette propriété.

Note 9:

On notera que I'idée de descente infinie est trés
ancienne, se retrouvant notamment au coeur
de la proposition VII.31 des Eléments d'Euclide
(env. ~325 - ~265), alors que le grand mathéma-
ticien grec démontre que tout nombre composé
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est divisible par un certain nombre premier. Le rai-
sonnement repose sur I'observation qu'un nombre
composé peut s'écrire comme un produit de fac-
teurs. Si I'un de ces facteurs est premier, c'est ga-
gné. Et sinon, on recommence : on prend l'un des
dits facteurs (composés) et on I'écrit & nouveau
comme un produit de facteurs. On obtient ainsi
une suite d'entiers positifs de plus en plus petits :
une telle suite doit forcément se terminer. Selon
les mots d'Euclide, appelant A le nombre composé
donné au départ,

l'investigation étant poursuivie de cette facon,
un certain nombre premier sera trouvé qui mesu-
rera® A. Car s'il ne s'en trouvait pas, des nombres
en quantité illimitée mesureraient le nombre A,
dontchacun serait plus petit que le précédent; ce
qui estimpossible dans les nombres. (Euclide, Les
Eléments, Livre VI, proposition 31)
Dans ses commentaires a propos de I'argument
d'Euclide, Vitrac (p. 341) y voit « une forme dé-
monstrative que I'on peut Iégitimement rappro-
cher de la méthode dite de «descente infinie» ren-
due célébre par Fermat ». Pierre de Fermat (1601~
1665) a décrit cette méthode dans une lettre da-
tant d'ao(t 1659 adressée a Pierre de Carcavi (env.
1600-1684).

La méthode de descente infinie repose sur le prin-
cipe du bon ordre (voir note 8), caractéristique de
I'ordre dans les naturels.

f) Cette démonstration ne fait pas interve-
nir I'égalité (¥) en tant que telle, mais repose
plutot sur I'hypothése de départ voulant que
2 soit un nombre rationnel. On introduit
alors k, le plus petit entier naturel tel que
kv/2 est lui-méme un entier naturel.

Posant j=kJ/2 -k on a alors que j<k
(puisque /2 < 2). Mais observons que :

N2 = (2 -K2 = 2k - /2.
Or le dernier membre de cette série d'égalités
est une différence de deux entiers naturels
(dont le premier est plus grand que l'autre),
et donc un naturel. On a ainsi montré que

6. L'expression « X mesure Y » chez Euclide, s'agissant de
nomobres, signifie ce que nous désignons maintenant par
« X est un diviseur de Y » : le nombre X est contenu dans
Y un nombre exact (entier) de fois, c'est-a-dire Y est de la
forme Y = kX, avec k un entier (positif).

7. Traduction et commentaires par Bernard Vitrac, volume 1],
Presses Universitaires de France, 1994.

jx/§ est un entier naturel (avec j> k), ce qui
est en conTRADICTION avec |'hypothese voulant
que k soit le plus petit naturel dont le pro-
duit par ~2 donne un naturel.
En bref,
si un entier k>0 est tel que k\/2 est un en-
tier (positif), alors j = k\/2 -k est un entier
(positif) satisfaisant a la méme propriété,
etinférieur a k.

2. Afin de préparer le terrain pour la preuve d'ir-

rationnalité demandée, examinons d'abord de
plus pres le théoreme sur lequel elle s'appuie.
Il s'agit d'un résultat (relativement) élémentaire
de la théorie des polyndmes.

Soit

PX)=a,x" +a, x4+ ax’ +ax+a,,
un polynéme a coefficients entiers (aveca, #0).
Si p/q € Q est une racine de P, exprimée sous
forme irréductible, alors p est un diviseur de a,,
etqestun diviseur de a,.

Démonstration :

Evaluant le polynéme P au point x = p/g , on
trouve:

n n=1 2
an(ﬁj +an_1(ﬁj +---+az(£) +a1(BJ+GO=O,
q q q q

c'est-a-dire, multipliant chaque membre de
cette égalité par q",

a,p"+0,p" g+ +0,p°q"* +a,pq" +a,q" =0. (%)

Dans un premier temps, récrivant cette égalité
sous la forme:

n n—1 2 _n-2 n—1 n
P +0,4p° qt---+0,07q " +0pq  =—0uq

on voit que p divise le membre de gauche de
I'égalité, car il est un facteur de chacun des
termes de la somme. |l divise donc aussi le
membre de droite. Mais par hypothese les en-
tiers p et g sont premiers entre eux, de sorte
que p doit étre un diviseur du coefficient a,. Le
raisonnement serait semblable pour g, récrivant
cette fois (**) sous la forme:

n-1 2 n-2 n-1 n n
pqp G+--+0,p°q " +0pq" +0q =—0,p ",

ce qui termine la démonstration.

Ce résultat est parfois attribué a René Des-
cartes (1596-1650), en lien avec la discussion
des polynémes qu'il présente dans La géomé-
trie (1637), traité publié en appendice a son cé-



lebre Discours de la méthode. Le résultat, qui ne
figure pas explicitement dans ce traité, est un
classique de la théorie élémentaire des poly-
nomes, quand vient le temps de déterminer si
un polyndéme donné (a coefficients entiers) a
des racines dans Q. A noter que le théoréme
ne formule pas une condition suffisante pour
I'existence de racines rationnelles, car les ra-
tionnels qui satisfont a la conclusion du théo-
réme ne sont pas tous racines du polynéme P
donné — de fait, P pourrait fort bien n'avoir au-
cune racine rationnelle; il s'agit plutoét d'une
condition a laquelle doivent nécessairement sa-
tisfaire de telles racines rationnelles (exprimées
sous forme irréductible), lorsqu'elles existent. La
recherche de racines rationnelles du polynéme
Pest ainsi ramenée a I'examen d'un nombre fini
de cas, les coefficients g, et a, ayant forcément
un nombre fini de diviseurs.
Par exemple, s'agissant du polynéme::

Px) = 2x° + 3x2 + 2x+ 3
et considérant les facteurs de 2 (1, 2, -1, -2) et
ceux de 3 (1, 3, -1, -3), on voit que huit ration-
nels sont candidats en tant que racines de P:

T 13 3

1’_1’3l_3l_l__’_l__;
2 22 2

et parmi eux, un seul annule le polynéme:

i

Revenant maintenant a l'irrationalité de /2,
considérons le polyndme Px) = x* - 2, ayant
justement pour racine ~/2. Si cette racine était
rationnelle, elle serait donc, en vertu du théo-
reme, de la forme a/b avec a un diviseur de 2 et
b un diviseur de 1. Il en résulte donc quatre cas
a inspecter (1, -1, 2, -2), mais aucun de ceux-
ci n'annule x? - 2. Le polyndme Px) = x> - 2 n'a
donc pas de racine rationnelle, de sorte que sa
racine </2 est forcément un nombre irrationnel.

Note 10:

Le théoréme sur lequel on s'est ici appuyé peut
servir a établir d'autres types de résultats d'irra-
tionnalité. Voici par exemple comment montrer
que le réel u= J2 ++/3 est un irrationnel.

Observons tout d'abord que u est une racine du
polyndme Q(x) = x* - 10x* + 1. En effet, comme

u? =5+ 26, on voit que u? —5=2/6,et donc,

en élevant au carré,

u* —10u% +25=24.

Pour que u soit un rationnel, il faudrait alors, en
vertu du théoréme, qu'il soit de la forme u=p/q
avec p et g tous deux des diviseurs de 1, le coef-
ficient du terme de plus haut degré et le terme
constant de Q. Or comme ni Q(1) ni Q(-1) n'est nul,
la racine u de Qest donc irrationnelle.

3 B € D
H>
e
R
B D’
A
B A

a) AC étant la diagonale du carré ABCD, I'angle
ZACBvaut donc 45°, de sorte que le triangle
rectangle A'CD' est isocéle.

b) Voyant le triangle A'CD' comme un demi-
carré, soit le point B tel que A'B'CD" forme
un carré et reprenons le méme processus :
on détermine ainsi sur la diagonale A'Cde ce
carré un point D" tel que A'D"= A'B". Tra-
cant alors A"D" perpendiculaire a A'C, avec
A" sur B'C il en résulte un nouveau carré
A"B"CD" Cette construction peut étre répé-
tée indéfiniment, donnant a chaque fois, sur
la diagonale de chacun des carrés successifs,
une longueur pouvant étre utilisée comme
coteé du carré suivant. Lors de ce processus,
les cOtés de ces carrés deviennent de plus en
plus petits, mais sans jamais devenir nuls :

CD>CD'>(CD">CD™ > -

c) 1re preuve :

Lla congruence A'B=A'D' découle im-
médiatement de la congruence des deux
triangles ABA" et AD'A' (cas de congruence
de triangles rectangles).

(Ce raisonnement est parfois traduit en
termes de tangentes a un cercle : le cercle
de centre A et de rayon AD passant bien sr
par le point B, les segments A'B et A'D" sont
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donc congruents comme tangentes a ce
cercle issues du point A’)

2e preuve:

Observons que par construction le triangle
BAD' est isocéle. Par conséquent deux des
angles du triangle BA'D' sont congruents —
ces angles étant les compléments de deux
angles eux-mémes congruents — de sorte
que ce dernier triangle est lui aussi isocele,
avec A'B=A'D".

Notons qu'on démontrerait de méme que
A"B'=A"D", etc.

Observons de plus au passage un fait qui
nous servira a la partie (d) : comme le qua-
drilatere A'B'CD' est un carré, le segment
A'Best donc congruent a chacun de ses c6-
tés.

d) Prenant appui sur cette construction géo-
métrique, supposons maintenant que la dia-
gonale et le coté du carré initial sont com-
mensurables®, c'est-a-dire qu'ils ont une
« mesure commune ». En d'autres termes,
nous supposons qu'il existe un certain « seg-
ment-unité » commun® & ces deux segments
et compris un nombre (entier !) exact de fois
dans chacun d'eux.

Pour simplifier la notation, appelons

® dla longueur de la diagonale AC,

e c la longueur du coté CD, et

®  la longueur du segment-unité commun
dont on suppose l'existence.

8. Du latin commensurabilis, de cum, « avec » et mensura,

« mesure ». Deux grandeurs commensurables ont donc
une « commune mesure » : il existe alors une unité per-
mettant de les « mesurer » toutes deux, c'est-a-dire de les
exprimer par des nombres entiers en fonction de cette
unité de mesure. Le motincommensurable s‘applique &
des grandeurs qui ne peuvent se comparer par manque
de mesure commune. Par extension, le mot incommen-
surable en est venu a désigner dans le langage courant
ce qui est trés grand, trop grand pour étre mesuré, donc
démesuré — ce qui est bien sdr un faux sens, mathémati-
quement parlant.

On aurait volontiers parlé, dans un langage d'il y a quel-
ques siécles, de partie aliquote commune. Le motaliquo-
te est tiré du latin médiéval aliquotus, de alius, « autre » et
quotus, «en quel nombre » (cf notre mot quote-part). Une
partie aliquote d'un tout y est contenue un nombre exact
de fois. Son antonyme est partie aliquante, qui n'est pas
contenue un nombre exact de fois dans le tout en ques-
tion — latin médiéval aliquantus, de quantus, « com-
bien grand ». Les expressions aliquote et aliquante sont
aujourd'hui tombées en désuétude.

L'hypothése de commensurabilité de la dia-
gonale et du coté du carré ABCD nous assure
donc de I'existence de deux entiers (positifs)
met ntels que:
d=mxuetc=nxu.
Par construction CD' = AC - CD, de sorte que
la longueur de CD" est donnée par :
d-c=(m-n)xu.
Or m - nétant un entier positif (on a bien str
ici m> n), on voit que la longueur du coté du
carré AB'CD' est elle aussi un multiple de u.
Dit autrement, le coté du carré A'B'CD" est
commensurable avec le coté et la diagonale
du carré initial (toujours selon le méme seg-
ment-unité de longueur u).
Qu'en est-il maintenant de la diagonale A'C
du carré A'B'CD'? Pas de souci : on peut
montrer qu'elle est elle aussi commensurable
avec les autres segments dont il a été fait
mention jusqu'ici | En effet, de AC=BC-A'B
et de A'B = CD'— voir partie (c) — suit que la
longueur de A'Cest donnée par:
nxu-(m-n)xu=2n-mxu.
(Observons qu'il est clair, en vertu de la géo-
métrie du probléme, que 2n > m, de sorte
qu'il s'agit encore ici d'un multiple (positif)
de la longueur du segment-unité en cause.)
Bref, posant m' = 2n-metn'=m-n, le
carré A'B'CD" est donc tel que sa diagonale
est de longueur m'xu et son coté, de lon-
gueur n'xu, ou m' et n' sont deux entiers
positifs et u, la longueur du segment-uni-
té servant de commune mesure. Notons de
plus que nous avons les deux inégalités:
m>m'et n>n".
En effet, dans le premier cas, on a
m=2m-m>2n-m=m/
et dans l'autre,
n=2n-n>m-n=n".
(Nous avons utilisé ici les deux inégalités
déja mentionnées, m > net 2n> m)

e) Résumons. Partant d'un carré ABCD dont on
a supposé que la diagonale et le coté sont
commensurables, on a trouvé un carré plus
petit AB'CD' lui aussi de diagonale et de
c6té commensurables, les segments A'C et
CD" étant des multiples du méme segment
unité servant a engendrer AC et CD. Plus
précisément, appelant m et n les entiers té-
moignant de la commensurabilité supposée



de la diagonale et du coté du premier carre,
nous sommes passés a des entiers respecti-
vement inférieurs, m' et n', jouant le méme
réle dans le carré A'B'CD". Il va de soi que
cette observation vaudrait aussi pour tous
les carrés successifs, de plus en plus petits,
qu'introduit la construction géométrique
précédente.
Nous proposons maintenant deux fagons de
conclure l'argument.
Variante 1:
Nous sommes ainsi en présence d'une fa-
mille infinie de carrés de plus en plus pe-
tits, dont les cotés et diagonales sont tous
des multiples d'un méme segment-unité (de
longueur finie et déterminée), ce qui est ab-
surde. On en conclut que la diagonale et le
coté du carré initial sont incommensurables.
Variante 2:
Nous reprenons le raisonnement en mettant
cette fois en évidence une suite décrois-
sante de nombres naturels. Tel qu'observé
plus haut, nous sommes en présence d'une
famille de carrés de plus en plus petits et de
coté respectifs
CD>CD'>CD">(CD" > -,
chacun étant multiple d'un méme segment
de longueur u:
nxu>nxu>n'xu>n"xu>-.
On en extrait la suite d'entiers
n>n>n">n">-
qui serait donc une suite infinie décroissante
de naturels, ce qui est absurde ! Cette conTRA-
DICTION nous amene a abandonner |'hypo-
thése voulant que la diagonale et le c6té du
carré ABCD étaient commensurables.
On vient donc d'établir le résultat suivant:

dans tout carré, la diagonale et le coté sont
incommensurables.

Application 2 l'irrationnalité de /2 :
Considérons un carré de coté 1 et, donc,
de diagonale ~/2. La diagonale et le coté
de ce carré étant incommensurables, il
n'existe donc pas de nombre (réel) u tel que
J2=mxuet 1 =nxu, avec met n des na-
turels.

Autrement dit, le rapport ﬁ n'est pas de la
1

mxu m
forme =—.
nxu n

Bref, V2 n'est pas un nombre rationnel.

Note 11:

La démonstration du #3 est a maints égards dans
I'esprit des Grecs de I'Antiquité : elle s'appuie sur
une construction géométrique élémentaire, elle est
exprimée en termes d'incommensurabilité (comme
chez Aristote), elle fait intervenir un argument par
descente infinie familier & Euclide (voir la note 9
plus haut). Mais elle ne se retrouve néanmoins pas
telle quelle dans les textes anciens. Elle est pré-
sentée dans un manuel de mathématiques du 19¢
siecle — le célebre Algebra: An Elementary Text-
Book for the Higher Classes of Secondary Schools
and for Colleges (1886), du mathématicien écos-
sais George Chrystal (1851-1911) (partie 1, Chel-
sea Publishing Co., 1964, p. 270). Elle se figure aus-
si dans Plaisir des mathématiques de Hans Rade-
macher et Otto Toeplitz (Dunod, 1967, p. 21).

Note 12:

Voici de maniére plus précise comment Aristote
s'exprime a propos du théme a la base de cette sé-
rie d'exercices :

On prouve, par exemple, I'incommensurabilité de
la diagonale, par cette raison que les nombres
impairs deviendraient égaux aux nombres pairs,
si on posait la diagonale commensurable. (Les
Premiers Analytiques, 1.23)

Tout est dit!

Note 13:
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La construction du carré A'B'CD" peut
s'interpréter en termes de pliage de
feuille de papier (voir John H. Conway et
Richard K. Guy, The Book of Numbers, Co-
pernicus (Springer), 1996, p. 183).

Partant du carré ABCD, effectuons un
pli de maniére a superposer le coté AB
sur la diagonale AC. Le point B déter-

mine ainsi un point D' sur AC tel que AD"

est congruent au c6té du carré. |l appert de I'acte
méme du pliage que A'B= A'D', donnant ainsi
directement accés au résultat de la partie (c). On
observe aussi que AD'A"est un triangle rectangle,
par construction.




