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Vous ouvrez une boite neuve et pourtant elle ne semble pas pleine.
La boite a été secouce et le contenu s'est tassé. C'est parce que la
boite n'a pas été remplie en utilisant le remplissage le plus dense.

En 1998, Thomas Hales (1958 - ) a montré que I'empilement de
spheres le plus dense est celui qu'on observe sur les étals de fruits,
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prouvant ainsi la conjecture de Kepler, énoncée en 1611.

Quel est 'empilement
1¢ plus dense ?

Nos spheres sont en fait des boules pleines.
On veut calculer la densité d'un empilement,
c'est-a-dire la proportion de I'espace qui est
occupé par des boules.

Le probleme de déterminer la densité maxi-
mum en dimension 3 est trés difficile, mais
Thomas Hales explique qu'il s'est inspiré de
la solution en dimension 2. Cette solution
est tres jolie. Nous allons la présenter et voir
quelles sont les grandes idées qui en res-
sortent.

La densité d’empilements
de boules en dimension 2

Une boule est maintenant un disque. On
veut placer des disques de méme rayon dans
le plan de la maniere la plus dense possible.
Voici deux manieres de le faire.

Quelle est la densité
de notre empilement?

Avec la méthode ci-contre, on peut paver
le plan par des carrés de coté 2r, dont les
sommets sont aux centres des disques.
Chaque carré a pour aire 42 De cette aire, une
proportion de mr? est recouverte par des
disques, puisque on a quatre quarts de disque
de rayon r. Donc, la densité de I'empilement
est:

nr? on
4r

— =0,7854.
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On voit que la densité
est indépendante du
rayon des  disques.
Donc, pour simplifier, on
supposera par la suite
que le rayon est égal a 1.

Avec la méthode en
haut a droite, on peut

paver le plan par
des triangles équila-
téraux de coté 2,
de sommets aux
centres des disques.
Chaque triangle a
pour aire, /3. De
cette aire, /2 est
recouverte par des
disques, puisque on a trois sixiémes de disque
de rayon r. Donc, la densité de I'empilement
est:

T2 T
d, NoRENG 0,9069.
Ce calcul confirme ce que notre ceil
pressentait, a savoir que l'empilement de
droite est plus dense que celui de gauche.
Le réseau des centres de droite est appelé
réseau hexagonal.

Mais est-ce vraiment
I'empilement le plus dense?

Si I'on compare avec des empilements
réguliers, on trouvera que c'est toujours le cas.
Mais si les empilements sont irréguliers ? Le
mathématicien norvégien Alex Thue (1863-
1922) a montré que c'est encore le cas. Une
idée géniale permet de traiter le cas
général d'un empilement irrégulier.
On divise le plan en régions, et on
montre que, dans chaque région, la
densité est inférieure ou égale
3 d, =m/24/3. Toute I'astuce
est de bien choisir les régions.

Pour voir comment, reve-
nons a notre triangle
de base dans lequel la
densité était de d,.
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Agrandissons les disques jusqu'a remplir tout  des rayons a partir des points d'intersection
I'espace. sur la frontiere.

S

Le deuxiéme type de région est un secteur de
grand disque tel qu'encerclé sur la figure :

oo

Le grand rayon est le rayon R du cercle e troisieme type de région est de la forme:
circonscrit au triangle : il est égal aux 2/3

de la hauteur, soit R=2+/3/3.0n agrandit
ainsi tous les disques, que I'on va appeler des
grands disques. On peut maintenant diviser
notre plan en trois types de régions.

La premiére région est la portion du plan non
couverte par un grand disque. Dans cette
région, la densité est bien sir nulle.

On s'intéresse maintenanta la portion du plan  Le calcul de la densité dans les régions de
couverte par les grands disques. Chaque fois ~ deuxiéme et troisiéme type demande un peu
que des grands disques ont une intersection ~ de travail. Nous le mettons dans I'encadre.
non vide, on les divise en secteurs limités par
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Passer aux grandes idées
de la dimension 3

En fait, il est un peu tot. Il faut encore digérer
les lecons de la dimension 2.

Regardons un empilement irrégulier sur
lequel nous avons marqué les centres des
disques. Faisons une partition du plan en
cellules attachées a ces centres, de telle sorte
que chaque cellule contienne exactement
les points du plan qui sont plus proches
du centre de son disque que du centre des
autres disques.

Cette partitiondu plans'appelle le diagramme
de Voronoi'! (voir figure) de I'ensemble des
centres des disques. Les frontieres des cellules
sont bien sir des portions de médiatrices de
segments joignant les centres deux a deux.
Si la densité dans chaque cellule est la plus
grande possible, alors la densité globale sera
maximale.

Dans le cas de I'empilement le plus dense, la
densité dans chaque cellule est exactement

TC
d, = —— ~0,9069 .
223

On voit bien que, localement autour du
disque central, on ne peut faire mieux que
d'empiler six disques tangents a ce disque.

En dimension 2, la meilleure den-

sité globale est déja la meilleure
densité locale.

Peut-on utiliser cette idée en
dimension 3 ?

Nous verrons que la densit¢ d'un étal

T
— =~ 0,74048.
32

Est-ce la densité de la sphére dans sa plus
petite cellule de Voronoi? Malheureusement,
les choses ne sont pas aussi simples. En effet,
on peutinscrire la sphére dans un dodécaédre
régulier (3 douze faces), et coller douze
sphéres tangentes aux centres des faces du
dodécaedre. Ce dodécatédre devient alors

d'oranges est d, =

1. Gueorgui Voronoi (1868-1908))

la cellule de Voronoi associée a la sphére
centrale, pour l'ensemble des centres des
13 sphéres. Dans ce dodécaedre, la densité
est €gale a 0,754697, donc supérieure a d,!
Mais alors, pourquoi d, est-elle la densité
maximale 7 En dimension 2, la plus petite
cellule de Voronoi était un hexagone régulier
et on peut paver le plan avec des hexagones
réguliers. Mais, on ne peut pas paver
I'espace avec des dodécaédres réguliers...,
il reste du vide entre les dodécaedres.

Autre probléme: en dimension 2, lorsqu’on
entourait un disque de six disques tangents,
les six disques étaient aussi tangents entre
eux. Ce n'est plus le cas en dimension 3 :
les 12 sphéres tangentes au dodécaédre ne
sont pas tangentes entres elles : il reste de la
place. En fait, on s'est longtemps demandé
si 13 sphéres pouvaient étre tangentes a la
sphére initiale, jusqu'a ce que Thomas Hales
prouve que ce ne pouvait étre le cas.

Ce sont quand méme des variantes de
toutes ces idées qu'a utilisées Thomas Hales
dans sa preuve du fait que d, est la densité
maximale d'un empilement de spheéres. Il a
partitionné l'espace en régions et montré
que, dans chaque type de région, la densité
est inférieure ou égale a d,. Mais, le nombre
de types de régions est énorme et il faut un
ordinateur pour traiter tous les cas. Le code
du programme est public pour ceux qui
veulent vérifier la preuve.

La géomeétrie
de I'empilement
des étals d’oranges

Elle est trés intéressante. Cet empilement
est périodique. Donc, toutes les cellules du
diagramme de Voronoi? de I'ensemble des
centres des sphéres sont identiques. Ce sont
des dodécaedres rhombiques, a 12 faces
identiques en forme de losange.
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Les dodécaedres rhombiques, eux, peuvent
paver l'espace. Donc la densité des étals
d'oranges est la méme que celle d'une sphere
inscrite dans une cellule de Voronoi en forme
de dodécaeédre rhombique.

Image prise a
https.//www.mathcurve.com/polyedres/
pavage/dodecrhomb-pavageZ2.gif

Nous allons vérifier que la densité des étals
d'oranges est bien d,. Calculer le volume d'un
dodécaédre rhombique et de la sphére inscrite
est difficile. Il existe des méthodes plus
simples. En voici une. Prenons une grande
boite cubique NxNx N et remplissons-le
de spheéres de rayon 1, comme sur les étals
d'oranges.

2. Le diagramme de Voronoi dans I'espace se
définit de la méme maniere que dans le plan.

Prenons une des couches horizontales. On
a donc environ N/2 sphéres sur chaque
longueur.

Deux rangées sont espacées d'une distance
de /3. Par [3, on entend la distance entre
les lignes de centres de deux rangées
consécutives. Donc on a environ  N/+/3
rangées. Ceci donne environ N?/23
sphéres par couche horizontale.

La distance verticale entre les centres de deux
couches est la hauteur d'un tétraedre régulier
d'aréte 2, soit égale a 2\/2/_3: (exercice). Donc,
on a environ N/2\/2/_3 couches. Par suite, la
boite contient au total environ N3/4x/§
spheres, et chacune a un volume de 47/3.
Le volume rempli par les sphéres est donc
approximativement N°m/3+/2. Comme le
volume de la boite est AB, la densité est:

T
dy = —= ~ 0,74048.
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Notre calcul n'est pas exact prés des bords,
mais il le devient si on fait tendre N vers
I'infini.

On peut remarquer qu'il y a plusieurs
manieres d'empiler les couches dans la
figure. En effet, autour de chaque orange, il
y a six creux, mais seulement trois (un sur
deux) seront occupés par des oranges a la
couche suivante. Dong, selon la maniere dont
on empile les couches, on peut facilement
obtenir des empilements non symétriques. La
solution a densité maximale n'est pas unique
en dimension 3!

Le réseau des centres des
spheres dans I'empilement
des étals d’oranges

Ce réseau est bien connu en cristallographie :
c'est le réseau cubique a faces centrées,’

&

et voici une coupe le long d'une face.

On voit qu'on a des alignements de centres
sur des lignes orthogonales, ce qui n'est pas
évident quand on regarde un étal d'oranges !
Ces lignes existent : regardez ces deux
tétraedres de base horizontale, dont les
sommets sont des centres de sphéres. Un
calcul vous montrera que les deux arétes
noires sont orthogonales.

Connaitre cette disposition nous donne
une deuxieme maniére de calculer la
densité d, Prenons des cubes de coté 1
qui remplissent l'espace. Alors, les sphéres
centrées sur le réseau cubique a faces
centrées correspondant ont pour rayon
J2/4 . Calculons la proportion du volume
du cube occupée par des sphéres. Centrée a
chacun des huit sommets, on a un huitiéme
de sphere a l'intérieur du cube : au total, cela
nous donne le volume d'une sphere. On a
une demi-sphére a l'intérieur du cube pour
chacune des six faces, pour un volume total
de trois sphéres. Donc, le volume du cube
occupé par des spheéres est le volume de
quatre spheres, soit :
(7]
4x—m| —| =—=,
37 4 32

et on retrouve bien la densité d.

3. Voir Accromath « Savez-vous empiler

des oranges ? », volume 3.1, 2008 et
« Cristaux », volume 9.2, 2014.
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Et si on range nos oranges
au hasard dans la boite ?

On a vu que si on place nos oranges trés
soigneusement, alors on a une densité proche
de d,. Mais, si on est peu soigneux et qu‘on
les lance dans la boite, alors la densité est
moins élevée. Le probléme a aussi été étudié
a l'aide de simulations et montre qu'on
obtient une densité d entre 55% et 63,4%,
selon qu'on est pas du tout soigneux ou un
peu soigneux. Ceci signifie que le contenu
d'une boite remplie de cette maniére peut se
tasser lorsqu'on secoue la boite. On imagine
bien que ces problémes sont importants pour
les manufacturiers qui empaquettent des
objets comme des bonbons, des pilules, etc.
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