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Une composante importante, voire essentielle, de la démarche en
mathématiques repose sur la notion de démonstration. Celle-ci vient
accorder le statut de « théoréme » & une affirmation dont on subo-
dore la validité. Mais une fois un théoréeme établi en bonne et due
forme, pourquoi chercherait-on a le reprouver d'une autre facon?

Pourquoi demontrer un

resultat deja etabli?

Donner une nouvelle preuve d'un théoreme
déja démontré est un fait assez courant en
mathématiques. Un exemple bien connu de
ce phénomeéne est l'illustrissime théoréme
de Pythagore, dont on connait littéralement
des centaines de démonstrations:certaines
de ces preuves peuvent étre vues comme
de simples variantes I'une de l'autre, tandis
que d'autres sont fondamentalement diffé-
rentes’. La méme observation peut étre faite
a propos de l'infinitude des nombres premiers
ou encore de l'irrationalité de /2 (quelques
versions de ce dernier résultat sont propo-
sées dans la Section problémes).

Un autre cas fort célébre de preuves multiples
concerne le résultat connu sous le vocable
de théoréme fondamental de ['algébre, dont
I'une des formulations se lit comme suit :
tout polynéme de degré n a coefficients

1. Voir Bernard R. Hodgson, « Sommes a la
sauce pythagoricienne. », Accromath,
vol. 5, été-automne 2010, pp. 22-29.

Reprouver selon Polya

«Nous serions
confirmer la

heureux de voir se
validité d'un résultat

théorique a l'aide de deux raisonnements
différents, tout comme nous aimons a
percevoir un objet matériel a l'aide de
deux sens différents. Ayant trouveé une
preuve, nous désirons en trouver une

autre tout comme nous désirons toucher
un objet que nous avons vu. Cela revient
a dire, en bref, que deux preuves valent
mieux qu'une?. »

2. George Pdlya, Comment poser et
résoudre un probleme. Dunod, 1962,
p. 152.

L.e cas Archimede

réels possede exactement n racines réelles ou
complexes (tenant compte de la multiplicité
de racines). Pressenti dés le 17¢ siécle, ce
résultat a fait I'objet de diverses tentatives de
preuve au cours du 18¢ siecle, jusqu'a ce que
Carl Friedrich Gauss (1777-1855) en donne
une premiere démonstration compléte en
1799 dans sa thése de doctorat. Ce théoreme
a par la suite été redémontré a plusieurs
reprises et de diverses facons, dont trois
autres fois par Gauss lui-méme, sa quatrieme
preuve datant de 50 ans aprés la toute
premiere.

Une question naturelle se pose :
pourquoi chercher a re-
démontrer un résultat
dont la validit¢ a
déja été etablie ? Plu-
sieurs cas de figure
peuvent se présenter
ici. Ainsi on essaiera
parfois de simplifier la
preuve, par exemple en élimi-
nantdeshypotheésessuperflues
ou encore en faisant interve-
nir un cadre conceptuel moins
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lourd. Parfois il s'agira de corriger certaines
lacunes dans l'argument, voire carrément
des erreurs! C'est d'ailleurs ce que fait expli-
citement Gauss dans sa premiére preuve du
théoréme fondamental de I'algébre.

Une autre motivation est d'aborder le résultat
en cause selon un autre angle, selon une pers-
pective différente. On rejoint alors le point de
vue du mathématicien et philosophe Ludwig
Wittgenstein (1889-1951), qui soutenait que
« toute preuve, méme d'une proposition déja
prouvée, est une contribution aux mathéma-
tiques (...) [car] elle montre (ou crée) une nou-
velle connexion®». Une telle vision concorde
avec la jolie analogie sensorielle suggérée par
le mathématicien George Polya (1887-1985)
— voir l'encadré Reprouver selon Pdlya.

Comment quarrer la parabole

Un probléme important résolu par le mathé-
maticien grec Archiméde (-287 — -212)
concerne la « quadrature » de la parabole
(voir I'encadré Parlons vocabulaire (i) :
déterminer l'aire de la région délimitée par
un segment de droite coupant une parabole.
On doit en effet a Archimede le résultat

3. Voir a ce sujet le livre de J.W. Dawson men-
tionné dans la section Pour en savoir plus.

4. Ludwig Wittgenstein, Remarques sur les
fondements des mathématiques. Gallimard,
1983, pp. 172-173.

(*) Signalisation utilisée par Bourbaki

affirmant que cette aire vaut les quatre tiers
de celle du triangle d'aire maximale inscrit
dans la parabole et ayant comme base le
segment de droite.

Si ce résultat peut étre vu comme ayant un
intérét intrinséque, c'est surtout le traite-
ment qu'en a fait Archimede qui le distingue.
Rappelons que dans son traité La méthode,
Archiméde propose une approche mécanique
faisant intervenir le principe du levier afin
de déterminer l'aire d'un segment parabo-
lique. Or pour Archimede, un tel argument
«ne démontre (...) pas » le résultat en cause,
« mais donne jusqu'a un certain point l'idée
que la conclusion est juste » (p. 484)°. Aussi,
dans un autre traité intitulé La quadrature de
la parabole, le grand Syracusain propose-t-il
une démarche purement « géométrique »
(au sens de I'encadré Parlons vocabulaire (i),
respectant scrupuleusement les canons de
rigueur usuels en mathématiques. Ces résul-
tats sont analysés plus en détail dans deux
textes déja parus dans Accromath®.

5. Les citations textuelles d’Archiméde sont
accompagnées d’un numeéro de page
renvoyant a la traduction de Ver Eecke
— voir la section Pour en savoir plus!
en 3¢ de couverture.

6. Voir Marie Beaulieu et Bernard R. Hodgson,
Accromath, vol. 10, hiver-printemps 2015,
pp. 18-23, et vol. 10, été-automne 2015,
pp. 20-25.
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Il est fascinant d'observer qu'Archimede a
méme donné une troisiéme preuve du résultat
sur la parabole! Toutefois un certain mysteére
plane quant aux mobiles exacts qui 'auraient
incité a cette triple approche.

Les autres secrets de
La quadrature de la parabole

Le traité La quadrature de la parabole
renferme en réalité non pas une, mais bien
deux versions du théoréme sur l'aire d'un
segment parabolique : avant de présenter sa
preuve géométrique, Archiméde montre en
effet comment le résultat peut s'obtenir par la
mécanique (sans référence explicite au traité
La méthode). Il en glisse d'ailleurs un mot dans
I'introduction de son traité, I'espiegle mathé-
maticien y confiant a son ami Dosithée de
Péluse que le résultatad'abord été « [examiné]
par la mécanique, puis [établi] par la géomé-
trie » (p. 378).

La preuve qu'il donne alors, toute méca-
nique qu'elle soit, est cependant différente
de celle de La méthode. Plus longue et plus
complexe, la version mécanique de La qua-
drature de la parabole s'étend sur plusieurs
pages et propositions au cours desquelles
I'ingénieur s'évertue a peser, sur des leviers,
divers triangles et trapézes placés dans tous
les sens possibles.

[l accroche tout d'abord la parabole a un
levier de point d'appui K, puis il construit au-
tour d'ellele
triangle dé-
terminé par
les trois seg-
ments  sui- 1
vants :la base

AC du seg- M,
ment para- r
bolique, la
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tangente a la parabole en C et la paralléle
a son axe passant par A. Le stratageme
d'Archiméde consiste grosso modo a parti-
tionner la parabole en trapézes et triangles,
puis a utiliser certaines propriétés géomeé-
triques des paraboles afin d'en borner I'aire.
De telles manipulations suggérent que l'aire
du segment parabolique revient au tiers du
grand triangle ACF (voir a ce propos I'enca-
dré Des pavages trapézoidaux aux sommes
inférieures et supérieures). Comme l'aire de
ce triangle vaut quatre fois celle du triangle
d'aire maximale inscrit dans la parabole’, le
résultat d'Archimede suit immédiatement.

Méme si Archimede affirme avoir découvert
son fameux théoréme a l'aide de la méca-
nique, l'approche de cette nature décrite
dans La quadrature de la parabole est peu
intuitive et demeure difficile a reproduire. Ce
n'est qu'avec la découverte de La méthode,
au début du 20¢ siecle, qu'a enfin été dévoilé
de maniére limpide le véritable secret
mécanique sur lequel s'appuient les travaux
du grand mathématicien.

La validité de la méthode
meécanique revisitée

Ainsi donc, c'est trois fois plutét qu'une
qu'Archimede traite la question de l'aire d'un
segment parabolique. Mais pourquoi sentait-il
le besoin de présenter autant de preuves dif-
férentes? Quel mérite ou faiblesse chacune
a-t-elle a ses yeux?

7. Ce résultat fait I'objet du probleme 2, p. 32,
d’Accromath, vol. 10, hiver-printemps 2015.

La réponse courte a cette question est on ne
peut plus simple : on ne le sait pas!

A plusieurs reprises, il est vrai, Archimede
émet explicitement des réserves a propos de
sa « méthode mécanique », et ce tant dans
le traité La méthode que dans La quadra-
ture de la parabole. Ainsi, dans le message
d'introduction de La méthode adressé a Era-
tostheéne, il affirme que « certaines [propo-
sitions], d'abord évidentes pour moi par la
mécanique, ont été démontrées aprés coup
par la géométrie, parce que l'investigation
par cette méthode [mécanique] est exclusive
d'une démonstration » (p. 478). Mais Archi-
meéde reste muet sur les raisons exactes pour
lesquelles, selon lui, une approche mécanique
ne fournit pas de véritable démonstration.

Cela dit, on peut toujours chercher a inter-
préter les motifs qui auraient pu guider le
Syracusain dans ses différentes approches a
la quadrature recherchée. Et pour rendre la
chose encore plus intéressante, les experts
aujourd'hui ne s'entendent pas sur cette
question. On peut observer ici deux aspects
particuliers pouvant préter a controverse.

Controverse #1 :
Les indivisibles

Comparant tout d'abord les deux preuves
mécaniques présentées par Archimede dans
La méthode et dans La quadrature de la pa-
rabole, une difficulté importante qui ressort
dans La méthode est clairement |'utilisation
de segments de droite « balayant » le grand
triangle circonscrit au segment de parabole.
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Bonaventura Cavalieri, Exercitationes geometricae sex. Bologne, 1647, p. 238.

Il'y présente donc tant le grand triangle
que le segment parabolique comme
«étant constitués », selon ses propres
dires (p. 483), de segments de droite
(respectivement MO et PO sur la figure)
paralléles a I'axe de la parabole (voir a
ce sujet I'encadré Une somme infinie?).
Un «poids » étant attribué a chacun de
ces segments de droite, en quoi ces poids
permettent-ils de retrouver le poids du
segment parabolique lui-méme, et qui
plus est d'en déduire son aire? Archimede
ne nous dit rien a cet égard, mais on peut
penser qu'il connaissait certains des dangers
pouvant surgir de la division d'une figure
donnée en éléments de dimension inférieure.

Archiméde met ainsi en ceuvre des grandeurs
connues au fil des 4ges comme des « indi-
visibles », les lignes constituant une surface
donnée étant appelées ses parties indivisibles.
La manipulation de tels objets mathé-
matiques requiert cependant une grande
prudence (voir I'encadré A propos des indi-
visibles), ce dont Archiméde était sGrement
conscient : la question (difficile) de la relation
entre atomisme et continuité, directement

reliée & la notion d'indivisible, était en effet
présente dans les mathématiques grecques
bien avant Archimede. Or, ce dernier ne sou-
ligne nulle part dans ses écrits les difficul-
tés en lien avec une telle méthode de rai-
sonnement, ce qui suggere qu'il banalisait
en quelque sorte le réle des indivisibles dans
sa méthode. On pourrait donc voir les indi-
visibles comme y étant plutdt ramenés a un
role purement heuristique.

On notera, par opposition, que dans I'appro-
che mécanique présentée dans La quadrature
de la parabole, c'est en régions planes (trapé-
zoidales et triangulaire) qu'est divisé le grand
triangle circonscrit au segment de parabole.
Le segment parabolique étant alors encadré
par deux surfaces géométriques standard, on
évite ainsi les embliches potentielles posées
par l'utilisation d'indivisibles. Bref, on peut
se passer des indivisibles, car ils sont rempla-
cables par des régions d'aire finie.

C'est sans doute ce que visait Archiméde par
cette variante de son argumentaire. Mais la
démarche alors proposée est assez touffue
('argument mécanique de La méthode est
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nettement plus transparent que celui de
La quadrature de la parabole). Et il lui faut
bien slr savoir gérer le processus d'ap-
proximation alors en jeu : c'est la technique
d'argumentation par double contradiction
qui permet justement a Archimede de
compléter la manceuvre sans difficulté.

Néanmoins subsiste dans ce dernier argument
l'utilisation de principes issus de la mécanique.

Controverse #2 :
La méthode mécanique

C'est dans son traité De ['équilibre des plans
qu'Archiméde pose les fondements d'une
méthode mécanique de son cru pour déterminer
une aire. Il y présente une étude fine du principe
du levier, l'aire d'une figure géométrique étant
vue comme directement reliée a son « poids ».
Ftant donné une figure géométrique X
Archimeéde la concoit comme étant accro-
chée a un levier de maniere a faire équilibre
avec une autre figure Y d'aire et de centre de
gravité connus. Apres avoir évalué la distance
du centre de gravité de chacune des figures
du point d'équilibre Kdu systéme, et utilisant
le fait que deux masses en équilibre sont a
des distances de K inversement proportion-
nelles au rapport de leurs poids, il peut alors
exprimer l'aire de X par rapport a celle de Y.

Archiméde en vient ainsi a mettre en place ce
qu'il est convenu d'appeler la méthode bary-
centrique®, a I'aide de laquelle il établit une
série de « propositions mécaniques » (p. 382)
a propos des centres de gravité de figures
variées (triangles, parallélogrammes, etc.).
Les principaux résultats ainsi obtenus sont
rappelés sous forme de lemmes tout simple-
ment énoncés au début du traité La méthode.

Méme si Archiméde ne commente pas
explicitement la validité de la démonstration
purement mécanique de La quadrature de
la parabole, les nombreuses mises en garde
qu'il exprime a cet égard suggerent qu'il
ne considére pas rigoureuse sur le plan
mathématique une preuve s'appuyant sur sa
méthode meécanique, méme en ['absence
d'indivisibles. Ce serait pourquoi il a senti
la nécessité, aprés avoir donné cette preuve

9. Voir Dijksterhuis (1987) p. 319. En grec,
le mot poids se dit baros Popol), d'ou le
préfixe « bary- », comme dans le mot
barycentre — c'est-a-dire centre des poids.
(On ne s'intéresse pas ici a la nuance entre
centre de gravité et centre de masse.)

mécanique s'appuyant sur des éléments
d'aire finis, d'en présenter une autre preuve,
purement mathématique cette fois : celle-ci
rencontre sans hésitation les standards de
rigueur les plus stricts.

Mécanique vs géomeétrie

Les experts s'entendent pour reconnaitre
tant I'élégance que la rigueur de I'approche
géométrique proposée par Archimede pour
quarrer un segment parabolique — y compris
la facon étonnante dont il s'y prend alors
pour aller chercher le fameux coefficient 4/3
Etilss'entendent aussi sur le fait que I'emploi
des indivisibles ne convient pas dans le cadre
d'une preuve mathématique rigoureuse, ce
qu'Archimede avait certes compris, méme s'il
n'a rien écrit a ce sujet.

La ou il y a dissension est a propos de l'em-
ploi de la méthode mécanique elle-méme :
certains, malgré les réserves exprimées par
Archiméde, y voient une méthode tout a
fait valable mathématiquement parlant —
vision que vient renforcer selon eux I'exis-
tence méme du traité De ['équilibre des
plans, qui propose une approche différente
aux figures géométriques; d'autres sont au
contraire d'avis que les jeux de levier avaient
pour seule utilité, selon le grand Syracusain,
de soutenir l'intuition dans une démarche
exploratoire. (A propos de cette dissension,
voir la section Pour en savoir plus.)

On observera que dans son message a
Eratosthéne, en introduction du traité La
méthode, Archiméde parle longuement de
I'application du principe du levier qu'il a
congue afin de résoudre des problemes de
quadrature. Au vue de cette introduction et
de la description que I'habile ingénieur v fait
de la physique du procédé, c'est clairement
cet aspect de son travail qu'il juge novateur
et qu'il veut faire ressortir auprés de son
correspondant. Il passe alors complétement
sous silence I'emploi des indivisibles, ce qui
laisse sous-entendre qu'il les savait familiers
a son destinataire : la quintessence de |'in-
formation qu'il veut divulguer concerne donc
bien la méthode mécanique, grace a laquelle,
espére-t-il, « d'autres propositions (...) seront
trouvées par d'autres, tant parmi ceux qui
vivent que parmi ceux qui doivent encore
naitre » (p. 479).

Buste d’Archiméde, dd au

sculpteur italien Luciano
Campisi (1859-1933), qui se
trouve dans les jardins de
I'ancienne carriere Latomia
dei Cappuccini a Syracuse
(Sicile) — ville ot naquit et
mourut Archiméde.
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