En 1950, le physicien et mathématicien britannique

Sir Geoffrey Ingram Taylor (1886-1975) publia un modéle mathématique
approximant 'énergie libérée par une explosion effectuée lors d'essais
nucléaires secrets américains en 1945. Dans le climat de guerre froide
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Une partie du modeéle mathématique
Taylor repose sur un principe que nous allons
explorer dans cet article.

Nous allons voir comment on peut obtenir
la structure de base de modeles mathéma-
tiques de facon élégante en commencant par
I'étude des unités pour les dimensions (dis-
tance, temps, masse, etc) qui se retrouvent
dans le probléme. Vous savez qu'il est pra-
tique de donner des unités pour des gran-
deurs courantes, par exemple, compter le
temps en secondes, la distance en metres, la
vitesse en métres par seconde, etc. On dit que
ces grandeurs sont dimensionnelles. Cer-
taines grandeurs peuvent étre moins fami-
lieres, telle la masse volumique avec unités
de kilogrammes par meétre cube (kg/m3) ou
bien la force qui se mesure en Newtons qui
sont des kilogramme-métres par seconde au
carré (kg-m/s?). Les unités utilisées ici seront
toujours du systéme international (SI), com-
munément appelé systéme métrique.
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e grandeurs dimensionnelles
se retrouvant des deux cotés d'une équation.
Il est alors impératif que les combinaisons
d'unités se retrouvant de chaque c6té soient
exactement les mémes. C'est-a-dire qu'il faut
un équilibre des unités pour que I'équation
soit valide! C'est le principe de base de la
méthode connue sous le nom « d'analyse
dimensionnelle ». Nous allons illustrer la
méthode avec deux exemples relativement
élémentaires: un de physique et l'autre en
écologie. Ensuite, nous allons résumer I'ap-
proche de Taylor. Grace a ces exemples, nous
allons pouvoir énoncer un théoréme général
qui permet de faire des calculs systématiques
en analyse dimensionnelle.

Les oscillations d'un chariot

Commencons par le probléme suivant que
vous avez sans doute déja rencontré dans le
cadre d'un cours de physique. Considérons un
chariot de masse M (en kg) sur un plan hori-
zontal attaché a un mur par un ressort ayant
une constante de rappel k (ou constante de
Hooke), voir figure ci-contre.

Si nous négligeons la friction du ressort et
des roues sur le plan, alors en déplacant le
chariot de sa position au repos a x = 0 par
une distance A > O et en le relachant avec
vitesse initiale 0, il est raisonnable de pen-
ser que le chariot va décrire un mouvement
oscillatoire de période T et d'amplitude A
Nous pouvons obtenir de l'information sur
T de facon heuristique. En effet, pour deux
ressorts de raideurs k; < k,, le chariot relié
au ressort plus raide, k,, sera ramené vers sa
position initiale plus rapidement qu'avec le
ressort k, et donc sa période d'oscillation
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sera plus courte. Supposons que le ressort a
une constante de rappel k. Si nous augmen-
tons la masse de M a M’ alors la période
d'oscillation seraaugmentée puisque la force F
fournie par le ressort doit combattre une
inertie plus grande. Par la loi de Newton,
F= M'a = Ma implique que a' < a. Donc
I'accélération (et la vitesse) sera réduite.
Est-ce que ces déductions peuvent étre
obtenues de maniére plus précise? Qu'en est-il
de l'influence de A sur T? Dans un cours de
physique, ce probléme est abordé dans un
cadre expérimental ou de facon théorique en
résolvant une équation différentielle de deu-
xie¢me ordre, ce qui est assez complexe! Or,
I'analyse dimensionnelle résout ce probleme
grace au principe d'équilibre des unités de
mesure en un seul calcul bien simple. Voyons
les détails.

Le probléme possede les grandeurs suivantes
pour lesquelles nous identifions les unités:
le déplacement initial A (en métres, m),
la constante de raideur k (en Newton par
metre, Nm-1), la masse M (en kg) et la période
T (en secondes, s). Notez que le Newton se
décompose en des unités plus élémentaires,
N = kg-ms2, ce qui implique que les unités de
k sont kg-s~2 Nous voulons obtenir un estimé
de la période Ten fonction de A ket M, nous
écrivons ceci:

T=flA kM, (1)

ou fest une fonction inconnue. Puisque Test
en secondes, flA; k; M) doit aussi avoir des
secondes comme unité. Donc, il nous faut
trouver trois constantes o, B et 7y telles que:

s = (m) (kg)P (kg-s2)Y.
En regroupant les unités, on a alors:

s = (m)* (kg)P*. (s)-2.
Pour que les unités soient les mémes dans les

deux membres de I'équation, il faut résoudre
le systéme d'équations:

a=0
B+y=0 .
=2y =1

La solution s'obtient facilement, on doit avoir
oa=0PB+y=0ety=-1/2,douf =1/2
Puisque o = 0, I'unité de distance est absente
de la relation. Par conséquent, la fréquence
d'oscillation ne dépend pas de la distance de
déplacement de la masse par rapport a sa
position initiale.

Puisque (kM-")'2 a des unités de s™', nous
pouvons éliminer toutes les unités de
I'équation (1) en multipliant I'équation par
cette quantité. Puisque fest inconnue, nous
pouvons écrire :

RA; k; M) = (kM-)'2F(A; k; M)
et nous obtenons:

\/z T =F(AkM).
M

Nous désignons le terme du c6té gauche de
I'équation par IT = (kM-1)2T et ce terme est
sans dimension puisque toutes les unités
s'annulent.

L'observation cruciale ici est que si on change
les unités des grandeurs A, ket M de la fonc-
tion £, par exemple, les métres en centimetres
ou les kilogrammes en grammes, alors Fdoit
nécessairement changer de valeur. Mais le
cOté gauche est invariant puisqu'il est sans
dimension. Ceci implique que la fonction Fdu
membre de droite ne peut dépendre de A, k
ou M. Par conséquent, la fonction AA; k; M)
est une constante que nous notons F,. On a

donc:
,/LT =F,, d'ou T=F0,IM.
M k

On constate a nouveau que la période ne
dépend pas de A. De plus, nous avons pré-
cisé la dépendance obtenue heuristiquement
ci-dessus puisque la variation de T est direc-
tement proportionnelle a la racine carrée de
M et inversement proportionnelle a la racine
carrée de k.

Description de la démarche

Pour généraliser la démarche, il faut
d'abord identifier les dimensions de base du
probleme, c'est-a-dire celles qui ne peuvent
étre décomposées en fonction d'autres
dimensions.

Dans I'exemple du chariot, ce sont la masse
en kilogrammes, le temps en secondes et |a
distance en métres.
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ABDlicatiens

Il'y a quatre deurs mesurables qui

u=1T, ducoté ge '‘égquati que
W,=M, W,=ket W,= ous appelons
grandeurs primaires. Celles-ci s'écrivent en

fonction des dimensions de base.

En adoptant cette notation plus générale,
I'équation T= flA; k; M) de cet exemple s'écrit
u = f(W,; W,; W,) ot f est une fonction
inconnue.

L'analyse dimensionnelle a été développée
initialement pour aborder des problémes de
physique. Avec le temps, plusieurs autres
disciplines scientifiques ont adopté cette
approche comme [illustre I'exemple en
écologie présenté en encadré.

G.l. Taylor et I’explosion
nucléaire

En 1950, le mathématicien et physicien
anglais G.I. Taylor publia deux articles sur
la modélisation mathématique de la forma-
tion d'ondes de chocs lors d'une explosion
violente en s'aidant de la méthode d'analyse
dimensionnelle présentée dans les deux
exemples que nous venons de voir. Dans le
deuxiéme article, Taylor applique sa théorie
au cas du premier essai nucléaire effectué
au Nouveau-Mexique en 1945 et parvient a
estimer [I'énergie libérée par ['explosion
a prés de 17,5 kilo-tonnes (kT) en n'utili-
sant pour son estimation que des photos




identifiant temporellement la formation du
nuage nucléaire. Or, les responsables améri-
cains ont réveélé, sans plus de précisions, que
cette énergie se situait entre 15 et 20 kT, les
données et calculs sur cet essai nucléaire
étant secrets d'état. Nous allons voir
comment G.I. Taylor s'y est pris pour arriver a
son résultat. Lors de recherches précédentes,
G.l. Taylor avait amassé un bagage scientifique
pour comprendre les différents facteurs
intervenant dans une telle explosion. Il prit
comme point de départ la relation suivante

r=AftEpyFP) (4

ou r est le rayon d'expansion de l'onde de
choc, t le temps, £ I'énergie, p, la densité

de I'air ambiante et £, la pression atmos-
phérique. Encore une fois, la fonction f est
inconnue. Il y a trois unités fondamentales:
la masse (en kg), la distance (en metres) et
le temps (en secondes). Les unités des gran-
deurs de I'équation (4) sont les métres (m)
pour r, les secondes (s) pour t et les autres
demandent le petit rappel suivant. L'énergie
pour une particule de masse m se déplacant
a une vitesse v est donnée par I'équation
E = (m)[2, ce qui implique que I'énergie a
comme unités kg:-m?-s2. La pression atmos-
phérique est définie par une mesure de force
(en Newtons, N) par unité de surface (m?) ce
qui se traduit par des unités de kg-m-s~2 La
densité de |'air est une masse volumique avec
les unités kg-m=3.
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Exemple de sigmoide g(x) = x3X—+16
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Applications

A nos trois unités fondamentales nous asso-
cions (comme dans I'exemple en écologie)
trois grandeurs primaires: le temps P, = ¢,
I'énergie P, = Eetla densité P, = p,. D'autres
choix peuvent étre faits bien entendu et le
lecteur peut vérifier I'impact d'un choix dif-
férent. Nous avons une quantité secondaire
quiest S, = P,

L'équation reliant les unités de u = ravec les
unités des grandeurs primaires est:

m = s%(kg-m?-s7%)P(kg s,
ce qui donne a résoudre le systeme d'équations:

B+y=0
P-3y=1,
oa—2p=0

dont la solution est a=2/5 PB=1/5 et
v =-1/5. Nous pouvons alors construire la
quantité, sans dimension, associée au coté
gauche de I'équation (4):

15
n=r(%)
t°E

Nous allons aussi obtenir une quantité sans
dimension pour la quantité secondaire S, =
P,. Puisque S, a comme unités kg.m=".s2 e

0 15
0 Lo~ -

t E

et nous écrivons:
0 15
G(t;E;p;P0)=(ﬁ) ftE:piRy).

Comme précédemment, on peut remplacer la
quantité secondaire P, par II, et changer G

pour F:
Po s
r(ﬁ) = F(t:E;po: ).

Or, nous savons que le coté droit ne peut
dépendre des variables primaires et donc
I'équation devient:
Po s
rf - =Fflm)
(tZE ) 1

ou similairement:

2 V5 8 V5
r=l—| FIRh| == .
Po Epy

Ici, Taylor supposa en premiere approxima-
tion que Fest une fonction constante fF=F,
puisque pour un temps court comme celui
de I'explosion, le terme t est trés petit par

rapport au terme d'énergie £2. Des connais-

éme d'équations a résoudre est: ances empiriques sur les explosions lui font
y/ c

[l faut re
équations
cédemment, ce
lisons les trois mémes “kg, mets.
Ce systéme a comme solution ot=-6/5, B=2/5 et
v =3/5. Nous avons donc la quantité sans

dimension : 5
t6
m=FK|==1 .
1 0 ( E2p(3) )

Comme nous I'avons vu dans les exemples
précédents, en multipliant I'équation (4) pour
que le coté gauche soit sans dimension, on
obtient:

rici que le coté gauche
eme est le méme

hoisir £, = 1. Nous avons alors,

2 5
r:(_] '
Po

ou la densité de I'air p,= 1,25kg-m=3. Grace
aux images a |'échelle et chronométrées qui
furent diffusées par le gouvernement ameri-
cain, Taylor a eu accés a une série de valeurs
de ret t correspondant a I'évolution de I'ex-
plosion. Il ne reste plus qu'une seule variable,
E, dans I'équation et ainsi Taylor a pu estimer
I'energie.

Comme lesexemples présentésle démontrent,
la méthode d'analyse dimensionnelle est
un outil trés utile pour simplifier I'étude de
phénoménes dans une variété de domaines
scientifiques. L'exemple de I'explosion ato-
mique tel qu'analysé par G.I. Taylor montre la
puissance de cette approche et les résultats
surprenants qui en découlent.
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