Solutions

Indivisibles de Cavalieri

Calcul d'aires

1. Désignons par r la longueur du segment QOD.
Lorsque la demi-droite a parcouru un angle o,
la distance du point B au point O est une frac-
tion de ret puisque la demi-droite tourne a une
vitesse constante, cette fraction est oy/2m.

a) La distance du point B au point O est alors:
B
2n

b) La longueur d'un arc de cercle est égale au
produit de son rayon par la mesure de I'an-
gle en radian. Le rayon de I'arc de cercle AB

est OB et I'angle au centre est 2w - o. On a

donc:
2
L:r&{m—a):r(a—a—}
21 21

c) La longueur de L est décrite par I'équation
d'une parabole. Les indivisibles de la spirale
sont des arcs de cercle dont la longueur de-

1. L'abscisse du point sommetd‘une parabole y= ax? + bx+ ¢
est x = -b/2a. Dans le cas de la parabole

2
L:r(—a+aj,
2n

a=-1/2m et b= 1. L'abscisse du point sommet est donc:
o= —1
2(=1/2m)

La longueur maximale de I'arc de cercle L est alors:

n’ n nr
L=r|——+7 |=r| ——+7% |=—.
[ m J ( 2 j 2

pend de l'angle a. La longueur L est maxi-
male' lorsque I'angle est de 7t radians, on a
alors L = mr[2. La représentation graphique
des spirales rectifiées forme une parabole
dont I'aire est les 4/3 de I'aire du rectangle
qui la contient, on a donc:

9 2
A=t T
3 2 3
wrf2
—

r

2. a) Les indivisibles de la surface latérale du cy-
lindre sont des circonférences et elles sont

toutes de longueur 27r.
A=2mrh

=,
=

(©

21r

—r-

L'aire latérale est donc égale a I'aire d'un rec-

tangle de hauteur h et de largeur 27r, soit :
A=2mrh.

b) Les indivisibles de la surface latérale du cone
de rayon ret de hauteur hsont des circonfé-
rences. En rectifiant (déroulant) ces circon-
férences, on obtient un triangle isocéle dont
la base est de longueur 2mret dont la hau-

teur est I'apothéme du cone, soit N e

21r
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L'aire de la surface latérale du céne est égale
a l'aire du triangle, soit:

1
A=E27tr\/h2+r2 =nrvh?+r2.

3. a) La surface engendrée par la rotation de la
droite A autour de I'axe est la surface latéra-

le d'un cylindre.
Axe

Le centre de gravité du segment de droite
est son point milieu et la longueur du seg-
ment est h. Lors de |a rotation, le centre de
gravité décrit une circonférence C de rayon
a.Le produit de la longueur de la courbe par
la longueur de I'arc décrit par son centre de
gravité est alors:
A= 2mah.

Dans ce cas, la distance entre le segment de
droite est également le rayon du cylindre et
le résultat est le méme que par la méthode
des indivisibles.

b) La surface engendrée par la rotation de la
droite autour de I'axe est la surface latérale
d'un cone.

Le centre de gravité du segment de droite est
son point milieu et la longueur du segment
est L. Lors de la rotation, le centre de gra-
vité décrit une circonférence C de rayon q,
soit C= 2ma. Le produit de la longueur de la
droite par la longueur de I'arc décrit par son
centre de gravité est alors:
A=2mal.

Puisque le centre de gravité est le point mi-
lieu du segment, la proportionnalité des c6-
tés des triangles semblables donne :

a=-,
2

d'ou A=mbL

Dans ce cas €galement le résultat est le méme
que par la méthode des indivisibles puisque :

L=~\h*+b%,
ou b est le rayon a la base du cone, soit b = r.

Calcul de volumes
4. a) Le cylindre est une pile d'indivisibles de sur-
face mr? et la hauteur de la pile est h.

- r e

Le volume du cylindre est donc:
V=nrh.

b) On peut procéder en comparant les indivisi-
bles du cone a ceux d'une pyramide de méme
hauteur et dont la base est un carré dont le
coté est égal au diamétre du cercle a la base
du cone, et utiliser le résultat d'Eudoxe de
Cnide.

Remarque

Eudoxe de Cnide (-408 a -355) a montré qu'un
prisme triangulaire est divisible en trois pyramides
de base triangulaire de méme volume.

Il s'ensuit que le volume d'une pyramide a base
triangulaire est égal au tiers du produit de sa base
par sa hauteur, soit:
Bh
prramide :?'
Ce résultat est généralisable a une pyramide de
base polygonale quelconque, puisque tout poly-

gone a n cotés peut se décomposer en n - 2 trian-
gles.



Retour au probléme

Comparons les indivisibles du cone de rayon
r et de hauteur h a ceux de la pyramide a
base carrée de coté 2ret de hauteur h.

L'aire de la base du cone est AC(.)ne =Tr

L'aire du carré de coté 2rest A, .= 41
On détermine alors le rapport de l'aire de Ia
base du céne a celle de la pyramide, on ob-
tient:

Bcéne — n_r2: 4
prramide 4r
Ce rapport est le méme pour tous les indivi-
sibles du cone et de la pyramide. On applique
alors le théoréme::
Si deux solides ont méme hauteur et si des
sections qui sont obtenues par des plans
paralléles aux bases et a égale distance
de celles-ci sont toujours dans un rapport
donné, alors les volumes des deux solides
sont aussi dans le méme rapport.

Al A
- -
CP J 4\\\“? ’
\‘r»‘i - 2r - B

Le rapport du volume du cone a celui de la
pyramide est donc:

Vcéne — E
prramide 4

Or on sait, grace a Eudoxe, que le volume
d'une pyramide a base carrée est égal au
tiers du produit de I'aire de sa base par sa
hauteur, soit:

4r’h
prramide = .
3
On adonc:
Vcéne :E_
(4r°h)/3 4

En isolant le volume du céne dans ce rap-
port, on obtient:

x(4r2h)/3 B nrlh

4 3
Le volume du cbne est donc le tiers du pro-
duit de l'aire de sa base par sa hauteur.

V.

oone —

Remarque

En considérant une pyramide dont la base est un
polygone régulier a n cotés et en prenant la limite
lorsque n tend vers I'infini, le polygone devient un
cercle et le volume de la pyramide devient le vo-
lume d'un cdne. Ce type de raisonnement était ce-
pendant interdit a Cavalieri et Guldin, car Aristote
avec statué que I'infini ne peut exister que comme
potentialité.

5. a) La rotation du rectangle autour de I'un de
ses cotes de longueur h engendre un cylin-
dre droit. Le centre de gravité du rectangle
est le centre du rectangle, il est situ¢ a une

distance a = b/2 de I'axe de rotation.
Axe

e

L'aire de la surface rectangulaire est:
Arectangle = bh.
Son centre de gravité décrit une circonfé-
rence de longueur :
C=2ma
Le volume engendré est donc:
V =2ma xbh,

et, puisque a = b/2, on obtient:
V =nb’h.

Puisque le rayon du cylindre est la base du
rectangle,ona b=retle résultat est le méme
que par la méthode des indivisibles.

b) La rotation du triangle autour du coté de
longueur h engendre un cone droit. Le cen-
tre de gravité d'un triangle est le point de
rencontre de ses médianes, il est situé a une
distance a de I'axe de rotation.

Par la similitude des triangles, on obtient fa-
cilement que a = b/3.

Solutions
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L'aire de la surface triangulaire est:

bh
Atriang\e = ?

Son centre de gravité décrit une circonfé-
rence de rayon b/3, la longueur de la circon-
férence est donc:
21b
C=—u.

3

Le volume engendré par la rotation du trian-
gle est le produit de I'aire de sa surface par Ia
circonférence décrite par son centre de gra-
Vité, soit:
_bh_ 2mb _mb’h

23 3

Puisque le rayon du cylindre est la base
du rectangle, on a b = ret le résultat est le
méme que par la méthode des indivisibles.

v

Remarque:

Ces exemples illustrent la différence des méthodes
de Cavalieri et de Guldin. L'approche de Guldin est
de déterminer I'aire de la surface latérale ou le vo-
lume du solide par un procédé de construction de
ce solide. Ce qui cadre bien avec I'idée de création
de la philosophie des Jésuites. Dans sa démarche,
Cavalieri décompose le solide ou sa surface laté-
rale en indivisibles, ce qui va a I'encontre de ['idée
de création. Le Jésuate et le Jésuite ne pouvaient
trouver de terrain d'entente, méme s'ils avaient le
méme champ d'études et obtenaient les mémes
résultats.

6. a) L'aire de la surface de la sphere est A = 47tr2.
Selon le théoreme de Pappus-Guldin, elle est
le produit de la demi-circonférence de rayon
r par la longueur de la circonférence décri-
te par le centre de gravité de cette demi-cir-
conférence. La longueur L de la demi-circon-
férence de rayon rest L = mtr et la longueur
de la circonférence décrite par le centre de
gravité est:

C=2mo,
ou a est le rayon de cette circonférence.
L'aire de la surface de la sphére est donc:

A= LxC=T7rx2na=4mr.
En isolant o dans cette équation, on ob-
tient:

4mr? _ 2r

TrX2n T

Centre
de gravité

Le centre de gravité de la demi-circonféren-
ce est situé a une distance de 2r/m de son
diameétre.

b) Le volume de la sphére est V= 41r3[3. Selon
le théoréme de Pappus-Guldin, c'est le pro-
duit de I'aire du demi-disque de rayon r par
la longueur de la circonférence décrite par le
centre de gravité de ce demi-disque. L'aire A
du demi-disque de rayon rest A=mr’[2 et
la longueur de la circonférence décrite par le
centre de gravité est:

C=2ma,
ou a est le rayon de cette circonférence.
Le volume de la sphére est donc:

2 3
r 4rr
V:AXC:—2 X210 =

En isolant a dans cette équation, on ob-
tient:

Le centre de gravité du demi-disque est situé
a une distance de 4r/3m de son diametre.

Et maintenant?

L'avénement de la géométrie analytique, grace a
Descartes et a Fermat, a causé un grand boule-
versement dans l'analyse et la représentation des
problémes de calcul d'aires et de volumes ainsi que
dans les méthodes de résolution. Les méthodes
strictement géométriques développées par Cava-
lieri et Guldin ont cédé la place a des approches al-
gébriques. John Wallis (1616-1703) fut le premier
a remplacer de facon systématique les concepts
géométriques par des concepts numeériques et al-



gébriques, ce qui I'a amené a définir les coniques
comme des courbes du second degré et non plus
comme des intersections d'un céne et d'un plan.

En poursuivant dans cette veine, Isaac Newton
(1643-1727) et Gottfried von Leibniz (1646-1716)
ont développé le calcul différentiel et intégral a
I'aide duquel on détermine maintenant la surface
latérale et le volume d'un solide de révolution.

Pour calculer le volume d'un solide, on procéde
maintenant en jumelant les approches de Guldin
et de Cavalieri.

Volume du cylindre

Pour calculer le volume d'un cylindre de rayon r et
de hauteur h, on considére, tout comme Guldin,
qu'il est engendré par la rotation d'un rectangle
de largeur ret de hauteur h autour de I'une de ses
hauteurs. On considére également que ce rectan-
gle est constitué de nbandes rectangulaires. Lors
de la rotation, chacune de ces bandes décrit un
disque et le volume du cylindre est constitué de n
disques qui sont des indivisibles au sens de Cava-
lieri. On considére I'un de ces disques appelé « le
représentant ». Son rayon est de r unités et son
épaisseur est Ay = h/n. L'aire du disque est donc
A =7r? et son volume est AV = tr’Ay = (rtr?h)/n.

y <_T_>y

Jp{ — Ay 7:)}Ay
= L

Le volume du cylindre est la somme des volumes
de ces disques lorsque leur nombre tend vers I'in-
fini, soit:

) i 2 h i 5 h
V= lm Z(TU —) = |lim [n(nr —ﬂ
n—e"3 n n—eo n

= lim (nrzh)znr2h, (limite d'une constante).
n—co

On peut également avoir recours au calcul inté-
gral, lorsque le nombre de disques tend vers ['in-
fini, I'épaisseur Ay tend vers zéro et par définition
de l'intégrale définie, on a alors :
n
V= lm Y rr*A

Ay—)O% 4

h h
= -[O nr’ dy =(7tr2y)]o =mnrlh.

On trouve donc V= tr?h unités de volume. Le vo-
lume du cylindre est donc égal au produit de l'aire
de sa base par sa hauteur.

Volume du cone
Pour calculer le volume d'un cone de rayon ret de
hauteur h, on procéde de facon analogue.

La rotation de la bande rectangulaire donne un
disque plein dont I'épaisseur est Ay. Cependant, le
rayon du disque n'est pas constant. Il dépend de
sa position (ordonnée) dans le solide. Il faut établir
la relation entre x et y. On peut avoir recours aux
rapports de cotés dans les triangles semblables ou
déterminer I'équation de la droite passant par les
points (0; h) et (r; 0).

On trouve alors:
p
x=—(h-y).
h[ y)

L'aire du disque est:
p
Aznﬁ(h—y)z.

Son volume du disque est donc:

r? 5
AV = nﬁ[h—y] Ay.

On fait ensuite la somme dans l'intervalle [0; h] de
ces disques lorsque leur épaisseur tend vers 0. Cet-
te somme s'effectue par une intégrale définie.

Par définition de I'intégrale définie, on a alors :

nr? ch ) nr? [(h— y)? ﬂh
Ve [(Mtheyv)? dy == | 1270
" Jh=y)" dy w s )l

T o h —(hooff 1= N
= 3h2|:(h hy - (h-0) = .

2
On trouve V/ = mrh
3

unités de volume.

Le volume du cone est donc égal au tiers du pro-
duit de I'aire de sa base par sa hauteur.

Solutions
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Volume de la sphére

Pour calculer le volume de la sphere de rayon r,
on considere qu'elle est engendrée par la rota-
tion d'un demi-disque autour de son diamétre. On
considére de plus que ce demi-disque est consti-
tuée de bandes rectangulaires. Le disque engendré
par une bande rectangulaire est le représentant
des disques, on en détermine I'aire et le volume.

q]

7

Ve
5:

w—}Ay @}Ay

—r —r

La rotation de la bande rectangulaire donne un
disque plein dont I'épaisseur est Ay. Le rayon du
disque n'est pas constant. Il dépend de sa posi-
tion (ordonnée) dans le solide. La relation entre x
et y est donnée par I'équation du demi-cercle de
rayonr.

On trouve alors X=\/f2—y2. L'aire du disque est
A=m(r? - y?) et son volume est AV = wt(r? - y2)Ay.
En intégrant de -ra r, on obtient :

(2 2 2 _ﬁ r
V—nj_r(r y) dy =1t[(r V=3 )L

A gHes

2
On trouve donc V:ﬂ unités de volume.
3

Remarque

La démonstration est une composante importante
dans le développement du savoir. C'est par la dé-
monstration qu'on en assure la cohérence. C'est
pourquoi il est important, lorsqu'on développe une
nouvelle démarche, de s'assurer qu'elle permet de
démontrer les résultats déja obtenus par d'autres
méthodes.

Cependant, il n'est pas suffisant de parvenir aux
mémes résultats. La démonstration vise aussi a
convaincre l'interlocuteur. Pour ce faire, l'interlo-
cuteur doit adopter le méme langage et les fonde-
ments ou principes de base de la démarche utili-
sée. Dans leurs démarches géométriques, Cavalieri
et Guldin ne partageaient pas le méme langage ni
les mémes principes.

Pour Guldin, la recherche du savoir devait se fai-
re exclusivement de facon constructive et c'est par
un procédé de construction des figures et des so-
lides qu'on devait procéder pour déterminer l'aire
latérale et le volume d'un solide.

Cavalieri privilégiait une autre approche en dé-
composant la surface en lignes équidistantes et
le solide en tranches équidistantes, ce qui était
contraire a la conception jésuite des mathémati-
ques. Méme si Cavalieri parvenait aux mémes ré-
sultats, sa méthode ne pouvait étre acceptée par
les Jésuites. De plus, comme le paradoxe du trian-
gle l'illustre, les fondements de la méthode des in-
divisibles n'étaient pas assez solides. Essentielle-
ment intuitve, la méthode donnait des résultats
corrects, mais elle pouvait parfois donner des pa-
radoxes. Cavalieri en €tait conscient puisqu'il for-
mule lui-méme des objections auxquelles il appor-
te des réponses qui demeurent cependant trés in-
tuitives.

Le calcul intégral, a ses débuts, a lui aussi été for-
tement critiqué, méme s'il permettait de parvenir
aux mémes résultats qu'Archimede, Cavalieri et
Guldin. Les critiques portaient sur les fondements
de la méthode qui restaient flous. C'est avec les
travaux d'Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) et
surtout ceux de Karl Weierstrass (1815-1897) que
le calcul différentiel et intégral a acquis ses lettres
de noblesse. Leurs travaux ont permis d'expliciter
des fondements assez solides pour que le calcul
différentiel et intégral soit finalement adopté par
la communauté scientifique.

Découper la pizza

1. a) Pour déterminer I'aire de la partie contenant
le centre de la pizza, il faut calculer I'aire du
triangle ABC et celle du segment circulaire
BEC.




Solutions

Puisqu'il y a trois coupes formant entre elles Aire d’un segment circulaire
des angles de /3 rad, la mesure de I'angle ﬁrz 2 5ind ﬁ ot
en A dans le triangle ABC est de 7t/3 rad. De 2 - 2 =2 (6-snb)
plus, les cordes AC et AB ont méme longueur ' “, ?
par construction et le triangle ABC est équi- > _ 0" _ S
latéral. h=rsin®
Aire du triangle ABC Fraction do 1 Do duit
La mesure de I'angle en C dans le triangle Sé?faéznduec;de d:{f;‘gﬂr;; ,ull)ar
OCD est de 7/6 rad. Or dans un triangle rec- , 6 @, lahauteurh
tangle ayant un angle de /6 rad, le coté op- Ty rh_r’sin®
posée a cet angle est la moitié de I'hypoté- 22
nuse. En appliquant le théoréme de Pytha-
gore, on obtient : Dans le cas présent, r = 1 et © = 27/3 rad.
. . 3 .
— 1)? 1 3 3 Puisque sin(2m 3)=£, on obtient par
D=,[P—|=| =,/1-—=,[>=— 2
2 4 V42 substitution que I'aire du segment circulaire
Par conséquent, la base du triangle ABC est : BEC est:

BC=4/3

et sa hauteur est:

3 4

12 3) © 3
4@7[?‘7]

—DZE L'aire de la surface formée du triangle jaune
2 et du segment circulaire orangée est donc:
Son aire est donc : T V3 33
AgtAme=7——+——
_13 N 33 EC 3 4 4
2T e _m, N3 _m V3
3 4 3 2
Aire du segment circulaire BEC b) La part de Julie est:
La mesure de I'arc BEC est égale au tiers de la £+£
circonférence, il est donc intercepté par un 3 2
) =0,608 997 ..,
angle au centre dont la mesure est le tiers de T

360°, soit 120° ou 2m/3 rad. soit 60,9 %.
Glanures mathématico-littéraires

L'effet du miroir peut se représenter, dans un cadre
géométrique, par la transformation du plan appe-
lée réflexion d'axe m, o m est une droite donnée,
et définie comme suit: a un point Pdu plan, la ré-
flexion R associe le point P' = R_(P) tel que le
segment PP est perpendiculaire a m et
est coupé en son milieu par cette droi-
te. Dans le cas ou le point Pest sur m,
on pose

L'aire d'un segment circulaire sous-tendu PP=R (PA=P

. m
par un angle au centre de 6 radians dansun = gq4p que le point P est ou non sur m,
cercle de rayon rest:

. l'image R_(P) est donc soit le point P
r : i-mé i i itug
A=_(6-sin). lui méme, sq|t le point dL'J plan siltge
2 perpendiculairement « de I'autre cOté »

et a €gale distance du « miroir ».

Accrom(xth vol.12, hiver-printemps 2017
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[l résulte immédiatement de cette définition une
observation élémentaire mais fondamentale : la
réflexion axiale inverse les figures, comme on le
voit en considérant la lettre « L» (rouge) et son
image (noire) par réflexion de miroir m.

m

Nous nous intéressons maintenant a la situation
ou sont donnés deux « miroirs» a et b, et a l'ef-
fet combiné que ces miroirs ont sur une figu-
re (par exemple la lettre « L») placée entre eux. Il
s'agira donc de regarder successivement les ima-
ges du L par R, et par R,; puis les « images d'ima-
ges » — c'est-a-dire, partant du L d'origine, I'ima-
ge par R suivie de R, puis I'image par R, suivie de
R, et ainsi de suite. Autrement dit, on s'intéresse
aux images du L obtenues par les transformations
géométriques suivantes :

R,
R..

ReR,
R.eR,
RyeR 2R,
ReReR,
etc,,

ou on désigne par le symbole © la composition de
fonctions.

NB : Un petit rappel sur la notation utilisée pour
représenter la composition de fonctions: par
convention, on designe par R °R, la transforma-
tion géométrique qui, a tout point P du plan, as-
socie le point
(ReR)(P) = Ry(R(P).

Autrement dit, I'effet de R,°R sur P est d'appli-
quer d'abord R de maniere a former I'image RG(P],
puis de trouver I'image de cette image, cette fois
par R,

a) Considérons deux droites (miroirs) paralléles a
et bet un « L» (rouge) placé entre eux. Nous al-
lons examiner comment les multiples images de
cette figure peuvent étre vues comme surgis-
sant I'une aprés l'autre.

Voici les deux premiéres images de ce L, obte-
nues par chacune des réflexions R et R,

|

Puis viennent s'ajouter les premiéres « images
d'images », c'est-a-dire les images du L d'origi-
ne par R °R, (le L a I'extréme-gauche) et R,°R

(le L tout & la droite).

On observera que ces deux nouvelles images
sont de méme orientation que le L de départ,
car elles résultent d'une double inversion; on
peut ainsi passer du L rouge a I'une ou a l'autre
par translation.

Et maintenant une nouvelle image (inversée),
a l'extréme-gauche, résultat de la composition
ReR°R,

Et ainsi de suite... Il ressort des figures précé-
dentes que par leur effet combiné, les deux mi-
roirs peuvent étre vus comme se reproduisant
I'un dans l'autre, et les L se propagent alors
groupés deux par deux autour de ces nouveaux
miroirs virtuels... en une ribambelle infinie.



.

La figure qui en résulte est donc une frise, c'est-
a-dire une figure symétrique par translation.
Les vecteurs des translations laissant la frise
fixe sont perpendiculaires aux deux axes a et b,
et les longueurs des vecteurs en cause sont des
multiples de la distance entre ces miroirs.
Notons qu'il est possible d'observer dans la réa-
lité I'effet de deux miroirs paralléles, par exem-
ple a I'occasion d'une visite chez le tailleur ou le
coiffeur. On peut aussi utiliser deux petits mi-
roirs de poche entre lesquels on place un objet,
et s'efforcer de jeter un coup d'ceil « entre » les
miroirs afin de constater I'explosion des images
a l'infini.

b) La notion de réflexion dans deux droites

concourantes peut elle aussi étre explorée a
I'aide de petits miroirs de poche, un certain mo-
tif étant placé entre eux. On observe dans un
premier temps que n'importe quel agencement
des miroirs — entendre, n'importe quel angle
entre ceux-ci — donne lieu a une foisonnante
réflexion : les images d'un point quelconque si-
tué entre les miroirs se répartissent sur un cer-
cle dont le centre est le point de rencontre des
deux miroirs, et plus I'angle est petit, plus I'effet
est spectaculaire (si on réussit a glisser un ceil
entre les deux miroirs...).

Si on est a la recherche de bons effets visuels,
notamment sur le plan de la régularité des ima-
ges crées par réflexion, on se rend vite compte
qu'il convient dans un premier temps de pla-
cer les deux miroirs de sorte qu'un cercle ayant
pour centre leur point de rencontre soit partagé
en secteurs égaux par les deux miroirs d'origine
et les miroirs virtuels qu'ils engendrent. A cet-
te fin, on se restreint a des angles de la forme
360°/n, ou n est un entier positif, donnant ainsi
lieu a une figure formée de nimages (y compris
le motif de départ).

Par exemple, lorsque n = 3, le plan est partagé
en 3 régions et un motif placé symétriquement
entre les miroirs a et b provoque un rosace for-

. .

mée de trois composantes et dotée d'une belle
symétrie. (On observera qu'il y a a la fois symé-
trie de réflexion et symétrie de rotation.)

I
i

Coepe e
|

Mais il en va autrement (toujours pour n = 3) si
c'est un motif quelconque qui se trouve entre
les miroirs : on voit que les deux images pro-
duites respectivement par les réflexions R et R,
sont en conflit I'une avec l'autre sur le plan de
la symétrie.

C'est cette observation qui a amené David
Brewster, dans son analyse des « bons » angles
en vue d'obtenir un bel effet dans un kaléidos-
cope, a se restreindre a des angles de la for-
me 180°/n, la figure ainsi obtenue comprenant
alors 2n images (y compris I'objet de départ).
Pour éviter d'avoir un kaléidoscope dégénéré,
on prendra n>2."

Comme les angles qui nous intéressent ici sont de la for-

me 360°/2n, on dira aussi qu'on regarde les entiersn > 4
qui sont des diviseurs pairs de 360.

Solutions
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Ainsi, pour n = 3, considérons deux miroirs a
et b formant un angle de 60°, ainsi qu'un «L»
(rouge) placé entre eux. Examinons comment
les multiples images de ce L peuvent étre vues
comme surgissant I'une apreés l'autre.

ll'y a tout d'abord les images résultant de cha-
cune des réflexions R et R,. On notera que cha-
cune de ces deux images est inversée par rap-
port au L de départ.

Appliquons maintenant la réflexion R,°R au L
rouge. L'image d'image ainsi créée est le L dans
le coin supérieur droit qui, notons-le, est de
méme orientation que le Linitial — on peut pas-
ser de |'un a l'autre par une simple rotation.

Mais il appert que cette nouvelle image peut
se voir comme la réflexion de I'image juste au-
dessous d'elle dans un miroir virtuel — a savoir
I'image du miroir a dans le miroir b.

On se trouve ainsi face a une famille de miroirs
virtuels

permettant de voir surgir les parties manquan-
tes de la rosace finale.

La plupart des kaléidoscopes que I'on trouve sur
le marché sont basés sur un jeu de miroirs for-
mant des angles de 60°, 45°, 36° ou 30°, c'est-
a-dire 180°/n pour n=3,4,50u 6.

Remarque 1 :

Une facon commode de repérer les angles favora-
bles est de placer entre les deux miroirs donnés un
segment de droite oblique, c'est-a-dire perpendi-
culaire ni a I'un ni a l'autre miroir. Un « bon » ka-
Iéidoscope produira alors une ¢€toile, le nombre
de pointes témoignant de I'angle : un angle de
180°/n donnera une étoile a n pointes. Ainsi le seg-
ment rouge sur la figure qui suit (ou I'angle est de
60° = 180°/3) engendre une étoile a trois pointes,
les demi-pointes étant alternativement blanches
ou roses selon qu'elles résultent d'un nombre pair
ou impair de réflexions a partir de la région (blan-
che) triangulaire délimitée par les deux miroirs et
le trait rouge.



Remarque 2 :

Deux miroirs suffisent pour obtenir un effet géo-
métrique a la fois riche et fascinant. Mais la plu-
part des kaléidoscopes sur le marché utilisent trois
miroirs, de sorte que le motif régulier se propage a
tous les horizons. Quels sont alors les bons arran-
gements de miroirs?

Appliquant les principes identifiés par Brewster,
les trois angles entre les miroirs doivent étre de la
forme 180°/x, 180°/y et 180°/z, ol X, y et zsont des
entiers positifs. S'intéressant a la somme des an-
gles du triangle ainsi formé, on a donc

180 +180 +180 18P,
X y z
c'est-a-dire
T 1 1
—t—+—=1
Xy z

On vérifie aisément que les seules solutions
entieres de cette derniére équation, si on pose
1<x<y<zsont:

® x=2,y=3etz=6, correspondant au triangle
90° - 60° - 30°%;

® x=2,y=4etz=4 correspondant au triangle
90° - 45° - 45°; et

® x=3,y=3etz=3, correspondant au triangle
60° - 60° - 60°.

Le lecteur intéressé trouvera des suggestions a

propos de l'exploration tant de kaléidoscopes que

de prismes kaléidoscopiques dans le texte sui-

vant :

Bernard R. Hodgson, « La géométrie du kaléidos-

cope. » Bulletin AMQ 27(2) (1987) 12-24. (Prix Ro-

land-Brossard 1987 de I'Association mathémati-

que du Québec)

Solutions
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Appendice 1: A propos du poeme Jabberwocky de Lewis Carroll

Le lecteur aura peut-étre noté la présence de
mots en trame de fond, a I'endroit et a I'envers,
dans le texte d'Accromath. Il s'agit d'extraits du
célebre poéme Jabberwocky de Lewis Carroll, qui
se retrouve dans un livre sur lequel tombe Ali-
ce des son arrivée dans la Maison du Miroir. Voi-
ci la premiere strophe de ce poéme, tel que le
voit Alice.

HADOWAAQALN |

zasol \gslisle sy Den sl anas'L
2odnos ol st oldsnig bhetn sgy biQl
29t0po1od sil stsas eswsse Wiy

Sdophso 28int ssrosw ot Das b

Apres s'étre torturé les méninges quelques ins-
tants, Alice se rend vite compte que comme il
s'agit d'un «livre du Miroir», il suffit de le tenir
devant un miroir pour que les mots se remettent a
I'endroit. Et voici ce qu'elle peut alors lire :

. JABBERWOCKY

*T'was brillig, and the slithy toves
Did gyre and gimble in the wabe:
All mimsy were the borogoves,

And the mome raths outgrabe.

Tout comme le lecteur (peut-étre...), Alice a beau-
coup de difficulté a comprendre de quoi il retour-
ne au juste. Voyons ce que cela donne en francais :
voici les deux premieres strophes du poéme.?

JABBERWOCHEUX

Il était reveneure; les slictueux toves
Sur I'allouinde gyraient et vriblaient;
Tout flivoreux vaguaient les borogoves;
Les verchons fourgus bourniflaient.

«Au Jabberwoc prends bien garde, mon fils!
A sa griffe qui mord, & sa gueule qui happe!
Gare l'oiseau Jeubjeub, et laisse
En paix le frumieux, le fatal Bandersnatch!»

Un peu plus clair peut-étre... mais encore!

[l faut savoir que Lewis Carroll était un amateur
de « mots-valises », c'est-a-dire de mots formés
par la fusion d'éléments empruntés a deux mots.
Connu dés le 16e siécle notamment chez Rabelais,
ce procédé de formation de mots nouveaux a été
particulierement mis en évidence par Lewis Carroll
dans De 'autre c6té du miroir. L'expression « mot-
valise » en francais vient de Carroll lui-méme : il
utilisait a cet effet en anglais I'expression port-
manteau word, du nom d'une valise a charniére
avec deux compartiments.

Parmi les exemples célébres de mots-valises, no-
tons les termes courriel et clavardage, deux crea-
tions québécoises!

2. Lewis Carroll, Oeuvres : De l'autre c6té du miroir et ce
qu'Alice y trouva. Gallimard (Bibliothéque de la Pléiade),
1990, p. 267.

Appendice 2 : A propos de miroirs chez Martin Gardner

Voici un extrait des commentaires de Martin Gard-
ner en lien avec sa question naive, mais profon-
de :

« Pourquoi un miroir inverse-t-il seulement la
droite et la gauche et non pas aussi le haut et le
bas?»3

(Voir le texte d'Accromath, p. 26.)

« Ce phénomeéne provient de notre corps qui, com-
me celui de la plupart des animaux, ne posséde

qu'un seul plan de symétrie. Il est évidemment
vertical, et passe par le centre du corps qu'il di-
vise en deux moitiés images l'une de I'autre dans
un miroir. (...) Les animaux et les hommes ont en
gros ce que les biologistes appellent une 'syme-
trie bilatérale’, voulant dire par la que le coté gau-
che du corps est I'image du cété droit dans un mi-
roir. (...) Quand nous nous regardons dans un mi-
roir, nous voyons notre image a l'intérieur d'une
piece qui est I'image de celle ol nous nous tenons.



Quand nous bougeons notre bras droit, notre fre-
re jumeau du miroir bouge son bras gauche. Nous
disons que cette inversion est gauche-droite car
c'est la facon la plus commode d'exprimer la dis-
tinction entre une figure a symétrie bilatérale et
son énantiomorphe [image-miroir]. A parler de fa-
con strictement mathématique, le miroir n'a abso-
lument pas inversé la droite et la gauche mais la
face et le dos. (...)

C'est seulement parce que nous nous imaginons
derriere le miroir, tourné dans l'autre sens, que
nous parlons d'une inversion de droite a gauche.
()

Résumons tout ceci. Le miroir devant lequel nous
nous tenons ne marque absolument aucune pré-
férence pour la droite et la gauche, plutdt que le

haut et le bas. Il inverse la structure d'une figure
point par point selon I'axe qui lui est perpendicu-
laire. (...) Comme nous sommes nous-mémes ca-
ractérisés par une symétrie bilatérale, nous trou-
vons commode de considérer cette inversion com-
me une inversion droite-gauche. Mais il n'y a la
qu'une facon de parler, une convention d'usage
des mots. »*

Le lecteur intéressé trouvera de plus amples com-
mentaires dans le livre de Gardner, notamment
en lien avec 'effet combiné de deux miroirs sur
I'orientation des figures.

3. Martin Gardner, L'univers ambidextre : les miroirs de
I'espace-temps. Editions du Seuil, 1985, p. 15.
4. ibid., pp. 35-37.

Appendice 3 : A propos des Exercices de style

3a) Les Exercices de style de Raymond Queneau

Dans le Mode d'emploi servant de préface a son
livre Cent mille milliards de poémes (1961), Ray-
mond Queneau décrit cet ouvrage comme « une
sorte de machine a fabriquer des poémes » — voir
« Glanures mathématico-littéraires (I)», Accro-
math, vol. 11, hiver-printemps 2016, p. 28.

Un peu de la méme maniére, ses Exercices de sty-
le peuvent étre vus comme une « machine a fabri-
quer des romans ». C'est du moins le commentai-
re fait (p. xiv) dans la Préface du volume de la Bi-
bliothéque de la Pléiade® ou figurent ces Exercices,
en vue de justifier leur présence dans un recueil
de romans de Queneau. On y fait méme remar-
quer (p. xii) que « I'anecdote qui fait la matiére des
Exercices constitue bien le sujet minimaliste d'un
roman possible. (...) La gageure tenue par Queneau
est de tirer de cette anecdote si mince non par un,
mais quatre-vingt-dix-neuf mini-romans, qui sont
donc en effet ‘presque sans sujet. On atteint ici, au
moins de maniere asymptotique, un degré zéro de
la fiction. »

Si les Cent mille milliards de poémes sont consi-
dérés comme une « ceuvre fondatrice » (pp. 1553-
1554) du collectif OULIPO — Quvroir de littérature
potentielle, cofondé par Queneau en 1960 —, les

Exercices de style en sont certainement un précur-
seur. La version originale (1947) met en effet en
jeu de maniére éclatante le phénoméne de I'écri-
ture sous contrainte qui se retrouve a la base de
la démarche de I'OULIPO, en reprenant la méme
historiette a 99 reprises. La version définitive des
Exercices (1973) différe de la premiére par quel-
ques changements, notamment la suppression de
six des exercices et I'ajout de six nouveaux, de sor-
te qu'il s'agit toujours de 99 styles différents. Par
ces changements, Queneau vise a « inscrire I'ceu-
vre de facon explicite dans la mouvance oulipien-
ne» (p. 1553).

Notre bref tour d'horizon des Exercices de style
commence par la version de base de I'anecdote,
dite « Notations » — voir Bibliothéque de la Pléia-
de, p. 5. C'est ce texte qui fournit la trame sur la-
quelle viennent s'appuyer les 98 variantes qui sui-
vent dans le livre.

5. Voir Raymond Queneau, Oeuvres complétes, vol. 3, Ro-
mans - tome Il. Gallimard (Bibliothéque de la Pléiade),
2006.

C'est de ce livre que sont tirés les citations qui suivent a
propos des Exercices de style, ainsi que les textes mémes
de Queneau.
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XIV

Exercices de style de Queneau — Notations

Dans I'S, a une heure d'affluence. Un type dans les
vingt-six ans, chapeau mou avec cordon rempla-
cant le ruban, cou trop long comme si on lui avait
tireé dessus. Les gens descendent. Le type en ques-
tion s'irrite contre un voisin. Il lui reproche de le
bousculer chaque fois qu'il passe quelqu'un. Ton
pleurnichard qui se veut méchant. Comme il voit
une place libre, se précipite dessus.

Deux heures plus tard, je le rencontre cour de
Rome, devant la gare Saint-Lazare. |l est avec un
camarade qui lui dit : « Tu devrais faire mettre un
bouton supplémentaire a ton pardessus.» Il lui
montre oU (a I'échancrure) et pourquoi.

La variante qui suit, dans le registre « Probabilis-
te » (pp. 60-61), est parue dans la version origina-
le de 1947.

Exercices de style de Queneau — Probabiliste

Les contacts entre habitants d'une grande ville sont
tellement nombreux qu'on ne saurait s'étonner s'il
se produit quelquefois entre eux des frictions d'un
caractére en général sans gravité. Il m'est arrivé
récemment d'assister a I'une de ces rencontres dé-
pourvues d'aménité qui ont lieu en général dans
les véhicules destinés aux transports en commun
de la région parisienne aux heures d'affluence. |l
n'y a d'ailleurs rien d'étonnant a ce que j'en aie été
le spectateur, car je me déplace fréquemment de
la sorte. Ce jour-la, l'incident fut d'ordre infime,
mais mon attention fut surtout attirée par I'aspect
physique et la coiffure de I'un des protagonistes
de ce drame minuscule. C'était un homme enco-

re jeune, mais dont le cou était d'une hauteur pro-
bablement supérieure a la moyenne et dont le ru-
ban du chapeau était remplacé par du galon tres-
sé. Chose curieuse, je le revis deux heures plus tard
en train d'écouter les conseils d'ordre vestimentai-
re que lui donnait un camarade en compagnie du-
quel il se promenait de long en large, avec négli-
gence dirai-je.

[l n'y avait que peu de chances cette fois-ci pour
qu'une troisiéme rencontre se produisit, et le fait
est que depuis ce jour jamais je ne revis ce jeune
homme, conformément aux raisonnables lois de la
vraisemblance.

Le texte suivant (p. 1368), annoncé comme re-
levant du style « Mathématique », est paru dans
la version originale mais a été retiré de celle de
1973.

Exercices de style de Queneau — Mathématique

Dans un parallélépipéde rectangle se déplacant le
long d'une ligne intégrale solution de I'équation
différentielle du second ordre :

y"+ TCRP(x) y'+ S = 84
deux homoides (dont I'un seulement, I'homoi-
de A présente une partie cylindrique de longueur

L > N et dont deux sinusoides dont le rapport des
périodes = 1/2 entourent la calotte sphérique) ne

peuvent présenter de points de contact de la base
sans avoir également un point de rebroussement.
L'oscillation de deux homoides tangentiellement
a la trajectoire ci-dessus entraine le déplacement
infinitésimal de toute sphére de rayon infinitési-
mal tangente a une ligne de longueur /< L per-
pendiculaire a la partie supérieure de la médiane
du plastron de I'homoide A.




Dans la version dite définitive des Exercices (1973),
la variante précédente a été écartée au profit de
deux textes également a saveur mathématique : le
style « Ensembliste », qui figure dans le texte d'Ac-
cromath (voir pp. 45-46 du livre de référence), et
le style « Géométrique » qui suit (pp. 61-62). On
peut sans doute voir 'ajout du texte « Ensemblis-
te » comme ayant été stimulé par les contacts de

Queneau avec des membres du groupe Bourbaki,
dont l'influence a eu pour effet de provoquer I'in-
troduction de la « théorie des ensembles » dans les
programmes scolaires des années 1960.

(On trouve dans le livre de référence (p. 1381) un
autre Exercice de Queneau ou il est question de
mathématiques, cette fois dans le registre « Pro-
bleme ». Mais ce texte est demeuré inédit.)

Exercices de style de Queneau — Géométrique

Dans un parallélépipéde rectangle se déplacant le
long d'une ligne droite d'équation 84 x + S=y, un
homoide A présentant une calotte sphérique en-
tourée de deux sinusoides, au-dessus d'une partie
cylindrique de longueur /> n, présente un point
de contact avec un homoide trivial B. Démontrer
que ce point de contact est un point de rebrous-
sement.

Si I'nomoide A rencontre un homoide homolo-
gue C alors le point de contact est un disque de
rayon r< I Déterminer la hauteur h de ce point
de contact par rapport a I'axe vertical de I'nomai-
de A.

3b) Les Exercices de style du journal Le Devoir

Tel que mentionné dans le texte d'Accromath, le
quotidien montréalais Le Devoir a invité ses lec-
teurs en octobre 2016, a 'occasion du 40e anni-
versaire du déces de Raymond Queneau, a parti-
ciper a une reprise des Exercices de style. Voici le
texte de « Notations » dont devaient s'inspirer les
« disciples » de Queneau.

Exercices de style du Devoir — Notations

Chez Gallimard en 1947. Un homme, écrivain,
44 ans, poete, dramaturge, publie un livre. 150
pages. Une histoire, plutdt banale. Un gars dans
un autobus. Une altercation. Un long cou. Deux
heures apres, on est ailleurs. Le bonhomme se fait

parler du bouton de son manteau. Ridicule. Sauf
que. L'écrivain relate 99 fois la méme histoire. 99
styles littéraires différents. Ca fait école. Au Qué-
bec, c'est niché. Le 25 octobre 1976, I'écrivain
meurt. Ca fait 40 ans.

Les lecteurs du Devoir ont réagi avec enthousias-
me — bien qu'une trentaine de styles soient fina-
lement demeurés sans preneur. L'auteur de ces li-
gnes a pour sa part exploré deux des styles, le sty-
le « Géométrique » paru dans le texte d'Accromath,
et le style « Ensembliste » qui suit.

Solutions
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Exercices de style du Devoir — Ensembliste

Etant donné I'ensemble M des maisons d'édition,
considérons I'élément g de M désignant Gallimard.
Soit par ailleurs les quatre ensembles M’ E, Pet D,
des parties de I'univers Hcomprenant tous les étres
humains, formés respectivement des humains qui
sont de sexe masculin, qui sont écrivains, qui sont
poetes et qui sont dramaturges. Soit enfin {q},
un ensemble décrit en extension et de type sin-
gleton, ou q représente Queneau. |l s'agit donc
d'un sous-ensemble de l'intersection des ensem-
bles M, E, Pet D, et son unique élément q satisfait
en plus aux deux conditions suivantes : (i) g ap-
partient au sous-ensemble de H englobant les hu-
mains dans la quarantaine; (ii) il existe un élément
e de I'ensemble B de tous les bouquins tel que le
triplet (g,e,g) est dans le sous-ensemble du pro-
duit cartésien H x B x M défini en compréhension
par la propriété « I'numain ha publié le bouquin b
chez la maison m». On observera au passage que
1947 marque le moment ou (g,e,g) a été reconnu
comme satisfaisant a cette relation ternaire. Il est
par ailleurs bien connu qu'au sein de I'ensemble £,
I'écrivain g se singularise par ses sympathies ma-
thématiques, notamment a I'égard du langage en-
sembliste, de méme que par ses penchants bour-
bakistes.

Soit maintenant R, le sous-ensemble de H compre-
nant les humains qui considérent comme plutot
banale I'histoire sur laquelle s'appuie le livre e. On
vérifie aisément que le complémentaire de Rest a
peu de chose prés I'ensemble vide. Il convient de
noter que R peut aussi étre vu comme comprenant
les humains s'exclamant « Ridicule! » a la narration
de I'amorce du livre e.

e se distingue, parmi les éléments de B, par le fait
que le nombre de fois ou son auteur q reprend
la méme histoire est égal au plus grand nombre
dont I'expression, dans le systéme usuel de numé-
ration décimale, comporte deux chiffres. |l est en
outre remarquable que les différentes versions du
récit présentées dans e forment un ensemble pou-
vant étre mis en bijection avec autant de styles
distincts, dans I'ensemble S de tous les styles litté-
raires. Qui plus est, si on désigne par c(b) la cardi-
nalité de I'ensemble des pages composant un livre
b donné, on note que c(e) = 150.

S'agissant maintenant du sous-ensemble C de H
comprenant les humains qui ont été marqués par
le contenu du bouquin e, on rapporte que la car-
dinalité de C peut étre considérée comme impor-
tante. Il appert cependant que l'intersection de C
avec I'ensemble Q des Québécois est une collec-
tion comprenant un nombre relativement négli-
geable d'éléments, quoique non vide.

Le 25 octobre 1976, 'auteur g a subi I'action d'un
opérateur absorbant sur H, de sorte que son sta-
tut au sein de cet ensemble s'en est trouvé modi-
fié : il a alors dériveé d'une cellule a I'autre, dans la
partition ensembliste booléenne de H s'appuyant
sur la dichotomie vivant/décédé. Cette nouvelle
appartenance de I'élément g, en lien avec ladite
partition, est considérée comme dorénavant inva-
riante. On notera par ailleurs que le nombre d'an-
nées écoulées depuis ce triste événement corres-
pond au plus petit entier positif commun a I'en-
semble des multiples de 8 et a I'ensemble des mul-
tiples de 5.

On peut trouver I'ensemble des productions soumises par les lecteurs du Devoir a partir du site

http://www.ledevoir.com/culture/livres/485950/hommage-nos-lecteurs-ne-manquent-pas-de-styles-3e-partie.




