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Imaginez que vous avez deux cartes du Québec, I'une par-dessus
l'autre. Vous prenez celle du dessus que vous déformez en la
froissant, tournant, retournant et pliant comme vous voulez,
et vous la déposez a nouveau sur l'autre carte, sans qu'elle
dépasse. Alors, il y a toujours au moins un point de la carte
déformée qui est exactement au-dessus du méme point sur
la carte du dessous. Surprenant?

Point fixe et coloriage

Transformation topologique

Lorsque l'on déforme une carte sans la
déchirer, la fonction qui décrit la transforma-
tion est continue. Intuitivement, on voit que
si deux points sont pres I'un de 'autre sur la
carte initiale, alors ils sont toujours prées |'un
de l'autre aprés la déformation de la carte.
Si la carte est imprimée sur une surface
malléable que I'on peut étirer (comme un
tissu élastique) ou méme contracter (comme
une mince couche de pate a modeler), et que
I'on permet en plus d'étirer ou de contracter
certaines parties de la carte, la transforma-
tion est toujours continue: il s'agit d'une

transformation
topologique.
Lorsque I'on dépose
la carte déformée sur
la carte initiale, sans
qu'elle dépasse, alorsilya
toujours au moins un point de
la carte déformée qui est exactement
au-dessus du méme point sur la carte du
dessous. Ce résultat est un exemple d'appli-
cation du Théoréme du point fixe de Brouwer,
lequel a de nombreuses applications. (Voir
I'encadré Un résultat aux multiples rami-
fications.)
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Démontrer un tel résultat

n'est pas évident car on connait
trés peu de choses sur la transformation de
la carte: froisser, plier, retourner, ce n'est pas
trés bien défini mathématiquement, enfin,
pas dans le sens habituel. Ou sont les coor-
données? Ou est la formule? L'important ici
n'est pas que la fonction nous soit donnée
sous une forme particuliére mais bien qu'elle
soit continue: par exemple, on ne peut
permettre de déchirer la carte, car a ce
moment le résultat n'est plus vrai.

Tout cela est bien beau, mais comment
alors prouver le Théoréme du point fixe de
Brouwer?

Triangle et point fixe

Pour prouver le Théoréme du point fixe dans
le plan, il suffit de le démontrer dans le cas
ou E est la région formée par un triangle et

son intérieur. On peut en effet transformer de
maniere continue en un triangle une région
qui respecte les conditions énoncées dans le
Théoréme de Brouwer, et ainsi se ramener a
une fonction continue fdu triangle ABC vers
lui-méme. (Voir I'encadré Un triangle suffit)
On veut donc montrer qu'une fonction conti-
nue f d'un triangle dans lui-méme possede
un point fixe, c'est-a-dire un point P tel que

P =P
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Coloriage et point fixe

En mathématiques, on s'intéresse depuis
longtemps aux problémes de coloriage. Cela
peut paraitre surprenant, et ce qui peut I'étre
encore plus, c'est que c'est utile! Le Lemme
de Sperner en est un magnifique exemple. Il
décrit des conditions qui garantissent l'exis-
tence d'un triangle ayant ses trois sommets
de couleurs différentes, et nous allons voir
comment l|'utiliser pour prouver I'existence
d'un point fixe pour toute fonction continue
d'un triangle vers lui-méme. Mais avant de
['utiliser, encore faut-il I'tnoncer correctement.

Le Lemme de Sperner

On divise un triangle ABC en plusieurs petits
triangles tel que sur le dessin ci-contre.
(On a ce qu'on appelle une triangulation du

triangle.) On colore Aen rouge, Ben bleu et C
en jaune, et chacun des autres sommets en
jaune, bleu ou rouge, avec la seule condition
que les sommets sur le coté
AC sont jaunes ou rouges,
ceux sur le coté BC sont
jaunes ou bleus, et ceux
sur le cété AB sont
rouges ou bleus. Les
sommets intérieurs
sontjaunes,bleus
OU rouges, sans
autre condition.

Le Lemme de Sperner affirme qu'il existe
au moins un petit triangle qui a ses trois
sommets de couleurs différentes : on le dira
tricoloré. Sur la figure, le petit triangle
bleu est tricoloré.



Trouver un triangle tricoloré

Lorsqu'il y a peu de triangles, on pourrait
espérer trouver un argument qui permette
de traiter tous les cas pour montrer qu'il
existe au moins un triangle

tricoloré. Mais que faire si

on a plusieurs triangles?

Pourriez-vous traiter tous

les cas de coloriage de
ce triangle? Et que dire
si on a des millions de
petits triangles?

La preuve du Lemme de Sperner utilise un joli
argument de parité (voir I'encadré page 10).

Un coloriage a la Sperner

Pour prouver I'existence d'un point fixe pour
toute fonction continue d'un triangle vers
lui-méme en utilisant le Lemme de Sperner,
on veut un coloriage des points du triangle
qui respecte les conditions du lemme tout en
étant relié¢ au comportement de la fonction f.
Il'y a plusieurs choix possibles, dont celui
donné par l'algorithme suivant. (Voir les
coordonnées barycentriques pour une défi-
nition plus rigoureuse.)

® On colore les sommets: A
en rouge, Ben bleu et C
en jaune.

e Si f(X) se retrouve
dans la région en
rouge, on dit que
f(X) séloigne de A
A et on colore
X en rouge (comme A). (La région ne
contient pas le c6té contenant X)

e Si f(X) ne s'éloigne pas de A et qu'il
s'éloigne de B (i.e. f(X) est strictement a
gauche de la paralléle a AC par le point X),
alors on colore X en bleu (comme B) : f(X)
sera en fait dans la région en bleu sur la
figure.

e Sif(X) ne s'éloigne ni de A, nide B, et qu'il
s'¢loigne de C alors on le colore en jaune :
il sera dans la région en jaune.

C
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’w Emanuel Sperner
@™ 1905-1980
g v Emanuel Sperner était un mathématicien
allemand, né a Waltdorf prés de Neisse.

Cette ville fait maintenant partie de la
Pologne et porte le nom polonais de

Nysa. Sperner a étudié au Carolinum
Gymnasium de Neisse et est entré
a I'Université de Fribourg en 1925. A I'époque, les étudiants
avaient I'nabitude de fréquenter plusieurs universités et, aprées
deux semestres, Sperner s'est inscrit a I'Université de Hambourg.

llyarecusondoctoraten 1928.C'estdanssathésequ'il a présenté
I'important résultat appelé maintenant Lemme de Sperner.

Si il y a un point X qui ne peut étre coloré,
c'est qu'il est fixe car il ne s'éloigne ni de A, ni
de B, ni de C Dans la suite, on supposera que
les sommets des petits triangles considéres
sont colorés: si un sommet ne peut étre
coloré, alors on a déja un point fixe.

Notons que pour un point Xsur le coté AB, il
n'y a pas de région jaune et X est donc rouge
ou bleu; de méme, un point sur le coté AC
est rouge ou jaune, et un point du coté BC
est bleu ou jaune. Le coloriage respecte donc
bien les conditions du Lemme de Sperner.

Un triangle multicolore

Chacun des points du triangle a ainsi été
coloré en jaune, bleu ou rouge, tout en res-
pectant les conditions du Lemme de Sperner.
Alors, pour toute triangulation du triangle en
petits triangles, il existe un petit triangle qui
est tricoloré: si le triangle est trés petit, ses
sommets jaune, bleu et rouge sont tres pres
les uns des autres.

Une infinité
de triangles tricolorés,
de plus en plus petits

On considére des triangulations avec des
triangles de plus en plus petits (disons que
I'on diminue la longueur des cotés des
petits triangles par 2 a chaque étape), et pour
chaque triangulation, on considere un des
petits triangles tricolorés dont I'existence est
garantie par le Lemme de Sperner. On a donc
une infinité de triangles tricolorés, de plus en
plus petits.

Une infinité de sommets rouges
Considérons la suite des sommets rouges de
ces petits triangles tricolorés, et divisons le
triangle initial en 10 régions: il y a forcément
au moins une de ces régions qui contient
une infinité de points rouges. Divisons cette
région en 10 régions plus petites: il y en a
encore forcément une qui contient une
infinité de points rouges. Et ainsi de suite.
En subdivisant toujours ainsi,
on peut voir qu'il y a une in-
finité de points rouges dans

une région aussi petite /\
que 'on veut. A la li- A
mite, les régions ainsi
obtenues  tendent
Vers un point: ce

\/‘
N

point est donc la
limite de points /\/
rouges. A

Un point que I'on ne peut colorer
Le point est la limite de points rouges. Mais
comme ces points rouges sont les sommets
de triangles tricolorés de plus en plus petits,
les autres sommets de ces triangles se
rapprochent aussi de Pqui est donc la limite
de points rouges, de points bleus et de points
jaunes.

Peut-on le colorer? En fait, selon la définition
de coloriage donnée plus tot, le point ne
pourra étre coloré (voir encadré), et il est
donc fixe, ce qui démontre le Théoréme du
point fixe de Brouwer.



Un point fixe dans R”

Le résultat de point fixe que nous avons
montré a des formulations plus générales. I
demeure vrai si on a une fonction f: E— £
ou E est une région bornée et suffisamment
réguliere dans I'espace, sans trou et incluant
sa frontiére, telle une spheére ou un polyédre,
et aussi pour des régions aux propriétés
analogues dans R” pour n> 4.

Le Lemme de Sperner est aussi vrai pour
I'analogue des triangles dans R”", soit les
tétraedres dans R® et les simplexes en
général dans R".

L'utilit¢ du Lemme de Sperner montre bien
que le coloriage a sa place en mathéma-
tiques, et illustre que les mathématiques
discretes peuvent étre utiles dans d'autres
domaines.
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