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Le découpage de la pizza, on le sait par ex-
périence, est un art délicat. On y rencontre
des problémes faciles pour débutant, qui
donnent lieu a des théorémes purement
visuels, mais il conduit aussi a de subtils et
difficiles raisonnements. Une série de résul-
tats inattendus liés a cet art ont été élaborés
depuis une vingtaine d'années. lls donnent
maintenant une bonne consistance a ce
domaine de recherche tiré des questions sau-
grenues que les mathématiciens ne peuvent
sempécher de formuler quand ils sont
assis devant ce vieux plat napolitain a base de
tomates étalées sur une pate bien épaisse et
moelleuse cuite dans un four a bois.

Coups de couteau
rectiligne

Julie et Jacques commandent une pizza. Ils
souhaitent la partager équitablement. lls
décident d'utiliser la méthode suivante :
apres avoir donné N coups de couteaux recti-
lignes passant par un méme point et formant
entre eux des angles égaux (de w/N radians),
ils se trouvent en face de 2N parts qu'ils s'at-
tribuent en les distribuant alternativement

1. Cet article reprend certaines parties de
I'article de Jean-Paul Delahaye paru dans
Pour la science en 2010 (voir pour en
savoir plus).
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_Le dicton est vrai aussi avec les pizzas'.

>

”#-

a Julie et a Jacques.
On suppose que tracer les

parts a coup de traits parfaitement droit
et formant des angles égaux est facile. On
admet aussi que la pizza est idéalement ronde,
que la garniture est uniformément répartie a
sa surface et donc seules — dans un premier
temps — importent les aires attribuées

a Julie et Jacques.

Avec N=6 on ob- \“.‘.‘
tient une figure 'Y X
comme celle ci- ...'

contre ou l'on > '@
convient par (L@@ s
exemple que les e

parts vertes sont
celles de Jacques
et que Julie recoit les
autres parts.

Si les N traits de
découpe passent
par le centre
de la pizza, la
distribution est
équitable car toutes
les parts sont égales.

Si l'un des traits de
découpe passe par le centre de la pizza, la
encore le partage est équitable pour une
raison de symétrie : a chaque part destinée
a Julie correspond une part de méme forme
pour Jacques.




Déterminer le centre d'une pizza —
comme chacun le sait — est difficile,
et on ne supposera donc pas que le
centre de la découpe coincide avec le
centre de la pizza.

La question est maintenant devenue
mathématiquement précise et non
triviale : est-ce qu'un tel découpage est
équitable? Quand il ne I'est pas, comment
savoir qui est favorisé? Si un convive est
favorisé pour l'aire de la pizza qu'il mange,
I'est-il pour la longueur du bord 7 Que dire de
la garniture et que se passe-t-il dans le cas
ou on prend en compte une épaisseur inégale ?

Avec une découpe

Pour N=1, le pro-
bleme est évident.
Si le trait de dé-
coupe ne passe
pas par le
centre, la part
qui contient
le centre a une
aire supérieure a la
moitié de la pizza
et donc celui des
convives qui se
voit  attribuer
cette part est
favorisé. Ici le
convive favorisé
I'est doublement,
car il a une plus

grande aire de pizza,
mais aussi unplus long morceau du bord de
la pizza.

Avec deux découpes

Pour N=2, le probleme devient intéres-
sant. la réponse est
que le convive qui
possede la part
contenant e
centre est a
nouveau favori-
sé. On peut étre
trés précis et af-
firmer que le sup-
plément de pizza qu'il
mangera aura une aire valant exactement
4 fois |'aire du rectangle dont la diagonale est
le segment reliant le centre de la pizza et le

centre de découpe et dont les cotés sont pa-
ralléles aux traits de découpe.

Pour le bord de la pizza, cette fois tout est
parfait : méme en placant le centre de dé-
coupe loin du centre de la pizza les deux
convives seront également servis.
Voir la preuve de ces affirmations
dans I'encadré « Le cas N = 2 ».

Avec trois découpes

Pour N=3, le résultat est a nouveau
que le convive qui prend le centre
mangera une plus grande aire de piz-
za. La démonstration compléte n'est
pas tres simple, mais il est facile de
voir que c'est vrai si le point de dé-
coupe est proche du bord. En effet,
un petit calcul trigonométrique avec
une pizza de rayon 1 montre que si
le point de découpe est sur le bord,
celui qui prend le centre mangera
une aire de m/3 + V3/2, soit 60,9 %
de la pizza (voir section problémes).
En déplacant légérement le point
du bord, par continuité, le résultat
reste vrai. Quand le point est éloigné
du bord, celui qui prend le centre
garde I'avantage mais il faut un autre
raisonnement.
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Le cas N=3

Si le point de découpe est
sur le bord, I'un des traits
est tangent a la circon-
férence de la pizza,
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Pour N=3, si ce qui vous intéresse est d'avoir
plus de bord, maintenant la situation est
inversée : celui qui prend le centre aura moins
de bord. Comme précédemment, on le prouve
facilement lorsque le centre de découpe est
assez proche du bord et comme précédem-
ment la propriété reste vraie quel que soit le
centre de découpe. Si l'un des convives pré-
fere avoir plus de surface et I'autre plus de
bord, une entente est possible entre eux.

Avec quatre découpes

Pour N=4, une trés belle solution purement
graphique a €té proposée par Larry Carter et
Stan Wagon en 1994. Elle est reproduite dans
I'encadré ci-contre. Elle indique que les deux
convives recoivent exactement la méme aire
de pizza, cela quel que soit I'emplacement du
centre de découpe, ce qui est assez étonnant.

On en déduit par soustraction des aires, voir
I'encadré « Le bord de la pizza » que les deux
convives dans le cas N =4 disposeront aussi
de la méme quantité du bord de la pizza exac-
tement, et cela méme si on considére que le
bord a une certaine épaisseur et est donc un
anneau. Avec quatre traits de découpe, on a
donc toujours un partage doublement équi-
table de la pizza, Julie et Jacques savent ce
qu'ils doivent faire.

Pour six traits, un découpage du méme type
a été proposé par Allen Schwenk, et récem-
ment Greg Frederickson un mathématicien
spécialiste des dissections géométriques a
découvert un schéma général de découpage
qui s'applique a tous les N pairs.

Vraiment difficile

Quand N est pair, d'autres démonstrations
que celle de Frederickson ont été proposées.
Elles procédent a coup de calculs d'intégrales
et concluent que les parts des deux convives
sont égales.

En 1999, Jeremy Hirschhorn (avec 4 membres
de sa famille !) a établi un résultat plus
général :si on écrit N= 2M alors la pizza (qui
est coupée en 4M parts) sera distribuée équi-
tablement entre M convives pourvu qu'on
donne quatre parts a chaque convive en sui-
vant un ordre cyclique d'attribution. Pour
N=6 par exemple, I'ordre d'attribution doit
étre : a—b—c—a—b—c—a—b—c—a—b—c.
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Le raisonnement de I'encadré « le bord de
la pizza » montre que le partage du bord de
la pizza est lui aussi équitable entre les M
convives (ou entre les deux convives) et cela
méme en considérant que le bord a une cer-
taine épaisseur.

Plus intéressant encore, le résultat des Hir-
schhorn a une conséquence trés générale. Si
les garnitures de tomate, de fromage fondu
et de jambon sont disposées de telle maniere
qu'elles forment dans chaque cas un disque
(dont le centre peut étre différent de celui
de la pizza et du centre de découpe) alors les
proportions de garniture de tomate, de fro-
mage fondu et de jambon seront équitable-
ment réparties entre les M convives pourvu
que le centre de découpe soit bien a l'inté-
rieur du disque de chaque garniture. Le rai-
sonnement consiste simplement a appliquer
le résultat précédent en assimilant succes-
sivement le disque de chaque garniture a la
pizza entiere.

La situation est donc tout a fait remarquable
et signifie en particulier le résultat suivant.

Soit une pizza recouverte d'un disque de
tomate, d'un disque de fromage fondu et
d'une tranche de jambon circulaire. Sion la
découpe par 6 traits rectilignes faisant des . ) i
angles de 30°, passant par un méme point Difficiles nombres impairs

intérieur aux trois disques de garniture,  Pour un nombre Nimpair de découpes, le cas
alors une distribution de typea bcabca  général avec deux convives est longtemps
b cabcdesdouze parts dessinées donne  resté une conjecture et c'est seulement en
aux trois convives des quantités égales 2009 que Rick Mabry et Paul Deiermann
de pate, de bord de pizza, de tomate,  apres avoir séché sur le probléme pendant
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de fromage fondu et de jambon. plusieurs années et mené des calculs infor-
matiques variés ont fini par mettre au point
Disque de jambon une démonstration du beau résultat suivant.

Disque de e Sil'un des traits de découpe passe par

Disque de tomate le centre, les deux convives ont la

méme aire de pizza et la méme
longueur de bord (nous avons
déja vue que cette partie est évi-
dente pour des raisons de symé-
trie ; voir figure ci-contre). Sinon :
e pour N=3,7, 1,15, 19, 23, ... (tous
les nombres entiers de la forme 4k-1) le
convive qui prend le centre obtient la plus
grande aire de pizza, et le moins de bord.
e pour N=5,9 13, 17, 21, 25, ... (tous les
nombres entiers de la forme 4k+1) le
convive qui prend le centre obtient la plus
petite aire de la pizza et le plus de bord.

fromage fondu
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Pour N impair, le cas d'un nombre quel-
conque de convives n'est pas encore résolu.
On a a nouveau ici I'exemple de problémes de
géométrie délicats dont la solution aura at-
tendu le XIX® siécle... ou méme qui attendent
encore.

Et I'épaisseur ?

Une pizza n'est pas infiniment mince! Que
se passe-t-il quand on tente de prendre en
compte I'épaisseur inégale des pizzas ou
qu'on envisage d'autres produits gastrono-
miques ayant des formes plus variées ? Bien
slir, ce que nous venons de dire pour les piz-
zas est valable pour les tartes, quiches et
autres cylindres alimentaires parfaits.

Quand il est possible, le découpage en
tranches infinitésimales circulaires d'un vo-
lume, conduit a proposer une généralisation
des résultats sur les découpages de pizza (N
pair ou impair) pour un assez grand nombre
de formes intéressantes. On peut ainsi envi-
sager le cone pointu oblique (pourvu que la
pointe reste au-dessus de la base et que I'axe
central de découpe passe par la pointe), le
«flanc» (cone tronqué), le « Reblochon » (cone
tronqué concave), la demi-sphére tronquée
en lui enlevant une calotte horizontale, des
colonnes et cones torsadeés, etc.

Cone oblique

Cone tronqué
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Cone tronqué Demi-spheére
concave tronquée

Voici un énoncé plus précis. La généralisa-
tion du théoréme de l'encadré en page preé-
cédente pour les nombres N pairs ou impairs
fonctionne pour tout volume V qu'on décou-
pera par N plans de découpe verticaux si :

- la surface de Vest limitée en bas par un
disque horizontal de base B et en haut par
un disque horizontal de sommet S (les
disques B et S pouvant étre réduits a un
point) ;

- les N plans de découpe, quand on tranche
le volume en 2N morceaux, passent
par une méme droite A ('axe central de
découpe) et forment des angles égaux
entre eux ;

- chaque coupe horizontale de V donne un
disque D contenant un point de I'axe A.
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