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Editoriol

Tout d'abord, je tiens a remercier Philippe Etchécopar pour son implica-
tion dans le comité éditorial d'Accromath au cours des dernieres années.
Au nom de tous les membres du comité, je lui souhaite bonne chance
dans ses projets futurs. Robert Wilson, qui ceuvrait déja comme réviseur
linguistique des articles d'Accromath, se joint au comité éditorial comme
représentant du collégial.

L'intuition, I'imagination et la créativité sont des composantes impor-
tantes et indispensables dans la construction du savoir mathématique.
Dans ce numéro, nous présentons quelques exemples de démarches
de construction de ce savoir. Dans larticle Elargir pour simplifier du
dossier Construction des mathématiques, Christiane Rousseau nous
présente deux exemples de problémes dont la solution est simplifiée en
adoptant une approche plus générale.

Dans ce méme dossier, Frédéric Gourdeau, dans l'article Point fixe
et coloriage, nous rappelle que I'imagination joue également un role
important. Par exemple, le coloriage des sommets d'un triangle est
I'amorce d'une démarche intéressante pour démontrer le théoreme du
point fixe de Brouwer a I'aide du Lemme de Sperner.

Un probleme peut sembler anodin au premier abord et donner lieu a
des développements insoupgonnés. Dans l'article Découper la pizza,
Jean-Paul Delahaye nous présente les résultats obtenus dans le découpage
d'une pizza en plusieurs pointes de telle sorte que deux convives aient
une part égale.

Dans les démarches pour déterminer une méthode générale de calcul
de l'aire d'une surface plane et de la surface latérale ou du volume d'un
solide, Les indivisibles de Cavalieri constituent une étape importante.
Grace a la collaboration de plusieurs mathématiciens, la méthode de
Cavalieri a mené a la formulation moderne du calcul intégral.

Dans Glanures mathématico-littéraires (Ill) du théme Mathéma-
tiques et littérature, Bernard Hodgson propose des rencontres avec Lewis
Carroll, Victor Hugo et André Gide, ou il est question de miroirs et de
kaléidoscopes, ainsi qu'avec Raymond Queneau, en lien avec ses célébres
Exercices de style.

Dans la rubrique des paradoxes, Jean-Paul Delahaye nous présente
Transmission de pensée. Trois personnes choississent un nombre de
trois chiffres dont le premier et le dernier chiffre différent 'un de l'autre
d'au moins deux unités. Apres avoir effectué les mémes opérations sur
ces nombres, ils parviennent tous au méme résultat. Comment est-ce
possible ?

Bonne lecture!
André Ross
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Christiane Rousseau

Nos deux exemples sont tres différents. Dans
Université de Montréal

le premier exemple, on a besoin d'étendre
les nombres réels aux nombres complexes
pour pouvoir factoriser des po-
lyndbmes a coefficients réels.
Dans le deuxieme exemple, on
étend I'ensemble des nceuds (ou
courbes fermées dans I'espace)
a l'ensemble des entrelacs (ou
ensemble de nceuds entrelacés)
pour trouver un outil de classi-
fication des nceuds, soit le poly-
nome de Jones.

Un entrelacs

La factorisation
des polynomes
a coefficients réels

Lorsqu'on travaille avec des
polyndmes, il est naturel de
vouloir les factoriser. En effet,
ceci peut servir a trouver leurs
racines, ou encore, en calcul
intégral, a calculer la primi-
tive des fractions rationnelles.
Considérons un polynéme

En faisant
un nceud simple ordinaire
et en joignant
les extremités,
on obtient

X=x"+a_ X"+ .. +ax :
PX) n-1 1 un noeud de tréfle

+q,
a coefficients réels. On sait que

chaque fois qu'un nombre réel z est une
racine de P, on peut factoriser x - z dans
I'¢quation. On a alors:

PX) = (x=2(x""+ ¢, ,x"2+ ..+ X+ C)

et on s'est donc ramené a un probléme plus
simple sur un polynéme

QX) = X1+ ¢, X2+ L+ o X+
de degré n -1. Mais que faire si le poly-
ndme Pn'a pas de racines réelles?
Un théoreme d'analyse affirme que tout
polyndme P de degré positif n a coef-
ficients réels admet une factorisation
comme produit de polynémes de degreé 1

et de degré 2. Démontrer ce théoréme
en restant dans le monde des nombres

Lorsqu'un probleme mathématique est complexe,

on ne veut pas rajouter a sa complexité en regardant un probléme encore
plus large. On a parfois tort... il arrive que le probleme généralisé

soit beaucoup plus simple que le probleme initial.

On illustrera cela sur deux exemples, dont le fameux polynéme

de Jones en théorie des nceuds, a l'origine d'une médaille Fields en 1990,

réels est extrémement sophistiqué. Il faut la
théorie logique des corps réels clos. Elargissons
les nombres réels aux nombres complexes.

Alors, démontrer ce théoréme
devientunjeu d'enfant, sionad-
met le Théoréme fondamental
de l'algebre.

Théoréeme fondamental
de l'algébre

Tout polynéme P de degré
positif a coefficients
complexes admet une
racine complexe.

Voyons les détails.

Une conséquence du théoréme
fondamental de I'algébre est que
tout polynéme P de degré positif
n a coefficients complexes se
décompose comme un produit = &
de n facteurs linéaires

PX) = (x-z,) (x-2) ..

(x-2z,).

La preuve se fait sim-
plementparrécur-



Elargir pour simplifier | Christiane Rousseau ¢

rence sur n. Cest vrai pour n=1. Sup-
posons maintenant que c'est vrai pour
tout polyndme de degré n, et montrons-le
pour un polynéme P de degré n+1. Par le
théoréeme fondamental de I'algébre, le po-
lyndme P a une racine et se factorise donc
comme P(x) = (x-2z,)Q(x), ou Q est un poly-
noéme de degré n. Par I'nypothese d'induction,
Qse factorise comme

Q¥ = (x-2) (x-2)) ... (x-2,, ),

ce qui donne la factorisation de P.

Prenons maintenant le cas particulier d'un
polyndme Pa coefficients réels. Il a une pro-
prieté remarquable : les racines z; qui ne sont
pas réelles viennent par paires : une racine et
sa conjuguée, Z;. Il suffit alors de regrouper
les deux facteurs linéaires (x - zj) et (X—Ej],
et le tour est joué.

Pour comprendre les détails, un petit rappel
sur les nombres complexes est nécessaire.
Un nombre complexe est un nombre de Ia
forme z = a + ib, oU 0, b sont des nombres
réels et j=+/—1, donc 2=-1. Le conjugué du
nombre z est le nombre complexe Z=a—ib.
[l est facile de vérifier que
z+z=2a, et que

Aussi,si zest réel,
R c'est-a-dire

7-7=a’+b*eR.

si b=0, alors Zz=z. Cest encore
vrai pour z=0. De plus, le conjugué d'une
somme est la somme des conjugués,

et de méme pour le produit,

212y =2, Z,.
Revenons a notre polynéme P a coefficients
réels, et soit z  une racine complexe
qui n'est pas réelle. On a bien sir Az) = 0.
Donc P(zj)=0=0. Calculons P(zj).

n=1
+Gn_1Zj +..+ 0121» +GO

_ n-1 —
=Z; +Gn_1Zj +...+O1Zj+00

en utilisant le fait que le conjugué d'une
somme est la somme des conjugués.
Maintenant, on va appliquer que le conjugué
d'un produit est le produit des conjugués.
Et, comme les a; sont des nombres réels,
onaura 0;=0a;. On obtient donc:

Pz;)=z]

—n-1 -
140,42 0z +ag,

ce qui nous dit que Zz; est aussi une racine
de P! Onagagné ! Regroupons ensemble les
deux facteurs linéaires (x - zj) et [x—fj) et

posons z;= a+ ib. Alors

(X—Zj)[X—?j)

=((x—a)-b)((x—a)+ib)
=(x—0)?=i%%=(x—0a)’ +b°.

On obtient bien un polynéme de degré 2 a
coefficients réels.

Notre deuxieme exemple vient de la topologie.

La classification des nosuds

Un nceud est une courbe fermée dans I'espace.
Pourquoi? Si la courbe n'est pas fermeée,
alors en la bougeant dans I'espace on peut la
dénouer. Mais, si elle est fermée, on ne peut
pas. Deux nceuds sont équivalents si on peut
déformer I'un dans I'autre. On représente un
nceud par un dessin dans le plan avec des
croisements.

Mais, un méme nceud peut étre représenté

par des dessins trés différents (voir les

trois présentations du noeud de tréfle a
gauche). Lorsqu'on a deux dessins avec
un grand nombre de croisements
chacun, comment décider si les deux
nceuds sont équivalents ou non? La
classification des nceuds est un pro-
bleme trés complexe et non résolu

Université de Montréal

)

Neeud trivial

&

Deux présentations
du neeud de trefle
a gauche

Q)

Neeud de trefle
a droite

<D

Neceud en 8

Autre présentation
du neeud de trefle
a gauche

OO0
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Entrelacs de Hopf

Entrelacs
de Whitehead

><\)

dans le cas général. Parmi les outils de
classification, on utilise des invariants'.
Un invariant est un objet mathématique qui
est le méme pour deux nceuds équivalents.
Un invariant trés simple (mais difficile & cal-
culer) est le nombre minimal de croisements
dans une représentation du nceud. Sur la page
précédente, le nombre minimal de croisements du
noeud trivial est O, celui du noeud de trefle,
3, et celui du noeud en huit, 4. Vous pouvez
vous convaincre qu'il n'y a pas de noeud
ayant un nombre minimal de croisements
égal a 2. Mais, cet invariant n'est pas assez
fin : il existe beaucoup de nceuds non équi-
valents qui ont le méme nombre minimal de
croisements. En effet, on a déja 12965 nceuds
premiers non équivalents a 13 croisements,
et un nceud a 13 croisements n'est pourtant
pas trés complexe... Dans les travaux qui lui
ont valu la médaille Fields en 1990, le mathé-
maticien Vaughan Jones a introduit un nouvel
invariant des nceuds. Cet invariant, appelé
polynéme de Jones, est un polyndme (géné-
ralisé). Méme si cet invariant n'est pas un
invariant complet, c'est-a-dire qu'il existe
des nceuds non équivalents qui ont le méme
polyndme de Jones, il est beaucoup plus puissant
que les autres invariants connus a I'époque.

De maniére surprenante, ce résultat
de Jones qui a eu un tel retentissement
a maintenant une preuve élémen-
taire donnée par Louis Kauffman.
Mais, il va falloir pour cela élargir

le probléme aux entrelacs.

1. Voir l'article « Classifier des objets »,
Accromath, 2016.

Un entrelacs est un ensemble fini de nceuds
qui peuvent étre entrelacés ou non. Voici par
exemple l'entrelacs de Hopfet I'entrelacs de
Whitehead représentés dans la marge a gauche.

Comment décider si deux nceuds ou deux
entrelacs sont équivalents? Un élément de ré-
ponse est fournie par le théoréme fondamental
de la théorie des nceuds (voir I'encadré ci-bas).

Ce théoréeme permet de montrer que deux
noeuds sont équivalents : il suffit de trouver
une suite de mouvements de Reidemeister
transformant I'un dans l'autre. Par contre, il
ne nous est en général d'aucun secours si on
veut montrer que deux nceuds complexes ne
sont pas équivalents. Mais, il sera tres utile
pour montrer que le polyndbme de Jones
est un invariant : il suffira de voir que si un
noeud est obtenu d'un autre par un mouve-
ment de Reidemeister, alors son polyndme de
Jones ne change pas.

La construction du polynéme de Jones d'un
noeud ou entrelacs se fait en deux temps.
Dans un premier temps on introduit le poly-
néme crochet d'un nceud ou entrelacs. C'est
un polynéme dans les trois variables A, Bet d.

Pour le construire, on défait dans un premier
temps tous les croisements, 'un apres l'autre,
de deux manieres. Voici la premiére régle
pour défaire tous les croisements:

Premiere regle
pour défaire les croisements

(A =A0O+B(x)

La régle correspondant au dessin est la sui-
vante: lorsqu'on s'approche d'un croisement
sur le brin supérieur, dans le premier cas on
tourne a gauche (A); dans le deuxieme (B),
on tourne a droite.

Détail de la regle

% AN

Bifurcation a gauche
a lI'approche du croisement

Y B N\
N T 7N

Bifurcation a droite
a l'approche du croisement

Regardons sur le noeud de trefle a gauche ce
que cela donne.
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(O)=A(S)+B(B)
= A(A(S) +B(D) + BIAG)+BEO)

= AA(ASD)+B2)) +A(BIA)+B(D))
+BAIA(R)+B(©)))+B(BIAR)+B(©)))

On voit qu'il nous reste dans les crochets des  Ceci nous donne le polynéme crochet du
entrelacs triviaux formés de un, deux ou trois  noeud de tréfle a gauche
noeuds triviaux.

Cec o deuieme reale
csglfluneog(;saqr?f:: eilg\?etrfn neouexulgnt]ﬁvirjlgoen <@> = A3 d 2+3A2 B d
multiplie le polynéme crochet par d.
+3AB*+B°d
0 - o — — [ v
( it ©> — dn 1( O) Remarquons que la premiére régle
n

(4] Accromoth vol 12 « hiver— printemps 2017

S de construction du polynéme
crochet peut transformer un nceud
La troisieme régle est que le polyndome en entrelacs ou le contraire !
crochet du noeud trivial est 1. C'est pour cela que la méthode

ne pourrait pas fonctionner si on
(O) = 1 n‘avait pas élargi aux entrelacs.
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Pourquoi aurait-on construit un invariant?
En fait, on n'en a pas encore construit un. |l
faut regarder I'effet sur les mouvements de
Reidemeister.

Commencons par regarder le mouvement de
Reidemeister 1.

(Q=A{Z) +B(X)
= AIACS)+B(2))

+B(AOO+B(R)
= (A2+B?) (%)
+ AB(2) + O)))

On a vu apparaitre un nceud ftrivial. La
deuxieme regle donne ici:

~~ ~~
(9)=0d(2)
A e
Cette régle implique que chaque fois qu'on a

un neeud trivial, si on I'enléve, on multiplie le
polyndme crochet par d.

On veut que le polyndbme crochet soit le
méme pour les deux cotés du mouvement de
Reidemeister 1.

(X)=(A%+ B>+ dAB)(X)
? +AB(O0)
= (00

Ceci nous améne aux deux régles
B=A"
d=-A?-B>=-A?-A2

En remplacant B et d par leurs valeurs, le
polyndbme crochet est un invariant pour le
mouvement de Reidemeister Il. On peut véri-
fier qu'il est aussi un invariant pour le mou-
vement de Reidemeister Ill. Avec ces deux
régles le polyndme crochet du noeud de
tréfle devient:

(©)=Ad?+3A2Bd+3AB*+Bd
= A7_ A3_ A5

Passons maintenant au polynéme crochet
pour le mouvement de Reidemeister |, qui
peut se présenter sous deux formes :

(9= AG+A ()
= (A-A(A2+A2)) )
- =A%)

et, pour la deuxiéme forme,

(= AP+ A0
=(-A(A+ A7)+ A7) (0)
=-A (=)

On voit que le polynéme crochet n'est pas un
invariant... On va alors le corriger pour qu'il
en devienne un.

Le polynéme de Jones

Ce polyndme sera un invariant des nceuds ou
entrelacs orientés. On va donc donner une
orientation a chaque nceud de notre entre-
lacs.

Ceci nous permet de donner un signe a
chaque croisement. Le signe est +1 si,
lorsqu'on est au croisement sur le brin supé-
rieur on tourne celui-ci dans le sens positif
pour I'amener sur le brin inférieur orienté. Si
au contraire, on tourne dans le sens négatif,
alors le signe est -1.

KA

La torsion d'un nceud ou entrelacs L, notée
T(L), est alors la somme des signes de ses
croisements. Par exemple pour le nceud de
trefle gauche, cette somme vaut -3, alors
qu'elle vaut +3 pour le nceud de tréfle droit:

) (D)

ny =-3 o =+3



Le polyndme de Jones d'un nceud ou entre-
lacs L, que I'on notera J(L), est le polynome
crochet du nceud ou entrelacs orienté, multi-
plié par (-A)-370:

JL)=(=ATE(L),

Vérifions maintenant que le polyndme de
Jones est un invariant pour le mouvement de
Reidemeister .

Regardons le premier cas :

>0 XD

Quelle que soit la maniére dont on met
I'orientation, le croisement est négatif. Alors,

J0o)=(-A)3(0)
=(-AP(-A)3¢0)
= (x0)=/0)

Le deuxiéme cas se fait de méme et le poly-
nome de Jones est encore un invariant pour
les mouvements de Reidemeister Il et llI.

On a donc montré que le polyndme de Jones
est un invariant des entrelacs orientes !

Calculons le polyndme de Jones du nceud
de tréfle gauche. On a calculé son polynéme
crochet a la page précédente.

La torsion du nceud de trefle & gauche vaut
TlL) = -3. Pour obtenir son polynéme de
Jones il faut donc multiplier son polynéme
crochet par:

(AT = (A = -4,
ce qui donne:

JB) = A* + AT - A'8

Vous pouvez vérifier que le polyndbme de
Jones du nceud de tréfle droit est obtenu de
celui du nceud de tréfle gauche en rempla-
cant A par A", Ces deux nceuds n'ont pas le
méme polyndme de Jones: on ne peut donc
déformer I'un dans l'autre, ce dont vous avez
d{ vous convaincre si vous avez essaye. Faire
une preuve rigoureuse est par contre beau-
coup plus difficile.

Bravo si vous vous étes rendus jusqu'a la fin.
Vous avez pu comprendre les détails d'un ré-
sultat qui a eu un retentissement énorme
en théorie des nceuds et qui fait partie des
contributions pour lesquelles Vaughan Jones
a recu une médaille Fields. Comme vous avez
pu le voir, il ne faut pas avoir peur d'élargir
un probléme pour trouver une solution plus
simple. Peut-étre aurez-vous un jour votre
propre exemple a ajouter a cette collection...

Vaughan Jones
(1952 -)

Né en Nouvelle-Zélande en 1952,
le mathématicien Vaughan Jones
est réputé pour ses travaux en
théorie des nceuds.

En 1980, il s'est installé aux Etats-
Unis. Il a enseigné a I'Université de
Pensylvanie de 1981 a 1985, puis

a I'Université de Californie a Berkeley. Il est présentement pro-
fesseur a la Vanderbilt University. Pour la qualité de ses travaux,
il a recu la médaille Fields en 1990 et le titre de compagnon
distingue de l'ordre du Mérite de Nouvelle-Z¢lande en 2002.

Noeud en étoile Noeud de Stevedore

o’

Noeud de tréfle Noeud en huit

Elargir pour simplifier | Christiane Rousseau ¢ Université de Montréal
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Frédéric Gourdeau
Université Laval

Imaginez que vous avez deux cartes du Québec, I'une par-dessus
l'autre. Vous prenez celle du dessus que vous déformez en la
froissant, tournant, retournant et pliant comme vous voulez,
et vous la déposez a nouveau sur l'autre carte, sans qu'elle
dépasse. Alors, il y a toujours au moins un point de la carte
déformée qui est exactement au-dessus du méme point sur
la carte du dessous. Surprenant?

Point fixe et coloriage

Transformation topologique

Lorsque l'on déforme une carte sans la
déchirer, la fonction qui décrit la transforma-
tion est continue. Intuitivement, on voit que
si deux points sont pres I'un de 'autre sur la
carte initiale, alors ils sont toujours prées l'un
de l'autre aprés la déformation de la carte.
Si la carte est imprimée sur une surface
malléable que I'on peut étirer (comme un
tissu élastique) ou méme contracter (comme
une mince couche de pate a modeler), et que
I'on permet en plus d'étirer ou de contracter
certaines parties de la carte, la transforma-
tion est toujours continue: il s'agit d'une

transformation
topologique.
Lorsque I'on dépose
la carte déformée sur
la carte initiale, sans
qu'elle dépasse, alorsilya
toujours au moins un point de
la carte déformée qui est exactement
au-dessus du méme point sur la carte du
dessous. Ce résultat est un exemple d'appli-
cation du Théoréme du point fixe de Brouwer,
lequel a de nombreuses applications. (Voir
I'encadré Un résultat aux multiples rami-
fications.)

qotation dun QUart de to,,



Démontrer un tel résultat

n'est pas évident car on connait
trés peu de choses sur la transformation de
la carte: froisser, plier, retourner, ce n'est pas
trés bien défini mathématiquement, enfin,
pas dans le sens habituel. Ou sont les coor-
données? Ou est la formule? L'important ici
n'est pas que la fonction nous soit donnée
sous une forme particuliere mais bien qu'elle
soit continue: par exemple, on ne peut
permettre de déchirer la carte, car a ce
moment le résultat n'est plus vrai.

Tout cela est bien beau, mais comment
alors prouver le Théoréme du point fixe de
Brouwer?

Triangle et point fixe

Pour prouver le Théoréme du point fixe dans
le plan, il suffit de le démontrer dans le cas
ou E est la région formée par un triangle et

son intérieur. On peut en effet transformer de
maniere continue en un triangle une région
qui respecte les conditions énoncées dans le
Théoréme de Brouwer, et ainsi se ramener a
une fonction continue fdu triangle ABC vers
lui-méme. (Voir I'encadré Un triangle suffit)
On veut donc montrer qu'une fonction conti-
nue f d'un triangle dans lui-méme possede
un point fixe, c'est-a-dire un point P tel que

P = P

Point fixe et coloriage | Frédéric Gourdeau ¢ Université Laval
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Coloriage et point fixe

En mathématiques, on s'intéresse depuis
longtemps aux problémes de coloriage. Cela
peut paraitre surprenant, et ce qui peut I'étre
encore plus, c'est que c'est utile! Le Lemme
de Sperner en est un magnifique exemple. Il
décrit des conditions qui garantissent I'exis-
tence d'un triangle ayant ses trois sommets
de couleurs différentes, et nous allons voir
comment |'utiliser pour prouver I'existence
d'un point fixe pour toute fonction continue
d'un triangle vers lui-méme. Mais avant de
['utiliser, encore faut-il I'tnoncer correctement.

Le Lemme de Sperner

On divise un triangle ABC en plusieurs petits
triangles tel que sur le dessin ci-contre.
(On a ce qu'on appelle une triangulation du

triangle.) On colore Aen rouge, Ben bleu et C
en jaune, et chacun des autres sommets en
jaune, bleu ou rouge, avec la seule condition
que les sommets sur le coté
AC sont jaunes ou rouges,
ceux sur le coté BC sont
jaunes ou bleus, et ceux
sur le cété AB sont
rouges ou bleus. Les
sommets intérieurs
sontjaunes,bleus
OU rouges, sans
autre condition.

Le Lemme de Sperner affirme qu'il existe
au moins un petit triangle qui a ses trois
sommets de couleurs différentes : on le dira
tricoloré. Sur la figure, le petit triangle
bleu est tricoloré.



Trouver un triangle tricoloré

Lorsqu'il y a peu de triangles, on pourrait
espérer trouver un argument qui permette
de traiter tous les cas pour montrer qu'il
existe au moins un triangle

tricoloré. Mais que faire si

on a plusieurs triangles?

Pourriez-vous traiter tous

les cas de coloriage de
ce triangle? Et que dire
si on a des millions de
petits triangles?

La preuve du Lemme de Sperner utilise un joli
argument de parité (voir I'encadré page 10).

Un coloriage a la Sperner

Pour prouver I'existence d'un point fixe pour
toute fonction continue d'un triangle vers
lui-méme en utilisant le Lemme de Sperner,
on veut un coloriage des points du triangle
qui respecte les conditions du lemme tout en
étant relié¢ au comportement de la fonction £.
Il'y a plusieurs choix possibles, dont celui
donné par l'algorithme suivant. (Voir les
coordonnées barycentriques pour une défi-
nition plus rigoureuse.)

® On colore les sommets: A
en rouge, B en bleu et C
en jaune.

e Si f(X) se retrouve
dans la région en
rouge, on dit que
f(X) séloigne de A
A et on colore
X en rouge (comme A). (La région ne
contient pas le c6té contenant X)

e Si f(X) ne s'éloigne pas de A et qu'il
s'éloigne de B (i.e. f(X) est strictement a
gauche de la paralléle a AC par le point X),
alors on colore X en bleu (comme B) : f(X)
sera en fait dans la région en bleu sur la
figure.

e Sif(X) ne s'éloigne nide A, nide B, et qu'il
s'¢loigne de C alors on le colore en jaune :
il sera dans la région en jaune.

C

Point fixe et coloriage | Frédéric Gourdeau ¢ Université Laval
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’w Emanuel Sperner
@™ 1905-1980
g v Emanuel Sperner était un mathématicien
allemand, né a Waltdorf prés de Neisse.

Cette ville fait maintenant partie de la
Pologne et porte le nom polonais de

Nysa. Sperner a étudié au Carolinum
Gymnasium de Neisse et est entré
a I'Université de Fribourg en 1925. A I'époque, les étudiants
avaient I'nabitude de fréquenter plusieurs universités et, aprées
deux semestres, Sperner s'est inscrit a I'Université de Hambourg.

llyarecusondoctoraten 1928.C'estdanssathésequ'il a présenté
I'important résultat appelé maintenant Lemme de Sperner.

Si il y a un point X qui ne peut étre coloré,
c'est qu'il est fixe car il ne s'éloigne ni de A, ni
de B, ni de C Dans la suite, on supposera que
les sommets des petits triangles considéres
sont colorés: si un sommet ne peut étre
coloré, alors on a déja un point fixe.

Notons que pour un point Xsur le coté AB, il
n'y a pas de région jaune et X est donc rouge
ou bleu; de méme, un point sur le coté AC
est rouge ou jaune, et un point du coté BC
est bleu ou jaune. Le coloriage respecte donc
bien les conditions du Lemme de Sperner.

Un triangle multicolore

Chacun des points du triangle a ainsi été
coloré en jaune, bleu ou rouge, tout en res-
pectant les conditions du Lemme de Sperner.
Alors, pour toute triangulation du triangle en
petits triangles, il existe un petit triangle qui
est tricoloré: si le triangle est trés petit, ses
sommets jaune, bleu et rouge sont tres pres
les uns des autres.

Une infinité
de triangles tricolorés,
de plus en plus petits

On considére des triangulations avec des
triangles de plus en plus petits (disons que
I'on diminue la longueur des cotés des
petits triangles par 2 a chaque étape), et pour
chaque triangulation, on considere un des
petits triangles tricolorés dont I'existence est
garantie par le Lemme de Sperner. On a donc
une infinité de triangles tricolorés, de plus en
plus petits.

Une infinité de sommets rouges
Considérons la suite des sommets rouges de
ces petits triangles tricolorés, et divisons le
triangle initial en 10 régions: il y a forcément
au moins une de ces régions qui contient
une infinité de points rouges. Divisons cette
région en 10 régions plus petites: il y en a
encore forcément une qui contient une
infinité de points rouges. Et ainsi de suite.
En subdivisant toujours ainsi,
on peut voir qu'il y a une in-
finité de points rouges dans

une région aussi petite /\
que I'on veut. A la li- A
mite, les régions ainsi
obtenues  tendent
VErs un point: ce

\/‘
N

point est donc la
limite de points /\/
rouges. A

Un point que I'on ne peut colorer
Le point est la limite de points rouges. Mais
comme ces points rouges sont les sommets
de triangles tricolorés de plus en plus petits,
les autres sommets de ces triangles se
rapprochent aussi de Pqui est donc la limite
de points rouges, de points bleus et de points
jaunes.

Peut-on le colorer? En fait, selon la définition
de coloriage donnée plus tot, le point ne
pourra étre coloré (voir encadré), et il est
donc fixe, ce qui démontre le Théoréme du
point fixe de Brouwer.



Un point fixe dans R”

Le résultat de point fixe que nous avons
montré a des formulations plus générales. I
demeure vrai si on a une fonction f: E— £
ou E est une région bornée et suffisamment
réguliere dans I'espace, sans trou et incluant
sa frontiére, telle une spheére ou un polyédre,
et aussi pour des régions aux propriétés
analogues dans R” pour n> 4.

Le Lemme de Sperner est aussi vrai pour
I'analogue des triangles dans R”, soit les
tétraedres dans R® et les simplexes en
général dans R".

L'utilit¢ du Lemme de Sperner montre bien
que le coloriage a sa place en mathéma-
tiques, et illustre que les mathématiques
discretes peuvent étre utiles dans d'autres
domaines.

Point fixe et coloriage | Frédéric Gourdeau ¢ Université Laval
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i IS mathématiciens Sont des machines

e

_ % @ transformer du café en théorémes: |
_Le dicton est vrai aussi avec les pizzas'.

Le découpage de la pizza, on le sait par ex-
périence, est un art délicat. On y rencontre
des problémes faciles pour débutant, qui
donnent lieu a des théorémes purement
visuels, mais il conduit aussi a de subtils et
difficiles raisonnements. Une série de résul-
tats inattendus liés a cet art ont été élaborés
depuis une vingtaine d'années. lls donnent
maintenant une bonne consistance a ce
domaine de recherche tiré des questions sau-
grenues que les mathématiciens ne peuvent
sempécher de formuler quand ils sont
assis devant ce vieux plat napolitain a base de
tomates étalées sur une pate bien épaisse et
moelleuse cuite dans un four a bois.

Coups de couteau
rectiligne

Julie et Jacques commandent une pizza. Ils
souhaitent la partager équitablement. lls
décident d'utiliser la méthode suivante :
apres avoir donné N coups de couteaux recti-
lignes passant par un méme point et formant
entre eux des angles égaux (de w/N radians),
ils se trouvent en face de 2N parts qu'ils s'at-
tribuent en les distribuant alternativement

1. Cet article reprend certaines parties de
l'article de Jean-Paul Delahaye paru dans
Pour la science en 2010 (voir pour en
savoir plus).

a Julie et a Jacques.
On suppose que tracer les

parts a coup de traits parfaitement droit
et formant des angles égaux est facile. On
admet aussi que la pizza est idéalement ronde,
que la garniture est uniformément répartie a
sa surface et donc seules — dans un premier
temps — importent les aires attribuées

a Julie et Jacques.
Avec N=6 on ob- 6.‘.‘

tient une figure ‘'@ !
comme celle ci- ...'
contre ou l'on . ©
convient par (LO®s

4

exemple que les

parts vertes sont
celles de Jacques
et que Julie recoit les
autres parts.

Si les N traits de
découpe passent
par le centre
de la pizza, la
distribution est
équitable car toutes
les parts sont égales. .0..

Si l'un des traits de

découpe passe par le centre de la pizza, la
encore le partage est équitable pour une
raison de symétrie : a chaque part destinée
a Julie correspond une part de méme forme
pour Jacques.




Déterminer le centre d'une pizza —
comme chacun le sait — est difficile,
et on ne supposera donc pas que le
centre de la découpe coincide avec le
centre de la pizza.

La question est maintenant devenue
mathématiquement précise et non
triviale : est-ce qu'un tel découpage est
équitable? Quand il ne I'est pas, comment
savoir qui est favorisé? Si un convive est
favorisé pour l'aire de la pizza qu'il mange,
I'est-il pour la longueur du bord 7 Que dire de
la garniture et que se passe-t-il dans le cas
ou on prend en compte une épaisseur inégale ?

Avec une découpe

Pour N=1, le pro-
bleme est évident.
Si le trait de dé-
coupe ne passe
pas par le
centre, la part
qui contient
le centre a une
aire supérieure a la
moitié¢ de la pizza
et donc celui des
convives qui se
voit  attribuer
cette part est
favorisé. lIci le
convive favorisé
I'est doublement,
car il a une plus

grande aire de pizza,
mais aussi unplus long morceau du bord de
la pizza.

Avec deux découpes

Pour N=2, le probleme devient intéres-
sant. Lla réponse est
que le convive qui
possede la part
contenant e
centre est a
nouveau favori-
sé. On peut étre
trés précis et af-
firmer que le sup-
plément de pizza qu'il
mangera aura une aire valant exactement
4 fois l'aire du rectangle dont la diagonale est
le segment reliant le centre de la pizza et le

Découper une pizza | Jean-Paul Delahaye e Université de Lille 1, Sciences et Technologies

centre de découpe et dont les cOtés sont pa-

ralléles aux traits de découpe.

Pour le bord de la pizza, cette fois tout est
parfait : méme en placant le centre de dé-
coupe loin du centre de la pizza les deux

convives seront également servis.
Voir la preuve de ces affirmations
dans l'encadré « Le cas N = 2 ».

Avec trois découpes

Pour N=3, le résultat est a nouveau
que le convive qui prend le centre
mangera une plus grande aire de piz-
za. La démonstration compléte n'est
pas tres simple, mais il est facile de
voir que c'est vrai si le point de dé-
coupe est proche du bord. En effet,
un petit calcul trigonométrique avec
une pizza de rayon 1 montre que si
le point de découpe est sur le bord,
celui qui prend le centre mangera
une aire de m/3 + V3/2, soit 60,9 %
de la pizza (voir section problémes).
En déplacant légérement le point
du bord, par continuité, le résultat
reste vrai. Quand le point est éloigné
du bord, celui qui prend le centre
garde I'avantage mais il faut un autre
raisonnement.

Si le point de découpe est
sur le bord, I'un des traits
est tangent a la circon-
férence de la pizza,

a Accronuoth  voi. 12« hiver - printemps 2017
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Pour N=3, si ce qui vous intéresse est d'avoir
plus de bord, maintenant la situation est
inversée : celui qui prend le centre aura moins
de bord. Comme précédemment, on le prouve
facilement lorsque le centre de découpe est
assez proche du bord et comme précédem-
ment la propriété reste vraie quel que soit le
centre de découpe. Si l'un des convives pré-
fere avoir plus de surface et l'autre plus de
bord, une entente est possible entre eux.

Avec quatre découpes

Pour N=4, une trés belle solution purement
graphique a €té proposée par Larry Carter et
Stan Wagon en 1994. Elle est reproduite dans
I'encadré ci-contre. Elle indique que les deux
convives recoivent exactement la méme aire
de pizza, cela quel que soit I'emplacement du
centre de découpe, ce qui est assez étonnant.

On en déduit par soustraction des aires, voir
I'encadré « Le bord de la pizza » que les deux
convives dans le cas N =4 disposeront aussi
de la méme quantité du bord de la pizza exac-
tement, et cela méme si on considére que le
bord a une certaine épaisseur et est donc un
anneau. Avec quatre traits de découpe, on a
donc toujours un partage doublement équi-
table de la pizza, Julie et Jacques savent ce
qu'ils doivent faire.

Pour six traits, un découpage du méme type
a éteé proposé par Allen Schwenk, et récem-
ment Greg Frederickson un mathématicien
spécialiste des dissections géométriques a
découvert un schéma général de découpage
qui s'applique a tous les N pairs.

Vraiment difficile

Quand N est pair, d'autres démonstrations
que celle de Frederickson ont été proposées.
Elles procédent a coup de calculs d'intégrales
et concluent que les parts des deux convives
sont égales.

En 1999, Jeremy Hirschhorn (avec 4 membres
de sa famille !) a établi un résultat plus
général :si on écrit N=2M alors la pizza (qui
est coupée en 4M parts) sera distribuée équi-
tablement entre M convives pourvu qu'on
donne quatre parts a chaque convive en sui-
vant un ordre cyclique d'attribution. Pour
N=6 par exemple, I'ordre d'attribution doit
étre : a—b—c—a—b—c—a—b—c—a—b—c.
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Le raisonnement de I'encadré « le bord de
la pizza » montre que le partage du bord de
la pizza est lui aussi équitable entre les M
convives (ou entre les deux convives) et cela
méme en considérant que le bord a une cer-
taine épaisseur.

Plus intéressant encore, le résultat des Hir-
schhorn a une conséquence trés générale. Si
les garnitures de tomate, de fromage fondu
et de jambon sont disposées de telle maniere
qu'elles forment dans chaque cas un disque
(dont le centre peut étre différent de celui
de la pizza et du centre de découpe) alors les
proportions de garniture de tomate, de fro-
mage fondu et de jambon seront équitable-
ment réparties entre les M convives pourvu
que le centre de découpe soit bien a l'inté-
rieur du disque de chaque garniture. Le rai-
sonnement consiste simplement a appliquer
le résultat précédent en assimilant succes-
sivement le disque de chaque garniture a la
pizza entiere.

La situation est donc tout a fait remarquable
et signifie en particulier le résultat suivant.

Soit une pizza recouverte d'un disque de
tomate, d'un disque de fromage fondu et
d'une tranche de jambon circulaire. Sion la
découpe par 6 traits rectilignes faisant des o i i
angles de 30°, passant par un méme point Difficiles nombres impairs

intérieur aux trois disques de garniture, — Pour un nombre Nimpair de découpes, le cas
alors une distribution de typea bcabca  général avec deux convives est longtemps
b cabcdesdouze parts dessinées donne  resté une conjecture et c'est seulement en
aux trois convives des quantités égales 2009 que Rick Mabry et Paul Deiermann
de pate, de bord de pizza, de tomate,  apres avoir séché sur le probléme pendant
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de fromage fondu et de jambon. plusieurs années et mené des calculs infor-
matiques variés ont fini par mettre au point
Disque de jambon une démonstration du beau résultat suivant.

Disque de e Sil'un des traits de découpe passe par

Disque de tomate le centre, les deux convives ont la

méme aire de pizza et la méme
longueur de bord (nous avons
déja vue que cette partie est évi-
dente pour des raisons de symé-
trie ; voir figure ci-contre). Sinon :
e pour N=3,7, 1,15, 19, 23, ... (tous
les nombres entiers de la forme 4k-1) le
convive qui prend le centre obtient la plus
grande aire de pizza, et le moins de bord.
e pour N=5,9 13, 17, 21, 25, ... (tous les
nombres entiers de la forme 4k+1) le
convive qui prend le centre obtient la plus
petite aire de la pizza et le plus de bord.

fromage fondu
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Pour N impair, le cas d'un nombre quel-
conque de convives n'est pas encore résolu.
On a a nouveau ici I'exemple de problémes de
géométrie délicats dont la solution aura at-
tendu le XIX® siécle... ou méme qui attendent
encore.

Et I'épaisseur ?

Une pizza n'est pas infiniment mince! Que
se passe-t-il quand on tente de prendre en
compte I'épaisseur inégale des pizzas ou
qu'on envisage d'autres produits gastrono-
miques ayant des formes plus variées ? Bien
slir, ce que nous venons de dire pour les piz-
zas est valable pour les tartes, quiches et
autres cylindres alimentaires parfaits.

Quand il est possible, le découpage en
tranches infinitésimales circulaires d'un vo-
lume, conduit a proposer une généralisation
des résultats sur les découpages de pizza (N
pair ou impair) pour un assez grand nombre
de formes intéressantes. On peut ainsi envi-
sager le cone pointu oblique (pourvu que la
pointe reste au-dessus de la base et que I'axe
central de découpe passe par la pointe), le
«flancr (cone tronqué), le « Reblochon » (cone
tronqué concave), la demi-sphére tronquée
en lui enlevant une calotte horizontale, des
colonnes et cones torsadés, etc.

Cone oblique

Cone tronqué
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Cone tronqué Demi-spheére
concave tronquée

Voici un énoncé plus précis. La généralisa-
tion du théoréme de l'encadré en page preé-
cédente pour les nombres N pairs ou impairs
fonctionne pour tout volume V qu'on décou-
pera par N plans de découpe verticaux si :

- la surface de Vest limitée en bas par un
disque horizontal de base B et en haut par
un disque horizontal de sommet S (les
disques B et S pouvant étre réduits a un
point) ;

- les N plans de découpe, quand on tranche
le volume en 2N morceaux, passent
par une méme droite A (I'axe central de
découpe) et forment des angles égaux
entre eux ;

- chaque coupe horizontale de V donne un
disque D contenant un point de I'axe A.

8 Accronoth  voi. 12 ¢ hiver - printemps 2017




Le mathématicien italien Bonaventura Cavalieri a développé
une méthode, appelée « méthode des indivisibles »,
pour calculer des aires de surfaces et des volumes de solides.
Cette méthode, qui n'était pas trés rigoureuse, présente

cependant des analogies avec les méthodes modernes.

Les indivisibles Qe {

André Ross
Professeur retraité

Méthode des indivisibles

La méthode des indivisibles fut présentée en
1635 par Bonaventura Cavalieri dans son ou-
vrage Geometria indivisibilibus continuorum
nova quadam ratione promota (Géométrie
des continus par les indivisibles, exposée par
une certaine nouvelle méthode, couramment
appelé Traité des indivisibles). Cette méthode
découle d'une conception de la matiére et du
continu propre a certains philosophes sco-
lastiques, qui pensaient que la matiére était
composee de particules insécables ou atomes
dont la nature et les propriétés different de
celles de la matiere. Dans cette conception
la décomposition de la matiére est limitée
puisque celle-ci est constituée de ces parti-
cules. Pour Cavalieri, une ligne est constituée
de points équidistants, une surface plane est
constituée de droites paralléles équidistantes
et un solide est composé de plans paralléles
équidistants.

Le fondement de sa méthode pour les sur-
faces s'énonce comme suit:

Si deux figures planes sont comprises
entre deux droites paralléles et si toutes
les intersections de ces figures avec une
droite paralléle aux deux premiéres ont
méme longueur, alors les figures planes

ont méme aire.
Lillustration ci-bas représente une applica-
tion simple de la méthode des indivisibles.
Le rectangle et le parallélogramme sont

compris entre deux droites paralléles PQ et
RS. Si on trace une droite UV quelconque

P Q

parallelement aux droites et RS, les
segments interceptés par ¢ roite sont
tous deux de longueur g, pui es droites

paralléles comprises entre deux paralleles ont
méme longueur. Cela étant vrai pour toutes
les droites que I'on peut tracer parallélement
a PQ et a RS, il s'ensuit, selon le principe de
Cavalieri, que I'aire du parallélogramme est
¢gale a l'aire du rectangle, soit A=ab. On
conclut que :

L'aire d'un parallélogramme est égale au
produit de sa base par sa hauteur.

La méthode de Cavalieri peut étre généralisée
pour trouver l'aire de figures lorsque l'aire
des indivisibles est dans un rapport donné :

Si deux figures planes ont méme
hauteur et si des sections qui sont
obtenues par des lignes paralléles aux
bases et d égale distance de celles-ci
sont toujours dans un rapport donné,
alors les aires des deux figures sont
aussi dans le méme rapport.

Kepler a procédé de cette facon pour déter-
miner des aires en comparant des figures
dont des sections sont toujours dans un rap-
port donné. En particulier, il a déterminé |'aire
d'une ellipse dont la demi-longueur du grand
axe est b et dont la demi-longueur du petit
axe est a. Il compare les sections de cette el-
lipse a celles d'un cercle de rayon a. Dans la
figure suivante, le cercle et I'ellipse sont deux
figures planes comprises entre deux droites
paralleles |J et KL.

| J
o AEIDECZIISD

K L

=



cavalieri
En considérant que I'ellipse est obtenue par
un étirement horizontal d'un facteur b/a, si

Les indivisibles de Cavalieri | André Ross ¢ Professeur retraité

Cette caractéristique est vraie pour tous les
segments et on conclut:

b
Aglipse ==X na’ = mab.
a

Il est important, lorsqu'on développe une
procédure nouvelle, de s'assurer que les
résultats qu'on obtient avec cette procé-
dure sont les mémes que ceux déja connus.
Ainsi, Archiméde avait utilisé la méthode
d'exhaustion’, accompagnée d'une double
réduction a I'absurde, pour montrer que l'aire
d'un cercle n'est ni plus petite, ni plus grande
que l'aire d'un triangle dont la base est égale

on trace une ligne GH paralléle aux droites |J
et KL, on détermine des segments AB et CD
de telle sorte que:

— b— la circonférence prend une bouffée d'aire ».
D=—AB. Accromath, vol. 8, hiver-printemps 2013,
a pp. 32-37.

Bonaventura
Cavalieri
(1598-1647)

Bonaventura Cavalieri était un

mathématicien et un religieux

italien né a Milan en 1598 et

mort a Bologne le 3 décembre
1647. A I'age de 7 ans il joint les rangs des Jésuates? a
Milan. En 1616, il est transféré au monastere jésuate de
Pise. L'é¢tude des ouvrages d'Euclide a éveillé son intérét
pour les mathématiques. Le cardinal Frederico Borromeo,
constatant le génie de Cavalieri lors de son séjour au
monastere de Milan, le présente a Galilée. Apres cette
rencontre, Cavalieri considere qu'il est un disciple du
celebre astronome, physicien et mathématicien. Il étudie
la géométrie et les mathématiques avec Benedetto
Castelli, qui enseigne a l'université de Pise et s'intéresse
aux problémes de l'optique et du mouvement.

En 1619, Cavalieri se porte candidat pour la chaire de
mathématiques de I'Université de Bologne, mais il est
jugé trop jeune pour un poste aussi prestigieux. Il tente
sa chance a I'Université de Pise lorsque Castelli quitte
pour Rome, mais sa candidature n'est pas retenue.
En 1621, il est nommé diacre et assistant du cardinal
Borromeo au monastere de Milan. Il 'y enseigne la théologie
jusqu'en 1623, alors qu'il devient prieur de Saint-Pierre
a Lodi, une ville de Lombardie au nord de I'ltalie. Son

2. L’ordre des Jésuates appelé également ordre hiérony-
mite est un ordre religieux différent des Jésuites mais
que plusieurs auteurs confondent. Il avait saint Jérome
pour patron. Hiéronymite vient de « Hieronymus »,
nom latin de saint Jéréme.

1. Marie-France Dallaire et Bernard Hodgson,
« Regard archimédien sur le cercle : quand

séjour a Lodi dure trois ans et en 1626, il se joint au
monastere jésuate de Parme jusqu'en 1629.

En 1629, il devient titulaire de la chaire de mathéma-
tiques de Bologne, ou il enseignera les mathématiques
jusqu'a sa mort. Ses travaux portent sur les
mathématiques, l'optique et I'astronomie. Il fut en
grande partie responsable de I'implantation rapide des
logarithmes en ltalie en publiant des tables, a l'inten-
tion des astronomes, qui contenaient les logarithmes
des fonctions trigonométriques.

En 1632, il fait paraitre un ouvrage intitulé Directorium
generale uranometricum. Dans cet ouvrage, il produit
des tables de rapports trigonométriques a huit déci-
males ainsi que leur logarithme. Lors de son arrivée a
Bologne, il avait déja concu la méthode des indivisibles
qui a joué un réle important dans le développement du
calcul intégral. Cette méthode est une variante de la
méthode d'exhaustion utilisée par Archiméde ; elle incor-
pore la théorie des quantités géomeétriques infiniment
petites utilisées par Kepler dans son ouvrage Nova
stereometria doliorum vinariorum (1615)3.

Cavalieri a écrit onze livres, de 1632 a 1646, sur les
sections coniques, la trigonométrie, l'optique, I'astronomie
et I'astrologie. Il a aussi publi¢ deux livres en astrologie,
I'un en 1639 et l'autre en 1646.

Cavalieri a correspondu avec plusieurs mathématiciens,
dont Galilée, Mersenne, Torricelli et Viviani. Sa corres-
pondance avec Galilée compte 112 lettres.

3. Bernard Hodgson, « Regard archimédien sur le cercle
et la sphere: le clin d'ceil de Kepler », Accromath, vol. 8,
éte-automne 2013, pp. 2-37.
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a la circonférence du cercle et la hauteur est
égale a son rayon. Ce raisonnement permettait
de conclure que l'aire du cercle et l'aire du
triangle devaient étre égales.

Ce résultat d'Archi-
mede  peut-il  étre

obtenu par la méthode

' A des indivisibles?
' C=2mr Pour le montrer, il faut
considérer que l'aire
d'un disque circulaire est constitué de cercles
concentriques. En déroulant ces cercles, on
obtient des segments de droite qui forment
un triangle dont la base est 2rr et la hauteur
est r. L'aire du triangle est donc égale a wr2.*

~— Parmi les courbes e'tud_iées par. Archiméde,
I'une d'elles porte aujourd'hui son nom.

T = La spirale d’Archiméde est décrite par le
Jré déplacement d'un point sur une demi-droite
selon un mouvement uniforme tandis que
X , L. la demi-droite tourne autour de
Spirale d’Archimede <, eytrémite, elle aussi selon un
mouvement uniforme. Archimede
a démontré que l'aire de la spirale,
02 aprés un premier tour de la demi-

droite, est €gale au tiers de I'aire du

disque qui la contient.

0

T O g, . .
L'aire comprise entre la spirale

et la demi-droite replacée dans
la position d'ou elle est partie
vaut le tiers de I'aire du cercle
ayant comme centre ['extré-
mité fixe de la droite et dont le
rayonr est le segment que le
point a parcouru pendant une
révolution de la demi-droite.

3n/2

21

5m/2

en triangles, «figure ci-dessous ».
Voir a ce sujet I'article de Bernard
Hodgson, « Regard archimédien
sur le cercle et la sphere : le clin
d’'ceil de Kepler», Accromath, vol. 8,
éte-automne 2013, pp. 32-37.

3n

T2

4. Kepler, pour parvenir au méme
f ) resultat, a décomposé le cercle

Le point, qui se déplace a
vitesse constante sur une demi-
droite en rotation a vitesse
constante autour de I'une de
ses extréemités, engendre une
spirale d’Archimeéde.

Pourparveniraumémerésultat
par la méthode des indivisibles,
on décompose la suface a l'aide
d'arcs de cercles centrésa l'ori-
gine de la spirale. En redressant
ces arcs de cercle, on obtient des segments
de droite. Le principe de construction de la
spirale d'Archiméde permet de dire que si la
demi-droite a décrit un angle au centre o
(exprimé en radians), la distance du point &
l'origine est:

o
r_
2n

C'est le rayon d'un arc de cercle dont la

longueur est: 5

a o
L=r—(2n-o)= r(oc——}

2

21

ou o est un angle
variant de 0 a 2w
(voir section problémes).
Cette derniere ex-
pression est l'équa-
tion d'une parabole
dont la variable in-
dépendante est o.

Par conséquent, les
arcs de cercles, une
fois redressés, sont
les indivisibles d'une
parabole dont |a base
est r et la hauteur
nrf2  (voir section
problémes).  Depuis
Archiméde, on sait
que l'aire d'une telle
surface parabolique
est égale au 2/3 de
I'aire du rectangle
qui la contient®.

5. Marie Beaulieu et Bernard Hodgson, « La
rhétorique mathématique d’Archimede: ou
priment les canons de rigueurs », Accromath
vol. 10, été-automne 2015, pp. 20-25.



La parabole et la spi-
rale sont constituées
des mémes indivisibles,
une fois que l'on a rec-
tifié ceux de la spirale.
L'aire de la parabole L€Urs aires sont donc

est égale aux 4/3  égales et l'aire de la
de I'aire du triangle.

spirale est :
2 mr mr?
A=t T
3 2 3
Calcul

, de volumes
L‘aire de la parabole

est égale aux 2/3  Cavalieri a utilisé la

de l'aire du rectangle. méthode des indivi-

sibles pour calculer le

volume de différents solides. Le principe des

indivisibles pour un volume s'énonce comme
suit:

Si deux solides sont compris entre deux
plans paralléles et si toutes les intersec-
tions de ces solides avec un plan paral-
léle aux deux premiers ont méme aire,
alors les solides ont méme volume.

On peut illustrer la signi-
fication de ce théoréeme
a l'aide d'un parallé-
lépipede rectangle et
d'un cylindre circulaire
droit. Le parallélépipéde
rectangle peut étre concu
comme une pile de
cartes rectangulaires alors
que le cylindre peut
étre congcu comme une pile de cartes rondes.
Si les piles ont méme hauteur (ou le méme
nombre de cartes de méme épaisseur), et si
les cartes rondes ont la méme aire que les
cartes rectangulaires, alors les deux piles
occupent des volumes égaux.

Or, le volume d'un parall¢lépipéde rectangle
est le produit de ses trois dimensions ou
encore le produit de I'aire de sa base par sa
hauteur, soit:

V= Bh.
Par sa méthode des indivisibles, Cavalieri
conclut que le volume du cylindre est égal
au produit de l'aire de sa base par sa hauteur.
L'aire de cette base étant:

A=mr?

Les indivisibles de Cavalieri | André Ross ¢ Professeur retraité

ou r est le rayon de la base du cylindre.
Le volume du cylindre est donc:

V=mreh,
ou h est la hauteur du cylindre.

Volume de la sphere

Par la méthode d'exhaustion, Archiméde
avait obtenu un autre résultat important, le
volume de la sphére. En écriture moderne, il
a montré que:

Vsphére =§X1tr3.
Peut-on parvenir au méme résultat par la
méthode des indivisibles ?

Cavalieri a considéré une demi-sphére de
rayon r et un cylindre de rayon et de hauteur
r creusé en forme de cone inversé, tel qu'il-
lustré par la figure ci-contre.

Dans cette figure, les deux
solides sont compris entre
deux plans paralléles puisque
la hauteur du cylindre est
€gale au rayon de la spheére.
Imaginons maintenant un
plan paralléle au plan P, cou-
pant les deux solides, et dont
la distance au plan P est
¢gale a h. Lintersection de
ce plan avec la demi-sphére
donne un cercle et I'intersec-
tion avec 'autre solide donne un anneau.

Cavalieri compare |'aire du cercle et I'aire de
I'anneau. Le rayon R du cercle est un coté de
I'angle droit du triangle rectangle dont un
des cotés est h et I'hypoténuse est r. Le rayon
du cercle est donc:
R=~Nr"-n,
et son aire est:
A=m(r?-hd.
L'aire de I'anneau est la différence de l'aire
du cercle extérieur et du cercle intérieur. Le
cercle extérieur a méme rayon que le cylindre
et son aire est:
A, =mr2
Le rayon du cercle intérieur de I'anneau est h
puisque le rayon et la hauteur du petit cone
sont égaux. L'aire du cercle intérieur est donc:
A, =mh?
et I'aire de I'anneau est :
A=A - A, =mnrr-nh? =n(r? - h?).

I=- ~---A
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Quel que soit le plan sécant, son intersection
avec la demi-sphére aura toujours la méme
aire que son intersection avec le cylindre de
Creux conique.

Cavalieri en conclut que le volume de la
demi-sphere est €gal a la différence des vo-
lumes du cylindre et du cone. Or, le volume
d'un cylindre de rayon ret de hauteur rest:

v

cylindre =nr
et le volume d'un cone (on le sait!) est le tiers
du volume du cylindre de méme rayon et de
méme hauteur. Le volume de la demi-sphére

est donc:

1 2
3 3_Z2_3
Vdemi—sph'ere_nr _Enr _En

et le volume de la sphére est:

4
Vsph'ere =§7t3.
La méthode des indivisibles peut également
étre utilisée lorsque les aires des tranches
de deux solides sont dans un méme rapport.
C'est ce qu'indique la proposition suivante,
connue sous le nom de Théoréme de Cava-
lieri et utilisée en stéréométrie, domaine de
la géométrie qui a pour objet la mesure des
solides.

Sideux solides ont méme
hauteur et si des sections qui sont
obtenues par des plans paralléles aux
bases et a égale distance de celles-ci
sont toujours dans un rapport donné,
alors les volumes des deux solides sont
aussi dans le méme rapport.

Critique des indivisibles

La méthode des indivisibles a fait l'objet
de critiques du fait que les indivisibles ne
sont jamais clairement définis. Ces critiques
ont forcé Cavalieri a poursuivre ses
travaux et il était conscient que mal
utilisée, la méthode des indivisibles
pouvait déboucher sur des paradoxes.
Ainsi, dans une lettre a Evangelista
Torricelli (1608-1674), Cavalieri présente

¢ la figure ci-contre. Il y constate que
la méthode des indivisibles permet
de conclure que dans un triangle ABC
dont les cotés AB et BC sont inégaux,
la hauteur BD divise le triangle en deux
triangles de méme aire. En effet, des

coupes horizontales
comme JK, ILet HM
déterminent des seg-
ments indivisibles
verticaux  €gaux
deux a  deux
(JG=KN,etc). Les
triangles ABD et

Pour Guldin, la surface latérale
d’un céne est engendrée par
la rotation d’un segment de

BCD ont donc droite L autour d’un axe.
méme aire.

Dans son analyse
de ce paradoxe,
Cavalieri souligne
quelesindivisibles
ne sont pas €ga-

|
J

21tb

sous-triangles, ce  forment un triangle.

qui ne regle rien:

que signifie une « distribution égale» de
lignes sur une surface qui en contient une
infinité ?

Le plus acharné des détracteurs de Cavalieri
est le suisse Paul Guldin, mais la contro-
verse les opposant n'était pas seulement
mathématique, elle était aussi une opposition
idéologique et philosophique. La méthode
des indivisibles allait a I'encontre des prin-
cipes fondamentaux des « mathématiques
jésuites ». La tradition mathématique jésuite,
établie par Christopher Clavius (1538-1612),
s'inspirait en effet de la démarche eucli-
dienne. Les mathématiques devaient procéder
selon une approche systématique etdéductive
en partant de postulats simples, et en allant
vers des théorémes de complexité croissante,
pour décrire les relations universelles entre
les figures. Cet idéal se manifestait dans les
preuves constructives.

C'est en adoptant cette démarche que I'on
peut construire une connaissance cohérente
et hiérarchisée. De méme, en adoptant
des principes abstraits et en appliquant une
démarche déductive, il était possible de
construire un monde fixe et rationnel dont
les vérités sont universelles et incontestables.
Pour Clavius, la géométrie euclidienne était
la science la plus proche de I'idéal jésuite de
certitude, de hiérarchie et d'ordre.

La méthode des indivisibles jetait un pavé
dans la mare tranquille des certitudes jésuites.
Cavalieri n'avait pas recours a des preuves
constructives, il considérait une figure exis-

AR Pour Cavalieri, la surface
lement distribués  Jatérale d'un céne est cons-
dans les deux lituée de plusieurs circonfe-
rences qui apres rectification
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tante et la découpait en tranches pour obtenir  ces tranches lorsque leur

ses résultats (voir encadré en haut de la page 24).  largeur tend vers 0. A
Qui plus est, cette methode, utilisée a mau-  pe meme, pour calculer \//%
vais escient, pouvait génerer des paradoxes, |e volume d'un solide, on ¢
symbole de désordre et de chaos. le découpe maintenant en
Que sont les indivisibles tranches et on calcule |2 |
devenus ? limite de la
somme  des

De nos jours, pour déterminer l'aire d'une \oiumes  des

surface selon les principes du calcul intégral,
on la découpe en tranches rectangulaires et
on calcule la limite de la somme des aires de

@ Paul Guldin
1577-1643

Le mathématicien et astro-
nome Paul Guldin était un
"o jésuite suisse. Il est né le
" 12 juin 1577 & Mels, pres de
Saint-Gall en Suisse et est
mort le 3 novembre 1643 a

Graz.

De famille protestante, Guldin est placé dans sa jeunesse
en apprentissage chez un orfévre. Il exerce ensuite ce métier
dans différentes villes d'Allemagne. Durant son séjour
a Freising, des doutes créés par la lecture d'ouvrages
de controverse lui font consulter le prieur des bénédictins;
il renonce au protestantisme en 1597 et change son
prénom de naissance, Habakuk, en celui de Paul.

En 1597 Guldin entre chez les Jésuites et dans les années
qui suivent, ses dons pour les mathématiques se
développent. Constatant ses progrés et ses aptitudes en
géométrie malgré son manque d'éducation, ses supé-
rieurs I'obligent, en 1609, a commencer ses €tudes a
I'Université grégorienne de Rome. Guldin est alors agé
de trente-deux ans. Il enseigne ensuite les mathéma-
tiques a cette université, puis a I'Université de Graz,
en 1617. Il est forcé de suspendre ses lecons par une
maladie grave, mais reprend son enseignement en 1622
a I'Université de Vienne, ou il demeure jusqu'en 1637.

Guldin résout les plus difficiles problemes de Kepler et
fait I'application du centre de gravité a la mesure des
figures produites par circonvolution. L'essentiel de ses
travaux se trouve dans son ouvrage Centrobaryca (Les
barycentres), qui parait en trois volumes (1635, 1640,
1641) ; on y trouve les deux régles qui portent son nom
et qui sont destinées a ramener aux quadratures les
cubatures de révolution®.

tranches lorsque
leur épaisseur
tend vers 0.

Theéoréme de I’aire des surfaces de révolution

La mesure de l'aire engendrée par la rotation d'une
courbe autour d'un axe ne traversant pas la courbe
est égale au produit de la longueur de la courbe par la
longueur de I'arc décrit par son centre de gravité.

Théoréme du volume des solides de révolution

La mesure du volume du solide engendré par la rotation
d'une surface plane autour d'un axe situé dans le plan de
cette surface et ne la traversant pas est égal au produit
de l'aire de cette surface par la circonférence décrite par
son centre de gravité.

Ainsi, la rotation
d'une circonférence
de rayon r autour
d'un axe a une
distance R du
centre de la circon-
férence engendre
une figure en
forme de beigne,
appelée tore.

Dans ce cas, la
longueur de Ila
courbe (la circon-
férence de rayon r)
est égale a 2mr. La
longueur de I'arc décrit par la courbe est également une
circonférence, cette fois de longueur 2mR. Laire de la
surface du tore est donc:

A = 21trx 2nR = 41?rR.

Par ailleurs, le centre de gravité en cause est le centre du
cercle en rotation et I'aire de celui-ci est /2. La longueur
de I'arc décrit par le centre de gravité est une circonfé-
rence de longueur 27tR. Le volume du tore est donc:

V=mnrx2nR = 212r2R.

6. Ces théoremes sont maintenant appelés Théorémes de Pappus-Guldin, car ils ont été découverts douze siecles plus
tot par Pappus qui les présente dans sa Collection mathématique. Le mathématicien Johannes Keper (1571-1630)
a lui aussi démontré ces théoremes en utilisant des infiniments petits. La démonstration de Guldin comportait des
erreurs qui furent corrigées par Cavalieri.
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Université Laval

lctnieres

mathématico-littéraires (Ill)

Conte pour jeunes... et moins jeunes, récit autobiographique,

exercice stylistique : tels sont les univers littéraires d'ou proviennent

les rencontres mathématiques proposées dans ces glanures.

Jeux de/miroirs

Le pouvoir réfléchissant du miroir a de tout
temps été la source aussi bien de mystere que
d'envoltement. On peut penser ici aux mal-
heursdeNarcisse, personnagedelamythologie
grecque €épris de sa propre image reflétée
dans l'eau d'une fontaine. Ou encore, plus
pres de nous, au miroir magique qui, dans
le conte Blanche-Neige des fréres Grimm
(1812), répete inlassablement & la méchante
reine qu'elle est la plus belle... jusqu'au jour
ou survient la protagoniste du récit!

Mais c'est peut-étre sous la plume de Charles
Dodgson (1832-1898) — alias Lewis Carroll
— enseignantde mathématiquesetdelogique
pendant plus de 25 ans au collége Christ
Church de [I'Université d'Oxford, que la
fascination exercée par le miroir trouve son
expression la plus éloquente. Dans De ['‘autre
cété du miroir, et ce qu'Alice y trouva (1871),
l'auteur du roman a succes Les Aventures
d’Alice au pays des merveilles (1865) nous
montre son héroine littéralement passer a
travers le miroir. Il faut d'ailleurs entendre

celle-ci raconter a son petit chat Kitty ses
idées sur la « Maison du Miroir ».

© lllustrations de John ?’enn/e/ (1871)

« Maintenant, Kitty, si tu veux bien m'écouter,
au lieu de jacasser sans arrét, je vais te dire
tout ce que j'imagine a propos de la Maison
du Miroir. D'abord il y a la piéce que tu peux
voir dans la glace... Elle est exactement sem-
blable & notre salon, mais les objets y sont
inversés. (...) Les livres y ressemblent & nos
livres, a cette différence prés que les mots y
sont écrits @ l'envers; je le sais bien, car un
Jour j'ai tenu un de nos livres devant la glace,
et, lorsqu'on fait cela, ils en tiennent un aussi
dans l'autre piéce. (...) Oh, Kitty, comme ce
serait merveilleux si I'on pouvait entrer dans
la Maison du Miroir! (...) Faisons semblant
d'avoir découvert un moyen d'y entrer, Kitty. »
(...) Tandis qu'elle pronongait ces mots, elle
se trouva juchée sur la cheminée, sans trop
savoir comment elle était venue la. (..) A
l'instant suivant, Alice avait traversé la glace
et sauté avec agilité dans le salon du Miroir.

Le mystere entourant le miroir est fort bien
cristallisé dans la question naive soulevée par
Martin Gardner (1914-2010), vulgarisateur
hors pair des mathématiques : « Pourquoi un
miroir inverse-t-il seulement la droite et la
gauche et non pas aussi le haut et le bas? »
(Voir a ce propos I'appendice au solutionnaire
accompagnant la Section problémes.)

1. De l'autre c6té du miroir, et ce qu‘Alice y
trouva, Chapitre |.

2. Martin Gardner, L'univers ambidextre :
les miroirs de |'espace-temps. Editions du
Seuil, 1985, p. 15.
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Visions kaléidoscopiques

Or un miroir, c'est bien... mais deux, c'est mieux!
L'explosion de motifs provoquée par I'utili-
sation simultanée de deux miroirs est depuis
longtemps une source d'émerveillement.
L'effet de deux miroirs paralléles est bien
connu... par une simple visite au salon de coif-
fure! La figure ainsi obtenue, qui constitue
un magnifique contact géométrique avec la
notion d'infini, est un exemple de frise3 Et
lorsque les miroirs se croisent, leur action
combinée engendre une figure symétrique
par réflexion et rotation, communément
appelée rosace.* On doit au physicien écossais
David Brewster (1781-1868) d'avoir codifié
le type de la rosace ainsi obtenue en fonc-
tion de I'angle compris entre les deux miroirs.
(Voir a ce sujet la Section problémes.)

Les travaux de Brewster I'ont amené a in-
venter, en 1817, un «jouet philosophique »,
selon ses propres termes — c'est-a-dire
un jouet pouvant favoriser le développe-
ment de connaissances —, qu'il a baptisé le
kaléidoscope.® La figure ci-contre, proposée
par Brewster comme illustration de I'utilité
du kaléidoscope dans les arts ornementaux,
représente une rosace a dix composantes
obtenue a l'aide de deux miroirs formant un
angle de 36°.

Le kaléidoscope a immédiatement suscité
un vif engouement dans la population,
comme en témoigne notamment un pas-
sage tiré des Misérables de Victor Hugo
(1802-1885) — éminent poéte, drama-
turge et romancier frangais, membre de |
I'Académie francaise. L'auteur y décrit la
salle basse de l'auberge Thénardier ou
Jean Valjean va chercher Cosette, tel que
promis a sa mére Fantine :

Cette salle ressemblait @ toutes les
salles de cabaret, des tables, des brocs
d'étain, des bouteilles, des buveurs,
des fumeurs, peu de lumiére, beau-
coup de bruit. La date de I'année 1823
était pourtant indiquée par les deux
objets & la mode alors dans la classe
bourgeoise qui étaient sur une table,
savoir un kaléidoscope et une lampe de
fer-blanc moiré.6

3. Une frise est une figure géométrique symé-

trique par translation, tous les vecteurs de
translation étant de méme direction.

4. Unerosace est une figure bornée possédant
un centre et symétrique par rotation autour
de ce centre. Certaines rosaces possedent
également des symétries de réflexion.

5. Mot forgé a partir des racines grecques
kalos, « beau », eidos, « aspect » et skopein,
« regarder ».

6. Les Misérables, 2¢ Partie, Livre Ill, Chapitre |.

© Crédit: Northern Maine Museum of Science
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Dans le récit autobiographique Si
le grain ne meurt, I'écrivain fran-
cais André Gide (1869-1951)
— récipiendaire du prix Nobel
delittératureen 1947 —décrit
de maniére éloquente 'intense
plaisir qu'il éprouvait, a l'age
d'a peine six ans, a manipuler
un kaléidoscope (voir encadré
p. 27). Difficile d'imaginer plus bel
¢éloge de la beauté de phénomenes
géométriques, méme élémentaires!

Les Exercices de style
de Queneau

Une des ceuvres les plus connues de I'écrivain
francais Raymond Queneau (1903-1976)
— dont il a déja été question dans des
Glanures précédentes® —, est sans
contredit ses Exercices de style
(1947), qui se distinguent tant par
leur originalit¢ que leur esprit.
L'idée de base est extraordinaire-
ment simple : partir d'un court récit
d'a peine quelques lignes et en
proposer des variantes écrites tout
en respectant les contraintes de
styles littéraires donnés. Il s'agit
donc d'un ouvrage touchant a
I'essence méme de '« écriture sous
contrainte » si chére au collectif
OULIPO, dont Queneau était I'un des
cofondateurs. L'auteur y reprend
99 fois une histoire somme toute
banale — ou il est question de bus,
d'un jeune homme au long cou et de bouton
de pardessus. (Le texte de départ, intitulé
Notations, est facilement accessible
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stylistique pour comprendre de quoi il re-
tourne — c'est le cas notamment des styles
Homéotéleutes ou Polyptotes.

Mais une partie de l'intérét du lecteur
d'Accromath résidera sans doute dans le fait
que Queneau, se laissant porter par sa passion
pour les mathématiques, a commis quelques
variantes d'une telle nature: Ensembliste,
Probabiliste, Géométrique. (Il avait méme
proposé, mais sans les mener a terme, la
possibilité de versions dans les registres
Arithmétique, Algébrique, Analytique, Topo-
logique.)

L'encadré Ensembliste illustre comment
I'nistoriette de départ, sous la plume d'un
Queneau peut-étre influencé par ses liens
avec certains membres du groupe Bourbaki,
peut se raconter a l'aide du langage de la
théorie des ensembles. On vy retrouve une
certaine saveur rappelant les fameuses
« maths modernes », qui eurent une si forte
influence sur la pédagogie des années 1960.

(Le lecteur intéressé trouvera, en appendice
au solutionnaire de la Section problémes,
d'autres exemples du texte de départ repris
par Queneau dans des styles mathématiques.)

Les Exercices de style
du journal Le Devoir

Dans son édition du 25 octobre 2016, le
quotidien montréalais Le Devoir a voulu
souligner le 40 anniversaire du décés de
Raymond Queneau en proposant un court
texte en hommage a I'écrivain, repris sur le
site du journal selon les 40 premiers styles
mis en ceuvre par Queneau dans son célebre
ouvrage.

Invitation était alors

par internet, et il figure aussi dans [
I'appendice au solutionnaire.)

Les styles mis de lavant par
Queneau sont parfois tout a fait
clairs quant a leur portée — par
exemple [Imparfait, Alexandrins,
voire Lipogramme (en I'occur-
rence, absence de la lettre e).

et requiérent un bon ouvrage de

8. Voir Accromath, vol. 11, hiver-printemps
2016, pp. 26-29.

D'autres sont nettement plus abscons Iy
© Credit: lllustration Tiffet

Raymond Queneau
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faite au lecteur de
compléter «a la Que-
neau» cette collection
de textes en faisant
intervenir les 59 styles
restants, dont les styles
a saveur mathématique.
Une production de notre
cru, dans le style Géomé-
trique, figure en encadré.
(On trouvera, dans le solutionnaire de la Section
problémes, un texte en mode Ensembliste.)
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Comme quoiles Exercices de style de Queneau
sont toujours d'actualité... mathématico-
littéraire!



Glanures mathématico-littéraires (lll) | Bernard R. Hodgson ¢ Université Laval
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mﬂubr/que des I

Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences
et Technologies de Lille

Transmission

IVlichel, chez qui je passais la soirée samedi
dernier, a proposé de nous prouver qu'il
disposait de pouvoirs mentaux surnaturels
- j'avais auparavant exprimé mon scepti-
cisme concernant la transmission de pensée
et les prétendus pouvoirs de suggestion que
certaines personnes s'attribuent.

Michel a demandé a trois personnes de
prendre une feuille de papier et un crayon.
Pierre, Leila et moi avons été volontaires.

Chacun a été invité a écrire
un nombre de trois
chiffres dont le pre-
mier et le dernier
chiffre difféerent I'un

de l'autre d'au moins

ol u

deux unités. Il a prétendu qu'il allait, grace
a son pouvoir de persuasion mentale, nous
forcer a entrer en communication entre nous
sans que nous échangions le moindre mot.

Jai choisi le nombre 752. Jignore quels
nombres ont été choisis par Pierre et Leila.

Michel nous a demandé d'inverser |'ordre
des chiffres et de soustraire le plus petit
des deux nombres de trois chiffres du
plus grand. J'ai donc fait la soustraction
752-257, ce qui m'a donné 495. Pierre et Leila
de leur coté ont fait un calcul analogue a
partir du nombre que chacun avait choisi.

Michel nous a ensuite demandé d'inverser
les chiffres du résultat obtenu et d'ajouter
cet inverse au résultat précédent. J'ai donc
calculé 495 + 594 = 1089. Pierre et Leila de
leur coté ont fait I'opération.

Il nous a alors affirmé que, grace a son
pouvoir mental, il nous avait mis en phase
« supra-temporelle » et, pour le prouver, il
nous a demandé, a son signal, de lire a voix
haute en méme temps le résultat de notre
calcul. Il nous a fait un signe et Pierre, Leila et

moi avons tous les trois en méme temps lu :

mille quatre-vingt-neuf

Bien sir, cette histoire est absurde
et Michel, pas plus que moi, ne
dispose de pouvoirs mentaux
particuliers. Mais comment a-t-il
fait pour nous forcer a trouver
tous les trois le résultat 1089 ?




Solution du paradoxe précédent

Acheter une voiture au meilleur prix

Rappel de I'énoncé

Vous devez acheter une voiture dans la matinée et
vous allez rencontrer successivement deux vendeurs
qui vont chacun vous offrir le méme modéle de voiture
et vous proposer un prix « a prendre ou a laisser ».
Vous avez rendez-vous avec le premier vendeur a 10h
et, @ 10h30, vous devrez soit avoir renoncé a acheter sa
voiture, soit avoir fait le cheque pour la somme qu'il
vous demande. A 11h, vous rencontrerez le second
vendeur. Si vous avez refusé la premiere voiture, vous
achéterez au second vendeur, qui sera peut-étre plus
cher. Il vous est impossible de connaitre a I'avance les
offres de prix P1 du premier vendeur et P2 du second
vendeur. Vous vous dites :

J'ai une chance sur deux de faire le bon choix. En effet,
si (a) j'achéte au premier vendeur, il se peut que le
second soit moins cher mais je ne pourrais pas revenir
sur ma décision car mon chéque sera fait, et (b), si je
refuse d'acheter au premier, il se peut qu'il soit moins
cher, ce que je ne saurai que lorsqu'il sera trop tard et
que je serai contraint d'acheter au second vendeur. Il
y a une chance sur deux pour que le moins cher soit le
premier vendeur et une chance sur deux pour que ce
soit le second ; j'ai donc une chance sur deux d'acheter
la voiture la moins chére, quoi que je fasse.

En realite, il existe une facon de s'y prendre qui garantit
de réussir a acheter au meilleur prix avec une proba-
bilité strictement supérieure a 50 %. Cette méthode
ne vous assure pas d'acheter toujours au meilleur prix,
mais vous permet de le faire plus d'une fois sur deux.
Quelle est cette méthode ?

Solution

- Faites l'estimation £ de la voiture en cherchant a
étre le plus raisonnable possible, puis adoptez la
stratégie suivante : si le premier vendeur propose un
prix inférieur ou €gal a £, achetez, sinon achetez au
second vendeur.

En adoptant cette méthode, vous acheterez au moins
cher des deux vendeurs plus d'une fois sur deux. En
effet :

a) Siles deux vendeurs proposent un prix supérieur a £,
vous refuserez au premier et vous acheterez au
second, qui, dans ce cas, sera une fois sur deux le
plus bas.

b) Si les deux vendeurs proposent un prix inférieur a £,
vous acheterez au premier, qui @ nouveau sera, une
fois sur deux exactement, le moins cher.

c) Si I'un des deux vendeurs propose moins que E et
I'autre plus, la stratégie assure d'acheter au meilleur
prix.

Les deux cas a et b donnent autant de chances de

faire le bon choix que le mauvais; le cas ¢ conduit lui

toujours a un bon achat. Comme bien sir la probabilité
du cas c n'est pas nulle, vous avez plus d'une chance
sur deux de faire le bon choix.

A vrai dire, ce raisonnement est valable quelle que soit
la valeur E fixée a l'avance. Cependant, il est bien clair
que, pour rendre plus probable le cas ¢ (qui est celui qui
rend favorable la méthode), il vaut mieux choisir £ le
plus proche possible des valeurs que sont susceptibles
de proposer les vendeurs de la voiture convoitée.

Ce raisonnement étonnant conduit bien a faire le bon
choix plus d'une fois sur deux, mais, comme vous |'avez
noté, il ne dit pas quelle est la valeur précise p de la
probabilité de faire le bon choix : il indique seulement
que p > 1/2.

Cette stratégie paradoxale a été proposée pour la
premiere fois par Thomas Cover dans l'article « Pick the
largest number » publié dans le livre « Open Problems
in Communication and Computation», Springer-Verlag,
New-York, 1987.
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Indivisibles de Cavalieri
Calcul d'aires

1. Dans la figure ci-contre, la demi-droite
0D, en rotation de sens horaire & une
vitesse constante, a décrit un angle o et
le point générateur, en se déplacant a
une vitesse constante, est parvenu en B.
Déterminer:

a) la longueur du rayon OB.
b) la longueur L de I'arc de cercle AB.
¢) l'aire de la surface formée par les
indivisibles de la spirale.
. Par la méthode des indivisibles:

a) déterminer l'aire de la surface latérale
d'un cylindre de rayon ret de hauteur h.

b) déterminer l'aire de la surface latérale
d'un cone de rayon r et de hauteur h.

3. Par le théoréme de Pappus-Guldin, déter-
miner l'aire de la surface engendrée par la
rotation:

a) d'un segment de droite A autour d'un
axe qui lui est parallele et qui est situé
a une distance a du segment de droite.

b) d'un segment de droite de longueur L
dont l'une des extrémités est sur l'axe
de rotation et 'autre extrémité est a
une distance b de cet axe.

Comparer les résultats a ceux obtenus en 2.
Calcul de volumes
4. Par la méthode des indivisibles:

a) déterminer le volume d'un cylindre de
rayon r et de hauteur h.

b) déterminer le volume d'un cone de
rayon r et de hauteur h.

5. Par le théoréeme de Pappus-Guldin, déter-
miner le volume du solide engendré par la
rotation:

a) du rectangle illustré autour d'une de
ses hauteurs.

b) du triangle rectangle ci-contre autour
du coté de longueur h.

Comparer ces résultats a ceux obtenus en 4.

6. En notation moderne, Archiméde a démontré
que l'aire d'une sphere est A = 41r? et son
volume V = 4mr3[3. A I'aide du théoreme
de Pappus-Guldin, déterminer :

a) le centre de gravité de la demi-
circonférence de rayon r.

b) le centre de gravité du demi-disque
de rayon r.

Découper la pizza

Jacques découpe une pizza
avec trois traits en choissisant
un point sur la circonférence
comme point de rencontre des
traits.

a) En considérant un rayon unitaire, calculer
I'aire de la surface contenant le centre
(partie jaune).

b) Julie choisit la partie contenant le centre;
calculer en pourcentage la part de la pizza
qu'elle recoit.

Glanures
mathématico-littéraires

Etant donné une droite m située dans
un plan, on s'intéresse a la transformation
géométrique de réflexion (axiale) dans m, par
laquelle tout point P du plan a pour image
le point P' tel que le segment PP" est perpen-
diculaire @ m et coupé en son milieu par m.
(Cette transformation peut étre vue comme
représentant, dans le plan, I'effet miroir.)

On s'intéresse ici a I'ensemble de toutes les
images obtenues par des réflexions succes-
sives dans deux droites données, a et b. On
considérera a cette fin un objet non symé-
trique (par exemple la lettre « L») placé entre
les deux « miroirs ».

a) Lorsque les deux miroirs sont paralléles, la
figure qui en résulte est une frise. Décrire
I'ensemble des images alors obtenues.

b) Lorsque les deux miroirs sont concou-
rants, on obtient une rosace. Examiner
I'effet du choix de I'angle entre les miroirs.
Quelles sont les valeurs de cet angle qui
meénent a des rosaces particulierement
intéressantes, au regard de la symétrie des
images obtenues?



o plus!

Construction des mathématiques
Elargir pour simplifier
* Rousseau, C., « Théorie des noeuds et chaines d’ADN. » In : Richard Pallascio et Gilbert Labelle, dir.,
Mathématiques d’hier et d’aujourd’hui. Modulo Editeur, 2000, pp.156-165.

Application des mathématiques
Découper une pizza

e Frederickson, Greg. The Proof Is in the Pizza. Mathematics Magazine 85 (1) (2012) 26-33.
¢ Delahaye, Jean-Paul. Le pizzaiolo mathématicien. Pour la science n°391 (2010) 88-93.

e Mabry, Rick et Paul Deiermann. Of Cheese and Crust: A Proof of the Pizza Conjecture and Other Tasty Results,
The American Mathematical Monthly, 116 (2009) 423-438. (pour une démonstration du cas général N impair).
Voir http://lsusmath.rickmabry.org/rmabry/pizza/Pizza_Conjecture.pdf

e Cibulka, Josef, Jan Kyncl, Viola Meszaros, Rudolf Stolar, Pavel Valtr. Solution of Peter’s Winkler pizza problem,
IWOCA 2009, LNCS 5874, 2009, pp. 356-367, arXiv:0812.4322v1.

e Hirschhorn, Jeremy, Michael, Jeremy K., Andrew et Philip, The pizza theorem, Austral. Math. Soc. Gaz. 26
(1999) 120-121. Voir: http://web.maths.unsw.edu.au/~mikeh/webpapers/paperb7.pdf
(pour une démonstration du cas général N pair).

e Konhauser, Joseph, Dan Velleman et Stan Wagon, Which Way Did the Bicycle Go?
Dolciani Mathematical Expositions, no. 18, Mathematical Association of America, Washington, DC, 1996.

e Carter, Larry, Stan Wagon, Proof without Words: Fair allocation of a pizza, Mathematics Magazine 67 (1994) 267.

Histoire des mathématiques
Les indivisibles de Cavalieri

¢ Alexander, Amir, Guldin et les indivisibles de Cavalieri, Pour la Science, N° 440, (2014) 70-73
e Colette, Jean-Paul, Histoire des mathématiques, Editions du Renouveau pédagogique inc, Montréal, 1973, p. 197.
e Eves, Howard, An Introduction to the History of Mathematics, fourth edition, HRW, New-York. 1976, pp. 313-315.

e Lefebvre, Jacques, Moments et aspects de I'histoire du calcul différentiel et intégral,

Deuxiéme partie : Moyen Age et dix-septieme siécle avant Newton et Leibniz, Bulletin AMQ, 36(1) (1996) 29-40.
¢ Radelet-de Grave, Patricia, Kepler, Cavalieri, Guldin. Polemics with the Departed,

Seventeenth-Century Indivisibles Revisited, Vincent Julien Editor, Birkhduser, 2015, pp. 57-86.

e Struik, D.J., A Source Book in Mathematics, 1200-1800, Harvard University Press, Cambridge, Mass., 1969, p. 218.

Mathématiques et littérature
Glanures mathématico-littéraires (lll)

e Une étude des mythes entourant les miroirs et leurs effets de réflexion est proposée par
Jurgis Baltrusaitis, Le miroir : Essai sur une légende scientifique. Elmayan & Le Seuil, 1978.
Martin Gardner présente une étude fascinante sur tout ce qui entoure Alice— au pays des merveilles et de I'autre
c6té du miroir — dans
Martin Gardner, The Annotated Alice : Alice’s Adventures in Wonderland & Through the Looking-Glass
(Definitive Edition). W.W. Norton, 2000.

La rosace proposée par Brewster qui figure dans le texte est tirée de son ouvrage

David Brewster, A Treatise on the Kaleidoscope. Edinburgh, A. Constable, 1819.

Des suggestions d'activités pédagogiques visant a comprendre les principes géométriques

qui sous-tendent le kaléidoscope sont proposées dans

Bernard R. Hodgson, La géométrie du kaléidoscope. Bulletin AMQ 27(2) (1987) 12-24.

Pour des exemples de « kaléidoscopes virtuels » que I'on peut manipuler a I'aide de I'ordinateur, voir

Klaus-Dieter Graf et Bernard R. Hodgson, « Visions kgale’idoscopiques. » In : Richard Pallascio et Gilbert Labelle,
dir., Mathématiques d’hier et d'aujourd’hui. Modulo Editeur, 2000, pp. 130-145.

Parmi les nombreuses éditions disponibles des Exercices de style, la suivante se distingue par le souci apporté a
faire comprendre les différents styles utilisés par Queneau, ainsi que par le dossier pédagogique qui I'accompagne :

Raymond Queneau, Exercices de style. Collection Folio Plus Classiques, Gallimard, 2007.
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revue s'adresse surtout aux étudiantes et étudiants d’école secon-
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Institut des sciences mathématiques

L’Institut des sciences mathématiques est une institution unique
dédiée a la promotion et a la coordination de I'enseignement et de
la recherche en sciences mathématiques au Québec. En réunissant
neuf départements de mathématiques des universités québécoises
(Concordia, HEC Montréal, Université Laval, McGill, Université de
Montréal, UQAM, UQTR, Université de Sherbrooke, Bishop’s),
I’Institut rassemble un grand bassin d’expertises en recherche et en
enseignement des mathématiques. L'Institut anime de nombreuses
activités scientifiques, dont des séminaires de recherche et des
colloques a l'intention des professeurs et des étudiants avancés,
ainsi que des conférences de vulgarisation données dans les
cégeps. Il offre également plusieurs programmes de bourses
d’excellence.

L'ISM est financé par le Ministere de I'Enseignement supérieur et
par ses neuf universités membres.

CENTRE
DE RECHERCHES
MATHEMATIQUES

Le Centre de recherches mathématiques est un centre national
pour la recherche fondamentale en mathématiques et ses applica-
tions. Les scientifiques du CRM comptent plus d’une centaine de
membres réguliers et de stagiaires postdoctoraux. Lieu privilégié
de rencontre, le Centre est I’'héte chaque année de nombreux Visi-
teurs et d’ateliers de recherche internationaux.

Les activités scientifiques du CRM comportent deux volets principaux :
les projets de recherche qu’entreprennent ses laboratoires, et les
activités thématiques organisées a I'échelle internationale. Ces
dernieres, ouvertes a tous les domaines, impliquent des chercheurs
du CRM et d’autres universités. Afin d’assurer une meilleure
diffusion des résultats de recherches de ses collaborateurs, le CRM
a lancé en 1989 un programme de publications en collaboration
avec I’American Mathematical Society et avec Springer.

Le CRM est principalement financé par le CRSNG (Conseil de
recherches en sciences naturelles et en génie du Canada), le FQRNT
(Fonds québécois de recherche sur la nature et les technologies),
I"Université de Montréal, et par six autres universités au Québec
et en Ontario.
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