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Editoriol

Le 25 novembre 1915, Albert Einstein soumet le manuscrit de la théorie
de la relativité générale a la section de mathématiques et de physique
de I'Académie royale des sciences de Prusse. L'article est publié le
2 décembre. Dans la relativité générale, la gravitation n'est plus une
force, mais la manifestation de la courbure de I'espace-temps qui est
produite par la distribution dans I'espace de I'énergie, sous forme de
masse ou d'énergie cinétique. Cette théorie prédit des effets absents
de la théorie newtonienne et vérifiés depuis : I'expansion de I'Univers,
les ondes gravitationnelles et les trous noirs. Deux mathématiciens
ont appuyé Einstein dans sa démarche. Marcel Grossmann a aidé
Einstein a se familiariser avec la géométrie différentielle néces-
saire a |'élaboration de la théorie. Aprés qu'Einstein ait présenté a
David Hilbert les idées générales de sa théorie, les deux savants ont
contribué conjointement a fignoler les détails. Pour commémorer
ce développement scientifique majeur, nous vous proposons dans
La chute des corps un retour sur les explications scientifiques qui
ont précédé cette théorie, dont certaines des idées sont présentées
dans l'article de Patrick Labelle et Vasilisa Shramchenko, La gravité
selon Einstein : lecons d'une fourmi.

Sous le theme Géométrie, Christiane Rousseau signe Les mathéma-
tiques de I'Origami. Dans cet article, elle trace un intéressant parallele
entre les constructions que I'on peut faire en n'utilisant que la régle
et le compas et celles que I'on peut faire en Origami.

Dans Glanures mathématico-littéraires (1) du théme Mathéma-
tiqgues et littérature, Bernard Hodgson nous présente quelques
balades dans divers lieux de rencontre entre mathématiques et littéra-
ture, en compagnie des auteurs Marcel Pagnol, Boris Vian, Jean
Racine et Francois Villon.

Sous le theme Mathématiques et arts, Christian Genest et Steffen
Lauritzen signent l'article Les mosaiques de Thiele. Dans cet article,
on voit comment Thorvald Thiele a développé une facon de générer
automatiquement de trés beaux motifs de mosaiques au moyen du
concept de résidu quadratique dans I'ensemble des entiers de Gauss.

Dans la rubrique des paradoxes, Jean-Paul Delahaye nous présente
Acheter une voiture au meilleur prix. Que faire lorsqu'un rabais
sur une voiture prend fin avant qu'un autre rabais soit annoncé?
A-t-on une chance sur deux d'obtenir la voiture au meilleur prix possible ?

Bonne lecture !

André Ross
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André Ross
Professeur retraité

La chute des COMPS | §

Le premier phénoméne physique auquel les étres humains sont confrontés

est celui de la gravitation. C'est le phénoméne que le jeune enfant
observe en laissant tomber, inlassablement, son gobelet du haut

de sa chaise. Il ne suffit cependant pas d'observer pour pouvoir expliquer et

le chemin de I'expérimentation a la théorie peut étre long et difficile,

La cosmologie d’Aristote
La premiére théorie visant a expliquer

la chute des corps est due au
philosophe grec Aristote. Pour
| celui-ci, I'univers est constitué de
deux régions différentes subdi-
visées en sphéres concentriques.
Ce sont le monde sublunaire, qui
s'étend du centre de la Terre a la
sphere de la Lune, et le monde
supra-lunaire, de la sphere de
la Lune a celle des étoiles. Pour
Aristote, les lois de la nature ne
sont pas les mémes dans ces deux
régions. Le monde sublunaire est imparfait, le
monde supra-lunaire est parfait etimmuable.

ote
~385 a ~382

Le monde sublunaire

Dans le monde sublunaire il y a deux sortes de
mouvements : la chute des corps, qu'Aristote
qualifie de mouvement naturel, et le mouve-
ment violent causé par une force extérieure
comme le lancer d'un objet. Pour expliquer
la chute des corps, Aristote semble avoir été
inspiré par le mouvement des objets dans un
liquide. En placant divers objets dans l'eau,
on constate qu'il y en a qui flottent alors que
d'autres coulent, certains plus rapidement
que d'autres. En immergeant des objets, on

car souvent l'intuition ne suffit pas.

remarque qu'une fois relachés, les corps
lourds restent au fond de I'eau alors que les
plus légers remontent a la surface, certains
plus rapidement que d'autres.

Pour Aristote, la chute des corps dans l'air
est un phénomeéne analogue qu'il explique
en ayant recours aux quatre éléments
d'Empédocle. Ces éléments sont, du plus léger
au plus lourd, le feu, I'air, I'eau et la terre. Ces
quatre éléments sont présents dans chaque
corps mais en proportions différentes.

Aristote explique que chaque corps tend
a occuper la place naturelle de son
élément dominant. Cette tendance
est d'autant plus grande que la
proportion de I'¢lément dominant est
importante. Ainsi, plus un corps est
lourd (c'est-a-dire comporte une
grande proportion de I'¢lément
terre), plus il tombe rapidement
car sa tendance
a occuper son
emplacement
naturel est forte.
Plus un corps
comporte une
grande proportion
de I'¢lément feu, plus
il s'éleve rapidement.
Cette propension est facile
a constater lorsqu'on observe
un feu : on voit bien que
les flammes s'élévent et,
tout corps contenant
une forte proportion de
cet élément fera de méme.




Dans cette région intérieure de I'uni-
vers, des perturbations interviennent
souvent, mais lorsque la cause de ces
perturbations prend fin le mouvement
du corps est a nouveau régi par les
lois naturelles. Par exemple, en lancant
un objet dans les airs, on lui imprime un
mouvement violent, contre nature. Lorsque
la cause de ce mouvement violent prend fin,
cet objet tend a reprendre sa place naturelle.

Dans la conception aristotélicienne de la
chute des corps, le vide n'est pas concevable.
Comme dans I'eau, le mouvement requiert la
présence de corps en interaction et la vitesse
du mouvement dépend de la composition de
ces corps. L'impossibilité du vide force donc
Aristote a ajouter un cinquieme ¢lément a
ceux d'Empédocle. Ce cinquieme élément,
appelé éther ou quintessence, est présent
dans le monde supra-lunaire et comble I'es-
pace entre les planetes et les étoiles.

Le monde supra-lunaire

La région la plus externe est le monde supra-
lunaire, qui s'étend de la sphére de la Lune
a la sphére des étoiles fixes. Dans cette
région, les corps sont parfaits et
immuables. D'un point de vue
géométrique, la sphere est
le corps le plus parfait. Les
corps celestes sont donc
sphériques et leur mouve-
ment ne peut étre décrit

que par des spheéres en

rotation.

La théorie d'Aris-
tote sur le monde
supra-lunaire
s'inspire de la
théorie d'Eudoxe pour
expliquer le mouvement des
planeétes. Depuis longtemps,
les savants avaient constaté
que sept objets célestes
se déplacaient sur un fond
d'étoiles fixes. Ces objets
mobiles  appelés  planetes
(vagabonds en grec) sont le
Soleil et la Lune, ainsi que
les planétes connues a
I'¢poque : Mercure, Vénus,
Mars, Jupiter et Saturne.
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La chute des corps | André Ross ¢ Professeur retraité

A l'exception de Mars qui, parfois, semble
ralentir et méme se déplacer en sens inverse
durant quelques semaines, on avait observé
que les planétes se déplacent d'ouest en est.
Eudoxe, né en ~408, a tenté d'expliquer ces
phénomeénes en proposant un modéle dans
lequel la Terre est fixe et les planétes sont
situées sur un ensemble de sphéres trans-
parentes, homocentriques et interreliées qui
tournent a différentes vitesses constantes
autour de la Terre. Quant aux étoiles, elles
étaient fixées a la sphere la plus extérieure.

La theorie d'Aristote sur la chute des corps pré-
sentait des failles majeures, mais en I'absence
d'une meilleure explication du mouvement, elle
fut adoptée pendant pres de 2000 ans.

La chute des corps [
selon Galilée

La théorie aristotélicienne du
mouvement est une théorie
« spéculative », c'est-a-dire un
ensemble d'hypothéses écha-
faudées a partir d'une observa-
tion superficielle et qui ne sont
pas verifiables expérimentalement.
On doit & Galilée (1564-1642) »

. Galilée
la premiére démarche pour 15641642
établir expérimentalement une
description de la chute des corps.

Plusieurs des objections soulevees a I'encontre
du modele héliocentrique de Nicolas Copernic
(1473-1543) découlaient de I'incompatibilité
de ce modéle et de la théorie du mouvement
d'Aristote. Galilée a compris qu'il fallait déve-
lopper une autre théorie du mouvement pour
que le modele héliocen-

trique puisse étre adopté. Il

montre d'abord, en adop- Corps léger
tant un raisonnement par Q
I'absurde, que I'explica-

tion d'Aristote n'est pas

Corps lourd

valide :

Si les corps lourds
tombent plus vite que
les corps Iégers, en
attachant ensemble un
corps léger et un corps
lourd, le plus Iéger des
deux ralentira le corps
lourd et l'assemblage
doit tomber moins

En attachant les corps,
le corps léger ralentit

le corps lourd.
L'assemblage doit donc
tomber moins vite que le
corps lourd.

Attachés, ils forment un
nouveau corps plus lourd
que le corps lourd.
L'assemblage doit donc
tomber plus vite

que le corps lourd.

w Accromoth ol 11 « 6 - autorne 2016
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vite que le plus lourd des deux corps.
Cependant, une fois attachés ensemble,
ils forment un nouveau corps plus lourd
que le plus lourd des deux. Ce nouveau
corps doit donc tomber plus vite que
le plus lourd des deux. Ce qui est une
contradiction.

Par conséquent, tous les corps doivent
tomber a la méme vitesse.

Du pendule a lI'inertie

Galilée s'est intéressé aux phénomenes que
les aristotéliciens ne pouvaient expliquer a
I'aide de leur théorie du mouvement, entre
autres, le mouvement du pendule. Avec la
théorie d'Aristote, il est facile de comprendre
que le corps lourd suspendu au bout de la
corde va descendre pour retrouver sa place
naturelle. Une fois qu'il I'a atteinte, pourquoi
remonte-t-il? Ne serait-il pas naturel qu'il
demeure suspendu au point le plus bas de la
trajectoire ?

En étudiant le mouvement des pendules
Galilée utilise divers montages dans lesquels
le mouvement s'apparente a celui du pendule.

En modifiant le dispositif, il constate que la bille
remonte a peu prés a la méme hauteur d'ou
elle a été lancée, méme en diminuant la pente
et en allongeant le parcours de la remontée.
La bille perd graduellement de la vitesse dans
la remontée et, en I'absence de frottement, |a
hauteur atteinte devrait étre exacte-
ment celle d'ou |a bille est partie.
Que va-t-il se passer s'il n'y a pas de
remontée et que la partie de droite
du dispositif demeure horizontale?
Par un passage a la limite, Galilée
conclut que la bille devrait rouler
indéfiniment a vitesse constante.
Le mouvement continue donc sans
qu'aucune force n'agisse pour le
maintenir. Cette conclusion sera
reprise par Isaac Newton qui en
fit sa premiére loi du mouvement
appelée principe d'inertie.

Pour Aristote, I'état naturel d'un
corps, c'est le repos et une force doit
s'exercer pour qu'un objet puisse
quitter cet état. Avec les expériences
de Galilée sur les pendules, il faut
abandonner cette idée. Le dépla-
cement en mouvement rectiligne a

vitesse constante ne nécessite pas l'interven-
tion d'une force qui le maintiendrait en mou-
vement. Il n'y a plus de différence qualitative
entre repos et mouvement.

La chute des corps

La chute d'un corps est trop rapide pour qu'il
soit facile d'en prendre des mesures. Pour
procéder a une étude quantitative de ce
mouvement, il faut pouvoir le ralentir. Gali-
Iée s'est servi du plan incliné pour établir un
lien entre le temps et la distance parcourue.
Laissons-le relater I'expérience :

On utilise un plan incliné de 1 coudée’
environ, large d'une demi-coudée et
épais de trois doigts, dans lequel a été
creusé un canal parfaitement rectiligne
d'une largeur @ peine supérieure a un
doigt, a l'intérieur duquel peut glisser
une boule de bronze trés dure, parfaite-
ment arrondie et polie. Pour diminuer
le frottement, on a garni le canal d'une
feuille de parchemin bien lustrée.

Premier intervalle de temps
une unité de distance

Dexiéme intervalle de temps
trois unités de distance

Troisiéme intervalle de temps
cing unités de distance
S

Intervalles de temps
et distances

Galilée mesure la distance
que la bille parcourt dans un
premier intervalle de temps
et constate que durant le
deuxieme intervalle, elle
parcourt trois fois cette lon-
gueur. Durant le troisiéme
intervalle, elle parcourt cing
fois cette longueur. Durant
le quatrieme intervalle, elle
parcourt sept fois cette
longueur et ainsi de suite. 6

1. Une coudée ou brasse
florentine vaut 0,583
meétre.

QIININIIQIIII®IIOOQ| (1119111 1QI 109



Il considére les sommes partielles des distances
parcourues. Aprés une unité de temps, une
unité de distance. Apres deux unités de temps,
quatre unités de distance. Aprés trois unités
de temps, neuf unités de distance. Aprés quatre
unités de temps, seize unités de distance.

Il constate alors que les distances parcou-

———— fUeS par un corps
Temps | Déviation hute lib i
de parcours| (chute) | €M CNUte 1IOre son
: : proportionnelles au
; 2
9 4 carré des temps?,
2
A A
=
5 25 o 1
6 36 En écriture moderne,

d=ct

Composition des mouvements

Galilée a aussi réalisé des expériences sur la

composition des mouvements en installant

un plan incliné sur une table. Ce plan incliné

était muni d'un déflecteur, pour que le mou-
vement de la bille
soit horizontal en
quittant le bord de
la table.

Avec ce dispositif, en

choisissant de quelle
hauteur il laissait partir la bille, il controlait
la vitesse horizontale de celle-ci lorsqu'elle
quittait le déflecteur. En faisant I'hypothese
que la trajectoire de la bille est une parabole,
il pouvait alors prévoir le point d'impact et
calculer la différence entre la valeur théo-
rique et la valeur expérimentale.

La figure suivante est une reproduction de
la page de notes prises au cours de cette
expérience. Sur cette page, Galilée représente
sur une verticale les hauteurs de départ de

2. La notion de fonction n’était pas encore
connue et Galilée ne disposait que de la
théorie des proportions d’Eudoxe dans
laquelle on ne fait que des rapports de
grandeurs de méme nature, donc un rap-
port des distances et un rapport des carrés
des temps.

La chute des corps | André Ross ¢ Professeur retraité

la bille. Il indique éga-
lement la distance
des points d'impact
observé et les dis-
tances attendues ainsi

,
’

,"'828 points

hauteur
de la table

que les différences

entre ces valeurs. 1340

. . . devrait

C'est la premiére fois étre 1330
R , diff. 10

dans ['histoire qu'un '

tel rapport d'expé-

rience est fait. Les 1500 1328 117

A devrait devrait
.not.es de ) Gallle.e btre 1460 errot302
indiquent qu'il voulait  diff.40 diff. 26

comparer les résultats
expérimentaux et les
valeurs prédites par un modele. Il a
donc calculé les différences entre
les distances prédites par le modele

800

devrait pour
correspondre

aul

eétre 1131
diff. 41

des proportions, de

Note : un point équivaut a 0,9 millimetre

et les valeurs expérimentales. Pour d. 2
s'assurer que la courbe géométrique 72=—22
qui décrit le mieux la trajectoire 14
d'un projectile est la parabole, :
G . on tire :
Galilée dispose successivement un
plan horizontal a différentes hauteurs dy _d,
et il enregistre, pour chacune d'elles, g2 2
. B L)

les points d'impact avec la plus
grande précision possible. La repro- §'oy d = c£2
duction de ses notes est donnée dans |
lillustration ci-contre.
Il donne la description 89
suivante d'une autre 131 AL /81
de ses expériences pour 1301/2 121
confirmer la forme 75

s et 177172 170
géométrique de la
trajectoire.
Je prends une bille 80 - 220

de bronze parfaite-
mentronde et pas plus grande qu'une noix,
etje la lance sur un miroir de métal, tenu
non pas perpendiculairement, mais un
peu incliné, de telle facon que la bille
puisse rouler sur sa surface, et je la
presse [égérement dans son mouvement :
elle laisse alors la trace d'une ligne
parabolique trés précise et tres nette,
plus large ou plus étroite selon que
I'angle de projection sera plus ou moins
élevé. Ce qui d'ailleurs constitue une
expérience évidente et sensible sur la
forme parabolique du mouvement des
projectiles.

En appliquant les propriétés

o Accronuoth ol 11« ét¢ - automne 2016



Isaac Newton
1643-1727

Grace a ces expériences, Galilée
fut en mesure d'affirmer qu'un
projectile est en chute libre
durant toute la durée du mouve-
ment. La trajectoire du projectile
est déviee de la ligne droite.
Cependant, les distances entre
la ligne droite et la trajectoire
sont dans le rapport des carrés
des temps.

Par la notion de composition des
mouvements, Galilée a montré
que les objections a I'héliocentrisme qui
se basaient sur la théorie du mouvement
d'Aristote n'étaient pas recevables. Il s'est
alors intéressé a la lunette et a I'observation
des €toiles, des planétes et de la Voie lactée.

Les lois du mouvement

La formulation actuelle du principe d'inertie
est donnée par Newton qui en fait la pre-
miere de ses trois lois du mouvement.

PREMIERE LOI DU MOUVEMENT

Tout corps au repos ou en mouvement
rectiligne uniforme demeure au repos
ou en mouvement rectiligne uniforme
tant et aussi longtemps qu'aucune force
n'agit sur ce corps.

DEUXIEME LOI DU MOUVEMENT

L'accélération communiquée a un corps
par une force est directement propor-
tionnelle a l'intensité de la force et
inversement proportionnelle a la masse
du corps.

TROISIEME LOI DU MOUVEMENT

Toute force d'action s'accompagne d'une
force de réaction d'égale intensité et de
sens contraire.

De la pomme a la Lune

Le probleme des trajectoires circulaires des
planeétes avait déja fait I'objet de recherches
de la part de René Descartes (1596-1650) et
de Christiaan Huygens (1629-1695). Ceux-ci
cherchaient a expliquer ce type de mouve-
ment en ayant recours a une force centripéte,
dirigée vers le centre de la trajectoire, et a
une force centrifuge, qui tend a éloigner
du centre le corps en orbite. Les premiéres
réflexions de Newton sur I'orbite lunaire

prenaient également en compte une force
centrifuge. Sa démarche a pris une orientation
définitive lorsque Robert Hooke (1635-1703),
vers la fin de 1679, a suggéreé a Newton une
nouvelle facon d'interpréter le mouvement
le long d'une trajectoire courbe. Hooke
considérait qu'il fallait plutdét décomposer la
trajectoire d'une planéte selon une com-
posante inertielle, dont la direction est
tangente a la courbe de la trajectoire, et une
composante centripete.

Composante Composante

centripéte inertielle
Lune
4
Terre

En considérant une force dirigée vers le centre,
cette approche reconnait toute l'importance
du corps central. De plus, s'il y a une force
attractive entre le Soleil et les planetes, celle-ci
doit exister entre deux corps composés
de matiere comme la Terre et la Lune. En
parvenant a cette conclusion, Newton
consacre le rejet du modele aristotélicien
d'un univers constitué d'un monde sublu-
naire et d'un monde supra-lunaire régis par
des lois distinctes.

En adoptant l'intuition de Hooke, la question
a laquelle Newton devait trouver réponse est
la suivante :

Pourquoi la Lune ne tombe-t-elle pas sur
Terre comme le fait la pomme?

Les travaux de Galilée sur la composition
des mouvements a l'aide d'un plan incliné
muni d'un déflecteur avaient permis de com-
prendre que la trajectoire d'un projectile
peut étre considéré comme la composition
de deux mouvements. L'hypothése de Hooke
souléve une question :

Peut-on concilier la loi de la chute des

corps de Galilée avec le fait que la Lune
ne s'écrase pas sur Terre ?



Pour répondre a cette question, Newton
donne I'exemple d'un boulet de canon. En
tirant le boulet horizontalement d'une cer-
taine hauteur, il suit une trajectoire parabo-
liqgue mais prend le méme temps pour toucher
le sol que si on le laisse tomber a la verticale.
Les mouvements, horizontal et vertical, se
composent, le trajet parcouru est plus long,
mais le temps nécessaire pour effectuer ce
parcours est le méme, il est indépendant de
la vitesse initiale.

Plus la vitesse initiale est importante, plus la
distance parcourue par le boulet est grande.
Puisque tous les corps tombent avec la méme
accélération, le temps requis pour tomber
de cette hauteur est toujours le méme indé-
pendamment de la vitesse horizontale. Ce
raisonnement est valide en considérant que
la Terre est plate.

Que se passe-t-il si on prend en compte
la sphéricité de la Terre?

Si la vitesse initiale est suffisamment grande,
la Terre se dérobe sous le boule et le temps
nécessaire pour toucher le sol n'est plus le
méme. |l augmente avec la vitesse initiale. En

Gros boum !

augmentant la vitesse initiale du boulet, le
temps écoulé avant I'impact est plus grand a
cause de la courbure de la Terre.

Qu'advient-il si le boulet est tiré du

sommet d'une haute montagne avec une
vitesse trés trés grande ?

La chute des corps | André Ross ¢ Professeur retraité

Dans un tel cas, la Terre se
dérobe continuellement
sous le boulet et celui-ci
continue de  tourner
autour de la Terre. Newton
en vient donc a la
conclusion que la Lune,
tout comme la pomme,
« tombe » vers la Terre.

En considérant cette
nouvelle approche, New-
ton a démontré les lois de
Kepler sur le mouvement
des planetes.

Il restait une question a laquelle Newton n'a
pas su répondre et qui a hanté les scienti-
fiques de plusieurs générations.

Comment la force d'attraction se
transmet-elle entre deux corps qui ne
sont pas en contact ?

Aprés avoir été initié par les mathématiciens
Marcel Grossmann (1878-1936) et David
Hilbert (1862-1943) aux travaux de Bern-
hard Riemann sur la géométrie des espaces
courbes, Albert Einstein (1879-1955) a
apporté une réponse a cette question en
présentant sa théorie de relativité générale3.
Einstein explique que la matiére incurve
I'espace-temps et cette courbure régit le
déplacement des corps dans l'espace.

/
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En relativité générale, un satel
de la courbure de

3. Voir a ce sujet I'article La gravité selon
Einstein : legons d'une fourmi dans ce
numero.
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Trés tres gros boum!

Bernhard Riemann
1826-1866
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La gravité
selon Einstein:

lecons d’une fourmi

De toutes les forces, la gravité est celle qui nous est la plus familiére.
Mais la comprenons-nous vraiment? Comment les objets font-ils pour
sattirer a travers l'espace, sans qu'il n'y ait aucun contact direct entre eux ?

Il a fallu attendre Einstein pour obtenir une explication.

Prenez un fil de longueur L et fixez une
extrémité sur la surface d'une table avec un
clou. Maintenant, en gardant le fil tendu,
faites le tour du clou jusqu'a ce que vous
reveniez au point de départ; si vous mesurez
la distance ainsi parcourue, vous obtiendrez
2wl. Tout ceci est évidemment une facon
compliquée de dire ce que nous savons
tous: la circonférence d'un cercle est égale
a 2x fois son rayon. Nous savons également
que les cotés d'un triangle rectangle obéis-
sent a la ameuse regle de Pythagore
et que Ia somme des angles internes
de tout triangle est égale a 180
degreés. Lorsqu'une surface obéit
a ces regles, on \ditqu'elle a une géométrie
euclidienne.

Vivre sur une spheéere

Sauf que ces regles ne sont pas toujours
valides! Il y a en effet des surfaces de
géomeétrie non euclidienne. Pour s'en
convaincre, considérons une petite
fourmi qu'on a déposée a la surface
d'un trés gros ballon de plage et imaginons
qu'elle répete notre expérience avec le fil de

Celle-ci, a la fois simple et magique, était cachée dans les mathématiques

des surfaces courbes.

longueur L (mais en fixant l'extrémité avec
de l'adhésif plutét qu'avec un clou!). Nous
supposerons que la fourmi est vraiment
minuscule comparativement au ballon de
sorte que de son point de vue, la surface

semble plate.

S



Elle ne réalise pas qu'elle est sur un ballon!
Pour fixer les idées, désignons le point ou la
fourmi a fixé I'extrémité du fil comme étant
le « pole nord » du ballon. Cette fois, si la
fourmi fait le tour du pole nord en tenant le
fil tendu, la longueur parcourue sera néces-
sairement plus petite que 27wL!

Maintenant, utilisons R pour représenter le
rayon du ballon (attention, ceci n'est pas le
rayon du cercle tracé). On peut montrer que
la distance parcourue par notre petite fourmi
pour faire le tour de l'extrémité du fil fixée
est égale a

C=2mRsin(L/R),
au lieu de 2L lorsque la surface était plate.
Ceci n'est peut-étre pas évident a premiere
vue mais cette expression est en fait néces-
sairement plus petite que 2ml.

Rsin(L/R)

Dans le triangle OAB, I'nypoténuse est le
rayon R de la sphére. Le rayon r du cercle
tracé sur la sphére est la longueur du coté
AB. Ce coté est opposé a l'angle en O dont
la mesure en radians est le rapport de la
longueur L de I'arc intercepté sur le rayon
R. On en tire que r = Rsin(L/R). La circon-
férence du cercle est donc

C=2m Rsin (L/R).

La gravité selon Einstein : lecons d’une fourmi |
Patrick Labelle, Vasilisa Shramchenko ¢ Champlain College, Université de Sherbrooke

Notre petite fourmi, si elle passe sa vie a
la surface du ballon, pourrait en arriver
a la conclusion que la circonférence d'un
cercle de rayon L est toujours inférieure
a 2mL. Apreés tout, elle a utilise la défini-
tion fondamentale d'un cercle : I'ensemble
des points situés a la méme distance du
centre. Quelles conclusions tirera-t-elle
de ses observations? Elle pourrait, aprés
maints calculs savants et de nombreuses
mesures, obtenir, pour la «circonférence »
d'un cercle I'équation C= 2mRsin(L/R), ou R
serait une valeur bien précise qui semble-
rait tomber tout droit du ciel pour la fourmi
(qui ne réalise toujours pas qu'elle est sur
un ballon). Par exemple, peut-étre que sa
formule fonctionne a condition d'utiliser
R =40 cm, mais elle n'aurait aucune idée de
la signification de ce nombre.

Il est toutefois possible que la fourmi soit une
petite mathématicienne qui a développé les
équations des géométries euclidienne et non

euclidienne, auquel
cas elle comprendra

immédiatement  la
signification de son
équation: non seule-
ment elle réalisera
qu'elle se trouve a
la surface d'un objet
de forme sphérique
mais de plus elle sera
capable d'obtenir le
rayon de ce ballon,
sans jamais avoir a
quitter sa surface
ou méme avoir a en faire le tour! En effet, si
elle est trés minutieuse, elle peut obtenir une
équation tres précise sans s'éloigner grande-
ment du pdle nord. Son puissant intellect et
la magie des mathématiques lui auront per-
mis de comprendre ce qui se passe vraiment!

Bien entendu, la raison pour laquelle la
fourmi n'obtient pas une circonférence égale
a 2ml est que la longueur de la corde n'est
pas le rayon du cercle parcouru car le centre
du cercle est en fait a I'intérieur du ballon et
non pas au poéle nord! Il peut donc sembler
que c'est en trichant un peu qu'on a amené
la fourmi a croire que la circonférence d'un

o @E \
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cercle est inférieure a 2mL Il se trouve que
prendre au sérieux ce simple exemple méne
a des résultats en mathématiques et en phy-
sique de trés grande richesse, comme nous
allons le voir!

La fourmi exploratrice

Maintenant, imaginons que notre petite
fourmi se retrouve sur la surface d'un tram-
poline. Elle a une si petite masse qu'elle ne
déforme pas la surface du trampoline de
facon significative. Ainsi, si elle trace un cer-
cle ou un triangle, ils obéiront aux reégles de
la géométrie euclidienne.

Imaginons  maintenant
qu'une boule de quille est
déposée quelque part sur
le trampoline (mais pas
sur notre petite fourmil),
ce qui déforme la surface
du trampoline pres de la
boule. Tant que la fourmi
se promene loin de la

boule, la surface du tram-
poline est presque parfaitement euclidienne.
Cependant, si elle s'approche de la boule, elle
fera deux observations intéressantes.

Premierement, elle sentira une force l'attirer
vers la boule, due au fait que la surface est
courbée vers le bas et que la fourmi a plus de
difficulté a monter une pente qu'a la descen-
dre. Notez qu'en fait il n'y a pas de force
directe entre la boule et la fourmi (comme
ce serait le cas si il y avait un ressort entre
elles, par exemple); la boule déforme la sur-
face et c'est la déformation de la surface
qui est a l'origine de la force ressentie par
la fourmi. Cela peut apparaitre comme une
force attractive mystérieuse qui dépend de
la masse des objets (une boule plus pesante
créant une force plus grande) et de la dis-
tance entre objets.

La deuxiéme observation de la
fourmi est que la surface pres
de la boule n'est pas euclidienne!
Elle pourra s'en apercevoir en
tracant de petits rectangles ou
de petits cercles mais il est clair
que plus les figures sont petites,
plus il est difficile de détecter
une déviation par rapport aux
résultats euclidiens. Supposons

que la fourmi veut utiliser un grand cercle
qui fait le tour complet de la boule, un cercle
avec comme centre le milieu de la surface en
contact avec la boule. Son but est de tester
si la circonférence du cercle est C = 2wl ou
non. Evidemment il y a un probleme : elle
ne peut mesurer directement L car elle ne
peut se rendre au centre du cercle, qui est
sous la boule. Elle peut en revanche utiliser
le truc suivant: elle trace un premier cercle
et mesure sa circonférence, qu'on notera C,.
Maintenant, elle trace un deuxiéme cercle a
une distance AL du premier cercle et mesure
la circonférence de ce deuxieme cercle. Elle
a donc en main trois mesures: C,, AL et G,
Sur une surface plate, la distance entre les
deux cercles serait (C, - C,)/2m mais ici, étant
donné la courbure de la surface, AL est en
fait supérieur a la valeur euclidienne. Cela
vient du fait qu'on doit marcher le long de
la courbe de la surface. C'est cette correction
que la fourmi peut utiliser pour se convaincre
que la surface est courbe.




L'univers a deux dimensions

Nous allons maintenant faire quelque chose
qui ressemble a de la science-fiction mais qui
s'avérera en fait utile pour comprendre notre
univers. Nous allons remplacer notre petite
fourmi sur le trampoline par un univers
imaginaire ou il n'y a que deux dimensions
d'espace. Cet univers est peuplé d'étranges
petites créatures qui elles aussi sont bidimen-
sionnelles, évidemment. Une de ces créatures
se nomme Deud¢ Einstein. |l est important de
réitérer que pour les habitants de ce monde
étrange, il n'y a que deux dimensions qui
existent; ils n'ont aucune idée qu'il pourraity
avoir quoi que ce soit a l'extérieur de la sur-
face sur laquelle ils évoluent. Si un des habi-
tants dit qu'il voudrait se déplacer au-dessus
de leur univers ou en-dessous, on risque de
le traiter de fou et de I'enfermer!

Dans cet univers, les gens ont remarqué qu'il
existe une force mystérieuse entre toute
paire d'objets qui est attractive et qui dépend
de leurs masses et séparation. Mais cette
force est trés faible et n'est perceptible que
lorsque I'on considere des objets trés mas-
sifs comme des planétes ou des étoiles. Ils
ont développé des équations décrivant cette
intrigante force mais ne peuvent pas expli-
quer ce qui la produit.

Entre utiliser des équations pour calculer les
effets d'une force et en comprendre l'origine,
il'ya tout un pas. Un pas que personne n'avait
réussi a franchir jusqu'a l'arrivée de notre
brillant ami bidimensionnel, Deudé Einstein.
Aprés notre gentille histoire de la fourmi
sur un trampoline, la réponse est évidente:
la présence de matiére courbe I'univers en
deux dimensions et ceci est a I'origine de la
force! Il faut quand méme que Deudé soit

La gravité selon Einstein : lecons d’une fourmi |
Patrick Labelle, Vasilisa Shramchenko ¢ Champlain College, Université de Sherbrooke

Sur une surface plane, la distance entre deux cercles concen-

triques est égale & (C, - C,)/2m. Sur une surface courbe,
la distance est plus grande que (C, - C,)/2m.

un génie pour en arriver a cette conclusion
car bien qu'il puisse décrire mathématique-
ment une troisitme dimension, ce concept
est pour lui hautement contre-intuitif. Deudé
explique que la meilleure maniére de visual-
iser l'origine de cette force attractive est de
prétendre que leur univers bidimensionnel se
courbe dans une troisieme dimension méme
si cette dimension supplémentaire n'existe
pas physiquement. Il peut sembler absurde
que l'on puisse parler de courbure d'une
surface a deux dimensions sans qu'il existe
nécessairement une troisitme dimension
mais cela est pourtant le cas car une théorie
physique n'a pas besoin d'étre facile a
comprendre intuitivement, elle a seulement
besoin d'étre mathématiquement cohérente!

= %
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Bien sar, la plupart des gens de cet univers
ont beaucoup de difficulté a concevoir ce
qu'une courbure dans une troisieme dimen-
sion peut bien vouloir dire. Comment Deudé
peut-il convaincre ses compatriotes que
sa théorie, a premiére vue farfelue, offre Ia
bonne explication de cette force? En faisant
des mesures qui démontreront explicitement
la géométrie non euclidienne prés de corps
massifs, d'étoiles par exemple. |l suggére de
mesurer la circonférence de deux cercles
concentriques autour d'une étoile, et de
vérifier que la différence des circonférences
n'est pas égale a 2w fois la distance entre les
deux cercles. Il va méme plus loin: il dével-
oppe une théorie qui prédit précisément la
courbure produite par une masse donnée! Sa
théorie est testée et elle est spectaculaire-
ment confirmée. Deudé devient le savant le
plus reconnu de son univers.

Et qu’en est-il

dans notre univers?

Quelle belle fable. Sauf que, comme vous
vous en étes slirement douté, c'est en fait
une métaphore pour une théorie tout aussi
stupéfiante mais cette fois bien réelle. Nous
parlons de la théorie de la relativité générale
présentée par Albert Einstein en 1916 aprés
de nombreuses années de travail acharné
(3 ne pas confondre avec la théorie de la
relativité restreinte). Einstein proposa que la
force de la gravité est due a la courbure a la
fois de nos trois dimensions d'espace et de |a
dimension de temps; on parle alors de cour-
bure de I'espace-temps’. Il est important de
noter une différence majeure entre la théorie
d'Einstein et notre analogie de la fourmi qui
se sent attirée par la boule de quille. Dans ce
dernier cas, c'est bien sdr la Terre qui déforme
la surface en attirant la boule. D'aprés

1.1l est a noter que le temps joue un réle
central dans la théorie de la relativité géné-
rale, contrairement a ce que nos analogies
pourraient laisser croire. Dans une analogie
plus fidéle, la courbure de I'espace-temps
serait entierement responsable de la gravité.
Nous avons choisi de sacrifier en précision
pour gagner en simplicité.

Einstein, toute masse courbe par elle-méme
I'espace-temps autour d'elle, sans étre atti-
rée par quoi que ce soit d'autre. Tout comme
si la masse de la boule déformait la surface
du trampoline sans que rien ne |'attire.

La premiere confirmation directe de Ia
validité de sa théorie a été I'observation, lors
d'une éclipse solaire en 1919, que la cour-
bure produite par le Soleil crée une déviation
de la lumiére provenant d'étoiles lointaines
(il avait fallu attendre une éclipse solaire
pour que la lumiére du Soleil ne noie pas la
lumiére des étoiles). Notez que cette dévia-
tion ne s'explique pas par l'attraction entre
masses parce que la lumiére n'a pas de masse.
Sans la théorie d'Einstein on ne pourrait donc
pas comprendre pourquoi la direction de la
lumiere change en présence d'une masse.

Peut-on imaginer observer la courbure de
I'espace en mesurant les circonférences
de deux cercles comme dans notre exemple de la
fourmi et de la boule de quille? La réponse
est affirmative et on peut méme obtenir
une formule explicite grace a Einstein, une
formule qui donne AL en fonction de C,, C,
et la masse de I'objet qui déforme I'espace-
temps. Par exemple, prenons deux cercles
concentriques pres de la surface de notre
Soleil. Malheureusement, dans ce cas la
valeur de AL prédite par la théorie d'Einstein
est seulement 0,0002% supérieure a la
valeur euclidienne (par exemple, deux cercles
qui seraient séparés de 100 km si l'espace
était plat ont en fait une séparation de 20
centimetres supplémentaires a cause de la
courbure de l'espace). Ceci est minuscule
quand on pense que cet effet est produit
par la masse d'une étoile. Pour avoir un effet
plus important, on devrait considérer un
objet non seulement trés massif mais aussi
de petite taille, de facon a ce qu'on puisse
s'approcher d'une région ou la courbure est
plus prononcée. Un exemple d'un tel objet
est un trou noir. Pour visualiser un trou noir,
revenons a notre fourmi sur le tram-
poline. Imaginez qu'au lieu d'une boule

de quille, on dépose sur la surface du
trampoline un trés petit objet ayant
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une tres grande masse. Ceci produit une A quoi ca sert les maths?
déformation de la surface qui ressemble a

un cone avec une pente trés raide. Suppo-
sons aussi que la surface du trampoline est
glissante. Si notre fourmi marche dans la
direction du centre de cette déformation, a
un moment donné elle ne sera plus capable
de rester agrippée. De son point de vue,
I'attraction vers |'objet déposé sur le trampo-
line sera insurmontable et elle tombera alors
vers lui. Un trou noir est équivalent a cette
situation avec deux importantes différences.
Premierement, dans le cas d'un trou noir la
masse est essentiellement concentrée dans .. i+ q'Einstein et Ia valeur eucli-
un espace de vol'gme 2€ro, qg'on appelle la, dienne? La relativité générale dit,

singularité. Deuxiemement, §| not’re fourmi essentiellement, que notre espace || |
tombe vers le cent.re Io-rsqu e|||e sapproch.e en trois dimensions et le temps sont ST
trop pres, on peu‘t ||mag'|r.1er au elle. pourra|t « courbés » par la présence de la

Ia’n’cer un ca|IIou_a I'extérieur ou utiliser SON  natiere. Tout se passe comme si notre |4t F it
téléphone cellulaire pour envoyer un appel a univers était plongé et courbé dans

I'aide. Dans le cas d'un trou noir, dépassé un une cinquieme dimension! Nous ne
certain point, tout « tombe » vers la singularité, pouvons pas le concevoir intuitive-
y compris les ondes électromagnétiques dont ment, pas plus que les compatriotes ¢
sont constitués la lumiére et les signaux de D’eudé ne pouvaient visualiser a
utilisés par les téléphones cellulaires. Absolu-

i t véch dun t _ troisiéme dimension. Et Einstein ne dit
ment rien ne peut s'échapper d'un trou noir. pas que cette dimension supplémen- it

Dans le cas d'un trou noir ayant la masse  tajre existe physiquement, seulement N

de notre Soleil, la région dangereuse a un  que c'est un truc mathématique pour
rayon d'a peu pres trois kilometres. Disons  visyaliser la courbure de notre espace (il | LLibiiL

qu'on définit deux cercles de circonférences y a des théories présentement a I'¢tude N
21 x 4,0 km et 2 x 5,0 km. Sans courbure  quiproposent I'existence réelle de dimen-

de I'espace, la distance entre ces deux cercles  sjons supplémentaires, comme la théorie

Il est important de noter
que cette cour-
bure de I'espace
n'a jamais été
directement observée ,
mais que de nombreuses §
prédictions de la relativité géné-

rale ont déja été magistralement 4" A
confirmées et que personne dans la v
communauté scientifique ne doute
de la validité de la théorie. Qu'est-ce .

qui explique la différence entre le g lhdnirt

S
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serait des cordes, mais on ne parle plus de la \|\&
(G, - C)/2m = 1,0 km. théorie d'Einstein dans ces cas-la). Voici un )
La relativité générale prédit plutot 1,7 km! exemple saisissant ou les mathématiques

nous ameénent a comprendre notre univers
d'une facon qui ne nous aurait jamais été
possible si nous nous basions seulement sur
notre intuition!
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Quelles sont les constructions que I'on peut faire a la régle et au compas ?
Eta I'Origami 2 Quels sont les nombres que ['on peut construire @ la régle et au
compas si on se donne deux points a distance 1/'un de l'autre 2 Et & ['Origami ?

Christiane Rousseau | Deux regles, notées R, et R, suffisent pour  Examinons ces axiomes un a un.
Université de Montréal

les constructions a la regle et au compas. Le pli de I'axiome O,
R,: Il est toujours possible de tracer une est simplement la droite Q-
droite entre deux points. passant par P et Q, don- b e as
R,: Il est toujours possible de tracer un cercle née par la regle (R,). b
de centre donné et passant par un point Le pli de I'axiome O, ,
donné. est la médiatrice du vooa
Pour I'Origami nous allons nous donner six ~segment PQ, que fon \

0 sait construire a la :

¢ regle et au compas :
(voir section problémes).
L themati d /
-
j” -
N
A
deux solutions qui
sont les deux bissec-
trices des angles formés b &t 0, paralieles
par D, et D,. Dans le

deuxiéme cas, I'unique solution est la paralléle

Pour l'axiome 0, on
équidistante a D, et D,. On peut construire ces

doit distinguer deux
cas, selon que les deux

droites a la régle et au compas (voir section
problémes).

axiomes et les numéroter O,....,

; Accromth Vol 11+ 66 - automne 2016
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/

O
S
S
O

/

droites sont sécantes
ou paralléles. Dans le
premier cas, il existe

G

Le pli décrit par I'axiome

0, est la perpendiculaire Pt

a D passant par P, lequel b
peut aussi étre construit a

la régle et au compas (voir v
section problémes).
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Pour comprendre |'axiome

O regardons la figure sur ST
laquelle le pli est dessiné. ‘ s
On a [PQ|=|PQ|. Le point % d
Q est pli¢ sur Q', lequel est Qs---
sur le cercle C de centre P et

de rayon |PQ].

Par suite, on peut cons- e
truire une telle droite a la R c, ‘;‘
régle et au compas si Cet @ p !
D ont des points d'inter- s

section, c'est-a-dire si |PQ|

est supérieur ou égal a la distance de Pa D. Si
[PQ| est strictement supérieur a la distance
de Pa D, alors on a deux solutions différentes,
correspondant aux deux points d'intersection
Q' et Q" de Cet D.

L'axiome Oy est plus
mystérieux. On verra _ _
plus bas qu'en géné- M
ral, on ne pourra pas

construire cette droite a la régle et au compas!

"

Quels sont les nombres positifs

que I’'on peut construire a la régle

et au compas?

On suppose donné un segment de longueur 1:

on dira que 1 est constructible. Alors (voir

encadré)

e Si g et bsont constructibles, on peut
construire g+ bet |a- b|.

e Si g et bsont constructibles, on peut
construire ab et a/b (en jouant avec des
triangles semblables).

® Si g est constructible, on peut construire
Ja.

Et rien d'autre!

Par exemple, le nombre

est constructible.

La trisection de I'angle est-elle
possible a la régle et au compas?
Ce n'est qu'en 1837 que Pierre-Louis Wantzel
a montré que la réponse a ce grand
probleme de I'Antiquité est en général néga-
tive. Pourquoi? Si on se donne un angle 6,
alors on peut construire cos 6. Supposons
que I'on puisse construire ©/3. Alors, on sau-
rait construire cos(6/3), a partir de cos 6. Or
c = cos(6/3) est solution de I'équation cubique

4¢3 - 3c- cos6 =0,

a Accronuoth ol 11« ét¢ - automne 2016
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dont la solution ne s'obtient pas avec les
quatre opérations élémentaires et des
racines carrées, sauf pour des valeurs
trés particulieres de cos ©.

La trisection de I'angle

est possible en Origami!

la preuve se trouve dans l'encadré
ci-haut.

On peut construire

les coniques en Origami!

Soit F un point fixe en dehors d'une droite A
(souvent prise au bord de la feuille). Prenons
le pli D, envoyant F fixe sur un point variable
P de A.

La parabole de foyer F et de directrice A est
I"enveloppe de tous ces plis, c'est-a-dire que
chaque droite D, est une tangente a cette
parabole. De plus, la réunion de toutes les
droites D, est la région sous la parabole.
Pourquoi?

A

La droite de pli D, envoie F sur P. Soit Q
lintersection de Dy et de la perpendiculaire 8 A
en P. Q est a égale distance de F et de A, donc
sur la parabole de foyer F et de directrice A.

Montrons que D, est tangente & cette para-
bole en Q. Nous allons utiliser le critere
suivant: la tangente a la parabole en P est
la seule droite passant par Q dont tous les
points, sauf P, sont plus proches de A que
de F. Toutes les sécantes a la parabole en Q
ont des points au dessus de la parabole, donc
plus pres de F que de A.

Regardons la figure.




Les mathématique de I'Origami | Christiane Rousseau

Soit R un point de D,. Alors |RF|=[RP],
puisque Dy est la médiatrice de FP. Mais, |RP]
est supérieur a la distance de R a A. Dong, la
distance de R 3 A est inférieure & |RF.

Bonus: faire un pli qui envoie un
point F sur une droite A, c’est
construire une tangente
a la parabole de foyer F
et de directrice A!

De méme, I'ellipse est I'enveloppe de tous les
plis envoyant un point fixe F situé a l'inté-
rieur d'un cercle sur un point variable P d'un
cercle. F est un foyer de I'ellipse, le deuxieme

foyer étant le centre du cercle.

7

Pour I'hyperbole, on prend le point F a I'exté-
rieur du cercle.

Retour sur I'axiome Og4

Cet axiome nous dit que, lorsque le probleme
est possible, il existe un pli qui améne simul-
tanément P sur D, et Q sur D,

En utilisant notre bonus, un pli qui amene
simultanément P sur D, et Q sur D, est une
tangente commune a deux paraboles: la
parabole de foyer P et de directrice D, et la
parabole de foyer Q et de directrice D, !

1. Voous aurez peut-étre reconnu la preuve
de la propriété optique de la parabole,
voir « Les miroirs ardents », Accromath, vol.1,
hiver-printemps 2007.

L'axiome O4z permet de construire
des solutions de polynomes
cubiques

Prenons les paraboles

2
1, a
=—x"et| y—— | =20bx.
y 5 (V 2)

Nous affirmons (voir I'encadré a la page
suivante) que la pente m d'une tangente
commune aux deux paraboles est solution de
I'équation
m*+ am+ b= 0.

Suivant les valeurs de aet de bles deux para-
boles peuvent avoir jusqu'a trois tangentes
communes.

Quels sont les nombres qu’on peut
construire a I’Origami?

Tous les nombres constructibles a la régle et
au compas sont constructibles a I'Origami.

Mais, on en a d'autres! Si aet bsont construc-
tibles a I'Origami et si mest une racine réelle
de m*+am+b=0, alors m peut étre construit
a I'Origami. En particulier, on peut construire
la racine cubique d'un nombre positif.
Donc, la duplication du cube est possible en
Origami, alors qu'elle est impossible a la régle
et au compas.

Un développement moderne

Les algorithmes pour réaliser des pliages
sophistiqués intéressent les informaticiens
théoriciens. En effet, comment par exemple
replier un coussin gonflable pour qu'il
occupe le moins de volume possible tout en
se déployant librement en cas d'impact?

Un des spécialistes du domaine est le cana-
dien Erik Demaine. Avec son pére Martin
Demaine et Anna Lubiw, il a montré le
théoréme suivant:

Etant donné n'importe
quel ensemble fini de

polygones (convexes ou

non) dessinés sur une feuille de papier,
il existe un pliage qui permet de couper
simultanément tous les cotés de tous les
polygones d'un seul coup de ciseau, et seu-
lement eux.

e Université de Montréal
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Essayons de nous convaincre que ce théo-
reme est vrai. Pour simplifier nous allons
discuter le cas d'un unique polygone. Dans
le cas d'un ftriangle équilatéral, on peut
plier sur deux bissectrices. Dans le cas d'un
carré, il suffit de plier sur les deux diago-
nales. Mais, ces diagonales sont aussi les
bissectrices des angles.. On voit déja
un premier ingrédient. A priori, on va
vouloir utiliser a répétition I'axiome
0, pour envoyer par des plis successifs
tous les cotés sur un seul coté.

On va donc introduire un objet géométrique,
le squelette droit. Cet objet ressemble beau-
coup au squelette introduit dans l'article
Classifier des objets. Pour l'obtenir, on déplace
les arétes du polygone parallélement a leur
position initiale. Les points du squelette droit
sont les points d'intersection des translatés
des arétes a égale distance du polygone initial.

2. « Classifier des objets », Accromath, vol. 11,
hiver-printemps 2016.




Dans le cas d'un triangle, le squelette droit
est composé de la portion des bissectrices
intérieures jusqu'a leur point d'intersection
au centre du cercle inscrit, et des bissectrices
extérieures des angles. Dans le cas d'un carré,
il est composé des diagonales. Un pli sur un
segment du squelette envoie deux cotés du
polygone I'un sur I'autre. Donc, il est facile de
se convaincre qu'on va vouloir plier le long
des segments ou demi-droites du squelette
droit.

Voici le squelette droit d'un rectangle.

Si vous commencez par plier en envoyant les
deux grands cotés I'un sur l'autre et ensuite
les deux coins, alors vous pourrez découper
le rectangle d'un seul coup de ciseau.

Par contre, si vous voulez découper un
triangle non isocele d'un seul coup de ciseau,
deux plis le long de deux bissectrices ne
suffisent plus...

[l va donc falloir utiliser d'autres plis que ceux
de I'axiome O,: ce seront ceux de |'axiome
0,. On va plier le long de perpendiculaires
aux cotés du polygone issus de sommets du
squelette droit.

Dans le cas du rectangle, ceci nous donne
un deuxieéme pliage solution. Dans ce pliage,
on alterne le sens des plis: les plis sur les
lignes en pointillé rouge seront dans un
sens, et ceux sur les lignes en pointillé bleu,
dans l'autre.

Les mathématique de I'Origami | Christiane Rousseau ¢ Université de Montréal

L'algorithme général fonctionne en utilisant
les deux types de plis: des plis le long de seg-
ments du squelette droit et des plis issus des
sommets du squelette et perpendiculaires
aux cotés du polygone.

Le cas général est difficile. Ce n'est pas facile
pour un ordinateur de dessiner le sque-
lette droit d'un polygone ou d'un ensemble
de polygones. De plus, quand on trace une
perpendiculaire a une aréte du polygone
issue d'un sommet du squelette droit, celle-ci
peut intersecter un segment du squelette
droit. Dans ce cas, on trace aussi le syme-
trique de cette perpendiculaire par rapport
au segment. Ce réseau des perpendicu-
laires et de leurs symétriques peut étre trés
compliqué. La preuve indique un choix de
segments du squelette et de perpendiculaires
sur lesquels plier. L'algorithme est long a exé-
cuter pour un ordinateur lorsque le polygone
est complexe.

Voici un polygone un peu plus complexe et
ses plis.

Et, pour terminer en beauté, la tortue de
Demaine et son squelette droit, ainsi que
des plis permettant de la découper d'un seul
coup de ciseau.
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Balades dans divers lieux de rencontre entre mathématiques et littérature :
roman (Pagnol), chanson (Vian), thédtre (Racine) et ballade (Villon).

Il'y sera question notamment de « racine »
— le grand classique, mais aussi les végétales... et les carrées.

Nous avons propos¢, dans nos premieres
Glanures mathématico-littéraires,' une ren-
contre avec |'écrivain francais Marcel Pagnol
(1895-1974), alors qu'il évoque certains cours
de mathématiques de son adolescence «a
I'usage des "littéraires”, des cours tronqués,
sommaires, et qui glissaient sur les raisonne-
ments pour aboutir a des formules ». Sur un
ton plaisant, il raconte alors comment l'un
de ses professeurs n'hésitait pas a faire appel
a la poésie afin de « donner » ces fameuses
formules mathématiques — dont « certaines
étaient ravissantes », souligne Pagnol au pas-
sage. (Voir la section Pour en savoir plus.)

Mais I'ceuvre romanesque elle-méme du

celebre auteur provencal recele aussi moult
clins d'ceil a saveur mathématique.

Matesl Effusions
“511}31 sty mathématiques
= du coté de
chez Jean

de Florette

Ainsi dans son mythique
-~ Jean de Florette (1963),
4t au moment ou son heros
1 © Jean Cadoret entreprend
. de remettre en état
- de culture un champ
~ longtemps  laissé en
3 friche, Pagnol décrit en
termes a la fois savou-
reux et empreints de
dignité les premiers
«travaux de  pion-
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nier» (p. 135)2 de son personnage central,
tout en se permettant une réjouissante
analogie mathématique (voir encadré De la
difficulté d'extraire une racine... d'arbrisseau).

D'autres passages du livre renferment des
allusions arithmétiques ou géométriques —
la plupart du temps fort élémentaires, certes,
mais, sous la plume de Pagnol, éminemment
sympathiques, voire souvent comiques. Ainsi
en est-il lorsque le voisin de Jean Cadoret,
Ugolin, cherchant a bien estimer une somme
de douze mille francs, s'enquiert auprés de
son oncle, dit le Papet: « Combien ca fait
de piéces de vingt francs? » Pagnol poursuit
ainsi la narration :

1. Voir Accromath, vol. 11, hiver-printemps
2016, pp. 26-29.

2. Les citations textuelles de Jean de Florette,
accompagnées d’un numéro de page,
renvoient a I'édition indiquée dans
Pour en savoir plus.
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Le Papet réfléchit un moment, ferma les
yeux, remua rapidement les lévres, compta
sur ses doigts, et répondit enfin : « Un gros
paquet. » (p. 51)

Dans un autre extrait, Ugolin doit déterminer
les dimensions d'un bassin a creuser afin
d'obtenir une réserve de quatre cents métres
cubes d'eau — si importante pour ses chers
ceillets!

Ugolin se gratta la téte, perplexe...

« Le calcul, en réfléchissant bien, je saurais
le faire. Mais ce qui m'embrouille, c'est la
virgule. On ne sait jamais ou la mettre... »

Le Papet sourit, et dit :

« Moi, les virgules, je les connais. Ce soir, a
diner, je te donnerai la réponse. » (p. 54)

Mais le calcul s'avére plus ardu que prévu.
C'est finalement la vieille institutrice,
rencontrée par hasard, qui vient déméler pour
Ugolin et le Papet les dimensions du bassin
et les litres de terre & extraire a cette fin
— qu'elle évalue a environ 800 000 kilos —,
«ce qui exigerait, affirme-t-elle, une année
et demie de travail d'un terrassier de métier »
(p. 55). Elle s'arréte méme au revétement inté-
rieur du bassin, qui nécessiterait 130 tonnes
de maconnerie. (Voir la Section problémes.)
Et Pagnol de conclure suavement la scéne en
ces mots :

Puis, comme ['église sonnait la demie de
six heures, elle les quitta au trot, stupéfaits
de cette virtuosité, mais consternés par ses
résultats. (p. 55)

Le personnage de Jean Cadoret se distingue,
dans le milieu paysan ou se déroule 'intrigue,
par son caractére résolument intellectuel,
mais aussi passablement idéaliste... et méme
réveur. Ainsi, cherchant a expliquer a Ugolin
son désir de relancer la ferme dont il a hérité
de sa mére, il s'exclame :

Eh bien, voila : aprés avoir beaucoup tra-
vaillé — je parle du travail de I'esprit —,
apreés avoir longuement médité et PHILO-
SOPHE, Je suis arrivé & la conclusion irré-
futable que le seul bonheur possible c'est
d'étre un homme de la Nature. J'ai be-
soin d'air, j'ai besoin d'espace pour que ma
pensée se cristallise. Je ne m'intéresse plus
qu'a ce qui est vrai, sincére, pur, large, en
un seul mot, TAUTHENTIQUE, et je suis venu
ici pour cultiver TAUTHENTIQUE. J'espére
que vous me comprenez? (p. 99)

Jean de Florette pédagogue

« Le travail que j'entreprends aujourd’hui sera long et pénible. Il va
durer certainement plusieurs mois : (...) trois cents métres carrés
pour le potager, six ou sept cent métres pour le petit pré dans le
parc aux lapins. Selon Ugolin, je dois pouvoir défoncer convena-
blement quarante métres carrés par jour.

— C'est comme un probléeme! dit Manon. Mais les métres carrés, je ne
sais pas encore les faire, et méme je ne les comprends pas du tout...

— Je te les montrerai sur le terrain, et tu comprendras tout de suite!
Il me faudra donc une dizaine de jours pour mettre le potager en
état de recevoir les semences, et environ trois semaines pour le
petit pré.» (p. 139)

Mais Jean de Florette sait aussi se montrer
cartésien, par exemple lorsqu'il annonce a sa
femme et a sa fille Manon qu'arrive enfin le
temps des « travaux véritablement agricoles »
(p. 138), a savoir le défoncage a la pioche
suivi des plantations. Sa réponse a Manon a
propos des unités de mesure agraire alors en
jeu révele méme une vision de bon aloi d'une
« pédagogie en action » (voir encadré Jean de
Florette pédagogue).
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Fascination racinaire...
et racinienne

lIn'est peut-étre passiétonnantdevoir Pagnol
faire de I'extraction de la racine carrée une
sorte d'aune pour juger de la difficulté
d'extirper-une racine véritable du sol : il faut
se rappeler que naguére — il y a a peine un
demi-siécle —, I'algorithme d'extraction de Ia
racine carrée « a la mitaine » faisait partie des
techniques a savoir maitriser vers la fin du
primaire (voir a ce propos la Section problémes).
On peut facilement imaginer quelques éleves
sentir alors chambranler, voire s'écrouler,
leur chateau mathé-

B 0 R l S V l A N matique... et d'autres,

LE DESERTEUR

au contraire, tirer
une certaine gloire
d'avoir pu accéder
a ce niveau de
performance cal-
culatoire!

Quand Vian s’émeut
pour la racine carrée

Il'y a des racines de tout’ les formes

Des pointues, des rond” et des difformes
Cell’ de la guimauve est angélique

Et la mandragore est diabolique

'y a un'Racin’ qu'est un classique
Meém's'il nous bassin’on n'y peut plus rien
Mais la racine que j'adore

Et qu'on extrait sans effort-eu

La racin’carrée c'est ma préfé-rée.

()

Mais la racine que j'adore

Donnez m'en-z-encore, encore

La racin’carrée c'est ma préfé-rée.

Un autre écrivain semble avoir eu, tout
comme Pagnol, une certaine fascination pour
la racine carrée... au point de lui consacrer
une chanson. Il s'agit de Boris Vian (1920-
1959), figure incontournable de I'univers
culturel francais de I'aprés-guerre. Doté
d'une formation d'ingénieur, il s'est distingué
de moult maniéres dans le monde des arts,

notamment a titre d'écrivain, poéte, parolier,
chanteur et trompettiste de jazz. On lui doit
notamment les romans J'irai cracher sur vos
tombes (1946) et L'Ecume des jours (1947) —
Ses ceuvres romanesques ont été regroupées
par Gallimard en 2010 dans deux volumes de
la prestigieuse collection Bibliothéque de la
Pléiade.

Coté chanson, Vian a commis plusieurs
«tubes»3 notamment l'antimilitariste Le
déserteur (1954), longtemps interdit & la
radio en France par la censure, ou encore la
jubilatoire Complainte du progrés (1955), une
satire de la soci¢té de consommation truffée
de fascinantes expressions inventées par
Vian — telles le ratatine-ordures ou I'efface-
poussiére. Mais c'est une chanson moins
connue de Vian, Racine carrée (1957), qui
nous intéresse davantage ici (voir encadré, et
aussi Pour en savoir plus). Sur un ton badin,
Vian y soutient, contrairement a un Pagnol,
que la racine carré, qu'il « ador/e», s'extrait
sans « effort/e »..4

[l est fait mention, dans ce texte, du « Racine
qui est un classique ». Il s'agit bien sdr du
célebre dramaturge francais Jean Racine
(1639-1699), académicien et l'un des plus
grands auteurs de piéces de théatre de la
période classique francaise.

Racine, le charmeur
de serpents

Le théme des Mathématiques au thédtre
a déja été abordé de facon fort riche dans
Accromath® A cet égard, on ne peut pas
dire que l'ceuvre de Jean Racine — auteur
d'une douzaine de pieces, dont Andromaque
(1667), Britannicus (1669) ou Bérénice (1670)
— abonde en passages mathématiques. I
y aurait peut-étre, a propos de l'ancienne
mesure de longueur appelée toise, les vers

3. L'expression tube, utilisée pour désigner une
chanson a succes, date de la fin des années
50 et serait due a Vian lu-méme, qui lui accor-
dait cependant la connotation de chanson au
contenu creux... comme un tube.

4. Le lecteur aux golts musicaux davantage
contemporains fera sans doute remarquer
que Racine carrée est le titre choisi par Stro-
mae pour son deuxieme album, paru en
2013 (voir Pour en savoir plus).

5. Voir l'article de France Caron dans Accro-
math, vol. 7, été-automne 2012, pp. 10-17.
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IIs me font dire aussi des mots longs d'une
toise,

De grands mots qui tiendraient d'ici
Jusqu'a Pontoise.

Les Plaideurs (1668), Acte Ill, Scéne 3

mais c'est somme toute assez minime. Et de
toute manigere, s'agissant de faire rimer toise
avec Pontoise (ville située prés de Paris), le
lecteur préférera sans doute la savoureuse
version qu'en donne Francois Villon, potte
de la fin du Moyen Age qui nous a laissé de
nombreuses ceuvres en forme de ballade,
dont La Ballade des dames du temps jadis
ou La Ballade des pendus (voir encadré Le
« Quatrain de Villon »).

On pourrait par ailleurs se laisser porter par la
magnificence des alexandrins raciniens, ainsi
que par le rythme induit par les composantes
de leur métrique cadencée (hémistiche,
césure, etc). On pourrait aussi s'€mouvoir
a la justesse de leurs propos, notamment
lorsqu'ils visent a exprimer puissamment
I'extase du coup de foudre — par exemple,
alors que Phédre rappelle sa premiere
rencontre avec Hippolyte :

Je le vis, je rougis, je pdlis @ sa vue;
Un trouble s'éleva dans mon dme éperdue;

Mes yeux ne voyaient plus, je ne pouvais
parler;

Je sentis tout mon corps et transir et braler.
Phédre (1677), Acte |, Scéne 3

Mais sans doute davantage reliée aux pro-
pensions mathématiques du lecteur est la
célébre allitération due a Racine,

Pour qui sont ces serpents qui sifflent sur
vos tétes?

Andromaque (1667), Acte V, Scéne 5

ou, a la toute fin de la piéce, I'auteur nous
fait littéralement entendre le lugubre siffle-
ment de ces terribles serpents.

6. France Caron, « Mathématiques et poésie :
alarecherche de l'idéal. » Accromath, vol. 1,
éte-automne 2006, pp. 36-39.

Le theme de I'allitération en poésie a
déja été abordé dans le tout premier
numéro d'Accromath.® S'intéressant
aux facons de créer des motifs
en poésie, que ce soit sur le plan
rythmique ou sonore, l'auteure
y fait ressortir I'allitération comme
une maniére d'introduire une
certaine structure dans I'élan
poétique — et donc, ce faisant,
d'établir un lien avec les mathé-
matiques.

Mais voyant venir a une verti-
gineuse vitesse grand V le verso
véritablement vivifiant de cette page,
nous préférons patiemment reporter a
un prochain numéro de ce périodique nos
propos portant sur cette figure de style a la
fois pittoresque et passionnante.

Jean Racine
1639-1699
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L'astronome, statisticien et actuaire danois Thorvald Thiele a trouvé une fagcon
de générer automatiquement de trés beaux motifs de mosaiques au moyen
du concept de résidu quadratique dans I'ensemble des entiers de Gauss.

Christian Genest
Université McGill

Steffen Lauritzen
Université de Copenhague

Une mosaique est un assemblage composé
de petits cubes ou de fragments multicolores
de divers matériaux dont la disposition forme
un motif décoratif. Utilisées pour parer le
revétement d'un sol, d'un mur, d'un plafond
ou d'un objet, les mosaiques

ont éte trés populaires pendant
I'Antiquité et sont restées en
usage tout au long du Moyen
Age et de la Renaissance.

Aprés avoir quasiment disparu,
I'art du pavage en mosaique a
connu un regain de popularité
avec le mouvement artistique
de la fin du 19¢ siecle et du

0 20 40

Résidus quadratiques modulo 43

début du 20° appelé «Art
nouveau» Les découvertes
de la science exercaient alors
une forte attraction sur le grand public et
de nombreux artistes (poétes, musiciens,
peintres, etc.) ont traduit cette fascination en

60 80

donnant une dimension mathématique a leur
ceuvre.! L'élégante régularité des motifs de
nombreux dallages en mosaique qui ornent
nos maisons et batiments publics n'est
qu'une des multiples manifestations de cette
recherche esthétique.

A sa facon, Thorvald Thiele (1838-1910) a
contribué¢ a ce mouvement en montrant le
premier comment|'utilisation de congruences
dans l'ensemble des entiers de Gauss permet
de construire facilement des mosaiques
d'une grande beauté. La figure 1 illustre deux
des motifs qu'il dévoila en primeur lors d'un
grand congres scientifique scandinave tenu
a Copenhague en 1873. Le dallage de Thiele
représenté a la figure 2 se trouve lui aussi a
Copenhague, dans le hall d'entrée du Minis-
tere danois de la défense.

1. Voir entre autres I'article de France Caron inti-
tulé « A la recherche de I'idéal », paru dans
Accromath, vol. 1 (2006), pp. 36-39.

Figure 1. Deux des mosaiques présentées par Thiele lors du congres de 1873.
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En plus de produire d'élégants résultats, la
technique de construction de mosaiques
employée par Thiele est a la fois simple et
ingénieuse. Elle s'appuie sur la notion de
résidu quadratique complexe que nous allons
explorer ensemble en deux temps. Nous
serons ensuite en mesure de formuler trois
€nigmes non résolues concernant le dallage
de la figure 2.

Congruence et résidus
quadratiques dans 7Z

Etant donné un entier p > 1, rappelons
d'abord que deux entiers relatifs

a,beZ={0, +1, +2,.}

sont dits congrus modulo p si leur différence
a - b est un multiple de p, c'est-a-dire s'il
existe ke Z tel que a - b= kp. On écrit alors

a=b modp.

En particulier, aest congru au reste de sa divi-
sion par p. On peut donc écrire par exemple
17=1mod 4 car 17 - 1 = 16 est divisible par
4 tandis que 28 =0 mod 4 puisque 28 =4 x 7
est un multiple de 4.

De plus, on dit qu'un entier naturel
qeN={0,1, 2, ..} est un résidu quadratique
modulo p s'il existe un entier relatif xeZ

tel que
g=x> modp.

Dans le cas contraire, on dit que g est un
non-résidu quadratique modulo p.

Deux exemples
simples
Par exemple, tout entier
geN est un résidu qua-
dratique modulo 2. En
effet,
® sig=0 mod 2 (g est
pair), alors
g=02mod 2 ;
® sig=1 mod 2 (q est
impair), alors
g=1?mod 2.
De fait, tout entier geN
congru a 0 ou a 1 est

un résidu quadratique
modulo p, quel que soit p.

Par exemple,
® sig=0 mod 4, alors g=0?mod 4;

® sig=1 mod 4, alors g= 12 mod 4.
Cependant, si g= 2mod4 ou g = 3mod4,
il n'y a aucun entier relatif x e Z pour lequel
g = x* mod 4, comme on peut le montrer par
contradiction en distinguant les cas ou x est
pair et impair :

® six=2n,alors X*=4n*=0 mod 4, puisque

4n? est divisible par 4 ;

e six=2n+1alors *=4n>+4n+ 1 =1
mod 4.

e

Figure 2. Dallage de
Thiele ornant le hall
d’entrée du Ministere
danois de la défense,
situé au n®9 du Hol-
mens Kanal, a Copen-
hague
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Trottoirs de Thiele

Le résultat précédent est représenté graphi-
quement a la figure 3 a I'aide de ce qu'on
pourrait appeler un « trottoir de Thiele ». En
général, le trottoir de Thiele modulo p est
composé de tuiles carrées de coté 1, centrées
en (0,0), (1,0), (2,0), etc. La couleur de la tuile
centrée en (g,0) est déterminée comme suit :

® rougesig=0mod p;

® bleusigestun résidu quadratique modulo
p (mais g # 0 mod p) ;

® blanc si g est un non-résidu quadratique

modulo g.
: EHE BN BN BN
0 5 10 15
Figure 3. Quand p = 4, tout entier g est congru a 0, 1,

Trottoir de Thiele | 2 ou 3 mod 4. Le motif « rouge, bleu, blanc,
modulo 4. blanc » correspondant aux tuiles (0,0), (1,0),
(2,0) et (3,0) se répeéte ensuite indéfiniment.
Pour toute autre valeur de p > 1, la construc-
tion du trottoir de Thiele modulo p est facile
a compléter dés que I'on connait les couleurs
des tuiles centrées en (0,0), ..., (p-1,0); la
périodicité est de longueur p.

Il se trouve que les mosaiques de Thiele
sont basées sur un principe sem-
blable. Etant donné une paire d'entiers
p= (p;, p,). la couleur de la tuile centrée en

Thorvald Nicolai Thiele
(1838-1910)

Thorvald Thiele est né a Copenhague le
24 décembre 1838 et y est décédeé le 26 sep-
tembre 1910 a I'dge de 71 ans. Son prénom lui
| vient de son parrain, le sculpteur Bertel Thor-
o = valdsen. Apres de brillantes études, Thiele a
H‘ﬁ.’. été professeur d'astronomie a I'Université de
Copenhague de 1875 a 1907, ainsi que directeur de |'Observatoire
astronomique universitaire. Reconnu comme précurseur de la
statistique mathématique, il a été le premier a proposer une théorie
du mouvement brownien en plus d'étre a l'origine des notions
de cumulant et de vraisemblance. Thiele a aussi contribué a la
fondation, dés 1872, de la toute premiére compagnie d'assurance-vie
privee du Danemark, la Société Hafnia. Il en a été le directeur
scientifique jusqu'en 1901 et a présidé son Conseil d'adminis-
tration de 1903 a 1910. Deux astéroides ont été nommeés en son
honneur ; I'un d'entre eux a été découvert par son fils Holger,
lui-méme astronome répute.

(g,.q,) variera selon qu'il s'agit d'un résidu
quadratique modulo p ou pas. Pour que cet
énoncé prenne tout son sens, il nous faudra
toutefois explorer d'abord la notion de
congruence entre deux paires d'entiers relatifs.

Extension a I'ensemble
des entiers de Gauss

Dans un ouvrage paru en 1801, Disquisitiones
arithmeticae, le célebre mathématicien, astro-
nome et physicien allemand Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) s'est intéressé a I'arith-
métique modulaire sur d'autres ensembles
que Z, dont celui des paires d'entiers relatifs,
c'est-a-diredesvecteurs (a;,0,) € 72 =7x7.
Gauss a défini la somme et le produit de deux
éléments quelconques

a=(0,0) b=(b,b) eZ? comme suit :
(0;,0,)%(b,6,) = (0,6, — 0,0,,0,b, + ayb,).

L'addition est tout simplement celle des
vecteurs. Plus mystérieuse, la multiplication
est intimement liée a la notion de nombre
complexe [voir encadré page suivante].

Doté de ces deux opérations, I'ensemble 72 dit
« des entiers de Gauss» . . . . .
posséde toutes les |l
propriétés nécessaires
pour qu'on puisse vy
définir des notions =

de congruence et de |
résidu quadratique par = = b
analogie avec celles Z* est I'ensemble des

.o points du plan dont les
qui existent dans Z.  geyx coordonnées sont
Etant donnés deux entiers des nombres entiers.
naturels p,, p, (non tous deux nuls), deux
éléments a, b e Z? sont dits congrus modulo
p = (p, p,) s'il existe k = (k;, k) eZ? tel
que a - b = k x p. Autrement dit, on pose
a=bmod psiet seulement si

(07,0,) = (6,,0,) = (kyp; — ko py Kypy + ko y).

On dit alors qu'une paire q = (q;, g,) est un résidu
quadratique complexe modulo p = (p; p)
s'il existe x = (x;, x,) €Z’ tel que g=x2 mod p.
En d'autres termes, il faut pouvoir trouver
des entiers relatifs x, et x, tels que

(q1.q2)E(x$ —X§,2x1xz) mod p.
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Mosaiques de Thiele

A linstar d'un trottoir, une mosaique de
Thiele modulo p = (p, p,) est constituée
de tuiles carrées de coté 1; celles-ci couvrent
toutefois une surface plane. La couleur de
la tuile centrée au point q = (g,, q,) est fixée
comme suit :

® rougesig=0modp;
® bleusi g = 0mod pestun résidu quadra-
tique complexe modulo p ;

® blanc si g est un non-résidu quadratique
complexe modulo p.

A titre d'exemple, supposons p = (2, 0). On a

alors
(a;,0,)=(b,,b,) mod p

ce qui revient a dire que a, = b, mod 2 et
a,= b, mod 2. Pour tout (a,,0,) € Z*, on a donc
(01102] = (OIO)I (011)1 (110] ou (111) mOd p = (210]
Par conséquent, il suffit de déterminer si
(0,0), (1,0), (0,1) et (1,1) sont des résidus
quadratiques complexes modulo p = (2,0) ou
pas pour pouvoir construire la mosaique de
Thiele correspondante.

Etant donnés a,, a, € {0,1}, on doit donc
vérifier s'il existe x,, x, € Z tels que

2,2 —
0, =X;—Xx; mod2, a,=2x.x, mod2.

Sia, =0, il suffit de prendre x; = a, et x, = 0.
Toutefois si @, = 1, il n'y a aucune solution
possible car 2x,x, est pair quels que soient
X,, X, €Z, de sorte que I'on ne peut jamais
avoir 2x,x,=a, = 1 mod2.

La figure 4 illustre ce résultat. Comme on
vient de le voir, les tuiles (0,0), (1,0), (0,1)
et (1,1) déterminent le motif fondamental
(2 gauche), qu'on peut ensuite reproduire
a volonté (3 droite). L'effet psychédélique
de I'ensemble est di a la double périodicité
(horizontale et verticale) du motif et au vif
contraste des couleurs.

15

0.5

0.0

0
=3
-05 0.0 0.5 1.0 15

Figure 4. Mosaique de Thiele modulo p = (2, 0).
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Figure 5. Mosaique de Thiele modulo (71, 0) ayant servi de modele au dal-
lage ornant le hall d’entrée du Ministére danois de la défense (figure 2).

Combien de tuiles colorees ?
D'expérience, les plus belles mosaiques de Thiele sont celles pour
lesquelles p = (p,, p,) est un nombre premier de Gauss, c'est-a-dire
tel que la relation suivante est valide pour tous @, beZ’:

axb=(0,0) modp = a=0mod pou b=0 mod p.
Il est possible de montrer que p est premier si et seulement si I'une
des trois conditions suivantes est satisfaite (résultat pris ici pour
acquis) :
® sip,2letp,21: p12+p§ est premier au sens classique ;
® sip, =0etp,>1:p,| est premier et |p,| =3 mod 4 ;
® sip,>1etp,=0:|p,| est premier et [p,| =3 mod 4.
Ainsi, (19,0), (71,0) et (17,8) sont des nombres premiers de Gauss,
mais (5,0) ne l'est pas puisque (5,0) = (1,2) x(1,-2).
On sait que lorsque p est premier, la moitié¢ des nombres entre 1
et p- 1 sont des résidus quadratiques modulo p. Autrement dit,
(p - 1)/2 des tuiles du motif fondamental d'un trottoir de Thiele
modulo p sont bleues. De méme, en faisant appel a des notions de
théorie des corps, on peut montrer que si p = (p,, p22] est un nombre
premier de Gauss tel que p, > 1 et p, > 1, alors (p; +p§—1)/2 des
tuiles de la mosaique de Thiele modulo p sont bleues.

Deux autres exemples, fournis par Thiele
lui-méme, ont été reproduits a la figure 1
au moyen d'un programme en libre acces
[voir encadré page suivante]. La mosaique de
gauche de cette figure est obtenue en posant
p=(19,0) ; sa double périodicité (horizon-
tale et verticale, ici encore) est évidente. La
mosaique de droite correspond a p = (17,8);
on y décele aussi une régularité, mais elle est
plus difficile a cerner.

Interprétation géométrique
Pour mieux comprendre en quoi les
mosaiques de Thiele sont réguliéres, traitons
les éléments de Z° comme des vecteurs a
coordonnées entiéres et observons que par
définition, deux vecteurs a = (a,,a,), b= (b,, b,)
de Z? sont congrus modulo p = (p,, p,) si et
seulement si

(01,0,) = (64,6,) = (kypy — ko py Koy + ko 1)
= k(1. py)+ Ky (=py. 1),

c'est-a-dire si leur différence est la somme
d'un multiple de pet d'un multiple du vecteur
p' = (-p, p,) orthogonal a p.

En termes géométriques, les vecteurs a et b
sont donc congrus modulo p s'il est possible
de passer de I'extrémité de a a I'extrémité de
b (ou vice versa) par un nombre fini de trans-
lations de p, -p, p' et -p'. En particulier tout
vecteur est congru a un autre dont I'extré-
mité se trouve dans les limites du carré de
sommets (0, 0), p, p' et p+p'. Cette propriété
est I'équivalent dans Z? du reste de la divi-
sion par pdans Z.

En consultant a nouveau le volet de droite
de la figure 1, on constate en effet que le
motif fondamental de la mosaique est bel et
bien celui que I'on retrouve entre les quatre
repéres rouges localisés en (9,25), (17,8),
(26,33) et (34, 16).



Les mosaiques de Thiele | Christian Genest, Steffen Lauritzen ¢ Université McGill et Université de Copenhague

Retour sur image

Le dallage représenté a la figure 2 est la
mosaique de Thiele modulo (71,0), dont
le motif fondamental est illustré a la figure 5.
Bien qu'il soit actuellement occupé par le
Ministére danois de la défense, [|'édifice
ou se trouve ce dallage était a l'origine le
siege social de la Société d'assurance Hafnia
[voir encadré concernant Thiele]. A titre de
président du Conseil d'administration de
I'entreprise, Thiele avait autorisé la construc-
tion du batiment en mai 1910, quelques mois
a peine avant son décés a I'age de... 71 ans.
On présume que le choix du recouvrement de
sol du hall d'entrée fut choisi apres le décés
de Thiele afin d'honorer sa mémoire.

On peut encore formuler trois observations a
propos de ce dallage :

e |'exécution du motif comporte des erreurs.
En effet, bien que la paire (27, 35) soit
un résidu quadratique complexe modulo
p=(71,0), la tuile centrée en ce point est
blanche sur le dallage. Erreur de calcul ?
Tout porte a le croire car elle est répercutée
sept fois dans l'ouvrage.

® Encomparant les figures 2 et 5, on constate
que la tuile centrée en (25, 45) devrait étre
blanche mais qu'elle est en fait rouge sur le
dallage. Cette erreur-la n'est pas répercutée.
Distraction du carreleur ou désir de se
conformer a une vieille tradition du métier
qui consiste a éviter la perfection?

e Pourquoi les tuiles correspondant a
certains résidus quadratiques ont-elles été
coloriées en rouge et les autres en vert ?
Simple question d'esthétique ? La régula-
rité du motif suggére plutdt que ces deux
tons reflétent une autre propriété mathé-
matique de ces résidus. Mais laquelle ?

Une recherche documentaire dans les
archives de la compagnie Hafnia permettrait
peut-étre de répondre aux deux premiéres
questions. La troisieme est de nature stric-
tement mathématique et sa solution risque
de faire intervenir certaines propriétés des
entiers de Gauss, des résidus quadratiques
(ou quartiques ?) complexes et autres pas-
sionnants sujets qui relévent de la théorie
des nombres. La réponse nous est inconnue,
alors avis aux amateurs !

SE BN | i ENEN ENE EEEE BN H u H_EEE
H_ EEE EEEE H B H EEEE ENE BEEEE
(] i N H ENENE ENEE BEEER B
H_EEEE _EEE L a O
ENEE B O
a H_EEER L ||
II= =III-I = - (]
EEEw ""E B N.asd £ ]
o
) H ENEE ENE BEEER B (]
HE HEEEE B H N | [ |
H B H EEEE ENE BEEEE N | ]
HE ENE BEEEE B H B O L]
m_u H N H EEEE ENE BN
H ENEE EEE BEEER B H B | |
ENEE B H N H _EEEE N a
=II .I===-I -.= =.--I-III n
L H H ENEE BEEE BEEER (]
I HNEE ENE BEEEE B H B
HEEE B H B H _EEEE EEE [m|
[ ] H EENEN EEE BEEEE B a
..= =.--I-III= =II -I===. -I
HEE EEN BEEEE B i N O oo
L] H B H_EEEE EER a
[ ] =-I -.= =--.l.lll= -
o N 0 _EEEE EEE EEEE = [ [
= . III-I.-.= =.. I. L1
- A e mmms E =
H_ HEE BEEEE N | [
H B I.== I.I
O O
1] | O
a (]
o

20

40

Résidus quadratiques modulo 7 + 3i

Cette mosaique est produite avec un nombre qui n’est pas premier.
En effet: 7 + 3i = (1 -i)(2 + 5i).

Générer des mosaiques de Thiele avec R
On peut facilement générer une mosaique de Thiele a l'aide
d'un programme congu par Sgren Buhl, professeur de
mathématiques et de statistique a I'Université de Aalborg. Son
programme a €été écrit a l'aide du logiciel R téléchargeable
gratuitement sur le site

http://www.r-project.org/

Le programme lui-méme se trouve ici :
http://www.math.mcgill.ca/cgenest/Thiele.R

Apres en avoir copié le code et collé celui-ci dans la fenétre de
commande de R, on peut tracer la mosaique de Thiele modulo p
de taille (n+1) x (n+ 1) avec la commande tuile(p,n). Par exemple,
la figure 1 a été obtenue en tapant? tuile(19,40) et tuile(17+8i40).
La mosaique de la figure 5 a été obtenue en tapant tuile(71,71). Le
gratuiciel R est compatible avec les systemes d'exploitation UNIX,
Windows et MacOS.

2. Des que I'on tape I'ouverture de la parenthese, le logiciel écrit ( ).
Il reste a taper 19,40 et presser la touche entrée pour que la
pavage s ‘affiche.
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Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences
et Technologies de Lille

Acheter une voiture

dU

Rubrique des

rodoxes

ous devez acheter une voiture dans la
matinée et vous allez rencontrer successive-
ment deux vendeurs qui vont chacun vous
offrir le méme modele de voiture et vous
Proposer un prix « a prendre ou a laisser ».

Vous avez rendez-vous avec le premier
vendeur & 10h et, @ 10h30, vous devrez
soit avoir renoncé a acheter sa voiture, soit
avoir fait le cheque pour la somme qu'il vous
demande.

=

A 11h, vous rencontrerez le second vendeur.
Si vous avez refuse la premiére voiture, vous
serez donc obligé d'acheter au second vendeur,
qui sera peut-étre plus cher.

Il vous est impossible de connaitre a I'avance
les offres de prix P, du premier vendeur et P,
du second vendeur.

«J'ai une chance sur deux de faire le bon choix
(acheter la voiture la moins chére). En effet, si
(a) j'achéte au premier vendeur, il se peut que
le second soit moins cher, mais je ne pourrai
pas revenir sur ma décision car mon chéque
sera fait, et (b), si je refuse d'acheter au pre-
mier, il se peut qu'il soit moins cher, ce que je
ne saurai que lorsqu'il sera trop tard et que je
serai contraint d'acheter au second vendeur.
[l'y a une chance sur deux pour que le moins
cher soit le premier vendeur et une chance
sur deux pour que ce soit le second ; j'ai donc
une chance sur deux d'acheter la voiture la
moins chere, quoi que je fasse. »

Aussi paradoxal que cela puisse paraitre, il
existe une facon de s'y prendre qui garantit
de réussir a acheter au meilleur prix avec une
probabilité strictement supérieure a 50 %.
Cette méthode ne vous assure pas d'acheter
toujours au meilleur prix, mais vous permet
de le faire plus d'une fois sur deux.

Quelle est cette méthode ?



Jetons noirs et jetons

Rappel de I'énoncé

Les pions du jeu d'Othello sont au nombre de 64 et
possedent chacun une face blanche et une face
noire. On les étale devant le Grand logicien fou en les
disposant de telle sorte que 10 pions montrent leur
cOté blanc et 54 leur coté noir.

Le Grand logicien fou annonce : « Vous allez me bander
les yeux, mélanger les pions (sans en retourner) ; ensuite
je manipulerai les pions et j'en ferai deux paquets A et
B. Vous pourrez alors constater qu'il y aura le méme
nombre de pions noirs dans le paquet A et dans le
paquet B ».

Cela semble totalement absurde : si les pions sont
mélangés, le Grand logicien fou ne peut pas savoir ou
sont les pions montrant leur c6té noir, et donc le par-
tage qu'il prétend faire est impossible. Pourtant, on lui
bande les yeux, il manipule les pions et compose deux
paquets A et B ayant chacun le méme nombre de pions
noirs. Comment fait-il ?

La solution

Bravo a Matthieu Calame et Nicole Garnier qui m'ont
fait parvenir une solution.

1. Le grand logicien fou prend 10 jetons au hasard
parmi les 64 et les place dans le paquet A.

2. Il prend ensuite les 54 jetons restants, les retourne
tous et les place dans le paquet B.

A et B ont le méme nombre de jetons coté noir.
En effet :

® s'il y a 10 jetons noirs dans A, alors A contient O blanc,
donc B contient 10 blancs et 44 noirs, ce qui, une fois
retournés, fait 10 noirs et 44 blancs ;

® s'il y a 9 jetons noirs dans A, alors A contient 1 blanc,
donc B contient 9 blancs et 45 noirs, ce qui, une fois
retournés, fait 9 noirs et 45 blancs;

® s'il y a 8 jetons noirs dans A, alors A contient 2 blancs,

donc B contient 8 blancs et 46 noirs, ce qui, une fois
retournés, fait 8 noirs et 46 blancs ; etc.

(Cas général : s'il y a n jetons noirs dans A(0< n <10),
alors A contient 10-njetons blancs, et donc B contient
d'abord 10 - (10 - n) jetons blancs, c'est-a-dire n jetons
blancs qui, une fois retournés, donnent n jetons noirs :
A et B ont donc chacun n jetons noirs).

g’ Accromuoth  \ol.11, été-automne 2016
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Mathématiques de I'Origami

1. Construire a la régle et au compas la
médiatrice d'un segment PQ.

2.a) Construire a la reégle et au compas une
bissectrice d'un angle formé par deux
droites sécantes D, et D,.

b) Construire a la régle et au compas la
paralléle & une droite D passant par un
point D,.

c) Construire a la régle et au compas la
paralléle équidistante a deux droites
paralleles D, et D,.

3. Construire a la regle et au compas la

perpendiculaire & une droite D passant par
un point P.

4. Construire un octogone régulier en Origami.

5. Imprimer la figure en haut a droite et faire
un pliage de maniére a pouvoir couper le
contour de la lettre M d'un seul coup de

ciseau.

Extraction d’une racine carreée

172. Deuxiéme cas. Le nombre est supérieur a 100
Pour extraire, & une unité prés, la racine carrée d’un nom-
bre entier supérieur &4 100 :

1? On partage ce nombre en tranches de 2 chiffres, 4 partir
des unités ; la derniére tranche & gauche peut n'avoir qu'un
chiffre.

2° On éerit & la racine, le plus fort chiffre dont le carré
puisse étre soustrait de la tranche de gauche.

3% A droite du reste, on descend la tranche suivante dont
on sépare un chiffre & droite ; la partie de gauche formeun
dividende, et I'on prend pour. diviseur le double du nombre
déjd éerit 4 la racine.

4® Le quotient est le chiffre suivant de la racine ou un
chiffre trop fort ; on 'essaye en Péerivant & droite du divisenr,
et en multipliant le nombre ainsi formé par ce méme chiffre ;
gi le produit peut se retrancher du nombre formé par le divi-
dende et le chiffre séparé, le chiffre essayé est exact et on
I'éerit & la racine ; sinon, on le diminue sueccessivement dune
unité, jusqu'd ce qu'on arrive & une soustraction possible

On répéte les deux dernidres opérations (3° et 4°), jusqu'a
ce qu’on ait obtenu 4 la racine tous les chiffres cherchés.

Les mathématiques de la vie courante.
Les Fréres des Ecoles chrétiennes,
Montréal, 1948, p. 103.

Glanures
mathématico-littéraires

1. Le bassin d’Ugolin

a) Pour obtenir le réservoir de 400 métres
cubes d'eau dont a besoin Ugolin,
I'institutrice avance « qu'il faudrait un
bassin carré de 10 metres de coté et de
4 de profondeur », ce qui, estimant que
la terre « péserait au moins 2 kilos par
litre », reviendrait a 800 000 kilos de
terre a extraire afin de creuser le bassin.
Verifier ce calcul.

b) L'estimation du travail requis que
fait alors l'institutrice («une année
et demie de travail d'un terrassier de
métier ») vous parait-elle raisonnable ?

¢) Linstitutrice évalue a 130 tonnes, « 3
2 tonnes le metre cube », la maconnerie
nécessaire pour le revétement intérieur
de ce bassin. ldentifier des hypothéses
permettant d'arriver a ce résultat.

2. Racines cristallines

L'encadré ci-contre (tiré d'un manuel
d'arithmétique élémentaire du milieu du
20¢ siecle) décrit une méthode permettant
d'extraire « a la mitaine » la racine carrée
d'un entier supérieur a 100.

a) Utiliser cet algorithme pour calculer
/b5 225.

b) Justifier la correction de cet algorithme
dans le cas général.



o plus!

Mathématiques et littérature
Glanures mathématico-littéraires

e | es citations en début de texte, a propos des cours de mathématiques « a I'usage des “littéraires’ » suivis par
Pagnol, sont tirées de :

Eléments d’une thermodynamique nouvelle (Préface, 1930); en annexe dans : Marcel Pagnol, Le temps des
amours, Julliard Editeur, 1977, pp. 325-326.

Les citations textuelles de Jean de Florette, de méme que la couverture due a Sempé (illustrateur notamment
du Petit Nicolas), renvoient a I'édition suivante :

Marcel Pagnol, L’eau des collines, tome | : Jean de Florette. Editions de Fallois, 2004.

Les paroles de la chanson Racine carrée sont de Boris Vian et José Christian
(voir http.//www.boris-vian.net/fr/liste.html#orig). L'extrait est tiré de :
Boris Vian, Textes et chansons. Editions Julliard, Editeur, 1971, pp. 152-153.

Les quatre premiéres strophes de la chanson Le déserteur se lisent comme suit :

— Monsieur le Président, / Je vous fais une lettre / Que vous lirez peut-étre / Si vous avez le temps.

— Je viens de recevoir / mes papiers militaires / Pour partir a la guerre / Avant mercredi soir.

— Monsieur le Président, / Je ne veux pas la faire, / Je ne suis pas sur terre / Pour tuer des pauvres gens.

— C’est pas pour vous facher, /Il faut que je vous dise, / Ma décision est prise, / Je m'en vais déserter.

Boris Vian, ibid., p. 171.

On retrouve facilement sur internet des interprétations de plusieurs succes de Vian, tels Le déserteur ou

La complainte du progres. Pour Racine carrée, il y a l'interprétation faite en public en 1989 par Magali Noél

(1931-2015) et tirée du disque Regard sur Vian — voir https.//www.youtube.com/watch ?v=1gc7hFOZwW3A.
e A propos du titre de son album Racine carrée (2013), Stromae explique I'avoir choisi « pour le coté “racine”.

Et parce que ca renvoie aux origines numériques. » Il ajoute a cet égard : « J'ai I'impression que je fais de la

musique comme si je faisais des maths. » (D'aprés le site https./fr.wikipedia.org/wiki/Racine_carrée_(album).)

La gravure de la Ballade des pendus de Francois Villon est tirée de :
Fernand Percival, En francais dans le texte : dix siecles de lumiére par le livre. Bibliotheque nationale de France,
1990, p. 69. (Disponible a I'adresse http./gallica.bnf.fr/}

Mathématiques et arts
Les mosaiques de Thiele

Décaillot, A.-M. (2002). Géométrie des tissus, mosaiques, échiquiers : Mathématiques curieuses et utiles.
Revue d’histoire des mathématiques, vol. 8, pp. 145-206.

Lauritzen, S., Thiele: Pioneer in Statistics, Oxford University Press, 2002.



Accromath est une publication de I'Institut des sciences mathéma-
tiques (ISM) et du Centre de recherches mathématiques (CRM). La
revue s'adresse surtout aux étudiantes et étudiants d’école secon-
daire et de cégep ainsi qu'a leurs enseignantes et enseignants.

INY

Institut des sciences mathématiques

L’Institut des sciences mathématiques est une institution unique
dédiée a la promotion et a la coordination de I'enseignement et de
la recherche en sciences mathématiques au Québec. En réunissant
neuf départements de mathématiques des universités québécoises
(Concordia, HEC Montréal, Université Laval, McGill, Université de
Montréal, UQAM, UQTR, Université de Sherbrooke, Bishop’s),
I’Institut rassemble un grand bassin d’expertises en recherche eten
enseignement des mathématiques. L'Institut anime de nombreuses
activités scientifiques, dont des séminaires de recherche et des
colloques a l'intention des professeurs et des étudiants avancés,
ainsi que des conférences de vulgarisation données dans les
cégeps. Il offre également plusieurs programmes de bourses
d’excellence.

L'ISM est financé par le Ministere de I'Enseignement supérieur et
par ses neuf universités membres.

CENTRE
DE RECHERCHES
MATHEMATIQUES

Le Centre de recherches mathématiques est un centre national
pour la recherche fondamentale en mathématiques et ses applica-
tions. Les scientifiques du CRM comptent plus d’une centaine de
membres réguliers et de stagiaires postdoctoraux. Lieu privilégié
de rencontre, le Centre est I’'hdte chaque année de nombreux Vvisi-
teurs et d’ateliers de recherche internationaux.

Les activités scientifiques du CRM comportent deux volets principaux :
les projets de recherche qu’entreprennent ses laboratoires, et les
activités thématiques organisées a I'échelle internationale. Ces
dernieres, ouvertes a tous les domaines, impliquent des chercheurs
du CRM et d’autres universités. Afin d’assurer une meilleure
diffusion des résultats de recherches de ses collaborateurs, le CRM
a lancé en 1989 un programme de publications en collaboration
avec I’American Mathematical Society et avec Springer.

Le CRM est principalement financé par le CRSNG (Conseil de
recherches en sciences naturelles et en génie du Canada), le FQRNT
(Fonds québécois de recherche sur la nature et les technologies),
I"Université de Montréal, et par six autres universités au Québec
et en Ontario.

Accromath bénéficie de I'appui de la Dotation Serge-Bissonnette
du CRM.
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