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Le Petit Prince/d’Antoine de Saint Exupéry a dit avoir eu peur de devenir
comme les-grandes personnes qui ne s'intéressent plus qu'aux chiffres.
C'estlarraison pour laquelle il a acheté une boite de couleurs et des crayons.
De nombreux mathématiciens ont suivi cette voie et ont développé

ce qu'on-appelle aujourd'hui la théorie des graphes.

Alors qu’on demande au Petit Prince de dessiner un mouton,

la tache des mathématiciens est de construire des horaires, de planifier des
déplacements, d'optimiser la production de biens, et ils le font en dessinant
des graphes colorés. Car un graphe vaut mille mots et permet de dégager
['essence d'un probléme en offrant une vision imagée des données

et des contraintes d'un probleme mathématique complexe.

Alain Hertz

Polytechniqgue Montréal

Qu’est-ce qu’un graphe?
Aucune connaissance mathématique n'est
nécessaire pour dessiner un graphe. Il suffit
de prendre une feuille de papier, de choisir
quelques emplacements en les marquant avec
de petits cercles, et d'ajouter quelques liai-
sons entre certaines paires d'emplacements.
Les petits cercles sont appelés des sommets
liés par une

alors que les
4 5 4 4 liaisons sont
appelées des
2o XN\
4 4 5 4 -
aréte  sont
dits voisins, et le degré d'un sommet est son
nombre de voisins. Par exemple, le graphe

arétes. Deux

sommets re-
ci-dessus contient 12 sommets, 23 arétes, et
les degrés sont inscrits sur chaque sommet.

s - Onaccorde généralement
a Leonard Euler l'origine
~ de la théorie des graphes.
~ Cemathématicienetphy-
~ siclen suisse a été le premier
~en 1736 a résoudre un
~ probleme (celui des ponts
~ de Koénigsberg) en dé-
montrant une propriété

des graphes. Aujourd'hui, l'utilisation des
graphes est devenue monnaie courante, car
ceux-ci offrent une représentation imagée et
colorée de situations tres variées auxquelles
nous faisons face au quotidien.

Détecter des incohérences

Les propriétés des graphes permettent
parfois de mettre a jour des incohérences.
Supposez par exemple qu'un de vos amis
se vante d'avoir sept ordinateurs, et pré-
tend qu'il les a mis en réseau en connectant
chacun d'eux a trois autres. Vous pouvez lui
dire, sans avoir peur de vous tromper, que ses
propos sont incohérents. S'il persiste dans
ses affirmations, mettez-le au défi de repré-
senter sur une feuille de papier I'ensemble
des liens entre les ordinateurs. En d'autres
termes, demandez-lui de dessiner le graphe
des connections. Il n'y arrivera pas, a cause
du Lemme des poignées de mains démontré
par Leonard Euler en 1736.



Lemme des poignées
de mains

Dans tout graphe, il y a un nombre
pair de sommets de degré impair.

La preuve de ce lemme est assez simple a
comprendre. S'il existait un nombre impair de
sommets de degré impair, la somme de tous
les degrés des sommets serait un nombre
impair. Cela est impossible puisque cette
somme est le double du nombre d'arétes
dans le graphe, et donc un nombre pair.

Votre ami ne dit donc pas la vérité puisqu'il
doit vous dessiner un graphe avec sept
sommets de degré impair trois.

1. Un graphe connexe est eulérien si et
seulement si chacun de ses sommets est
incident a un nombre pair d’arétes.

2. Un graphe dont on peut parcourir les arétes
dans un sens ou dans l'autre est dit connexe
s'il existe toujours une suite d’arétes reliant
deux sommets quelconques.
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Qui a rendu visite a mamie?

Tournons-nous maintenant du c6té d'une
meére de famille qui a pris I'habitude de se
plaindre du comportement de ses 4 enfants,
car ils ne rendent pas assez souvent visite a leur
grand-mére qui est alitée dans une maison
de retraite. Ce dimanche elle a cependant tenu
a les féliciter tous les quatre, car ils lui ont
tous annoncé avoir vu mamie samedi apres-
midi. Chacun d'eux est resté environ une
heure. Daniel était déja parti lorsque Phil est
arrivé, mais les deux garcons ont rencontré
Céline et Sarah durant leur visite. Les deux
filles confirment avoir rencontré leurs deux
fréres chez mamie, bien qu'elles ne se soient
pas croisées.

Cette mere de famille pourrait facilement
réaliser, a l'aide de la théorie des graphes,
qu'au moins un de ses enfants ne dit pas
la vérité. Pourquoi ? Un graphe vaut mille
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Graphe des visites

Daniel Sarah

Céline Phil

Graphe démontrant I'incohérence dans les pro-
pos des 4 enfants. Dans le carré en bas, si les
garcons disent la vérité, il devrait y avoir une
aréte entre Sarah et Céline.

mots. Dans le carré de
I'illustration ci-contre,
chaque sommet repré-
sente I'un des enfants
et chaque aréte repré-
sente une rencontre dans
la chambre de mamie.
Le temps n'étant pas

circulaire, ce graphe
démontre une incohérence dans les affirma-
tions des enfants. En effet, s'ils disaient tous
la vérité, les deux filles devaient étre chez
mamie lorsque Daniel est parti, et y sont
restées jusqu'a l'arrivée de Phil. Elles ont
donc forcément d0 passer quelques minutes
ensemble dans la chambre, bien qu'elles
prétendent le contraire.

Les graphes d’intervalles

Cette petite histoire familiale illustre le concept
de graphes d'intervalles: ¢étant donnés
plusieurs intervalles dans le temps, il est
possible de leur associer un graphe dans
lequel chaque sommet représente un intervalle,
et ol deux sommets sont reliés par une aréte
lorsque les deux intervalles correspondants
ont une intersection commune. Ces graphes
sont trés utiles en pratique.

Six vols qu'une compagnie aérienne
désire offrir a ses clients
Vol 1
Vol 2
\ol 3
— \Vol4
\lol 5
\ol 6

Temps

Vol 1 \ol 4

Graphe d’intervalle
Les deux filles se sont croisées

Céline et Sarah

Temp's

Supposons par exemple qu'une compagnie
aérienne désire déterminer le nombre mini-
mum de pilotes nécessaires pour réaliser tous
les vols qu'elle a prévu d'offrir a ses clients.
Dans le petit exemple ci-dessous, nous avons
représenté six vols a l'aide de six intervalles
de temps durant lesquels les pilotes devront
étre aux commandes de leur avion. Le graphe
d'intervalles associé a ces vols contient donc
six sommets, et le probléme a résoudre en est
un de coloriage : il faut attribuer une cou-
leur a chaque sommet du graphe, en évitant
de donner la méme couleur a des sommets
reliés par une aréte. Chaque couleur corres-
pond a un pilote. Un coloriage en 3 couleurs
démontre que 3 pilotes suffisent pour cou-
vrir tous les vols.

Période 1 Période 2 Période 3

Vol 2 \ol 5

Vo3 Vol 6 Cours 1
- - Cours 4

Cours 2 | Cours3
Cours 5 | Cours 6

Temps
Trois pilotes suffisent
pour couvrir tous les vols.

Trois périodes suffisent
pour donner tous les cours.

Trois couleurs suffisent
pour colorer une carte.




Un méme graphe,
dans des contextes
différents

Bien que les six sommets du graphe que nous
venons de construire représentaient six vols a
attribuer a des pilotes, ce méme graphe peut
étre utilisé dans des contextes totalement
différents. Supposons par exemple qu'une
école désire déterminer un horaire pour ses 6
cours C1,...,C6, chacun d'eux ayant une durée
d'une heure. L'un des deux professeurs donne
les cours C1, C2 et (3 alors que I'autre donne
les 3 autres. De plus, les cours C2, C3 et (4
s'adressent a la méme classe, et les cours €3
et (5 doivent étre donnés dans I'unique salle
de gymnastique dont I'école dispose. On peut
construire un graphe en représentant chaque
cours par un sommet et en reliant deux cours
lorsque ceux-ci ne peuvent pas étre donnés
simultanément. Le graphe a six sommets que
nous avons construit pour la compagnie aé-
rienne représente en fait les incompatibilités
d'horaires entre les six cours : les triangles

reliant 1, 2 et 3 ainsi que 4, 5 et 6 indiquent
qu'un méme professeur ne peut pas donner
deux cours simultanément; les arétes reliant
2 et3a4indiquent qu'une classe ne peut pas
suivre deux cours durant la méme période;
finalement, l'aréte reliant 3 a 5 signale la
nécessité de planifier ces deux cours a des
périodes différentes car il n'existe qu'une
seule salle de gymnastique. La méme colo-
ration du graphe que nous avons utilisée
plus haut démontre qu'on peut construire un
horaire sur 3 périodes.

Imaginons maintenant une carte géogra-
phique sur laquelle sont représentés quelques
pays. On peut associer un graphe a cette carte
en représentant chaque pays par un sommet
et en reliant deux pays par une aréte lorsque
ceux-ci ont une frontiére commune. La colo-
ration des sommets du graphe correspond
cette fois-ci a un coloriage de la carte
géographique sous la contrainte que deux
pays limitrophes ne peuvent pas avoir la
méme couleur.
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Problemes de cheminements

Les graphes constituent un modéle naturel
pour représenter un réseau routier: les car-
refours deviennent des sommets et les routes
des arétes. Lorsque vous demandez a votre
GPS (systéeme de Géo-positionnement par
Satellite) comment vous rendre d'un point A
a un point B, celui-ci a mémorisé sous forme
de graphe la carte routiére sur laquelle vous
circulez. Il ne lui reste donc qu'a détermi-
ner un plus court chemin de A vers B dans
le graphe en question, ce qui est considéré,
de nos jours, comme un probléme facile a ré-
soudre.

L'origine A et la destination B d'un chemin ne
correspondent pas nécessairement a des po-
sitions sur une carte géographique, et les dis-
tances ne se calculent pas nécessairement en
kilométres. Par exemple, supposons que vous
disposez de deux seaux non gradués, I'un de
5 litres et I'autre de 3 litres. Vous n'avez au-
cun autre moyen de stocker de I'eau ni aucun
autre outil de mesure, et on vous demande
de mettre exactement 4 litres dans le grand
seau. L'eau que vous pouvez puiser a un robi-
net est une denrée précieuse et vous voulez
donc en consommer aussi peu que possible.
Que devez-vous faire ?

Graphe des situations et transitions possibles

it e e b U b

remplir le
petit seau

vider le
grand seau

transvaser remplirle  transvaser

petit seau

transvaser

Ce probléme peut étre modélisé a I'aide d'un
graphe. Chaque sommet est représenté par
un couple x,y de nombres qui correspondent
aux contenus des deux seaux. Par exemple, le
sommet 2,1 signifie que le grand seau de 5
litres n'en contient que 2, alors que le petit
seau de 3 litres en contient 1. On crée un lien
orienté d'un sommet vers un autre si on peut
passer de la situation correspondant au pre-
mier sommet a celle du deuxieme sommet en
vidant le contenu d'un seau, en remplissant
I'un a ras bord, ou en transvasant le contenu
d'un seau dans l'autre jusqu'a ce que I'un soit
vide ou que l'autre soit plein. Le graphe de
toutes les possibilités est représenté ci-des-
sous a gauche. Les distances sur les liens cor-
respondent aux nombres de litres puisés au
robinet. Ainsi, par exemple, si on se rend du
sommet 1,0 au sommet 1,3, la distance est
de 3 puisqu'il faut puiser 3 litres pour remplir
le petit seau. Par contre, la distance de 1,3 a
1,0 est nulle puisqu'il suffit de vider le petit
seau pour se rendre du premier au deuxiéme
sommet. Le probléme a résoudre correspond
ainsi a trouver un chemin aussi court que
possible allant du sommet 0,0 (situation ini-
tiale avec les deux seaux vides) au sommet
4,0 ou 4,3 (sommets pour lesquels le grand

Plus court chemin

remplir le  transvaser

petit seau

Solution correspondante dans laquelle 9 litres d'eau sont puisés au robinet
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seau contient 4 litres). Le chemin optimal et
la solution correspondante sont représentés
dans la figure de la page précédente. Les liens
noirs ont une distance nulle alors que les
liens rouges ont une distance égale a 3. I faut
donc puiser au minimum 9 litres au robinet.

Le probléme auquel le commis voyageur doit
faire face est bien plus complexe. Il doit partir
de son domicile le matin pour rendre visite a
un certain nombre de clients, puis retourner
chez lui le soir. L'ordre des visites n'étant pas
fix¢, il a tout avantage a choisir un ordre qui
lui fera parcourir aussi peu de kilométres que
possible, ce qui lui permettra de rejoindre sa
famille le plus t6t possible.

A nouveau, un méme graphe est utilisé dans
des contextes totalement différents. La tour-
née que nous avons associée a un commis
voyageur peut étre celle d'une infirmiere of-
frant des soins a domicile a des patients. Ou
alors, il s'agit du parcours d'un laser qui doit
percer un certain nombre de trous lors de la
production de circuits intégrés (aussi appelés
puces électroniques). La distance totale par-
courue dans la tournée peut donc varier de
quelques dizaines de kilométres a quelques
millimétres. Qu'importe, le dessin montre
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dans quel ordre les villes, les patients ou
les trous doivent étre visités par le commis
voyageur, I'infirmiere ou le laser.

Se concentrer sur I'essentiel

Comme nous l'avons vu, les graphes
permettent de modéliser de nombreuses
situations que vous pourriez rencontrer dans
votre vie. Comment se rendre du point A au
point B 7 Comment planifier les horaires de
cours dans une école? Combien de pilotes
une compagnie aérienne doit-elle engager?
Quelle est la fagon la plus économique
de produire un circuit intégré? Comment
planifier la tournée d'une infirmiere offrant
des soins a domicile? Ce ne sont la que
quelques exemples parmi une infinité
d'autres. La seule limite est celle de votre ima-
gination. Dessiner un graphe, c'est modéliser
une situation possiblement complexe a I'aide
de points et de traits, ce qui permet d'évacuer

I'inutile pour se concentrer sur l'essentiel.

3. Pour un voyageur de commerce qui doit
visiter 70 villes, le nombre de chemins pos-
sibles est 70! = 10'% alors que le nombre
dé)astoomes dans I'univers visible est estimé a
1
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