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Editoriol

Dans de nombreux domaines des sciences, on veut classifier des objets.
C'est le cas en biologie avec la classification des espéces. Les mathématiques
n'échappent pas a cette tendance et les outils mathématiques de classifi-
cation sont utiles aussi bien en mathématiques que dans les applications.
Christiane Rousseau nous présente cette démarche dans I'article Classifier
des objets. Sous le méme theme Mathématiques, logique et applications,
Alain Hertz signe l'article Dessine-moi un graphe dans lequel il montre
comment le fait de construire un graphe apporte une solution simple a de
nombreux probléme complexes.

Dans le dossier Applications des mathématiques, Philippe Drobinski signe
I'article intitulé Modeéles globaux ou régionaux : comment zoomer le
climat ? Un modele climatique global permet de prévoir le climat a grande
échelle en tenant compte de divers facteurs; mais comment en tirer de
I'information fiable sur le climat local ?

Sous le théme Mathématiques et logique, Benoit Rittaud signe l'article
Les tours de Hanoi et la base trois. Il présente d'abord un lien entre la
base deux et le jeu des tours, puis avec la base trois, en apportant une legére
modification aux reégles du jeu.

Comparer les stratégies et adopter la meilleure sont des activités que I'on
retrouve a la fois dans le jeu et dans la démonstration d'un théoréme ou
d'une propriété. Dans Portrait d'un mathématicien, nous vous présentons
Edouard Lucas, inventeur du jeu des tours de Hanoi, qui a développé une
méthode pour déterminer la primalité d'un nombre de Mersenne, méthode
qui est encore utilisée de nos jours.

Dans toutes les sociétés, les mathématiques sont un produit culturel. On
reconnait facilement leur présence en architecture, mais elles se manifestent
parfois, et de diverses facons, en peinture ou en sculpture, en musique, et
méme en littérature. Sous le theme Mathématiques et littérature, Bernard
Hodgson présente ses premiéres Glanures mathématico-littéraires, ou
sont mis en évidence certains moments mathématiques que I'on retrouve
dans les écrits de Gustave Flaubert, Raymond Queneau et Marcel Pagnol.

Dans la rubrique des paradoxes, Jean-Paul Delahaye nous présente
Jetons noirs et jetons blancs. Le grand logicien fou vous propose de
prendre les jetons du jeu Othello, d'en faire deux paquets, dix du coté blanc
et cinquante-quatre du coté noir. Il est prét a gager que si vous lui bandez
les yeux et que vous mélangez les jetons sans les retourner, il est capable de
reconstituer les paquets. Prendrez-vous le risque de gager contre lui ?

Bonne lecture!

André Ross
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Commencons par un premier exemple.

La forme d’une ellipse

Sur la figure les ellipses de méme couleur
ont la méme forme. Quelle est ici la rela-
tion d'équivalence 7 Deux ellipses ont Ia
méme forme si I'une est I'image de l'autre
par une similitude. La forme est décrite
par I'excentricité. Celle-ci nous ramene a
une définition non standard des coniques
(voir encadré).

Un invariant est une fonction qui associe a
chaque élément un « objet mathématique »
qui est le méme pour tous les éléments d'une
classe d'équivalence.

L'excentricité (voir encadré) est donc un
invariant pour la relation d'équivalence
«avoir la méme forme » pour les coniques.
C'est méme un invariant complet car il carac-

Classifier des objets c'est, entre autres, les regrouper en sous-ensembles
partageant des propriétés communes. On utilise pour cela des relations
d'équivalence. Comment décrire efficacement ces classes d'équivalence ?
Les invariants sont un outil trés utile. Les applications ne manquent pas, que
ce soit pour décrire la morphologie animale ou pour décider si le cube de

Rubik que vous avez remonté au hasard a partir de ses morceaux a une solution.

GLASSITEER DES OBJRTS

térise les classes
d'équivalence:
deux coni-
ques ont
la méme
forme si et
seulement si elles
ont la méme excen-
tricité. En particulier,
toutes les paraboles,
de méme que tous
les cercles, ont la
méme forme |

Nous allons identifier
des invariants pour
d'autres problémes de
classification. Mais, ils ne seront
pas toujours complets...
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Un peu de topologie

Si nous avions permis a nos ellipses d'étre
en élastique et déformables et que nous
avions regardé une relation d'équivalence
plus faible : deux objets sont équivalents si
on peut déformer I'un dans l'autre sans faire
de coupures, alors nous aurions obtenu que
toutes nos ellipses sont équivalentes entre
elles. Par contre, elles ne sont pas équiva-
lentes a la parabole.

La topologie étudie les propriétés invariantes
sous une déformation sans coupure. Deux
objets sont homéomorphessi on peut déformer
I'un dans l'autre de maniére continue sans
faire de coupure. La dimension topologique
(voir encadré) est un invariant sous
cette relation d'équivalence. Ainsi une
courbe, un objet de dimension 1, ne peut
pas étre déformée en une
surface, un objet
de dimension 2.
De méme une
surface ne peut
étre déformée en
un volume. La dimen-
sion topologique n'est
pas un invariant complet :
un cercle et une droite
ont tous deux dimension
1, mais on ne peut déformer
I'un dans l'autre. Par contre, on
peut déformer un cercle dans une
ellipse.

La classification
des surfaces

Si maintenant, on se limite a des surfaces
orientées sans bord, alors il existe un invariant
complet pour la relation d'équivalence
« &tre homéomorphe », qui est donné par
le genre de la surface, soit le nombre de
trous.

la sphere : genre 0

w Accronuth vo.11+ hiver — printemps 2016
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Applications

le tore : genre 1

le tore a deux trous : genre 2

Ainsi un ballon de baseball est homéomorphe
a la sphére, et une tasse a anse a un tore.

Classifier les formes
du monde animal

Le biologiste, Harry Blum aintroduit un nouvel
outil pour aider a caractériser la forme des

individus d'une méme espéce et distin-

guer les especes les unes des autres.

Cet outil est appelé squelette. Le squelette
d'une forme pleine en 2D ou en 3D est
défini ainsi : supposons que la forme soit
faite d'un matériau combustible homo-
géne et qu'on allume le feu partout en
méme temps sur les points de la fron-

tiere. Le front de flammes se propage vers
I'intérieur. Alors, le squelette est le lieu des
points ou le feu s'éteint faute de combus-
tible parce qu'un front de flammes en rejoint
un autre. Nous nous limiterons aux formes
en deux dimensions. Ainsi, le squelette d'un
cercle est son centre. Le squelette d'un carré
est formé de ses diagonales.

Voici le squelette d'un rectangle,

——

et celui d'une ellipse :

On voit dans les exemples du carré et du
rectangle que le squelette schématisé a la
forme d'un graphe avec des sommets et
des arétes. On peut introduire une relation
d'équivalence sur les graphes.

Deux graphes G et H sont équivalents s'il
existe une bijection f entre I'ensemble S(G)
des sommets de G et I'ensemble S(H) des
sommets de H telle que deux sommets v, et
v, de G sont reliés par une aréte de G si et
seulement si les sommets flv,) et flv,) de H
sont reliés par une aréte de H.

Mais comment se forment les branches du
squelette? Dans un disque, tous les points du
front de flammes atteignent simultanément
le centre du disque et le feu s'y éteint.

Donc, il est naturel de vouloir comparer loca-
lement la frontiere du domaine a un cercle.
Regardons un des sommets de I'ellipse le
long du grand axe. On y dessine des cercles
de plus en plus grand tangents a l'ellipse.
Au début les petits cercles sont inclus dans
I'ellipse. Puis, a partir d'une certaine taille ils
débordent de I'ellipse.

Le cercle osculateur est le plus grand cercle
tangent a I'ellipse en son intérieur : c'est
celui qui épouse le mieux la forme de I'ellipse
prés du point de tangence. Si les flammes
atteignent son centre, alors son centre est le
début d'une branche du squelette.
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Par contre, si le front de flammes rencontre
un autre front de flammes avant d'atteindre
le centre du cercle osculateur, alors il n'y a
pas formation de branche.

Plus le bord de la surface est courbé, plus le
rayon du cercle osculateur est petit, plus il y
de chance qu'une nouvelle branche se forme.

Essayons de voir sur un exemple comment
les idées de Harry Blum peuvent s'appliquer.
Il existe plusieurs espéces d'ours, dont les
ours noirs, les ours bruns ou grizzlis, et les
ours blancs. On pourrait croire que la cou-
leur permet de les distinguer. Il n'en est rien :
I'ours noir peut étre brun, ou méme blanc
quand c'est un ours Kermode.

Un ours Kermode

Par contre, le grizzli a sur le dos, au niveau du
cou, une bosse caractéristique : cette bosse
se traduit par une branche additionnelle du
squelette.

L'ours blanc a aussi une telle bosse. Par
contre, sa téte est beaucoup plus plate au
niveau des oreilles : il n'a pas de branche
du squelette a cet endroit, comparativement
au grizzli.

Nous voyons donc que les mathématiques
peuvent fournir des outils pour caractériser
la morphologie des différentes espéces.

Le cube de Rubik

Votre soeur a démonté votre cube de Rubik
en morceaux. Ces morceaux comprennent
huit blocs de coin et 12 blocs milieu.

Crédits :

Kermode: «Spiritbear» par Jackmont at English Wikipedia

— Transféré de en.wikipedia & Commons. Licencié sous CC
BY-SA 3.0 via Commons — https://commons.wikimedia.org/
wiki/File:Spiritbear.jpg#/media/File:Spiritbear.jpg

Grizzli: CC: https.//www.flickr.com/photos/chascar/56563955755

Ours polaire : «Polar Bear 2004-11-15» par Ansgar Walk —
Own work. Licencié sous CC BY-SA 2.5 via Wikimedia
Commons — https.://commons.wikimedia.org/wiki/File:Polar_
Bear_2004-11-15.jpg#/media/File:Polar_Bear_2004-11-15.jpg

Rubik : «Disassembled-rubix-1» par User Curis sur
en.wikipedia. Licencié sous CC BY 2.5 via Commons —

https.//commons.wikimedia.org/wiki/File:Disassembled-rubix-1.

Jjpg#/media/File:Disassembled-rubix-1.jpg
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Vous l'avez remonté, mais depuis ce temps,
vous ne réussissez plus a le faire. L'avez vous
remonté correctement? Il n'est pas trés clair
comment cette question est reliée a ce qui
précede... C'est pourtant le cas.

Une configuration du cube est la donnée
de la couleur de chacun des petits carrés
sur chaque face du cube. Introduisons une
relation d'équivalence sur les configurations
du cube de Rubik. Deux configurations sont
équivalentes si on peut passer de l'une a
I'autre par une suite de mouvements élé-
mentaires. Les mouvements élémentaires du
cube, au nombre de 12, consistent a tourner
une face du cube d'un quart de tour dans un
sens ou dans l'autre. Ce faisant, on permute
les blocs de coin entre eux et les blocs milieu
entre eux.

Par contre, les blocs au centre des faces
restent toujours fixes. Les deux permutations
des blocs coin et des blocs milieu ne sont
pas indépendantes : un invariant va mesurer
cette dépendance. Regardons un de ces
mouvements élémentaires

Si on numérote 1, 2, 3, 4, les blocs des coins
et également 1, 2, 3, 4, les blocs milieu qui
ont bougeé alors, aprés la rotation, on a dans
les deux cas la permutation 2, 3, 4, 1.

Chacune de ces permutations a un signe
(voir encadré). Dans notre exemple, ce signe
est -1. Le produit des signes est égal a 1.
Dans le cas général, le produit des signes des
deux permutations, que nous appellerons
d, est un invariant. Pour s'en convaincre, il
suffit de s'assurer que c'est le cas pour
chaque mouvement élémentaire.

Nous allons maintenant introduire deux
autres invariants, un pour les blocs coin,
et un pour les blocs milieu. A eux trois,
ils formeront un invariant complet.

Pour ces deux autres invariants, nous devons
marquer exactement une case de chacun des
blocs coin et exactement une case de chacun
des blocs milieu.

Regardons maintenant une configuration
quelconque du cube et comparons-la avec la
configuration du cube dans laquelle toutes
les faces sont unicolores. Les faces marquées
ne sont plus a la méme place qu'auparavant
pour les positions correspondantes du cube.

Dans le cas des blocs coin, pour chacun
de ces blocs, il faut faire une rotation de
0x120°, 1x120° ou 2x120° pour ramener la
face marquée du bloc coin de la deuxiéme
configuration sur la face marquée du bloc
coin de la premiére configuration (cette
rotation s'effectue dans le sens positif en
regardant le cube).



On associe donc, a chacun des huit blocs
coins, un nombre, 0, 1 ou 2, selon la rotation
effectuée. Prenons la somme de ces huit
nombres, et soit Cle reste de la division de ce
nombre par 3. Alors, ce nombre C est notre
deuxiéme invariant. On peut s'en convaincre
en vérifiant que c'est le cas pour chaque
mouvement élémentaire.

On fait la méme chose avec les blocs milieu.
Ici, il s'agit de rotations d'angle 0x180° ou
1x180°. On associe donc a chacun des 12
blocs milieu un nombre 0 ou 1. Prenons la
somme de ces 12 nombres, et soit M le reste
de la division de ce nombre par 2. Le nombre
M est notre troisieme invariant.

Tel qu'annoncé, le triplet (d, C, M) est un inva-
riant complet. En particulier, on pourra réussir
le cube si et seulement si (d, C M) = (0, 0, 0).
Ceci nous indique comment remonter le cube :

® on peut placer les sept premiers bloc coins
au hasard;

® enplacantle huitiemebloccoin,ons'assure
que C=0;

® on peut placer les dix premiers blocs
milieu au hasard;

® il y a alors deux permutations possibles
pour les deux derniers blocs milieu. Il faut
prendre celle qui garantit que d = 0: on
place alors le onziéme bloc milieu;

® quant au douziéme bloc milieu, il faut
l'orienter de la bonne maniére pour que M= Q.

Classification des frises,
des pavages, des cristaux

L'article Cristaux' montre comment classifier
les cristaux par leurs ensembles de symétrie.
La relation d'équivalence est donc « avoir des
ensembles (groupes) équivalents de symé-
tries ». De la méme maniére, on fait la clas-
sification des frises en une dimension, et des
pavages du plan en 2D. Sous cette relation
d'équivalence, il existe 7 groupes de frise et
17 groupes de pavages du plan.

A vous de continuer le jeu
et de trouver d'autres invariants

essentiels dans des problémes
de classification.

1. « Cristaux », Accromath été-automne 2015

Classifier des objets | Christiane Rousseau ® Université de Montréal
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Le Petit Prince/d’Antoine de Saint Exupéry a dit avoir eu peur de devenir
comme les-grandes personnes qui ne s'intéressent plus qu'aux chiffres.
C'estlarraison pour laquelle il a acheté une boite de couleurs et des crayons.
De nombreux mathématiciens ont suivi cette voie et ont développé

ce qu'on-appelle aujourd'hui la théorie des graphes.

Alors qu’on demande au Petit Prince de dessiner un mouton,

la tache des mathématiciens est de construire des horaires, de planifier des
déplacements, d'optimiser la production de biens, et ils le font en dessinant
des graphes colorés. Car un graphe vaut mille mots et permet de dégager
['essence d'un probléme en offrant une vision imagée des données

et des contraintes d'un probleme mathématique complexe.

Alain Hertz

Polytechniqgue Montréal

Qu’est-ce qu’un graphe?
Aucune connaissance mathématique n'est
nécessaire pour dessiner un graphe. Il suffit
de prendre une feuille de papier, de choisir
quelques emplacements en les marquant avec
de petits cercles, et d'ajouter quelques liai-
sons entre certaines paires d'emplacements.
Les petits cercles sont appelés des sommets
liés par une

alors que les
4 5 4 4 liaisons sont
appelées des
2o XN\
4 4 5 4 -
aréte  sont
dits voisins, et le degré d'un sommet est son
nombre de voisins. Par exemple, le graphe

arétes. Deux

sommets re-
ci-dessus contient 12 sommets, 23 arétes, et
les degrés sont inscrits sur chaque sommet.

s - Onaccorde généralement
a Leonard Euler l'origine
~ de la théorie des graphes.
~ Cemathématicienetphy-
~ siclen suisse a été le premier
~en 1736 a résoudre un
~ probleme (celui des ponts
~ de Koénigsberg) en dé-
montrant une propriété

des graphes. Aujourd'hui, l'utilisation des
graphes est devenue monnaie courante, car
ceux-ci offrent une représentation imagée et
colorée de situations tres variées auxquelles
nous faisons face au quotidien.

Détecter des incohérences

Les propriétés des graphes permettent
parfois de mettre a jour des incohérences.
Supposez par exemple qu'un de vos amis
se vante d'avoir sept ordinateurs, et pré-
tend qu'il les a mis en réseau en connectant
chacun d'eux a trois autres. Vous pouvez lui
dire, sans avoir peur de vous tromper, que ses
propos sont incohérents. S'il persiste dans
ses affirmations, mettez-le au défi de repré-
senter sur une feuille de papier I'ensemble
des liens entre les ordinateurs. En d'autres
termes, demandez-lui de dessiner le graphe
des connections. Il n'y arrivera pas, a cause
du Lemme des poignées de mains démontré
par Leonard Euler en 1736.



Lemme des poignées
de mains

Dans tout graphe, il y a un nombre
pair de sommets de degré impair.

La preuve de ce lemme est assez simple a
comprendre. S'il existait un nombre impair de
sommets de degré impair, la somme de tous
les degrés des sommets serait un nombre
impair. Cela est impossible puisque cette
somme est le double du nombre d'arétes
dans le graphe, et donc un nombre pair.

Votre ami ne dit donc pas la vérité puisqu'il
doit vous dessiner un graphe avec sept
sommets de degré impair trois.

1. Un graphe connexe est eulérien si et
seulement si chacun de ses sommets est
incident a un nombre pair d’arétes.

2. Un graphe dont on peut parcourir les arétes
dans un sens ou dans l'autre est dit connexe
s'il existe toujours une suite d’arétes reliant
deux sommets quelconques.

Dessine-moi un graphe | Alain Hertz ¢ Polytechnique Montréal

Qui a rendu visite a mamie?

Tournons-nous maintenant du c6té d'une
meére de famille qui a pris I'habitude de se
plaindre du comportement de ses 4 enfants,
car ils ne rendent pas assez souvent visite a leur
grand-mére qui est alitée dans une maison
de retraite. Ce dimanche elle a cependant tenu
a les féliciter tous les quatre, car ils lui ont
tous annoncé avoir vu mamie samedi apres-
midi. Chacun d'eux est resté environ une
heure. Daniel était déja parti lorsque Phil est
arrivé, mais les deux garcons ont rencontré
Céline et Sarah durant leur visite. Les deux
filles confirment avoir rencontré leurs deux
fréres chez mamie, bien qu'elles ne se soient
pas croisées.

Cette mere de famille pourrait facilement
réaliser, a l'aide de la théorie des graphes,
qu'au moins un de ses enfants ne dit pas
la vérité. Pourquoi ? Un graphe vaut mille

© Accronuth vo.11+ hiver — printemps 2016
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Graphe des visites

Daniel Sarah

Céline Phil

Graphe démontrant I'incohérence dans les pro-
pos des 4 enfants. Dans le carré en bas, si les
garcons disent la vérité, il devrait y avoir une
aréte entre Sarah et Céline.

mots. Dans le carré de
I'illustration ci-contre,
chaque sommet repré-
sente I'un des enfants
et chaque aréte repré-
sente une rencontre dans
la chambre de mamie.
Le temps n'étant pas

circulaire, ce graphe
démontre une incohérence dans les affirma-
tions des enfants. En effet, s'ils disaient tous
la vérité, les deux filles devaient étre chez
mamie lorsque Daniel est parti, et y sont
restées jusqu'a l'arrivée de Phil. Elles ont
donc forcément d0 passer quelques minutes
ensemble dans la chambre, bien qu'elles
prétendent le contraire.

Les graphes d’intervalles

Cette petite histoire familiale illustre le concept
de graphes d'intervalles: ¢étant donnés
plusieurs intervalles dans le temps, il est
possible de leur associer un graphe dans
lequel chaque sommet représente un intervalle,
et ol deux sommets sont reliés par une aréte
lorsque les deux intervalles correspondants
ont une intersection commune. Ces graphes
sont trés utiles en pratique.

Six vols qu'une compagnie aérienne
désire offrir a ses clients
Vol 1
Vol 2
\ol 3
— \Vol4
\lol 5
\ol 6

Temps

Vol 1 \ol 4

Graphe d’intervalle
Les deux filles se sont croisées

Céline et Sarah

Temp's

Supposons par exemple qu'une compagnie
aérienne désire déterminer le nombre mini-
mum de pilotes nécessaires pour réaliser tous
les vols qu'elle a prévu d'offrir a ses clients.
Dans le petit exemple ci-dessous, nous avons
représenté six vols a l'aide de six intervalles
de temps durant lesquels les pilotes devront
étre aux commandes de leur avion. Le graphe
d'intervalles associé a ces vols contient donc
six sommets, et le probléme a résoudre en est
un de coloriage : il faut attribuer une cou-
leur a chaque sommet du graphe, en évitant
de donner la méme couleur a des sommets
reliés par une aréte. Chaque couleur corres-
pond a un pilote. Un coloriage en 3 couleurs
démontre que 3 pilotes suffisent pour cou-
vrir tous les vols.

Période 1 Période 2 Période 3

Vol 2 \ol 5

Vo3 Vol 6 Cours 1
- - Cours 4

Cours 2 | Cours3
Cours 5 | Cours 6

Temps
Trois pilotes suffisent
pour couvrir tous les vols.

Trois périodes suffisent
pour donner tous les cours.

Trois couleurs suffisent
pour colorer une carte.




Un méme graphe,
dans des contextes
différents

Bien que les six sommets du graphe que nous
venons de construire représentaient six vols a
attribuer a des pilotes, ce méme graphe peut
étre utilisé dans des contextes totalement
différents. Supposons par exemple qu'une
école désire déterminer un horaire pour ses 6
cours C1,...,C6, chacun d'eux ayant une durée
d'une heure. L'un des deux professeurs donne
les cours C1, C2 et (3 alors que I'autre donne
les 3 autres. De plus, les cours C2, C3 et (4
s'adressent a la méme classe, et les cours €3
et (5 doivent étre donnés dans I'unique salle
de gymnastique dont I'école dispose. On peut
construire un graphe en représentant chaque
cours par un sommet et en reliant deux cours
lorsque ceux-ci ne peuvent pas étre donnés
simultanément. Le graphe a six sommets que
nous avons construit pour la compagnie aé-
rienne représente en fait les incompatibilités
d'horaires entre les six cours : les triangles

reliant 1, 2 et 3 ainsi que 4, 5 et 6 indiquent
qu'un méme professeur ne peut pas donner
deux cours simultanément; les arétes reliant
2 et3a4indiquent qu'une classe ne peut pas
suivre deux cours durant la méme période;
finalement, l'aréte reliant 3 a 5 signale la
nécessité de planifier ces deux cours a des
périodes différentes car il n'existe qu'une
seule salle de gymnastique. La méme colo-
ration du graphe que nous avons utilisée
plus haut démontre qu'on peut construire un
horaire sur 3 périodes.

Imaginons maintenant une carte géogra-
phique sur laquelle sont représentés quelques
pays. On peut associer un graphe a cette carte
en représentant chaque pays par un sommet
et en reliant deux pays par une aréte lorsque
ceux-ci ont une frontiére commune. La colo-
ration des sommets du graphe correspond
cette fois-ci a un coloriage de la carte
géographique sous la contrainte que deux
pays limitrophes ne peuvent pas avoir la
méme couleur.

Dessine-moi un graphe | Alain Hertz ¢ Polytechnique Montréal
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Problemes de cheminements

Les graphes constituent un modéle naturel
pour représenter un réseau routier: les car-
refours deviennent des sommets et les routes
des arétes. Lorsque vous demandez a votre
GPS (systéeme de Géo-positionnement par
Satellite) comment vous rendre d'un point A
a un point B, celui-ci a mémorisé sous forme
de graphe la carte routiére sur laquelle vous
circulez. Il ne lui reste donc qu'a détermi-
ner un plus court chemin de A vers B dans
le graphe en question, ce qui est considéré,
de nos jours, comme un probléme facile a ré-
soudre.

L'origine A et la destination B d'un chemin ne
correspondent pas nécessairement a des po-
sitions sur une carte géographique, et les dis-
tances ne se calculent pas nécessairement en
kilométres. Par exemple, supposons que vous
disposez de deux seaux non gradués, I'un de
5 litres et I'autre de 3 litres. Vous n'avez au-
cun autre moyen de stocker de I'eau ni aucun
autre outil de mesure, et on vous demande
de mettre exactement 4 litres dans le grand
seau. L'eau que vous pouvez puiser a un robi-
net est une denrée précieuse et vous voulez
donc en consommer aussi peu que possible.
Que devez-vous faire ?

Graphe des situations et transitions possibles

it e e b U b

remplir le
petit seau

vider le
grand seau

transvaser remplirle  transvaser

petit seau

transvaser

Ce probléme peut étre modélisé a I'aide d'un
graphe. Chaque sommet est représenté par
un couple x,y de nombres qui correspondent
aux contenus des deux seaux. Par exemple, le
sommet 2,1 signifie que le grand seau de 5
litres n'en contient que 2, alors que le petit
seau de 3 litres en contient 1. On crée un lien
orienté d'un sommet vers un autre si on peut
passer de la situation correspondant au pre-
mier sommet a celle du deuxieme sommet en
vidant le contenu d'un seau, en remplissant
I'un a ras bord, ou en transvasant le contenu
d'un seau dans l'autre jusqu'a ce que I'un soit
vide ou que l'autre soit plein. Le graphe de
toutes les possibilités est représenté ci-des-
sous a gauche. Les distances sur les liens cor-
respondent aux nombres de litres puisés au
robinet. Ainsi, par exemple, si on se rend du
sommet 1,0 au sommet 1,3, la distance est
de 3 puisqu'il faut puiser 3 litres pour remplir
le petit seau. Par contre, la distance de 1,3 a
1,0 est nulle puisqu'il suffit de vider le petit
seau pour se rendre du premier au deuxiéme
sommet. Le probléme a résoudre correspond
ainsi a trouver un chemin aussi court que
possible allant du sommet 0,0 (situation ini-
tiale avec les deux seaux vides) au sommet
4,0 ou 4,3 (sommets pour lesquels le grand

Plus court chemin

remplir le  transvaser

petit seau

Solution correspondante dans laquelle 9 litres d'eau sont puisés au robinet
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seau contient 4 litres). Le chemin optimal et
la solution correspondante sont représentés
dans la figure de la page précédente. Les liens
noirs ont une distance nulle alors que les
liens rouges ont une distance égale a 3. I faut
donc puiser au minimum 9 litres au robinet.

Le probléme auquel le commis voyageur doit
faire face est bien plus complexe. Il doit partir
de son domicile le matin pour rendre visite a
un certain nombre de clients, puis retourner
chez lui le soir. L'ordre des visites n'étant pas
fix¢, il a tout avantage a choisir un ordre qui
lui fera parcourir aussi peu de kilométres que
possible, ce qui lui permettra de rejoindre sa
famille le plus t6t possible.

A nouveau, un méme graphe est utilisé dans
des contextes totalement différents. La tour-
née que nous avons associée a un commis
voyageur peut étre celle d'une infirmiere of-
frant des soins a domicile a des patients. Ou
alors, il s'agit du parcours d'un laser qui doit
percer un certain nombre de trous lors de la
production de circuits intégrés (aussi appelés
puces électroniques). La distance totale par-
courue dans la tournée peut donc varier de
quelques dizaines de kilométres a quelques
millimétres. Qu'importe, le dessin montre

Dessine-moi un graphe | Alain Hertz ¢ Polytechnique Montréal

Domicile

dans quel ordre les villes, les patients ou
les trous doivent étre visités par le commis
voyageur, I'infirmiere ou le laser.

Se concentrer sur I'essentiel

Comme nous l'avons vu, les graphes
permettent de modéliser de nombreuses
situations que vous pourriez rencontrer dans
votre vie. Comment se rendre du point A au
point B 7 Comment planifier les horaires de
cours dans une école? Combien de pilotes
une compagnie aérienne doit-elle engager?
Quelle est la fagon la plus économique
de produire un circuit intégré? Comment
planifier la tournée d'une infirmiere offrant
des soins a domicile? Ce ne sont la que
quelques exemples parmi une infinité
d'autres. La seule limite est celle de votre ima-
gination. Dessiner un graphe, c'est modéliser
une situation possiblement complexe a I'aide
de points et de traits, ce qui permet d'évacuer

I'inutile pour se concentrer sur l'essentiel.

3. Pour un voyageur de commerce qui doit
visiter 70 villes, le nombre de chemins pos-
sibles est 70! = 10'% alors que le nombre
dé)astoomes dans I'univers visible est estimé a
1
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Modeles globaux ou régionaux:

ent zoomer

Comment représenter les processus de petite échelle,

% _ -

comme les précipitations ou les orages, dans la modélisation

Le réchauffement climatique
dans les régions’

Le cinquieme rapport d'évaluation du GIEC
prévoit une augmentation de la température
moyenne de la terre comprise entre environ
1,0°C (scénario optimiste) et 4,1°C (scénario
pessimiste) au cours du 21¢ siécle, s'accom-
pagnant d'une montée du niveau des mers
de 26 a 82 cm. Ce changement rapide du
climat mondial s'accompagne de catastrophes
naturelles (cyclones, sécheresses, inondations...)
plus fréquentes dans certaines parties du monde.
Entre autres conséquen-
ces, ces événements
extrémes pourraient
étre la cause d'une
désorganisation radicale
de ['agriculture, de grands
mouvements de popu-
lations abandonnant
les régions frappées
par les catastrophes
(régions inondées et
zones soumises a la
désertification) pour
des zones moins tou-
chées, de problémes
de santé (désorga-
nisation du systéme

climatique d'une région ? Une technique de guidage le permet...

de santg, stress, expansion des maladies tropi-
cales, ...) et des tensions politiques exacerbées.
La vulnérabilité¢ des systémes naturels et
sociaux a ces événements extrémes et leur
capacité d'adaptation varient entre régions
géographiques et entre populations. |l
est donc essentiel de bien comprendre
comment le climat évolue a I'échelle régionale
pour mieux comprendre les contraintes qui
s'appliquent a ces sociétés.

De I'échelle du globe
terrestre a celle des régions

Les projections climatiques qui servent de
base a I'¢laboration du rapport d'évaluation
du GIEC reposent sur des modéles clima-
tiques globaux. Ces modéles consistent en
la représentation numérique de la planete
et des interactions entre I'atmosphére,
I'océan, la glace et les surfaces continentales,
interactions qui gouvernent I'évolution du
climat. Lespace géographique numérique est
composeé de cases, appelées les mailles (4 la
maniére des pixels d'une photo). Les interac-
tions entre mailles sont modélisées par un
certain nombre d'équations mathématiques,

1. Voir également « De la météo au climat » de
René Laprise, Accromath 6.7 hiver-printemps
2011.




qui traduisent
la conservation
de diverses quan-
tités physiques (masse,
énergie, quantit¢ de mou-
vement, etc). Plus la maille est
petite, plus le modele est précis. L'effet des
phénoménes météorologiques d'échelle
inférieure a la maille (qui sont flous si on
zoome la photo) est pris en compte gréace a
des termes qui sont ajoutés aux équations de
conservation. Un modele climatique cherche
a approcher le plus possible a la réalité, il
essaie de représenter au mieux les forces
qui induisent les mouvements atmosphé-
riques, océaniques ou terrestres. Pour cela, le
modele part de conditions initiales connues
des variables climatiques telles que le vent,
la température, le rayonnement, I'humidité...
et les fait évoluer en résolvant les équations
mathématiques.

Le modele climatique peut couvrir I'ensemble
du globe, avec pour contre-partie d'utiliser
des mailles de taille relativement grossiére
(supérieure a 100 km). Dans ce cas, il s'agit
d'un modele de climat global. La résolution (la
taille du pixel) grossiére de ce type de modéle
induit une représentation trop grossiére du
relief, des cotes mais aussi de |'occupation

des sols (zones artificialisées, zones agricoles,
foréts ou landes, zones humides,..). Ceci
limite les études des événements extrémes,
les études d'impact et I'élaboration de straté-
gies d'adaptation associées aux changements
climatiques. Donc, produire de l'information
a l'échelle régionale est indispensable
car l'adaptation aux changements repose en
grande partie sur les initiatives locales. Cette
démarche nécessite des résolutions beaucoup
plus fines, autour de 10 km, pour pouvoir bien
décrire le relief, le trait de cote qui sépare la
mer du continent, l'occupation des sols dont
les zones urbaines. Dans ce cas, il est judicieux
d'utiliser un modele climatique couvrant
uniguement une région, avec comme avantage
d'utiliser une maille de taille fine (infé-
rieure 4 20 km). Il s'agit alors d'un modéle de
climat régional.

Modéle de climat Modéle de climat

régional (MCR)

Figure 1. Guidage du modele climatique régional par le modele clima-
tique global : le modéle climatique global fournit I'évolution de I'état de
I'atmosphere a grande échelle que le modéle climatique régional utilise
pour simuler les phénomenes de petite échelle (tels que les orages).

Climat régional

Lorsqu'un climat régional est utilisé pour
raffiner spatialement les simulations issues
d'un modéle de climat global, on parle alors
de désagrégation dynamique (voir encadré
ci-contre). Il s'agit en quelque sorte d'un
« zoom » sur une région particuliere. C'est ce
que représente schématiquement la figure 1.
Elle illustre le guidage par le modele clima-
tique global (& droite) du modéle climatique
régional (4 gauche). Le modeéle climatique
global fournit I'évolution de I'é¢tat de I'atmos-
phére a grande échelle (vent, température,
pression, humidité), ce qui signifie que les
fluctuations de fines échelles (inférieures a
100 km) sont absentes, un peu comme si on
limitait le nombre de pixels sur une photo:
I'atmosphere est décrite de facon peu
détaillée. Le modéle climatique régional utilise
cette information pour simuler les phéno-
meénes de petite échelle correspondant a cet
¢tat de I'atmosphere, tels que les précipita-
tions, les orages, les vents de montagne...

a Accronuth vo.11+ hiver — printemps 2016
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Applications

Le guidage consiste a con-
traindre le modeéle climatique
régional a ne pas s'écarter
de la trajectoire imposée par
le modéle climatique global.
Cette trajectoire est en pra-
tique [I'évolution de ['état
atmosphérique de grande
échelle. Ce guidage se traduit
mathématiquement par I'ajout
d'un terme dit « de relaxation »
dans les équations d'évolution
du vent, de la température,
de I'humidité... C'est un terme
non physique qui nécessite
I'ajustementad-hoc d'un coef-
ficient de guidage? (homogene
a l'inverse d'un temps de gui-
dage). Si ce coefficient de
guidage est fort, alors le
modele climatique régional
est tellement contraint par
le modéle climatique global
qu'il ne pourra pas simuler de
phénomeénes de petite échelle.
Si au contraire, le coefficient
de quidage est trés faible,
alors le modele climatique
régional va « faire ce qu'il veut»
indépendamment de ['évolution de ['état
atmosphérique de grande échelle imposé
par le modéle climatique global. Le modele
climatique régional va alors produire des
phénomeénes de petite échelle mais qui n'au-
ront rien a voir avec I'état atmosphérique de
grande échelle. Cet effet est illustré sur la
figure 2, qui montre la corrélation entre les
précipitations simu-
s lées par un modele
- climatique régional non
guidé et les mesures
de ces précipitations aux
Ftats-Unis d’Amérique
sur une année. Si les
précipitations  sont
parfaitement simu-
lées, le coefficient de
corrélation vaut 1
(rouge foncé); si les
précipitations n'ont
rien a voir avec celles
observées, le coeffi-

1] 5] [¥] [E] [ [1] 1] ar [ [E] 1

Figure 2. Coefficient de corrélation entre les
précipitations simulées par un modele clima-
tique régional non guidé et les mesures de ces
précipitations aux Etats-Unis d'Amérique sur
une année. Source: Lo et al. (2008).

cient vaut O (bleu foncé). La résolution ho-
rizontale du modéle climatique régional
(la taille du pixel) est dans I'exemple égale
a 36 km. On constate qu'hormis prés des
reliefs de I'ouest américain, le coefficient de
corrélation est trés faible (<0.3) ce qui veut
dire que du fait de I'absence de guidage,
le modele climatique régional désobéit au
modele climatique global et ne produit pas
de précipitations en lien avec I'évolution de
I'état atmosphérique de grande échelle.

Optimisation du zoom

Des lors, la question cruciale porte sur I'ajus-
tement du coefficient de guidage permettant
au modele climatique régional de ne pas trop
s'écarter de I'état atmosphérique de grande
échelle fourni par le modéle climatique
global sans pour autant inhiber la simulation
des phénomeénes de petite échelle (figure 3).

Coefficient
de gU\dage for

Coefﬁ(f\ent

de guidage faiole

Coefficient de
relaxation optimal ?

Le modele climatique

T régional est « inhibé »
Le modele climatique

régional « désobéit »

Figure 3. Schéma illustrant la problématique
du guidage d’'un modele climatique régional
par un modele climatique global.

Existe-t-il un compromis permettant au
modele climatique régional de ne pas trop
s'écarter de I'état atmosphérique de grande
échelle fourni par le modéle climatique global
sans pour autant inhiber la simulation des
phénoménes de petite échelle? Une autre
question fondamentale porte sur le choix
des variables de guidage. Est-il nécessaire
de relaxer l'ensemble des équations et des
variables climatiques (vent, température,
humidité, etc.) ou bien existe-t-il un sous-
ensemble de variables clés a guider? Ces

2. Ce coefficient de guidage est homogene a
Iinverse d’'un temps que I'on appelle aussi
temps de guidage. Ce temps de guidage
correspond au temps caractéristique de
relaxation des variables du modele régional
vers celles fournies, a une résolution
horizontale «grossiére» par le modele de
climat global.
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travaux sont conduits dans I'équipe InTro
(Interfaces et Troposphére) du Laboratoire
de Météorologie Dynamique de ['Institut
Pierre Simon Laplace qui vise a mieux
comprendre et a modéliser la dynamique
atmosphérique (incluant cycle de l'eau et
pollution atmosphérique) et a évaluer I'impact
de ces processus sur la santé et les res-
sources énergétiques dans un contexte de
changement climatique. Les résultats ont
permis d'une part de montrer I'existence d'un
coefficient de guidage optimal® permettant
d'assurer le meilleur compromis entre '\'
la trajectoire imposée et la nécessité de
produire des phénomeénes de petite échelle. -
e

Ces études ont également servi a déterminer | S

- . . 0 0.1 0.2 0.3
la valeur de ce coefficient de guidage, qui
peut varier entre les modeles mais qui néan- Figure 4. Coefficient de corrélation entre les précipitations simulées par

1 i _
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. . . . un modeéle climatique régional guidé et les mesures de ces précipitations
moins est inversement proportionnel a

un temps de guidage de quelques heures.
Elles ont enfin montré comment choisir les
variables clés de ['état atmosphérique
de grande échelle qu'il est nécessaire de
guider. Ainsi le vent et la température sont
des variables essentielles a guider car elles
permettent de facon indirecte de connaitre
la pression et donc d'avoir une représenta-
tion juste de I'é¢tat de I'atmosphére. Guider
I'numidité s'est avéré avoir des effets positifs
sur certaines variables simulées par le modéle
climatique régional, comme la précipitation,
mais des effets majoritairement négatifs
sur d'autres variables telles que le vent et
la température. Pour illustrer l'importance
du guidage, la figure 4 est similaire a la
figure 2 précédente mais les précipitations ont
cette fois été simulées avec un modele clima-
tique régional guidé avec un coefficient de
guidage correspondant a un temps de
guidage d'une heure. Alors, le coefficient de
corrélation est pratiquement partout supé-
rieur a 0,6 ce qui traduit une amélioration
tres significative de la simulation des préci-
pitations et de leur variabilité temporelle.

3. Maximisation de la corrélation et minimisa-
tion de I'erreur quadratique moyenne entre
le champ simulé et I'observation.

aux Etats-Unis d'’Amérique sur une année. Source : Lo et al. (2008).

Le développement de méthodologies perfor-
mantes pour €laborer des projections
climatiques a une résolution spatiale trés fine
(inférieure & 10 km) constitue un domaine
de recherche a part entiére au coeur duquel
on trouve les sciences mathématiques et
numériques.

Qu'il s'agisse de désagrégation dynamique
ou de désagrégation basée sur des approches
statistiques ou mixtes, le développement de
méthodologies performantes pour élaborer
des projections climatiques a une résolution
spatiale trés fine (inférieure a 10 km) constitue
un domaine de recherche a part entiere au
cceur duquel on trouve les sciences mathé-
matiques et numériques. Ces développements
sont essentiels pour produire des informations
climatiques de qualité permettant d'élaborer
et mettre en ceuvre des plans d'action
d'adaptation au changement climatique dans
les territoires et des stratégies de gestion des
risques climatiques (précipitations intenses
et crues, sécheresses, canicules) ou de tran-
sition énergétique (ressources énergétiques
éoliennes, solaire, hydraulique, marines, etc.).
Voir les références bibliographiques dans
Pour en savoir +.
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Les tours de Hanoi

et la base trois

Au xixt siécle, Edouard Lucas a inventé le jeu des « tours de Hanoi'»,
une simple récréation mathématique qui s'est révélée au fil des années une

mine de réflexions. Nous nous intéressons ici a I'une d’elles :
les liens avec les bases de numération.

Le jeu des tours de Hanoi est constitué de
trois piquets A, B et C, placés verticalement,
et de ndisques de taille décroissante. Chacun
des disques est percé en son centre pour étre
mis autour de I'un ou l'autre des trois pi-
quets. Les n disques sont initialement placés
par taille décroissante autour du piquet A
(celui de gauche), formant ainsi une tour.
Le but du jeu consiste a déplacer les disques
jusqu'a parvenir a la situation finale dans
laquelle tous les disques se retrouvent autour
du piquet C par ordre de taille décroissante.
Les disques peuvent aller et venir librement
sur les piquets, en suivant deux regles :

e on ne déplace qu'un seul disque a la fois ;

e un disque ne peut jamais étre posé sur un
disque plus petit.

En bas de page figure une solution dans le

cas de trois disques.

Le probléme n'est pas trés difficile a résoudre
dans le cas général (voir plus loin). Le contexte
des tours de Hanoi n'en est pas moins d'une
grande richesse. La preuve: mettez un
combinatoriste devant et il trouvera aussitot
une question originale a se poser dessus. Tel
a été le cas d'un collegue, Hacéne Belbachir
professeur a I'université d'Alger, qui m'a posé
le probléme suivant : « comment pourrait-on
faire des tours de Hanoi en base trois 7 »

Une drole de question

Vue de loin, la question est pour le moins
bizarre. Quel est donc le rapport entre nos
disques et une base de numération, quelle
qu'elle soit 7 Il faut connaitre un petit peu
le probléme pour comprendre combien cette
question est intéressante. Elle illustre comment
une simple récréation mathématique peut
donner l'occasion de réfléchir dans des
domaines tout a fait inattendus.

el dllddl ddl
Al ddd dld fdle
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En I'occurrence, les tours de Hanoi entre-
tiennent un lien trés fort avec la numération
a base deux. Pour le comprendre, voyons
tout d'abord un algorithme particulierement
bref pour résoudre le jeu. Cet algorithme
est un cas d'école d'algorithme dit récursif,
c'est-a-dire qui s'appelle lui-méme au fil du
parcours :

Algorithme de résolution pour
déplacern disques d'un piquet
d'origine a un piquet
de destination

®si n=1: déplacer I'unique disque (situé
sur le piquet d'origine) sur le piquet de
destination, et c'est fini.

®sin>1:

- appliquer I'algorithme de résolution pour
déplacer les (n-1) disques du piquet
d'origine au piquet intermédiaire (qui
n'est ni le piquet d'origine ni celui de
destination finale, mais qui devient le
nouveau piquet de destination dans
cette étape).

- déplacer le n-ieme disque sur le piquet de
destination ;

- appliquer a nouveau l'algorithme de
résolution pour déplacer les (n-1) disques
du piquet intermédiaire au piquet desti-
nation. Le piquet intermédiaire devient le
nouveau piquet origine pour cette étape.

el hLdal
doddls

L'essentiel ici est que cet algorithme est
optimal (c'est-a-dire le plus rapide possible
pour résoudre le jeu), en raison de I'impératif
suivant : il faut a un moment ou a un autre
faire la place pour pouvoir déplacer le gros
disque du dessous, ce qui impose d'avoir
déplace préalablement les n- 1 plus petits sur
un seul et méme piquet — c'est-a-dire, donc,
d'avoir résolu préalablement le probléme des

=
=
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tours de Hanoi pour ces n-1 disques. Cette
remarque permet facilement de se persuader
que l'algorithme précédent est bien optimal.

Combien d’étapes ?

En prime, notre algorithme nous fournit un
movyen explicite pour compter le nombre total
de mouvements. Si u, désigne ce nombre
pour le probleme a n disques, alors les trois

étapes de I'algorithme (résolution pour n-1
disques, puis déplacement du gros disque,
puis a nouveau résolution pour n-1 disques)
conduisent a la formule de récurrence :

U= U, 4+1+U,_;,
c'est-a-dire u, = 2u,_,+1. Linitialisation de
I'algorithme donnant par ailleurs que u, = 1,
les premiers termes de la suite sont donc :

1,3,7,15,31,63,127...
On reconnait ici, a une unité pres, la suite des

puissances de deux, ce qui se démontre sans
difficulté par récurrence.



Le nombre d'étapes étant donc de u, = 2"-1,
le nombre d'états (entre I'état initial et I'état
final) est lui de 27 : voila poindre, enfin, notre
lien avec la base deux. En effet, numérotons
les états en base deux (I'état initial portant
le numéro zéro). Ce faisant, on réalise une
correspondance entre les états successifs et
I'ensemble des entiers qui peuvent s'écrire
avec exactement n chiffres en base deux.
Rien de si extraordinaire jusque |a, sauf que...
voici ce que cela donne par exemple pour
trois disques. Une belle surprise nous attend.

dil Ll

La surprise, c'est que le numéro de chaque
état porte une information capitale : a I'état
i, la position du chiffre le plus a gauche qui
a changé en passant de /-1 a i donne le
numéro du disque qui vient d'étre déplacé.
Par exemple, I'¢tat 110 fait suite a I'état
101 : I'addition d'une unité dans le passage
de 101 a 110 a, par le mécanisme des rete-
nues, modifié jusqu'au deuxieme chiffre (le O
de 101 est devenu un 1 dans 110). Et c'est
en effet le deuxiéme disque qui a été déplacé
lors du passage de I'¢tat 101 a I'état 110. Ce
phénomeéne spectaculaire fonctionne quel
que soit le nombre de disques. (Exercice :
le démontrer 1)

De deux a trois

Le lien entre les tours de Hanoi et la base deux
est donc tout sauf superficiel. Entre autres
choses, il permet de produire un algorithme
itératif de résolution, alternatif a l'algo-
rithme récursif présenté plus haut. (Exercice :
I'écrire.) Il permet aussi de montrer diverses
propriétés que vous pourrez facilement véri-
fier, comme par exemple le fait que le i-ieme
disque est, en tout, déplacé exactement 27/
fois au fil du jeu.

A présent, donc, nous voila préts a com-
prendre la question a I'origine de cet article :
comment modifier les régles du jeu pour que
sa résolution fasse « naturellement» appa-
raitre la base trois plutot que la base deux.

Pour ce qui est de modifier les regles, on
n'a que I'embarras du choix : augmenter le
nombre de piquets, poser des régles exo-
tiques d'empilement des disques, interdire
certains mouvements... Dans le domaine,
beaucoup de questions sont d'ailleurs encore
ouvertes.

Une facon qui me semble trés satisfaisante
pour faire apparaitre la base trois est celle-ci :

On interdit aux disques d'aller
directementde Aa Cou de Ca A.

(On suppose que tous les disques sont au
départ sur A et que I'objectif est de les déplacer sur
C) En d'autres termes, a chaque fois qu'on
voudrait faire passer un disque de A a C, on
s'oblige a le faire passer d'abord par B.

Voici, a la page suivante, la résolution de
cette variante dans le cas de trois disques :

Les tours de Hanoi et la base trois | Benoit Rittaud ¢ Université Paris-13, Sorbonne-Paris-Cité
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Il faut 26 étapes, c'est-a-dire 33-1. Si vous
avez bien suivi les explications du cas clas-
sique, alors vous vous doutez probablement
de ce qui va suivre. Commencons par I'algo-
rithme récursif (optimal) de résolution de ces
« tours de Hanoi a n disques en base trois » :

<>}

Algorithme de résolution pour

déplacern disques d'un piquet

origine @ un piquet sans sauter
par-dessus un autre piquet.

® Si n=1:Sl les piquets origine et desti-
nation sont voisins: déplacer ce disque
unique de l'origine a la destination;

SINON (i.e. s'il y a un piquet entre les deux)
déplacer ce disque unique de I'origine au
piquet intermédiaire;

Appliquer I'algorithme pour déplacer ce
disque unigue du piquet intermédiaire

@ vers le piquet destination
*Sin>1:
[

- Appliquer I'algorithme pour déplacer
les (n- 1) disques du dessus, du piquet-
origine au piquet-destination sans sauter
par-dessus un piquet

- déplacer le n-ieme disque au piquet
intermédiaire ;

- Appliquer l'algorithme pour déplacer
les (n-1) disques du dessus, du piquet-
destination au piquet-origine sans
sauter de piquet ;

- déplacer le n-iéme disque au piquet
destination ;

- Appliquer I'algorithme pour déplacer les
(n-1) disques du dessus, du piquet-origine
au piquet-destination sans sauter par-
dessus un piquet.

Le nombre v, d'étapes nécessaires satisfait
cette fois la formule de récurrence:

V=Vt 1 +vn_1+1 +V,

soit v, =3v, ,+2. Linitialisation de l'algo-
rithme donnant v, =2, on vérifie par une
simple récurrence que v, = 37— 1 pour tout n.

La suite est alors toute tracée: 3"-1 étapes
font 3" états. La numérotation des étapes
en base trois dans le cas de trois disques est
donnée dans la figure de la page de droite.

Le « miracle » qui s'était produit dans le cas
classique avec la base deux opere aussi pour
notre variante, mais cette fois avec la base
trois : on lit sur le numéro de I'état jle disque
qui a été déplacé (c'est celui qui correspond
a la place du chiffre le plus a gauche qui a
été modifié lors du passage de I'état /-1
a l'état ).



Les tours de Hanoi et la base trois | Benoit Rittaud ¢ Université Paris-13, Sorbonne-Paris-Cité

Un peu de travail supplémentaire vous
indiquera aussi, tout comme dans le cas
classique, les piquets concernés par le dépla-
cement, ce qui permet la aussi de produire un
algorithme itératif.

Cette variante des tours de Hanoi présente un
intérét particulier : elle permet de parcourir
la totalité des états admissibles, c'est-a-dire
qui satisfont a la régle qu'un disque plus
léger ne porte jamais un disque plus lourd.
En effet, le nombre de ces états admissibles
est égal au nombre de facons de constituer
un mot de n lettres de I'alphabet {A, B, C}
(la i-ieme lettre du mot indiquant le piquet
sur lequel se trouve le disque ), qui vaut'
précisément 3",

Autres questions

Puisque la variante a base trois « consomme »
tous les états possibles, s'interroger sur des
tours de Hanoi a base quatre (ou plus) oblige-
rait a innover encore dans les regles. J'avoue
ne pas savoir comment. D'autres questions
sont également possibles, plus ou moins
difficiles, et sur lesquelles le lecteur pourra
méditer :

En combien de coups peut-on changer
une tour de n disques initialement en A
en deux tours, l'une en B contenant tous
les disques pairs et I'autre en C contenant
tous les disques impairs ?

A partir de I'écriture en base deux (a n
chiffres) d'un nombre g, comment recons-
tituer la position des disques a I'état du
jeu correspondant ? (Méme question, bien
sar, pour la variante a base trois...)

A partir de I'écriture en base trois d'un
nombre g, est-il possible de savoir si la
configuration correspondante des disques
apparait ou non dans la résolution du jeu
classique ?

Etudier d'autres variantes, telles que la
suivante : le déplacement direct de A a C est
interdit, mais tous les autres autorisés —
y compris, donc, celui de C a A. (Attention,
il'y a la du calcul matriciel en dimension 6...)
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. Dans ce raisonnement, les piquets A, B et

C sont supposés non équivalents, alors que
dans les présentations du cas courant, les
piquets Bet Csontparfois considéréscomme
interchangeables. Dans cette derniere
hypothése, le nombre de configurations non-
équivalentes est divisé par deux (chaque
configuration allant de paire avec celle dans
laquelle les disques des piquets B et C sont
échangés), ce qui fait que, méme avec ces
équivalences, la résolution du jeu classique
en 2'-1 étapes ne fait pas décrire tous les
états possibles.
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Edouard Lucas est connu pour sa généralisation de la suite de

Fibonacci et pour son test de primalité des nombres de Mersenne.

Il a également publié sous un pseudonyme des livres de récréations et

de jeux mathématiques.

André Ross
Professseur retraité

e mathématicien francais Edouard Lucas
est né a Amiens, le 4 avril 1842. Il est issu
d'une famille modeste, son péere étant artisan
tonnelier. A I'époque, les communes ont
la responsabilité de l'instruction primaire.
Exceptionnellement, pour des candidats
trés talentueux issus de milieux modestes,
la commune endosse la responsabilité de
I'tducation secondaire. Boursier de la commune
d'Amiens, Lucas y débute ses études secon-
daires au Lycée impérial (appelé maintenant
lycée Louis-Thuillier), ou il obtient un bacca-
lauréat. Il poursuit sa formation au lycée de
Douai pour y suivre un cours de mathéma-
tiques supérieures indispensable pour avoir
acces aux grandes écoles.

Soucieux de l'importance de recruter des
candidats susceptibles d'acquérir une bonne
formation scientifique en vue d'améliorer
la recherche et I'enseignement des sciences
en France, Louis Pasteur’ (1822-1895)
convainc Lucas d'opter pour I'Ecole Normale
Supérieure plutot que I'Ecole Polytechnique.

Aprés son agrégation, Lucas travaille a
I'Observatoire de Paris sous la direction
d'Urbain Le Verrier (1811-1877). Cependant,
Le Verrier entre souvent en conflit avec le
personnel de I'observatoire. Plusieurs astro-
nomes voient leur salaire ou leurs vacances

1. Célébre notamment pour ses travaux sur la fermentation

et la mise au point d’un vaccin contre la rage, Louis Pasteur
est administrateur et directeur des études scientifiques de
I'Ecole Normale Supérieure depuis 1857. Edouard Lucas
et Gaston Darboux (1842-1917) sont deux des candidats
prometteurs recrutés par Pasteur.

Edouard Lucas
1842-1891

coupés arbitrairement par Le Verrier, qui
dénigre la qualité de leur travail pour justifier
ces coupures. Lucas n'y échappe pas et, a
partir de 1866, Le Verrier s'acharne sur lui. En
1869, fatigué de ces conflits, Lucas demande
qu'on lui assigne un poste dans un lycée.?

La guerre franco-allemande éclate le 19 juillet
1870 et durant ce conflit, Lucas sert en tant
qu'officier dans l'artillerie. Apres la guerre, il
entreprend une carriere dans I'enseignement
des mathématiques, d'abord au lycée de
Moulins en Auvergne (1872-1876), puis a
Paris au lycée Charlemagne (1876-1879
et 1890-1891) et au lycée Saint-Louis
(1879-1890).

Lucas meurt a Paris en 1891 des suites d'un
accident malheureux. Lors d'un banquet, au
congres tenu a Marseille par ['Association
francaise pour l'avancement des sciences, un
serveur échappe une pile d'assiette et Lucas,
blessé a la joue par des éclats, est infecté
par un streptocoque. || meurt quelques jours
plus tard d'une infection de la peau appelée
érysipele.

2. Le Verrier sera finalement destitué et remplacé par

Charles-Eugéne Delaunay (1816-1872) en mars 1870.



La plupart des travaux de Lucas sont en
théorie des nombres, domaine de recherche
qui n'était pas treés a la mode en France a
I'¢poque. Il s'est intéressé a la suite de Fibonacci

fi=1fL=11f="Ff _,+f _,

Les Récréations mathématiques de Lucas
comprennent quatre tomes, dont les deux
premiers ont été publiés par Lucas lui-méme
sous le pseudonyme N. Claus de Siam,
professeur au college de Li-Sou-Tsian - un
anagramme de Lucas d'Amiens, professeur
a Saint Louis. Il y présente le jeu des tours
de Hanoi? Les deux derniers tomes de ses
Récréations mathématiques sont publiés a
titre posthume (1882-1894).

3. Voir I'article de Benoit Rittaud Les tours de Hanoi et la

base trois, en page 18 de ce numéro.

et a développé une suite associée appelée
suite de Lucas,

fi=lf=3f=f_ +f_,

On doit a Lucas un test de primalité pour
les nombres de Mersenne, amélioré dans les
années 1930 par Derrick Henry Lehmer (1905-
1991). Ce test est encore utilisé de nos jours.

Jeu des tours de Hanoi

Test de primalité de Lucas

On appelle nombre de Mersenne un nombre de la forme
M_=2"-1,0u nestun entier naturel. Ainsi
M=2"-1=1,M,=22-1=3, M;=23-1=7,
M,=2*-1=15M,=25-1=31,..

Si M, est un nombre premier, on dit que c'est un nombre
premier de Mersenne. |l est facile de vérifier que si
M, est premier alors son indice n lui-méme doit étre
premier (voir la Section problémes). La réciproque est
cependant fausse, ainsi,

M, =2"-1=2047 = 23 x 89.
Dans son ouvrage Théorie des fonctions numériques

simplement périodiques édité en 1878, Lucas présente
le théoreme suivant :

Soit M, = 2P - 1, ol p est un nombre premier impair,
et soit la suite s, telle que
4 Sik=1

S, = .
Tl sE-2 sik=2

Alors M, est premier si et seulement si M, divise s,_.

La suite des s, est telle que chaque terme est égal au
carré du précédent diminué de deux unites,

{4,14;194;,37634; 1416317954, ...}.
M

Considérons par exemple le nombre de Mersenne
213 -1 = 8191, en divisant les nombres de la suite par
8191 on a alors

4 =0x8191 + 4
14 =0x8191 + 14
194 =0x8191 + 194
37634 =4x8191 + 4870
1416317954 = 1729118191 + 3953

En poursuivant ainsi, la suite des restes est

{4;14; 194, 4870; 3953; 5970; 1857;
36; 1294; 3470; 128; 0}.

Puisque s,, = 0, alors M, , est premier.

En 1876, Lucas avait utilisé ce théoréeme pour montrer
que le nombre de Mersenne M, . est premier. A ce jour,
il s'agit du plus grand nombre premier découvert sans
I'aide d'un ordinateur. En base 10, I'écriture du nombre
M,,, comporte 39 chiffres.

Le plus grand nombre premier de Mersenne connu,
a €té découvert en 2013, c'est le nombre M, goc 161
En décimal, il comporte 17425170 chiffres. Il a été
trouvé dans le cadre du Great Internet Mersenne Prime
Search-GIMPS (www.mersenne.org).

127 =170141183460469231731687303715884 105727
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mathématico-littéraires (I)

Pour d'aucuns, la littérature se trouve a une certaine distance, voire

une distance certaine, des mathématiques, cette science « pure et dure » ou
régnerait davantage la raison que les élans du cceur... ou autres sentiments.
Il arrive cependant que des ceuvres littéraires recélent des clins d'ceil a saveur
mathématique, souvent sur un ton plaisant, parfois inspirés par les expé-
riences mathématiques scolaires de leurs auteurs. Voici quelques morceaux
cholisis, glanés chez trois écrivains frangais : Flaubert, Queneau et Pagnol.

%M

Bernard R. Hodgson
Université Laval

Litterature

Arithmétique flaubertienne

Récoltons tout d'abord un classique parmiles
classiques : I'épisode du célébre « capitaine »
de Flaubert — a ne confondre ni avec le
Colonel Chavbert (Balzac), ou Le Capitaine
Fracasse (Gautier), voire le capitaine Haddock
(Georges Remi, alias Hergé).

Aux dires mémes du dico Le Robert, I'expression
« I'age du capitaine » évoque, sur un air de
badinerie, un probléme absurde ou insoluble.’
On lui préte aussi une connotation de
devinette.? Fort connue — mais d'origine
inconnue —, cette locution émane sans doute
d'un folklore scolaire émaillé de pseudo-

On en trouve mention — ce qui constitue
peut-étre la plus ancienne trace écrite —
dans la correspondance de Gustave Flaubert
(1821-1880), auteur céléebre entre autres pour
ses romans Madame Bovary (1857) ou L'Edu-
cation sentimentale (1869). En post-scriptum
a une lettre du 15 mars 1843 adressée a sa
sceur cadette Caroline, avec qui il partageait,
rapporte-t-on, une belle complicité, Flaubert
exprime a sa sceur des mots d'encouragement
pour un examen a venir (en musique, appa-
remment), qu'il conclut en lui présentant un
probléme a saveur arithmétique... un brin
farfelu (voir I'encadré L'dge du capitaine).

problémes mathématiqu Poussant la plaisanterie un cran plus loin,
’! une réponse a ce « probléme » pourrait étre
la quarantaine... en allusion a l'isolement

.

souvent imposé a cette époque aux navires,
tant en raison des conditions hygiéniques
difficiles lors des traversées que des

1. Dictionnaire Le Petit Robert de la langue
francaise (2016), entrée : capitaine (p. 346).

2. Dictionnaire des expressions et locutions,
Le Robert (2007), entrée : age (p. 10).
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Glanures mathématico-littéraires (I) | Bernard R. Hodgson ¢ Université Laval

épidémies ayant alors cours — comme en
témoigne chez nous la station de quaran-
taine de la Grosse-lle, a une cinquantaine
de km en aval de Québec.

Les problémes du type « I'dge du capitaine »
peuvent se retrouver un peu a toutes les
sauces, et ont méme servi d'amorce pour un
ouvrage pédagogique de Stella Baruk, qui
s'ouvre sur la question suivante : Sur un bateau,
il'y a 26 moutons et 10 chévres. Quel est I'dge
du capitaine?* Baruk parle notamment dans
ce livre, citations a I'appui, des « souffrances »
du jeune Flaubert lui-méme en classe de
mathématiques, et d'une certaine «bétise»
qu'il aurait pressentie dans les maths qui lui
étaient enseignées.®

Entre mathématiques
sérieuses et littérature
expérimentale

Al'instar de Flaubert, notre prochain écrivain
a connu une carriere littéraire des plus émi-
nentes. Membre de I'Académie Goncourt,
ses ceuvres ont été couronnées, tout comme
pour l'auteur de Salammbé (1862), par leur

4. Stella Baruk, L'age du capitaine : De I'erreur
en mathématiques. Editions du Seuil, 1985,
p. 23.

5. Voir a ce sujet ibid., chapitre 5.

6. Signalons au passage que le présent texte
d’Accromath ne comprend aucune occur-
rence de la lettre w. (« Wow ! » dirait le lec-
teur admiratif. Et le lecteur scrupuleux, ou a
I'esprit gbdelien, d‘ajouter qu'il en contient
bel et bien une... et de fait méme, une ou
deux de plus!)

publication dans la prestigieuse Bibliothéque
de la Pléiade, chez Gallimard. Mais dans son
cas, contrairement a Flaubert, on peut parler
d'une véritable passion pour les mathéma-
tiques. Qui plus est, cet écrivain a méme publié
dans des revues mathématiques de haut
niveau des recherches originales en théorie
des nombres — voir Pour en savoir plus.

Raymond Queneau (1903-1976) a produit
une ceuvre abondante et variée. Formé en
philosophie, il aura développé au fils des ans
des liens avec les principaux mouvements
littéraires et culturels de la scéne parisienne,
et notamment avec I'OULIPO (Ouvroir de
littérature potentielle), dont il est I'un des
cofondateurs (1960). Queneau s'est ainsi fait
I'un des pionniers et adeptes de I'« écriture
sous contrainte », si bien illustrée par le
célébrissime roman La disparition de Georges
Perec (1969), ouvrage de quelque 300 pages
ne comportant aucune occurrence... de la
lettre e! (Faut vraiment le faire!)®

Queneau a connu de nombreux succes litté-
raires, dont Zazie dans le métro (1959), qui
s'ouvre sur l'exclamation : « Doukipudonktan,
se demanda Gabriel excédé. Pas possible, ils
se nettoient jamais. » Mais par-dela ce « néo-
francais » marqué par l'introduction de mots
nouveaux prés de la langue parlée, c'est prin-
cipalement par ses expériences sur la forme
méme des textes que Queneau se démarque,
n'hésitant pas a cet égard a recourir a des
conventions d'écriture d'inspiration mathé-
matique.
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L'un de ses ouvrages les plus connus — a la
fois amusant et fascinant — est Exercices de
style (1947), ou une histoire banale qui tient
en quelques lignes est reprise 99 fois sous
autant de genres stylistiques différents, dont
quelques-uns a saveur mathématique. Nous
y reviendrons lors de prochaines Glanures.

Un autre ouvrage mathématico-littéraire de
Queneau, relevant d'une littérature qu'on
pourrait qualifier de « combinatoire », est
Cent mille milliards de poémes, publié en
1961. Ce livre peut étre vu comme « une sorte
de machine a fabriquer des poemes », selon
les dires mémes de Queneau.” Il comprend
dix pages, chacune présentant un poeme
sous forme de sonnet (donc deux quatrains
et deux tercets). Dans chaque cas, les qua-
torze vers, des alexandrins classiques, sont
répartis selon le schéma

abab/abab/ccd/eed.

Le caractere singulier du livre est que chaque
page a été découpée en quatorze bandes,
une par vers. Ce stratagéme permet donc au
lecteur de choisir arbitrairement, pour
chacune des quatorze lignes du sonnet dont
il souhaite faire la lecture, laquelle des dix

versions proposeées par Queneau il choisira.
On voit immédiatement poindre les cent mille
milliards de possibilités pour le sonnet ainsi
créé.® Le tour de force de ce livre réside bien
str d'abord et avant tout dans la rédaction
de dix sonnets différents tels que n'importe
quel vers de n'importe lequel de ces sonnets
puisse étre agence avec n'importe quel autre,
tout en respectant les régles de la versifica-
tion... et en racontant une « histoire » qui
se tient. (Voir I'encadré L'Accromathiste et
autres sonnets.)

Sans doute séduit par le role accordé par
Nicolas Bourbaki® a la notion de structure en
mathématiques, Queneau était un fervent
admirateur du mathématicien polycéphale
et de son ceuvre mathématique, qu'il chercha
méme a promouvoir — comme en témoigne
par exemple son texte « Bourbaki et les
mathématiques de demain », paru dans son
recueil Bords (Hermann, 1963, pp. 11-29).
Dans ce méme écrit, Queneau dévoile (p. 25)
I'une des facéties de Bourbaki: I'introduction
volontaire d'une coquille dans I'un de ses
ouvrages, ou la notion (tout a fait sérieuse)
d'«ensemble filtrant a droite et a gauche » est
devenue... un « ensemble flirtant a droite et a
gauche » (voir Pour en savoir plus).

Pagnol et les mathématiques

On rencontre dans I'ceuvre de I'écrivain
Marcel Pagnol (1895-1974), membre de
I'Académie francaise, quelques passages a
saveur mathématique. Ainsi dans le récit
autobiographique Le temps des amours,
paru en 1977 a titre posthume — il s'agit
du tome 4 de ses Souvenirs d'enfance, qui
comprennent notamment les romans bien
connus La gloire de mon pére et Le chdteau
de ma mére —, I'auteur évoque une lecon de

mathématiques de son enfance portant sur

7. Dans le Mode d'emploi en guise de préface
au livre. L'auteur va méme jusqu’a citer
en épigraphe le logicien et mathématicien
anglais Alan Turing (1912-1954) : « Seule
une machine peut apprécier un sonnet
écrit par une autre machine. »

8. Ou, sil'on préfére, cent billions de possibilités,
selon I'acception moderne de la nomenclature
numeérique en francais. (Mais voir a ce propos
la Section problémes.)

9. A propos de Bourbaki, voir Accromath,
vol. 3, hiver-printemps 2008, p. 17.



le théoréme de Pythagore. Il fait alors allu-
sion a un quatrain apparemment bien connu
des potaches de son époque,

Le carré de I'hypoténuse

Est éqgal, si je ne m'abuse,

A la somme des carrés
Construits sur les autres cotés

insistant notamment sur le fameux « si je ne
m'abuse » qu'il qualifie, dans sa langue si belle,
de «clou d'or auquel reste accroché dans
nos mémoires le carré de 'hypoténuse ».10

Ailleurs, Pagnol raconte quelques-uns de
ses souvenirs mathématiques glanés dans
des cours destinés a des «littéraires». |l
trace, entre autres, un portrait absolument
charmant d'un de ses enseignants, un certain
M. Cros, qui n'hésitait pas a recourir a la poésie
pour « faire passer » son sujet (voir I'encadré
Souvenirs mathématiques de Pagnol).

Glanures mathématico-littéraires (I) | Bernard R. Hodgson ¢ Université Laval

Et Pagnol de conclure, parlant de M. Cros:
« Ce bon maitre m'avait appris, @ mon insu,
la seule chose qu'il pouvait m'apprendre et
qui était la capitale: il m'avait appris le désir
d'apprendre.»'?

Esprit curieux et éclectique, Pagnol s'est
méme aventuré dans des réflexions scien-
tifiques et mathématiques, souvent, il faut
cependant l'avouer, avec une grande naiveté.
Il s'est en particulier intéressé aux nombres
premiers, ainsi qu'au dernier théoréme de
Fermat — voir a ce sujet la section Pour en
savoir plus. Mais ses travaux mathématiques
n'étaient certes pas de la méme trempe que

ceux d'un Raymond Queneau.

10. Marcel Pagnol, Le temps des amours,
Julliard Editeur, 1977, pp. 50-51.

11. Texte tiré d’une préface, écrite en 1930, que
Pagnol devait publier avec ses Eléments
d'une thermodynamigue nouvelle; en
annexe dans Le temps des amours, Julliard
Editeur, 1977, pp. 326-328.

12.1bid., p. 329.
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Rubrique des

r doxes

es pions du jeu d'Othello sont au nombre de
64 et possedent chacun une face blanche et
une face noire. On les étale devant le Grand
logicien fou en les disposant de telle sorte
que 10 pions montrent leur cété blanc, et
54 leur cOté noir.

« Vous allez me bander les yeux, mélanger les
pions (sans en retourner); ensuite je mani-
pulerai les pions et j'en ferai deux paquets
A et B. Vous pourrez alors constater qu'il
y aura le méme nombre de pions noirs dans
le paquet A et dans le paquet B ».

Cela semble totalement absurde : si les pions
sont mélangés, le Grand logicien fou ne peut
pas savoir ou sont les pions montrant leur
coté noir, et donc le partage qu'il prétend
pouvoir faire est impossible.

Pourtant, on lui bande les yeux, il manipule
les pions et compose deux paquets ayant
chacun le méme nombre de pions nairs.

Comment fait-il? A vous de réfléchir et de
résoudre ce qui apparait comme un paradoxe.




Solution du paradoxe précédent

Mais qu’est-ce que j’ai fait?

Rappel de I’'énoncé
Considérons I'¢quation :
X+5 5 4x—40
13—x

xX—7
L'équation peut s'écrire :
x+5-5(x—7)  4x-40
x—7 1B3—x '
y 4x=40 _ 4x—40
7-x  13—-x
Les numérateurs €tant €gaux, les dénominateurs le
sont aussi, donc :

d'o

7-x=13-x
En additionnant xa chaque membre de I'équation, on a
7=13.

Qu’est-ce qui ne va pas?

La solution
Nous avons utilisé |a régle de simplification suivante :

Si deux fractions ayant
le méme numérateur a/b et a/c
sont éqales, alors les dénominateurs
sont égaux b = c.

Revoyons la démonstration de cette régle qui semble
évidente.

On part de:

alb = alc

On multiplie par 1/a de chaque coté de I'égalité. Cela
donne

1/6=1/c
On utilise alors la régle selon laquelle deux nombres qui
possedent le méme inverse sont égaux, et donc : b= c.

Dans le raisonnement, on multiplie par 1/a, ce qui
suppose que a est différent de O. La regle doit donc
étre énoncée sous la forme précise :

Si deux fractions
ayant le méme numérateur
a/b et a/c avec a# 0 sont égales,
alors les dénominateurs sont égaux b = .

Dans notre calcul paradoxal, avions-nous a # O,
c'est-a-dire x# 10 ?

Justement non! Par définition, x est la solution de
I'équation :

X+5 - 4x—40
13—x
Calculons-la. En réduisant au méme dénominateur,
et en simplifiant, on obtient successivement :
X+5-5(x—7) 4x-40
x—=7  13—x
d'ou 4x—40 _ 4x—40_
7—X 13—x
(4x-40)(13 - x) = (4x-40)(x-7)
(4x-40)(13 - x) - (4x-40)(x-7) =0
4(x-10)(13-x-x+7) =0
8(x-10)(10-X) =0
On constate que la solution (et il n'y en a qu'une)
est x=10.

Nous avions donc appliqué la regle indiquée dans un
cas illicite puisque la solution annule le dénominateur.

X—7
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Dessine-moi un graphe

1. Treize personnes sont enfermées dans
13 cellules différentes, sans aucun moyen
de communication. Le geblier leur donne
une chance de quitter les lieux. Pour cela, il
a préparé 13 listes de noms de prisonniers
et en a donné une a chacun d'eux. A chaque
prisonnier, il a tenu les mémes propos:
«Voici une liste de noms dans laquelle
le vOtre n'apparait pas. Jai distribué
une telle liste aux 12 autres prisonniers.
Toutes les personnes sur votre liste ont
votre nom sur la leur. Et j'ai fait en sorte
que chaque paire de listes ait exactement
un nom en commun. Ainsi, les listes
d'Alain et Charles n'ont que le nom de
Sébastien en commun. Autre exemple,
les listes d'Alain et Sébastien n'ont que
le nom de Richard en commun. Dans une
heure, vous devrez me donner & tour de
réle un nom se trouvant sur la liste de
Miguel. Si au moins I'un d'entre vous se
trompe, je vous garderai tous en captivité.
Sinon, vous serez tous libres. »

Les prisonniers qui n'ont pas le nom de
Miguel sur leur liste (mis a part Miguel
lui-méme) ne voient pas comment deviner
qui s'y trouve, si ce n'est au hasard, ce
qui laisse peu de chance au groupe pour
recouvrer la liberté. Aussi paradoxal que
cela puisse paraitre, ce raisonnement est
faux. Les 13 prisonniers peuvent tous
donner une bonne réponse, malgré le fait
qu'ils ne peuvent pas se parler. (Tuyau :
en cherchant le théoréeme de l'amitié sur
Internet, vous découvrirez une propriété
des graphes qui peut vous étre trés utile
pour résoudre ce probleme.)

2. Quelle est lasolution au probléme des deux

seaux si I'objectif n'est plus de puiser aussi
peu d'eau que possible, mais de puiser
de l'eau au robinet aussi peu souvent
que possible?

Nombres de Mersenne
1. a) Montrer que

X-1=(x=-1)0"+ X2+ _+x+1).
b) Montrer, en utilisant cette égalité, que

233 - 1 n'est pas premier. En déterminer
des facteurs.

(Tuyau : 233=(23)"1=(21)3))

¢) Montrer que si le nombre de Mersenne
M_ = 2" -1 est premier, alors 'indice n
est lui aussi premier.

. Un nombre qui est égal a la somme

de ses diviseurs propres est dit parfait.
Ainsi, 28=1+2+4+7+ 14 est parfait. La
recherche de nombres parfaits est reliée a
celle des nombres premiers de Mersenne.
a) Trouver les diviseurs de 24x 31.

b) Etant donné un premier p=3 et un
naturel n>1, trouver tous les diviseurs
de 2"'p.

¢) Montrer que si M_=2"-1est un nombre
premier, alors 27-1(2"-1) est parfait.

Glanures
mathématico-littéraires

1. a) En vous appuyant sur la description

de la facture de Cent mille milliards de
poémes (voir I'article d'Accromath, p. 28),
veérifier I'exactitude numérique du titre
de ce livre.

b) Cet ouvrage de Queneau, dans sa
traduction anglaise, est présenté (outre
en écriture décimale) sous I'un des titres
suivants : A Hundred Thousand Billion
Poems, One Hundred Million Million
Poems ou One Hundred Trillion Poems.
Que dire de cette nomenclature?

. Dans le Mode d'emploi de son livre,

Queneau estime a prés de deux cent
millions d'années le temps qu'il faudrait
pour faire la lecture de tous les poémes
que I'on peut produire. Comment, selon
vous, I'auteur en est-il venu a cette valeur?



o plus!

Mathématiques, logique et applications
Dessine-moi un graphe
e Pour découvrir la théorie des graphes sous forme d'énigmes policieres

— Hertz, A. L’agrapheur : intrigues policieres a saveur mathématique, Presses Internationales Polytechnique,
2010, ISBN: 978-2-5653-01543-4

— Hertz, A. GRAPHITI - L’Inspecteur Manori enquéte a Paris, Editions Amalthée, 2014, ISBN: 978-2-310-01908-8
e Pour le probleme des ponts de Koénigsberg
— La publication originale (en latin) de Leonhard Euler de 1736 est accessible a I'url
https://math.dartmouth.edu/~euler/docs/originals/EQ53.pdf
— Gribkovskaia |., Halskau Sr. @. et Laporte G., The bridges of Kénigsberg — A historical perspective,
Networks 49/3 (2007) 199-203
e Pour la coloration de graphes
— Beineke L.W. et Wilson R.J., Topics in Chromatic Graph Theory, Encyclopedia of Mathematics and Its
Applications 156, Cambridge University Press, 2015
— Fritsch R. et Fritsch G. The Four Color Theorem: History, Topological Foundations and Idea of Proof, traduit
de la version originale en allemand par Julie Peschke., New York: Springer, 1998, ISBN978-0-387-98497 1
e Pour le probleme du commis voyageur
— Cook W.J. In Pursuit of the Traveling Salesman: Mathematics at the Limits of Computation,
Princeton University Press, 2012, ISBN: 978-0-691-15270-7
— Lawler E.L, Lenstra J.K., Rinnooy Kan A.H.G. et Shmoys D.B., The traveling salesman problem : a guided tour
of combinatorial optimization, Wiley, 1985, ISBN: 978-0-471-90413-7
Applications des mathématiques
Modéles globaux ou régionaux : comment zoomer le climat ?
e LoJ.C,Yang Z.L., Pielke Sr. R.A., 2008: Assessment of three dynamical climate downscaling methods using
the Weather Research and Forecasting (WRF) model. J. Geophys. Res., 113, D09112
e Omrani H., Drobinski P., Dubos T., 2015: Using nudging to improve global-regional dynamic consistency in
limited-area climate modeling: What should we nudge? Clim. Dyn., 44, 1627-1644
e Salameh T., Drobinski P., Dubos T., 2010: The effect of indiscriminate nudging time on the large and small

scales in regional climate modelling: Application to the Mediterranean basin.
Quart. J. Roy. Meteorol. Soc., 136, 170-182

Mathématiques et littérature
Glanures mathématico-littéraires

e |es recherches mathématiques de Raymond Queneau, qui portent sur la notion de suite s-additive, sont parues
dans les Comptes rendus de I’Académie des sciences de Paris, t. 266 (1968), pp. 957-958, et le Journal of
Combinatorial Theory 12 (1972), pp. 31-71. |l est fait mention de ces travaux dans le livre Unsolved Problems in
Number Theory (3¢ éd.) de Richard K. Guy (Springer, 2004), Section C : Additive number theory, pp. 166-167.

e | 'anecdote sur la notion d'« ensemble flirtant a droite et a gauche », révélée par Queneau, a été en quelque
sorte officialisée par I'un des membres de Bourbaki, Laurent Schwartz (1915-2002). Dans un texte en hommage
a I'un des fondateurs de Bourbaki, Jean Dieudonné (1906-1992), ce dernier raconte comment cette erreur,
faite expres en accord avec I'éditeur, se voulait une blague qui avait finalement échappé a I'ceil inquisiteur
de Dieudonné — voir « Souvenirs sur Jean Dieudonné. » Pour la science, 200 (juin 1994), pp. 8-10.

e Pour en savoir plus quant aux propos de Marcel Pagnol sur les nombres premiers et le dernier théoreme de
Fermat, voir Inédits, réunis par Jacqueline et Frédéric Pagnol, Vertiges du Nord / Carrere, 1986, pp. 225-242.
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