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W’ rouge, sur le front de chaque
‘ logicien qui voit les croix des-

Considérons I'équation : X+5 5= 4x—4o'

x—17 13—x
L'équation peut s'écrire :
X+5-5(x=7) _4x-40 oy =40 _4x—40
=7 1B3-x 7-x  13-x

Les numérateurs étant égaux, les dénominateurs

le sont aussi, donc: 7 - x=13 - x.

En additionnant x a chaque membre de I'équation,

ona7=13.
Qu'est-ce qui ne va pas?

Solution du paradoxe précédent

La solution

Capturés par le

e grand  méchant
~ = logicien qui veut
les enréler dans sa
/ secte, les logiciens,

en nombre impair, sont

placés en cercle tournés vers

le centre. En procédant a pile

ou face, le méchant logicien

dessine une croix, noire ou

sinées sur le front des autres, mais
ignore celle qu'il porte. Aucune communi-
cation n'est permise entre les logiciens une
fois les croix dessinées. Un vote est organisé
et chacun indique s'il pense que le nombre

total de croix rouges est pair ou impair,
I'abstention n'est pas permise. Le grand
méchant logicien comptabilise les réponses
et considere la réponse majoritaire. Si celle-
ci est correcte, les logiciens sont libéres.
Chaque logicien se dit : « Puisque la parité
du nombre total de croix rouges dépend de
celle que j'ai sur le front, qui a été tirée au
hasard, je ne peux rien faire de mieux que
voter au hasard. Il en est de méme de tous
les autres logiciens et donc globalement
nous ne pouvons rien espérer de mieux
qu'étre libéré une fois sur deux ».

En fait, il existe une méthode de vote que
les logiciens peuvent deviner et appliquer et
qui leur permettra d'étre libérés dans bien
plus de la moitié des cas. Imaginons que
tous les logiciens adoptent la régle suivante.




Solution du paradoxe précédent

Si je vois devant moi autant de croix noires
que de croix rouges, je vote en
faisant I'hypothése que j'ai sur le front une
Croix rouge. Sinon, je suppose que j'ai sur
le front une croix de la couleur majori-
tairement présente devant moi et je vote
conformément a ce qu'il résulte

de cette hypothése.

Pour analyser I'effet d'une telle méthode, distinguons
trois cas.

Cas 1: Sil'¢écart entre le nombre de croix rouges et de
croix noires est plus grand que 1, alors les logiciens, en
appliquant cette régle, font en majorité une hypothese
correcte et le vote majoritaire est correct, ils sont libérés.

Cas 2: Sil'écart entre le nombre de croix rouges et le
nombre de croix noires est égal a 1 en faveur des rouges
alors, d'une part, tous les porteurs de croix noires (qui
voient plus de rouges que de noires) votent fausse-
ment puisqu'ils font I'nypothese fausse qu'ils portent
une croix rouge, et, d'autre part, tous les porteurs de
croix rouges, qui voient autant de rouges que de noires,
votent correctement (puisque, dans un tel cas, ils font
I'hypotheése qu'ils portent une croix rouge). Les rouges
étant majoritaires, le vote est donc majoritairement
correct et les logiciens sont libérés.

Cas 3 : Si I'écart entre le nombre de croix rouges et
le nombre de croix noires est de 1 en faveur des noires
alors tous les porteurs de croix rouges, qui voient plus
de noires que de rouges, votent faussement, ainsi que
tous les porteurs de croix noires qui voient autant de
rouges que de noires. Le vote est donc erroné a 100 %.
C'est le seul cas ou le vote est erroné. Les cas 2 et 3
se compensent et donc, dans la majorité des situations
(grace au cas 1), les votes des logiciens sont corrects.

Pour évaluer plus précisément le nombre de cas ou le
vote sera malheureux, considérons le nombre de logi-
ciens m qui peut s'écrire m = 2n+1, puisque m est
impair. Le nombre de cas ou le vote est incorrect est
le nombre de cas ou il y a n croix rouges et n + 1 croix
noires. Ce nombre est

(2n+1)!
nlln+1)!"

soit le nombre de facons de choisir n éléments parmi
2n+ 1.1l'y a deux couleurs possibles pour chacun des m
logiciens, donc 2m cas possibles au total. En analysant
pour quelques valeurs de m, on dresse le tableau suivant.

(2n+1)! Probalilité
mn nl(n+1)! 27 d'erreur
3 1 3 8 37,5 %
5 2 10 32 31,25 %
7 3 35 128 27,34 %
) 4 126 512 24,61 %
151 7 6 345 32 768 19,64 %
251 12| 5200 300 |33 554 432| 15,49 %

Plus le nombre de logiciens est grand, meilleure est la
méthode et on peut montrer que lorsque m tend vers
I'infini, le rapport du nombre de cas défavorables sur le
nombre total de cas tend vers zéro.

Les logiciens peuvent donc espérer étre libérés plus
d'une fois sur deux, s'ils tiennent tous ce raisonnement.
On peut critiquer cette solution, s'ils n'ont pas pu s'en-
tendre avant I'épreuve, les logiciens n'ont pas de raison
d'adopter tous cette stratégie. Il est plus raisonnable de
penser que pres de la moitié des logiciens va adopter la
stratégie A :

Si je vois devant moi autant de croix noires
que de croix rouges, je vote en faisant
I'hypothése que j'ai sur le front une croix
rouge. Sinon je suppose que j'ai sur le front
une croix de la couleur majoritairement
présente devant moi et je vote

conformément a cette hypothése.

et que l'autre moitié va adopter la stratégie symétrique B :

Si je vois devant moi autant de croix noires
que de croix rouges, je vote en faisant
I'hypothése que j'ai sur le front une croix
noire. Sinon je suppose que j'ai sur le front
une croix de la couleur majoritairement
présente devant moi et je vote
conformément a cette hypothese.

Dans cette éventualité, il n'y a rien de changeé si le cas 1
se présente. Cependant, dans le cas 2, il suffit qu'un seul
porteur de croix rouge joue B plutét que A pour que
le vote majoritaire soit erroné. Sauf exception, le cas
2 sera défavorable. Le cas 3 est de méme défavorable
sauf hasard exceptionnel (1 fois sur 27). Par rapport a
notre calcul précédent, il faut maintenant doubler le
nombre de cas défavorables. Il n'est plus aussi clair que
la méthode soit intéressante. Un petit calcul montre
cependant que si le nombre de logiciens est supérieur a
7, alors la stratégie décrite est favorable aux logiciens.
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