
Volume 10 • Hiver-printemps 2015

Rubrique des

Le grand  
méchant logicien

Pleins feux  
sur la lumière  
Autresarticles
• Construire une image médicale 
•  Un éclairage mathématique 

sur la dynamique des lasers
•  Confidences d’Archimède : 

où le maître-géomètre divulgue 
un joli truc du métier de son cru

•  Prévoir les ressources nécessaires 
pour atteindre son but : 
le cas d’espèce de la sonde Rosetta



Rédacteur en chef
André Ross 
Professeur de mathématiques

Comité éditorial
Pietro-Luciano Buono 
Professeur de mathématiques 
University of Ontario 
Institute of Technology
France Caron 
Professeure de didactique  
des mathématiques 
Université de Montréal
Philippe Etchécopar 
Professeur de mathématiques 
Cégep de Rimouski
Christian Genest 
Professeur de statistique 
Université McGill
Frédéric Gourdeau 
Professeur de mathématiques 
Université Laval
Bernard R. Hodgson  
Professeur de mathématiques 
Université Laval
Stéphane Laplante 
Enseignant de mathématiques 
Collège de Montréal
Christiane Rousseau 
Professeure de mathématiques 
Université de Montréal

Production et Iconographie 
Alexandra Haedrich 
Institut des sciences mathématiques

Conception graphique
Pierre Lavallée 
Néograf Design inc.

Illustrations de scientifiques 
et caricatures 
Alain Ross 
Noémie Ross

Illustrations mathématiques
André Ross

Révision linguistique 
Robert Wilson
Professeur de mathématiques
Cégep de Lévis-Lauzon

 

Institut des sciences mathématiques 
Université du Québec à Montréal 
Case postale 8888, succ. Centre-ville 
Montréal (Québec) 
H3C 3P8 Canada
T  514 987-3000 poste 1811
redaction@accromath.ca 
www.accromath.ca 

ISSN 1911-0189

Dans ce numéro...
L’année 2015 a été proclamée Année internationale de la lumière et des 
technologies fondées sur la lumière (AIL 2015) par l’Assemblée générale des 
Nations Unies. Pour associer Accromath à cette célébration, nous avons 
pensé vous rappeler tout d’abord que deux articles en lien avec ce thème 
sont déjà parus, Les miroirs ardents, de Christiane Rousseau et Yvan Saint-
Aubin, volume 2.1, hiver-printemps 2007 et Jeux de lumière et d’interfé-
rence, d’Yvan Saint-Aubin, volume 9.2, été-automne 2014.
Le premier article, Pleins feux sur la lumière, présente en accéléré l’évolution  
des théories sur la lumière de l’Antiquité jusqu’au XVIIe siècle. Depuis les  
travaux de James Clerk Maxwell, le terme « lumière » regroupe, dans son 
sens large, toutes les ondes électromagnétiques. C’est cette acception que 
nous avons retenue pour ce numéro. Il s’agit par exemple des ondes élec-
tromagnétiques qui permettent de recueillir l’information lors d’un examen 
par scanner : l’appareil envoie alors des rayons X dans un plan transversal et  
mesure l’énergie absorbée lorsque ces rayons traversent le corps. À partir 
de ces mesures, il faut Construire une image médicale. Christiane Rousseau 
nous présente les mathématiques utilisées dans cette construction. 
Thomas Erneux et Pietro-Luciano Buono, dans Un éclairage mathématique 
sur la dynamique des lasers, nous expliquent l’apport des équations diffé-
rentielles dans la recherche sur les lasers afin d’en assurer la fiabilité.
Marie Beaulieu et Bernard R. Hodgson nous présentent, dans Confidences 
d’Archimède : où le maître-géomètre divulgue un joli truc du métier de son 
cru, la méthode utilisée par Archimède pour déterminer certaines relations 
mathématiques, telle celle donnant l’aire délimitée par une parabole et une 
sécante à celle-ci.
Dans Prévoir les ressources nécessaires pour atteindre son but : le cas  
d’espèce de la sonde Rosetta, Christian Genest et James A. Hanley nous  
expliquent comment un modèle probabiliste peut guider un décideur 
dans le choix du nombre de pièces de rechange nécessaires pour qu’un  
système complexe comme la sonde soit encore opérationnel une fois rendu à  
destination, après un périple de dix ans.
Dans la rubrique des paradoxes, Jean-Paul Delahaye nous présente Le grand 
méchant logicien. Celui-ci a pris en otage un nombre impair de logiciens 
qu’il veut incorporer dans sa secte, mais il leur laisse une chance de s’en  
sortir. Ils doivent voter majoritairement sur un événement qui à première 
vue semble avoir une probabilité de 1/2.

Bonne lecture!

André Ross

Éditori  l
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1.  Le phénomène de la réflexion était connu 
dès l’Antiquité. Voir Les miroirs ardents,  
de Christiane Rousseau et Yvan St-Aubin, 
volume 2.1, hiver-printemps 2007
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La compréhension d’un phénomène physique donne souvent lieu à la  
confrontation de diverses théories. Dans les tentatives pour expliquer  

la vision et les phénomènes optiques se sont opposées, dans l’Antiquité,  
la théorie de l’émission et celle de l’intromission, et plusieurs siècles plus tard, 

la théorie corpusculaire et la théorie ondulatoire.
L’optique selon  
les penseurs grecs
Pour les penseurs de la Grèce antique, tous 
les corps sont constitués en proportions  
variables des quatre éléments : terre, eau, air 
et feu. Ils en sont venus tout naturellement 
à penser que les corps pouvaient émettre 
des particules de feu, ce qui a constitué la  
première forme d’explication du phénomène 
de la vision. 
Deux théories ont été échafaudées dans  
l’Antiquité : la théorie de l’émission et celle 
de l’intromission. La théorie de l’émission, 
défendue par Euclide (~325 à ~265) et  
Ptolémée (85-165), postule que l’œil émet la 
lumière. L’ouvrage le plus ancien soutenant 
cette théorie a été rédigé par Euclide vers 
~280. Ce texte, qui s’inscrit dans la continuité  
de la pensée de Platon, présente le savoir de 
l’époque.  La lumière est émise par l’œil sous 
forme de rayons qui sont interceptés par les 
objets. 

André Ross 
Professeur retraité

Selon la théorie de l’intromission, défendue 
par Aristote (~385 à ~322) et ses disciples, ce 
sont les formes physiques qui entrent dans 
l’œil en provenance des objets. 

Théorie de l’intromission

Contrairement à la conception moderne, la 
lumière n’a pas d’existence propre dans ces 
deux théories, elle n’existe que dans le champ 
de vision de l’observateur.
Certains phénomènes optiques, comme la  
réflexion1 et la réfraction, ont été observés 
très tôt, mais étaient difficilement explicables 
par les théories de la vision héritées des  
penseurs grecs. 

Démocrite pensait que les corps lumi-
neux émettent des particules qui viennent 
influencer l’oeil. Pour d’autres philosophes, 
ce sont des corpuscules émises par l’œil 
qui, heurtant les objets, les rendent visibles. 
Platon croit plutôt que l’œil et l’objet 
observé émettent des particules dont la 
rencontre provoque le phénomène de 
vision. Pour émettre de telles particules, 
un corps doit comporter une certaine pro-
portion de l’élément feu. Voici comment 
Platon explique ce phénomène :
Quand donc la lumière du jour entoure le 
flux issu des yeux, alors le feu intérieur qui 
s’échappe, le semblable allant vers le sem-

blable, après s’être combiné avec la lumière 
du jour, se constitue en un seul corps ayant 
les mêmes propriétés tout le long de la droite  
issue des yeux, quel que soit l’endroit où le 
feu jailli de l’intérieur entre en contact avec 
le feu qui provient des objets extérieurs. 
Mais, lorsque le feu extérieur se retire pour 
faire place à la nuit, il se trouve coupé du 
feu intérieur qui lui est apparenté. En effet, 
comme en sortant il tombe sur quelque 
chose qui n’est pas semblable à lui, le feu 
intérieur devient autre et s’éteint, n’ayant 
plus de communauté de nature avec l’air 
environnant, puisque celui-ci ne contient 
plus de feu.

L’optique selon Démocrite et Platon

Pleins feux  
sur la lumière
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Pleins feux sur la lumière  |  André Ross  •  Professeur retraité

Phénomène de réfraction

Ces théories ont quand même persisté jusqu’à 
la Renaissance en Europe, mais avaient été 
remises en question quelques siècles aupa-
ravant par des savants du monde islamique. 

L’optique dans le monde  
islamique
Le mathématicien persan Ibn Sahl (940-1000),  
rattaché à la cour de Bagdad, a rédigé, vers 
984, un ouvrage sur les miroirs ardents et 
les lentilles dans lequel il explique comment  
les miroirs courbes et les lentilles peuvent  
focaliser la lumière en un point. Il s’intéresse 
aux phénomènes de rélexion et de réfraction 
et fait les premières recherches en optique 
géométrique.
Un disciple de Ibn Sahl, l’astronome, médecin,  
philosophe et physicien Al-Haytam (965-1039)  
a poursuivi des recherches en optique.  
Al-Haytam, connu en Occident sous le nom 
latinisé Alhazen, est né en 965 à Bassorah, 
dans l’actuel Irak, et a vécu principalement 
au Caire. Il a rédigé un Traité d’optique qui 
porte sur l’optique géométrique et physio-
logique. Dans ses recherches en optique,  
Alhazen développe une démarche d’inves-
tigation qui est très proche de la méthode 
scientifique moderne ( NH  Alhazen01).
Son Traité d’optique comporte sept volumes 
dont le premier présente les deux théories 
antiques, l’émission et l’intromission. Il fait 
remarquer que les deux théories sont contra-
dictoires, par conséquent ou l’une est vraie et 
l’autre fausse, ou toutes les deux sont fausses. 
Pour trancher, Alhazen indique qu’il faut  
étudier le phénomène de la vision en ayant 
recours à l’expérimentation et aux preuves 
plutôt qu’à partir de théories abstraites. 
La théorie doit venir de l’observation et de 
l’expérimentation et doit être vérifiée par 
d’autres expériences. ( NH  Alhazen02)
Pour Alhazen, les choses sont visibles soit 
parce qu’elles émettent ou reflètent la lumière.  
Un objet peut être une source de lumière 
— c’est le cas d’une bougie ou du Soleil —, 

ou l’objet peut réfléchir la lumière prove-
nant d’une source. Un objet placé près d’une 
source réfléchit la lumière qui lui parvient, 
comme la Lune réfléchit la lumière qui lui 
vient du Soleil. C’est la lumière qui voyage  
de l’objet vers l`œil plutôt que les formes 
physiques, comme dans la théorie de  
l’intromission d’Aristote. Alhazen est le  
premier scientifique à soutenir que l’image se 
forme dans le cerveau plutôt que dans l’œil, 
et il explique que l’expérience personnelle 
a un effet sur ce que les gens détectent et  
interprètent. Il fait remarquer qu’il est plus 
facile pour un adulte que pour un enfant de 
donner un sens à ce qu’il perçoit. Il note que 
les mots qu’un adulte connaît évoquent des 
images qui sont inconnues d’un enfant. Ainsi  
« Kitab al-Manazir » n’évoque peut-être pas 
grand chose pour le lecteur francophone 
avant de savoir qu’en français cela se traduit 
par « Traité d’optique ». 
Pour Alhazen, la lumière existe donc indé-
pendamment de l’œil.  Il observe qu’elle se 
propage en ligne droite et réalise des expé-
riences qui l’amènent à poser que la lumière 
se propage dans toutes les directions comme 
les rayons d’une sphère. 

Si on observe un objet au travers 
d’un tube droit et que l’on obture  
une partie du tube, seule la partie  

de l’objet en ligne droite entre 
l’objet et l’œil demeure visible.  

De plus, si on déplace une bougie 
à l’extrémité du tube, on constate 

que  l’image perçue change.  
Par conséquent, la lumière irradie 

de chaque partie de la flamme.
Alhazen réalise également des expériences 
en chambre noire (en latin, camera obscura).  
Il explique que lorsque la lumière du Soleil  
atteint le petit trou (sténopé) d’une chambre 
noire, les rayons lumineux allant de l’objet  
vers l’image forment avec le sténopé deux 
cônes inversés l’un par rapport à l’autre. 
Cette expérience démontre que la lumière  
voyage en ligne droite. De plus, quand 
une partie des rayons réfléchis par un  
objet passent par un trou minuscule percé  

http://www.lozedion.com/wp-content/uploads/2013/09/Alhazen01.pdf
http://www.lozedion.com/wp-content/uploads/2013/09/Alhazen02.pdf


2.  Friedrich Risner (1533-1580) fut le premier 
titulaire de la chaire de mathématiques du 
Collège royal à Paris (aujourd’hui Collège  
de France).

4

Vo
l. 

10
 •

 h
iv

er
 –

 p
rin

te
m

ps
 2

01
5

dans un matériau 
opaque et peu épais, 
ils ne se dispersent 
pas dans la chambre 
obscure pour illumi-
ner toute la chambre. 
Ils se croisent et  
reforment plutôt 
une image tête en 
bas sur une surface 
blanche disposée 

parallèlement à la surface trouée. Alhazen 
observe également que plus le trou est petit, 
plus l’image est claire.
Dans ses recherches, Alhazen en vient à 
conclure que, dans un milieu homogène, les 
rayons lumineux émis par une source lumi-
neuse ponctuelle se propagent en ligne droite 
le long des rayons d’une sphère centrée à la 
source. La réfraction de la lumière est causée  
par un ralentissement ou une accélération 
de la lumière dans son déplacement, lorsque 
celle-ci passe d’un milieu à un autre plus 
dense ou moins dense. Dans un milieu plus 
dense la lumière voyage plus lentement que 
dans un milieu moins dense. Cela permet à 
Alhazen d’interpréter le crépuscule. Même si 
le Soleil est encore sous la ligne d’horizon, 
la lumière nous parvient parce qu’elle est  
réfractée dans l’atmosphère, qui est plus dense  
au niveau du sol qu’en altitude. Il détermine 
que le crépuscule commence lorsque le Soleil 
est à un angle inférieur à 19° sous l’horizon. 
Alhazen a également étudié les loupes et   
les lentilles

Si un objet est observé à travers 
un milieu sphérique dense dont 

la surface courbe est tournée vers 
l’œil et se situe entre l’œil et la 
sphère, l’objet apparaît grossi.

Les causes des phénomènes de réflexion et 
de réfraction était connus de Alhazen, il res-
tait à en faire une description mathématique 
précise.

L’optique dans l’Europe  
du XVIIe siècle
En Europe, le premier savant qui s’est intéressé  
aux problèmes de réflexion et de réfraction 
est Willebrord Snell van Royen (1591-1626) 

qui, selon la mode de l’époque, avait latinisé 
son nom en Villebrordus Snellius ( NH  Snell). 
Selon Christiaan Huygens, Snell est le pre-
mier, en 1621, à énoncer mathématiquement  
les lois de la réfraction. Cette découverte, 
qui ne fut pas publiée, semble avoir été  
obtenue empiriquement sans démonstration.  
Il faut préciser que le traité d’Alhazen avait 
été traduit en latin vers la fin du XIIe siècle 
et finalement édité en 1572 par Friedrich 
Risner2 sous le titre Opticæ thesaurus  :  
Alhazeni Arabis libri septem, nuncprimum 
editi; Ejusdem liber De Crepusculis et nubium 
ascensionibus. C’est probablement une des 
raisons pour lesquelles Snell n’a pas jugé bon 
de publier sur le sujet. L’autre explication est 
le décès de Snell à un âge relativement jeune, 
46 ans.
Dans son ouvrage La Dioptrique, René  
Descartes (1596-1650) présente les lois de la  
réflexion et de la réfraction. Il connaissait 
probablement les travaux d’Alhazen et de 
Snell et il tente d’expliquer le comportement 
de la lumière en faisant une analogie avec 
les chocs de particules ( NH  Descartes05). 
Dans le cas de la réflexion, il considère que le 
phénomène est analogue à celui d’une balle 
frappée par une raquette et qui rebondit  
sur un sol parfaitement plat. Dans le cas de 
la réfraction, il n’utilise pas l’énoncé moderne  
(voir l’encadré), mais l’exprime géométrique-
ment par des rapports en utilisant encore  
une analogie avec les chocs pour tenter de  
valider son énoncé. Dans sa théorie, la lumière  
est une émission de particules dont la  
vitesse augmente en traversant un milieu 
plus dense.
Ces explications ne sont pas convaincantes  
pour Pierre de Fermat (1601-1665), même si 
les lois telles qu’énoncées par Descartes se 
vérifient expérimentalement. Fermat étudie  
le problème en adoptant comme hypothèse  
de départ que « la nature agit toujours  
par les voies les plus simples » ( NH  Fermat06).  
De cette hypothèse découle le principe de 
« moindre temps » selon lequel le chemin 
suivi par la lumière est celui pour lequel la 
durée du trajet est minimale. En adoptant 

Chambre noire

DossierLumière

http://www.lozedion.com/wp-content/uploads/2013/09/Snell.pdf
http://www.lozedion.com/wp-content/uploads/2013/09/Descartes05.pdf
http://www.lozedion.com/wp-content/uploads/2013/09/Fermat06.pdf


5

Vo
l. 

10
 •

 h
iv

er
 –

 p
rin

te
m

ps
 2

01
5

ce principe et en appliquant sa méthode de  
recherche des valeurs extrêmes, Fermat  
parvient au même résultat que Descartes. Sa 
démarche est cependant critiquée par plu-
sieurs adeptes de la théorie cartésienne. Pour 
les cartésiens, le principe des « voies les plus 
courtes et les plus simples » est un « principe 
moral, pas un principe de physique et ne peut 
être la cause d’aucun effet de la nature ».  
Repris par Pierre-Louis de Maupertuis (1698-
1759), ce principe s’est ensuite imposé sous 
l’appellation « principe de moindre action »  
( NH  Maupertuis). 
Les travaux d’Alhazen ont influencé le déve-
loppement des lentilles et la construction des 
lunettes d’observation en astronomie. C’est 
pour comprendre le fonctionnement des  
lentilles et l’effet de la réfraction atmos-

phérique sur les observa-
tions que Johannes Kepler  
(1571-1630) a réalisé une 
étude géométrique des lois 
de l’optique ( NH  Kepler02), 
poussant plus loin les tra-
vaux de Ibn Sahl et Alhazen.

Onde ou  
corpuscule
Un problème demeurait  
entier, celui de la nature de 
la lumière. L’explication de 
Descartes, fondée sur l’émis-
sion de corpuscules, était  
insatisfaisante pour Fermat.  
Son explication supposait  
que la vitesse de la lumière 
était plus grande dans un 
milieu plus dense, alors 
qu’Alhazen prétendait le 
contraire. En 1678, Christian 
Huygens (1629-1695) déve-
loppe une nouvelle théorie  
( NH  Huygens02). La lumière 
n’est pas une émission de 
corpuscules, mais une onde 
qui se propage dans l’éther 
sans déplacement de ma-
tière, comme le caillou qu’on 
laisse tomber dans l’eau 
forme une onde sans dépla-
cement des molécules d’eau. 
Dans la théorie de Huygens, 
la vitesse de la lumière est 
moindre dans un milieu plus 
dense. Vers la même époque, 
Isaac Newton (1643-1727)  
( NH  Newton01) soutient la 
théorie corpusculaire de la 
lumière, qui implique une 
vitesse plus grande dans un milieu plus 
dense. La théorie de Newton a été adoptée  
par la communauté scientifique, en partie  
à cause de la notoriété de son auteur.  
Cependant, de nouveaux phénomènes, inex-
plicables par la théorie corpusculaire, sont de 
plus en plus observés. La théorie ondulatoire  
pourra-t-elle expliquer ces phénomènes ? 
Parviendra-t-on à démontrer que la vitesse 
de la lumière est finie et qu’elle est plus 
grande dans l’air que dans l’eau ?

Lois de la réflexion 
1. Le rayon réfléchi est situé dans le plan 

d’incidence formé par le rayon incident 
et la perpendiculaire (normale) à la  
surface réfléchissante au point de 
réflexion.

2. L’angle que fait 
le rayon réfléchi 
avec la normale 
est égal à l’angle 
que fait le rayon 
incident avec 
cette même nor-
male,

α1 = α2.

Lois de la réfraction
1. Le rayon réfracté est situé dans le plan 

d’incidence formé par le rayon incident 
et la normale à la surface séparant les 
deux milieux.

2. La deuxième loi 
a été décrite de 
diverses façons 
équivalentes à 

n
n

sin
sin

1

2

2

1

α
α

=

  
où n1 et n2 sont les indices de réfraction,  
α1 et α2 sont les angles d’incidence et 
de réfraction.

Dioptre

Normale

α1

α2

Pleins feux sur la lumière  |  André Ross  •  Professeur retraité

Optimisation et 
moindre action

Trente ans après la démonstration de 
Fermat, Jean Bernoulli (1667-1748)  
( NH  Bernoulli04), alors de passage à 
Paris, choisit un problème analogue 
à celui de la réfraction, qui se résout 
par la démarche de Fermat. Mais ce 
problème peut aussi se résoudre de 
façon beaucoup plus simple par le 
calcul différentiel de Gottfried von 
Leibniz (1646-1716), dont Bernoulli  
veut montrer l’efficacité. Ce pro-
blème est le suivant :
Un voyageur partant d’un lieu doit 
traverser deux campagnes, des 
champs dirait-on aujourd’hui, sépa-
rées par une ligne droite. On suppose 
qu’il parcourt dans l’une des cam-
pagnes un certain espace en un cer-
tain temps et dans l’autre un autre 
espace en un autre temps. Bref, sont 
données les vitesses du mouvement 
supposé uniforme et rectiligne dans 
chaque champ. On demande par 
quel point de la droite de séparation 
le voyageur doit passer afin qu’il em-
ploie le moins de temps qu’il est pos-
sible pour parvenir de son point de 
départ à son point d’arrivée.
Le problème formulé par Bernoul-
li ne fait pas directement référence 
à la réfraction, ce qui le met à l’abri 
des critiques des cartésiens purs et 
durs. On remarque que cet énon-
cé est maintenant un classique des 
problèmes proposés dans les cours 
de calcul différentiel.

http://www.lozedion.com/wp-content/uploads/2013/09/Maupertuis.pdf
http://www.lozedion.com/wp-content/uploads/2013/09/Kepler02.pdf
http://www.lozedion.com/wp-content/uploads/2013/09/Huygens02.pdf
http://www.lozedion.com/wp-content/uploads/2013/09/Newton01.pdf
http://www.lozedion.com/wp-content/uploads/2013/09/Bernoulli04.pdf
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Autrefois, on passait des radiographies.  
Maintenant, on va aussi passer un examen par scanner :  

la technique s’appelle la tomodensitométrie axiale. Dans les deux cas, ce sont 
des rayons X qui traversent le corps du patient. Quelle est la différence entre 

les deux ? Et pourquoi le scanner a-t-il révolutionné l’imagerie médicale ?

Lorsque les rayons X traversent le corps  
humain, ils perdent de leur intensité. Pour 
une radiographie classique, les rayons X  
sortant du corps du patient impressionnent 
une plaque photographique : le ton de gris 
de la photo dépend de l’énergie du rayon qui 
est absorbée par le corps. 
Voici maintenant un scanner. 

La région du corps à inspecter est enfilée 
dans l’anneau. L’appareil produit des images 
de coupes transversales du patient. 
Comment ? Visiblement il n’y a pas de 
plaque photographique parallèle à la coupe…  
Considérons une coupe transversale dans 
un plan : les rayons X ont traversé le corps 
dans toutes les directions de ce plan. Une 
partie de l’énergie de chaque rayon a été  
absorbée lors de sa traversée du corps.  
C’est cette perte d’énergie que mesure l’ap-
pareil : il obtient toute une série de nombres : 
un nombre pour chaque rayon. 
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Les rayons X font partie de la grande  
famille des rayonnements électromagné-
tiques, au même titre que la lumière ou les 
ondes radio. Ils sont constitués, comme 
la lumière, de photons. Ce qui les en  
distingue c’est leur très courte lon-
gueur d’onde, laquelle varie entre 0,01 et  
10 nanomètres pour les rayons X, alors 
que les longueurs d’onde de la lumière 
visible varient entre 390 nanomètres 
pour le violet, et 780 nanomètres pour 
le rouge, et que les longueurs d’onde des 
ondes radio sont beaucoup plus longues. 
La découverte des rayons X par Wilhelm  
Rüntgen lui valut le prix Nobel de  
physique en 1901. Il tire quatre grandes 
conclusions, dont 
deux sont essen-
tielles en imagerie 
médicale :

- Les rayons X sont 
absorbés par la 
matière selon la 
masse atomique 
des atomes.

- Les rayons X 
impressionnent  
une plaque  
photographique.

Les rayons X

Construire 
une image 

médicale

Wilhelm Rüntgen
1845-1923

Christiane Rousseau 
Université de Montréal



7

Vo
l. 

10
 •

 h
iv

er
 –

 p
rin

te
m

ps
 2

01
5

Construire une image médicale  |  Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

Regardons l’exemple A1.  
On voit une tache plus 
dense et un rayon. De 
l’énergie a été absorbée 
lorsque ce rayon a tra-
versé la forme associée 
à cette tache. 
Dans l’exemple B1, la 
densité est uniforme et 
deux fois moins grande 
que dans la tache de 
l’exemple précédent.  La 
même quantité d’éner-
gie a été absorbée le 
long de ce même rayon. 
C’est aussi la même 
quantité d’énergie qui a 
été absorbée le long du 
rayon dans l’exemple C1 
à gauche !
Et même en rajoutant 
des rayons passant par 
le centre comme en 
C2, on ne réussirait pas 
à distinguer ces trois 
exemples: les mesures 
enregistrées seraient 
identiques… 

Mais permettons maintenant dans nos trois 
exemples des rayons horizontaux ne passant 
pas par le centre. 
Maintenant, on voit que la densité n’est pas 
distribuée de la même façon dans les trois 
exemples. 
En effet, on voit qu’aucune énergie n’est ab-
sorbée pour les rayons extrêmes du premier 
et du troisième exemple (soit A2 et C3). Aus-
si, dans C3, moins d’énergie est absorbée le 
long des rayons passant par le centre que 
pour certains rayons décentrés, comme le 
rayon bleu. Mais ces rayons ne permettent 
pas de distinguer l’exemple de la densité uni-
forme, soit B2, de notre nouvel exemple D1 
ici à droite.
Par contre des rayons verticaux du côté droit 
les distingueraient.
Vous pourriez continuer à étudier d’autres 
exemples plus compliqués et vous convaincre 
que :

Plus on utilise de rayons,  
plus on obtient d’information  

sur la densité interne.
C’est le mathématicien autrichien, Johann 
Radon qui a montré en 1917 que, si on utilise 
tous les rayons possibles, alors il n’y a pas de 
perte d’information et on peut reconstruire 
la distribution de la densité en chaque point. 
À l’époque il ne s’intéressait pas à l’imagerie 
médicale et traitait un problème 
purement mathématique, soit 
celui de reconstruire une fonc-
tion à l’aide de l’ensemble des 
projections sur toutes les droites 
du plan. 

A1

B1

C1

C2

A2

B2

C3

D1

Johann Radon
(1887-1956)
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Son travail  
est un exemple du fait  

qu’on ne sait pas d’avance,  
en général, quels problèmes 
mathématiques théoriques  

permettront une percée  
technologique importante.

Bien sûr, si l’on voulait considérer  
tous les rayons possibles,  

il y en aurait un nombre  
infini. On se contente 
donc en pratique de  
regarder un nombre fini 
de rayons, tous situés 
dans un même plan et 
formant un réseau assez 

dense, comme sur la figure 
ci-contre. Pour chacun de ces  

rayons, on mesure l’énergie 
absorbée lorsque le rayon traverse 

le corps.

Le défi est de reconstruire  
une image à partir  

de tous ces nombres… 
Mais une image de quoi ? L’énergie absor-
bée en un point du corps est proportionnelle  
à l’intensité du rayon et au coefficient  
d’atténuation en ce point (voir l’encadré  
« Les données recueillies par le scanner »  
ci-contre). Ce qu’on cartographie est ce coef-
ficient d’atténuation. Sur nos dessins, un 
ton de gris plus élevé correspondait  à une  
densité plus grande. Dans les images médi-
cales obtenues par scanner, c’est le contraire : 
plus le coefficient d’atténuation est élevé, 
plus le ton de gris associé est pâle. 
Le coefficient d’atténuation augmente avec 
la densité des tissus. On peut l’augmenter  
artificiellement dans certains organes en 
faisant absorber au patient des liquides  
radioactifs : on améliore alors la qualité de 
l’image obtenue.
Les mathématiques du processus de récu-
pération du coefficient d’atténuation sont 
avancées. Nous les décrivons brièvement 
dans l’encadré « De la transformée de Radon 
à la transformée de Fourier ». Par contre, la 
modélisation elle-même est plus accessible, 
et nous prenons le temps de la décrire en  
détails. 

Mettre l’information  
sous forme de fonction.

Nous allons regarder le cas d’une image  
correspondant à une coupe dans le plan. 
Nous voulons récupérer, à partir des données 
fournies par le scanner, le coefficient d’atténua-
tion en chaque point : ceci est une fonction,  
f (x, y), inconnue. Quelle information nous 
donne le scanner ? Il nous donne, pour 
chaque droite D du plan, la quantité d’énergie  
absorbée par le corps lors du passage d’un 
rayon X le long de cette droite. À chaque 
droite D nous associons donc un nombre. 
Nous reconnaissons le concept de fonction... 

DossierLumière

Les données recueillies  
par le scanner

Considérons un rayon D paramétré par s. En chaque point repré-
senté par s la quantité d’énergie ∆I absorbée est proportionnelle 
au coefficient d’atténuation A(s),

∆I = – A(s) I(s) ∆s.

Faisons tendre ∆s vers 0. On obtient une équation différentielle à 
variables séparables :

dI
I s

A s ds
( )

( ) .− =

Appelons Ie l’intensité du rayon à son entrée dans le corps, et Is 
son intensité à la sortie. Intégrons des deux côtés 

dI
I s

A s ds
( )

( ) .
I

I

De

s∫ ∫− =

On obtient 
I I A s dsln ln ( ) .s e D∫− + =

On voit donc que si on connaît Ie et que l’on mesure Is, alors  

l’appareil peut calculer A s ds( ) .
D∫
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Par contre le domaine  
de la fonction est insolite… 

C’est l’ensemble des droites du plan. En fait, 
pas toutes les droites, seulement celles, qui 
coupent le disque de l’image, mais il suffit de 
dire que la fonction vaut 0 pour les autres 
droites. 
On sait manipuler des fonctions de plusieurs  
variables. On va donc décider de coder  
l’ensemble des droites d’un plan par des  
variables. 
Regardons la droite rouge sur la figure. 

r
θ

rv

Elle est uniquement déterminée par le vecteur  
bleu, v

!
,  joignant l’origine à sa projection sur 

la droite. Donc, on a une bijection entre l’en-
semble des droites et l’ensemble des vecteurs 
issus de l’origine ! Et on sait comment para-
métrer de tels vecteurs : il suffit d’utiliser les 
coordonnées de l’extrémité du vecteur. Dans 
le contexte de la tomodensitométrie axiale, 
on choisit d’utiliser les coordonnées polaires 
r et θ pour paramétrer le vecteur  v

!
. Ce que 

l’appareil mesure, ce sont les valeurs d’une 
fonction F (r, θ). 

A-t-on avancé ? 
On cherche une fonction inconnue, la  
fonction d’atténuation, f (x, y). On connaît 
la fonction F  (r, θ), où F (r, θ) représente la 
« somme » de f (x, y) le long du rayon para-
métré par r et θ.
Pour mieux comprendre la structure de 
toutes ces variables et informations, on va 
pousser un peu plus loin l’abstraction. Ce 
qu’on a construit, c’est une fonction R.

f F" =  R(f ),
dont le domaine et l’image sont des  
ensembles de fonctions ! Cette fonction 
R porte un nom : c’est la transformée de  
Radon, du nom de Johann Radon qui l’a  
introduite en 1917. 

Construire une image médicale  |  Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

La transformée de Radon

r
θ

rv

Appelons Dr, θ la droite paramétrée par (r, θ). La droite passe par 
le point (r cos θ, r  sin θ) et un vecteur directeur est donné par  
(−sin θ,cos θ). La droite est donc l’ensemble des points 

r s r s s{( cos – sin , sin cos ), }.!θ θ θ+ θ ∈

Le scanneur mesure la transformée de Radon, soit

F r f x y ds( , ) ( , )
Dr ,

∫θ =
θ

c’est-à-dire  

f r s r s ds( cos sin , sin cos ) .∫ θ− θ θ+ θ
−∞

∞
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DossierLumière

On connaît maintenant toutes les  
valeurs de F(r, θ) auxquelles f(x, y) a contri-
bué. 
On pourrait essayer 
de faire la moyenne 
de ces valeurs pour 
récupérer f (x, y). L’idée 
n’est pas mauvaise 
mais un peu trop naïve. 
Revenons sur deux 
de nos exemples et 
intéressons-nous 
à f (0, 0). Toutes les 
droites passant par 
(0, 0) ont pour vecteur 
associé un vecteur 
v
!

 de longueur r = 0. 
Dans le premier, A1, 
on a un disque uni-
forme de rayon 1/2. 
Donc, tout rayon qui 
passe par l’origine a  
traversé une zone 
dense sur un segment de longueur 1. On a 
donc F (0, θ) =1. 
Dans l’illustration C1, la forme de l’image est 
un anneau de rayon intérieur 1/4 et de rayon 
extérieur 3/4. Ici encore, tout rayon qui passe 
par l’origine a traversé une zone dense sur 
un segment de longueur 1. On a donc encore 
F (0, θ) =1.
On voit donc qu’on ne peut espérer récupérer 
f (0, 0) à partir de la seule connaissance des 
F (0, θ) =1. 

Supposons que la fonction R  
soit inversible, et appelons R−1 

son inverse. 
Pour récupérer f de F, il suffit de calculer 
R−1(F). Effectivement, un inverse de la trans-
formée de Radon existera. 
Essayons une idée. On doit récupérer le coef-
ficient d’atténuation, f (x, y) au point (x, y). Ce 
point a contribué aux valeurs de F (r, θ) pour 
toutes les droites paramétrées par r et θ et 
passant par le point (x, y). Quelles sont ces 
droites ?
Regardons la figure. Si une droite passant par 
(x, y) est paramétrée par le vecteur v

!
, alors 

le produit scalaire du vecteur (x, y) avec le  
vecteur unitaire e (cos ,sin )

! = θ θ  dans la  
direction du vecteur v

!
 vaut précisément r !  

(Voir Section problèmes).
Donc, l’ensemble de ces droites correspond à 
l’ensemble des solutions (r, θ) de 

x cos θ + y sin θ= r.

r
(x, y)

θ

  
rv

  
re

A1

C1
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Construire une image médicale  |  Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

Pourquoi ?

On n’a pas assez mélangé  
les différents f (x, y) lorsqu’on  

a calculé F (r, θ)… 
Il va falloir les mélanger encore plus pour  
obtenir une fonction G(X, Y), définie sur le 
plan, dont la valeur en (X, Y) est une moyenne 
pondérée de tous les f(x, y). La pondération 
dépend de (X, Y) (voir encadré « De la transfor-
mée de Radon à la transformée de Fourier »).
La transformation 

f F" =  R(f ) G" =  F(f ),
sera inversible. Elle est connue des mathé-
maticiens : c’est la transformée de Fourier en 
2 variables. En appliquant F−1 à la fonction 
G, on récupérera la fonction de départ f, et 
on pourra générer notre image. Cette partie  
devient trop technique, et nous ne rentrerons 
pas dans les détails.
Même si une formule existe pour inverser 
la transformée de Radon, il reste des défis  
mathématiques. En voici deux. Le scanner  
utilise seulement un échantillon fini de 
droites : quel est le meilleur choix, compte 
tenu des contraintes technologiques de 
fonctionnement de l’appareil ? Du point de 
vue mathématique, comment faire pour que 
certaines petites erreurs d’approximation ne 
produisent pas de grosses erreurs lors de la 
reconstruction mathématique de l’image ? 
On décide souvent d’appliquer un filtre avant 
de reconstruire l’image pour obtenir une 
image plus nette et plus fidèle (voir fin de 
l’encadré « De la transformée de Radon à la 
transformée de Fourier »).

De la transformée de Radon 
à la transformée de Fourier

Au coefficient d’atténuation, f, qui 
est une fonction de (x, y), on a fait  
correspondre sa transformée de Radon, 
F, qui est une fonction de (r, θ). On fait  
correspondre à F deux fonctions G1 et G2  
définies par

G F r r dr

G F r r dr

( , ) ( , )sin

et ( , ) ( , )cos .

1

2

∫
∫

ρ θ = θ ρ

ρ θ = θ ρ

−∞

∞

−∞

∞

Pour une direction θ donnée, on peut 
avoir des oscillations en r. Ces fonctions 
viennent mesurer l’amplitude de l’oscilla-
tion de période 2π/ρ. Elles nous disent en 
effet que F (r, θ) contient une composante 

G r G r1
2

( , )sin ( , )cos .1 2( )
π

ρ θ ρ + ρ θ ρ

La « somme » de toutes ces composantes 
pour toutes les valeurs de ρ (donnée par 
une intégrale) nous donne F (r, θ).

Les erreurs d’approximation dans les 
composantes pour ρ grand conduisent 
souvent à beaucoup de flou dans l’image. 

On peut choisir d’appliquer un filtre qui 
annule ces composantes pour obtenir 
une image plus nette, par exemple en  
posant G1(ρ, θ) = 0 et G2(ρ, θ) = 0 lorsque 
ρ dépasse un certain seuil.



1.  Un laser à rubis est un laser qui utilise un 
rubis synthétique comme milieu ampli- 
ficateur solide. Le tout premier laser  
opérationnel était un laser à rubis fabriqué 
le 16 mai 1960 par Theodore Maiman au 
Hughes Research Laboratories à Malibu 
(Californie).

2.  T. Erneux et P. Glorieux. «Laser Dynamics», 
Camb. Univ. Press, Cambridge, UK (2010).

Evolution temporelle de l’intensité émise 
par un laser à rubis (D.F. Nelson and W.S. 
Boyle,  , Appl. Opt. 1, 181-183 (1962)).

12

Vo
l. 

10
 •

 h
iv

er
 –

 p
rin

te
m

ps
 2

01
5

Le premier laser a été réalisé en 1960. Il apparaît dans notre vie de tous les 
jours en 1974 lorsqu’il devient un moyen de lecture avec l’introduction des 
lecteurs de codes barres. En 1978, les disques laser sont introduits, mais les 
disques optiques ne deviennent d’usage courant qu’en 1982 avec le disque 

compact. Le laser permet alors de lire un grand volume de données.

Beaucoup de chercheurs qui étudient des  
lasers ont été confrontés à l’apparition de 
fluctuations rapides d’intensité dans le  
faisceau de sortie du laser. Ce type de com-
portement était déjà évident lors des toutes 
premières recherches. L’intensité de la  
lumière produite par le laser à rubis1 mon-
trait des impulsions erratiques comme le 
montre la figure suivante. 

Thomas Erneux 
Université Libre de Bruxelles

Pietro-Luciano Buono 
University of Ontario 

Institute of Technology

Ces impulsions étaient-elles le résultat des 
fluctuations de l’environnement mécanique  
ou thermique ou bien étaient-elles le résultat  
d’une propriété intrinsèque du laser? Après 
de nombreuses années de recherche, nous 
comprenons maintenant que ces oscilla-
tions proviennent principalement de forces 
qui régissent l’interaction entre le rayon-

nement et la matière. Les lasers que 
nous utilisons aujourd’hui sont parfois  
instables et certains sont très sensibles 
à la moindre perturbation extérieure. 

Ces instabilités n’ont pas d’effet 
sur un lecteur de 

codes barres ou un lecteur de 
CD. Elles peuvent cependant être une  

nuisance pour la communication par des 
fibres optiques car le faisceau laser, devant 
parcourir des kilomètres, doit être très stable. 
Aujourd’hui les ingénieurs et les physiciens 
savent contrôler ces instabilités et même les 
utiliser pour des applications. 
Nous disposons également de modèles  
mathématiques simples qui permettent de 
guider nos expériences. Ceux-ci se fondent 
sur les équations cinétiques du laser2. 
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Un éclairage mathématique sur la dynamique des lasers  |  Thomas Erneux  •  Université Libre de Bruxelles 
Pietro-Luciano Buono  •  University of Ontario, Institute of Technology

Modélisation  
de la dynamique
Une modélisation utilisant une loi de conser-
vation est une modélisation où la variation 
d’une quantité X dans un intervalle de temps 
∆T correspond à la différence entre le gain et 
la perte de X pendant cet intervalle.

Pour obtenir une modélisation de la dyna- 
mique du laser utilisant une telle loi de 
conservation, considérons le cas où X = n  
est le nombre de photons du laser et posons 
N = N2 – N1 où N1 est le nombre d’atomes 
dans l’état fondamental et N2 le nombre 
d’atomes dans l’état excité.

Le gain de photons  
se fait par interaction  
matière-lumière et est égal à 

GNn∆T 
où G est le coefficient de gain. La perte de 
photons, quant à elle, est due à un ensemble 
de facteurs (par exemple, la dispersion) et 
vaut, dans notre modèle, 

n
Tc

∆T

où le paramètre Tc est le temps que les  
photons passent dans la cavité du laser.
La variation de n est alors 

Δn = –GNnΔT ΔTn
Tc

Une première au Cinéma

3. http://en.wikipedia.org/wiki/Goldfinger_(film)

James Bond, interprété par Sean Connery, est 
allongé sur une table et risque l’émasculation 
par un rayon qui remonte depuis ses pieds 
jusqu’à son entrejambe.

Le film Goldfinger (1964) était le premier film 
à montrer un laser. Les lasers n’existaient pas 
en 1959 quand le livre a été écrit, pas plus 
que les lasers industriels de forte puissance  
au moment où le film a été réalisé.  

Dans le roman, Goldfinger utilise une scie circulaire mais les cinéastes ont décidé  
de la changer par un laser. Le faisceau laser lui-même était un effet d’optique ajouté  
en post-production. Pour les gros plans où la flamme traverse la table métallique, un 
technicien tient un chalumeau sous la table3. 

Variation de X = –(Gain de X)ΔT (Perte de X)ΔT
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En divisant cette équation par ∆T et en  
prenant la limite ∆T → 0, nous obtenons 
l’équation différentielle pour n

dn
dT

GNn n
T

.
c

= −

D’autre part, l’équation différentielle pour N est

dN
dT

R
T

N GNn1
p

1
= − −

où T1 est le temps caractéristique des atomes 
excités pour revenir à l’équilibre et Rp est 
le paramètre de pompe qui correspond à la 
source d’énergie extérieure.
Par des changements d’échelles des variables 
d’état et de temps, nous transformons ces deux 
équations sous leur forme sans dimension :

dI
dt

D I

dD
dt

A D DI

( 1)

( )

= −

= γ − −










où I = 2GT1n et D = GT N sont les nouvelles 
variables d’état, t = T /T c est la nouvelle  
variable de temps et 

A = GTcRpT1 ainsi que γ  = Tc /T1 

sont les nouveaux paramètres. 
Ce sont deux équations qui décrivent l’évolu-
tion de la densité des photons dans la cavité 
laser (intensité I) et celle des atomes excités 
(D) qui produisent ces photons. 

Ces équations différentielles ordinaires sont 
non linéaires à cause des termes DI. Deux  
paramètres apparaissent dans ces équa-
tions, A est directement proportionnel à Rp le  
paramètre de pompe et est le paramètre de 
contrôle. Il est, par exemple, proportionnel 
au courant électrique appliqué à un laser à  
semiconducteur. Le laser est OFF (ON) 
lorsque A < 1 (A > 1). Le second paramètre  
γ = Tc /T1  est le rapport entre les deux échelles 
de temps. Pour la plupart des lasers utilisés  
aujourd’hui (CO2, état solide, ou semiconduc-
teur), γ est typiquement de l’ordre de 10–3.

DossierLumière

État stationnaire
Un état stationnaire d’un système d’équa-
tions différentielles 

dx
dt

f x y

dy
dt

g x y

( , )

( , )

=

=










est une solution où chaque composante 
est constante : (x(t); y(t)) = (x0; y0). Ceci 
implique 

dx t
dt

dx
dt

dy t
dt

dy
dt

( )
0

( )
0

0

0

= =

= =










On peut donc trouver les états sta-
tionnaires par la résolution du système 
d’équations 

f x y

g x y

( , ) 0

( , ) 0

=
=
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Nous pouvons déterminer les états station-
naires (voir l’encadré « État stationnaire » ). 
Ceux-ci vérifient les équations

dI
dt

D I

dD
dt

A D DI

( 1)

( )

= −

= γ − −










avec dI /dt = 0 et dD/dt = 0. Nous avons ainsi 
deux équations algébriques pour I et D

D I
A D DI
( 1) 0

0
− =
− − =





La première équation est satisfaite si (a) I = 0  
ou si (b) D = 1. En utilisant la deuxième équation,  
nous trouvons l’expression de la variable 
manquante. Les états stationnaires sont donc :
a) I = 0 et D = A;
b) I = A –1 ≥ 0 et D = 1. 
L’inégalité dans b) est imposée pour des  
raisons physiques : une intensité (nombre de 
photons) est toujours positive. 
Nous pouvons ensuite analyser la stabilité  
linéaire de ces états stationnaires en détermi-
nant comment une toute petite perturbation  
va évoluer dans le temps. Si la perturbation 
évolue vers zéro, nous disons que l’état est 
stable. 

Un éclairage mathématique sur la dynamique des lasers  |  Thomas Erneux  •  Université Libre de Bruxelles 
Pietro-Luciano Buono  •  University of Ontario, Institute of Technology

Calculons la stabilité linéaire de l’état  
stationnaire I = 0 et D = A. Posons 

I t t D t A t( ) 0 ( ) et ( ) ( ),! != +α = +β

où α(t) et β(t) sont les petites perturbations 
dépendant du temps. Nous allons remplacer  
I Ipar !  et D Dpar ! dans les deux équations :

dI
dt

D I

dD
dt

A D DI

( 1)

( )

= −

= γ − −










On obtient alors :

dI t
dt

d t
dt

A t t

dD t
dt

d t
dt

A t t t t

( ) ( )

( ( ) 1) ( ),

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

!

!

( )

= α

= +β − α

= β

= −γ α +β +α β

En gardant uniquement les termes linéaires 
(c.à.d. de degré 1) nous avons le système 

d t
dt

A t

d t
dt

A t t

( )
( 1) ( ),

( )
( ) ( ) .( )

α = − α

β = −γ α +β

L’équation pour α(t) a comme solution  
α(t) = α0e(A–1)t (où α0 ≠ 0 est la valeur  
initiale en t = 0 de α(t)) et nous voyons 
donc que si A < 1 la perturbation décroit 
vers 0 lorsque t augmente. 

Par contre, si A > 1, alors la perturbation 
augmente avec le temps et on dit que la 
solution stationnaire (0, A) est instable. 
L’équation en β a comme solution  

t
A

A
e

A
A

e( )
1 1

,t A t
0

0 0 ( 1)β = β + α γ
− + γ







− α γ
− + γ

−γ −

(où β(0) = β0). Sa croissance/décroissance 
dépend aussi de la valeur de A de la même 
manière que α(t).  

Calcul de la stabilité linéaire
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(voir l’encadré « Calcul de la stabilité linéaire ») 
et les résultats sont résumés dans la figure 
suivante.
Pour les physiciens, le point A = 1 de la figure  
ci-contre est appelé seuil du laser: Un laser  
n’est actif que si le paramètre de pompe dé-
passe la valeur critique A = 1. Le courant 
électrique d’un laser à semiconducteur doit 
être suffisamment élevé pour que les atomes 
soient dans un état excité. Pour les mathé-
maticiens, le point A = 1 est appelé point de 
bifurcation parce que la solution d’intensité  
nulle échange sa stabilité avec la solution 
non nulle. Le diagramme de cette figure est 
appelé diagramme des bifurcations. Nous 
apprenons de ce diagramme que l’état « ON »  
est toujours stable. Mais cette observation  
est trompeuse. La figure « Oscillations  
décroissantes pour I(t)  » montre une simula-
tion numérique des équations 

dI
dt

D I

dD
dt

A D DI

( 1)

( )

= −

= γ − −










Si au contraire, la perturbation croît dans le 
temps, nous parlons d’un état instable. Cette 
analyse se fait à partir des équations origi-
nales

dI
dt

D I

dD
dt

A D DI

( 1)

( )

= −

= γ − −










4

3

2

1

0
0 1000 2000 3000 4000 5000

Oscillations décroissantes pour I(t)
La valeur des paramètres sont A = 2 et γ = 10–3. 

Les condition initiales sont I(0) = 0,01 et D(0) = 1. 

Diagramme montrant les états station-
naires en fonction du paramètre A. Les 
états stables (instables) sont représentés 
par les lignes pleines (pointillés). La flèche 
indique le seuil du laser.

1o

on

off

D

A
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Un éclairage mathématique sur la dynamique des lasers  |  Thomas Erneux  •  Université Libre de Bruxelles 
Pietro-Luciano Buono  •  University of Ontario, Institute of Technology

Suite à une faible perturbation de l’état  
stationnaire « ON », nous observons des  
oscillations de grande amplitude qui  
décroissent lentement avec le temps. La raison 
de ce comportement dramatique est la faible  
valeur de γ qui force nos deux variables à 
opérer sur deux échelles de temps distinctes. 
L’état stationnaire « ON » est bien stable mais 
une petite perturbation conduit à une évo-
lution violente qui explique la haute sensibi-
lité des lasers à la moinde perturbation. Ces  
oscillations sont appelées « oscillations de  
relaxation » par le physicien, voir figure  
ci-dessous. 
Une quantité précieuse à mesurer est la fré-
quence de ces oscillations parce que l’analyse 
de stabilité linéaire nous propose une bonne 
approximation donnée par 

A( 1).ω = γ −

En mesurant la fréquence pour différentes  
valeurs de A; nous pouvons déterminer γ 
comme la pente de la droite ω2 = γ (A –1) de 
la figure suivante. 

L’étude mathématique de la dynamique des 
lasers est un sujet très actif. Elle utilise et 
stimule des découvertes en théorie des sys-
tèmes dynamiques, entre autres pour les 
équations à retard. De plus, c’est un champ 
d’étude où les modélisateurs travaillent en 
proche collaboration avec les chercheurs 
en laboratoire, créant ainsi des interactions  
bénéfiques pour les deux approches scien-
tifiques. Les multiples applications du laser  
dans la vie de tous les jours et dans des  
domaines de technologie de pointe vont 
continuer de générer des défis pour les  
chercheurs en dynamique des lasers.

Carré de la fréquence

Le carré de la fréquence de relaxation 
du laser est une droite de pente γ en 
première approximation. Les fréquences 
mesurées pour différentes valeurs de A 
permettent de la déterminer.

Oscillations de relaxation d’un laser CO2  
soumis à une impulsion carrée d’excitation. 
Haut : modulation du paramètre de pompe. 
Bas : variations de l’intensité du laser. Le 
temps complet de l’expérience est de 500 µs.

Oscillations de relaxation

ω2

γ

1 2A
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Connu depuis à peine une centaine d’années, le traité d’Archimède  
La méthode revêt un caractère tout à fait unique dans l’histoire des  

mathématiques. Le grand Syracusain y explique une « méthode mécanique »  
lui permettant de discerner certaines relations mathématiques, mais n’en 

fournissant pas pour autant une preuve acceptable à ses yeux. 
Distinction primordiale, donc, entre

Le grand mathématicien Carl Friedrich Gauss 
(1777-1855) est renommé pour son souci à 
ne présenter dans ses écrits que des contenus 
épurés, débarrassés de tout propos inutile —  
à ses yeux —, notamment quant au chemi- 
nement parcouru ou hésitations éprouvées  
avant d’en arriver à la vision finale qu’il 
présente d’un thème mathématique don-
né. On lui prête même l’aphorisme suivant :  
« Quand un bel édifice est achevé, on ne 
doit pas y lire ce que fut l’échafaudage. » 
Une telle approche résolument formelle, 
qui vient taire tout tâtonnement ou même 
toute motivation pouvant sous-tendre la  
démarche, est typique de maints exposés en 
mathématiques, hier comme aujourd’hui. 

Cet aphorisme de Gauss se retrouve abon-
damment dans la littérature mathématique, 
mais habituellement sans référence précise.  
Il ne semble pas que l’on connaisse de texte où 
Gauss lui-même s’exprime dans ces mots.
Ce dicton prend sans doute sa source dans la 
biographie de Gauss publiée un an après sa mort 
par son collègue et ami Wolfgang Sartorius  
von Waltershausen, professeur de géologie  
et de minéralogie à l’Université de Göttingen, 
où on lit que Gauss « avait coutume » de tenir  
de tels propos — Gauss zum Gedächtnis, p. 82 
(voir la section Pour en savoir plus). Gauss,  

souligne son collègue, cherchait toujours à donner  
à ses recherches la forme d’œuvres d’art achevées  
et épurées — sans fla-fla inutile, pourrait-on dire 
— et préférait dans ses démonstrations recourir  
à la méthode synthétique (plutôt qu’analytique),  
méthode dont la concision avait pour effet de 
taire le chemin de la découverte.  
Sartorius von Waltershausen fait aussi un lien 
avec la maxime inscrite (en latin) sur le sceau 
de Gauss : Pauca sed matura (Peu mais mûrs) — 
ibid., p. 82. Les travaux publiés par Gauss, bien 
que fort abondants, sont en effet loin de couvrir 
tous les sujets sur lesquels il s’est penché. 

Con!dences  
d’Archimède : 

où le maître-géomètre divulgue 
un joli truc du métier de son cru

Marie Beaulieu 
Bernard R. Hodgson 

Université Laval

D’autres mathématiciens éminents ont voulu  
au contraire mettre en relief divers aspects 
du parcours, voire des parcours, pouvant  
mener à la résolution d’un problème ou à  
l’élaboration d’une théorie. Parmi les exemples 
célèbres du siècle dernier, il convient de men-
tionner deux mathématiciens (qui furent tous 
deux quasi centenaires) : Jacques Hadamard 
(1865-1963) et son Essai sur la psychologie 
de l’invention dans le domaine mathéma-
tique, ainsi que George Pólya (1887-1985) et 
ses riches réflexions sur le sujet réunis dans 
son fameux triptyque : Comment poser et  
résoudre un problème, Les mathématiques et 
le raisonnement plausible et La découverte  
des mathématiques.

À propos de l’aphorisme de Gauss

Archimède qui  rouve et Archimède qui  rouve un résultat!



1.  Plus explicitement, La méthode relative aux 
théorèmes mécaniques.
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Confidences d’Archimède  |  Marie Beaulieu, Bernard R. Hodgson  •  Université Laval

Un exemple important et exceptionnel 
de mathématicien révélant un « truc du  
métier » mis en œuvre dans ses recherches 
mathématiques est fourni par Archimède  
(~287 – ~212) dans son traité La méthode.1  
Ce court texte est remarquable par  
l’approche mécanique qui y est proposée en 
vue d’identifier certains résultats, qui furent 
ensuite rigoureusement établis par le Syra-
cusain à l’aide d’une preuve en bonne et due 
forme. Archimède distingue donc nettement 
ici entre le fait d’en venir à une supposition 
concernant une situation mathématique — 
par exemple, qu’une certaine relation permet 
d’exprimer l’aire d’une figure donnée —, et la 
justification rigoureuse de cette relation.

Un calcul archimédien
Contrairement aux autres écrits d’Archimède, 
le traité La méthode n’a été connu qu’assez 
récemment, sa découverte remontant à il y 
a un peu plus d’un siècle. Certains, en raison 
des propos tenus par le grand géomètre dans 
un autre de ses ouvrages, La quadrature de la 
parabole, entrevoyaient déjà l’existence d’un 
traité exploitant résolument des principes de 
mécanique. Leurs attentes furent largement 
dépassées et le palimpseste présentant un 
texte jusque-là perdu d’Archimède est main-
tenant reconnu comme une pièce historique 
d’une valeur inestimable.
Dans ce remarquable opuscule, Archimède 
dévoile à son contemporain Ératosthène le 

Véritable coup de théâtre au sein de la communauté  
scientifique, la réapparition de La méthode en 1906 
fit bien des vagues. On connaissait déjà, par l’intermé-
diaire d’autres écrits historiques, l’existence de ce traité  
d’Archimède, mais depuis belle lurette on le croyait 
à jamais disparu. C’est au philologue et historien  
danois Johan L. Heiberg (1854-1928) que l’on doit 
la première publication de La méthode, à partir d’un  
mystérieux palimpseste constitué principalement de 
parchemins contenant des textes d’Archimède, dont  
deux jusque-là inédits.

Le mot palimpseste, du grec palímpsêstos 
(παλ µψηστος), signifie littéralement « gratté de 
nouveau ».2 Ce terme désigne un parchemin préa-
lablement utilisé et dont les écrits originaux ont été  
effacés dans le but d’y écrire autre chose. Dans le cas 
présent, les textes d’Archimède, retranscrits au cours 
du 10e siècle possiblement par un moine copiste, ont 
été grattés de la surface du document au 13e siècle, 
pour être alors remplacés par des prières. Les travaux 
du mathématicien furent ici, dans un premier temps, 
vraisemblablement préservés grâce aux efforts de  
religieux, puis par la suite oblitérés, ironiquement pour 
des motifs religieux.

Reste que le document, vieux de plusieurs siècles et 
depuis longtemps oublié dans quelques monastères 
au Moyen-Orient, s’est éventuellement retrouvé dans 

les mains de Heiberg. Au terme d’un travail colossal,  
celui-ci est parvenu à déchiffrer les écrits d’Archi-
mède, encore ancrés profondément dans le parchemin  
mais à peine visibles. Au cours du dernier siècle, le  
document, comme beaucoup d’autres œuvres, fut  
victime du temps et des affres de la Deuxième guerre  
mondiale.3 De nos jours, le manuscrit se trouve au 
Walters Art Museum, à Baltimore, et est dans un 
bien piètre état physique. Néanmoins, il est toujours  
scruté attentivement par une équipe de spécialistes à 
l’aide de techniques avancées d’imagerie numérique, 
de sorte qu’il révèle peu à peu quelques autres secrets 
qu’il recèle.

La découverte du texte La méthode

Palimpseste d’Archimède (Codex C), folios 093v-092r : De la sphère et 
du cylindre, Livre II, proposition 2 (le texte d’Archimède, à la verticale, 
se devine sous le texte noir, à l’horizontale). Image en pseudocouleur 
obtenue par fluorescence UV (ultraviolette).

2.  Le préfixe palin-, « de nouveau, en sens inverse »,  
se retrouve également dans le mot palindrome,  
« qui court en sens inverse ». On peut penser ici à un 
nombre palindrome (123 454 321) ou encore à une 
phrase palindrome (Ésope reste ici et se repose).

3.  L’histoire du palimpseste d’Archimède est racontée 
dans le livre de Netz et Noel mentionné, en  
3e de couverture, dans la section Pour en savoir plus! ©

 c
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5.  On observera ici un changement de 
perspective, la longueur MO étant perçue 
comme une masse. Cette double vision 
longueur/masse joue un rôle-clé dans le 
raisonnement qui suit.
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stratagème à saveur « mécanique » (p. 478)4 

qui lui permit de découvrir certains théo-
rèmes relatifs à l’aire et au volume de divers  
objets géométriques. Il espère que grâce 
à cette approche, et malgré son caractère  
insolite, « d’autres propositions (...) seront 
trouvées par d’autres, tant parmi ceux qui 
vivent que parmi ceux qui doivent encore 
naître » (p. 479). Toutefois, il met bien en 
garde son destinataire : pour lui, il est clair 
que « l’investigation par cette méthode est 
exclusive d’une démonstration » (p. 478) :  
le mathématicien ne saurait s’en satisfaire!

Ainsi, dans son traité La méthode,  
Archimède s’intéresse au résultat  
suivant à propos de l’aire de la région  
délimitée par une droite coupant une  
parabole en deux points donnés  
(proposition 1) :

Soit une région ABC délimitée  
par la droite AC et par la 

parabole ABC. Coupons la 
droite AC en deux parties 

égales au point D, menons 
la droite DB parallèlement à 

l’axe de la parabole, et menons  
les droites AB, BC. Je dis que la 
région ABC vaut une fois et un 

tiers le triangle ABC.
Cette curieuse construction du triangle 
ABC n’est que le début de la surpre-
nante combine d’Archimède. Ce dernier  
dresse par la suite un échafaudage 
géométrique assez complexe autour  
de la parabole, tout cela dans le but 
d’exploiter sa singulière géométrie. 
Ainsi, traçons la tangente à la parabole 
en C. Alors celle-ci intersecte DB en un 
point E tel que le segment DE a pour 
milieu le point B. Il s’agit là d’une par-
ticularité des paraboles, bien connue à 
cette époque, qu’Archimède lui-même 
ne fait que rappeler au tout début de 
son traité La quadrature de la parabole. 

Menons également en A, selon les indications  
d’Archimède, une autre parallèle à l’axe de la 
parabole, qui croisera au point F la tangente  
en C. Ces deux droites forment, avec le  
segment AC, un triangle dans lequel est 
contenue la région parabolique. En exploitant  
une autre des propriétés de la parabole,  
Archimède observe que la relation suivante 
est satisfaite pour n’importe quel segment 
MNPO parallèle à l’axe : 

MO
OP

CA
AO

.=

En utilisant ces relations ainsi qu’une kyrielle 
de triangles semblables, il s’ensuit non seule-
ment que N est le point milieu de MO, mais 
aussi que

MO
OP

CK
KN

=

(voir à ce propos la Section problèmes).  
Prolongeons en le doublant le segment CK 
jusqu’au point dénommé C’. Imaginons 
maintenant que le segment C’N est en fait 
un levier dont K est le point d’appui. Le seg-
ment MO y est accroché en N, qui se trouve 
à être également son centre de gravité.5  
Archimède lui-même était indubitablement 
un spécialiste dans la matière, ayant présenté,  
entre autres choses, le principe du levier 
ainsi qu’une étude du centre de gravité des 
triangles dans son œuvre De l’équilibre des  
figures planes (voir l’encadré Soulever la 
Terre).
Ensuite, sur le bras opposé à MO du soi-disant  
« levier » C ’N, dupliquons le segment PO bien 
centré en C ’. Ainsi, la relation mathématique 
précédente, devenue

MO
O P

C K
KN' '

'
,=

montre que le rapport entre les masses des 
segments MO et O’P’ est inversement propor-
tionnel au rapport des distances de chaque 
segment au point K. En pratique, cela signifie 
que ces deux segments sont en équilibre sur 
le levier dont le point d’appui est en K. 
Cette propriété est satisfaite pour n’importe  
quel segment MNPO parallèle à l’axe. Le 

DossierHistoire
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4.  Les citations textuelles d’Archimède sont 
accompagnées d’un numéro de page  
renvoyant à la traduction de Ver Eecke  
— voir la section Pour en savoir plus!  
en 3e de couverture.



6.  Dans De l’équilibre des figures planes, 
Archimède montre (proposition 14) que le 
centre de gravité d’un triangle se trouve 
au point d’intersection de ses médianes. 
On peut montrer géométriquement où 
précisément se situe ce point le long d’une 
médiane (voir Section problèmes).

7.  En grec bárous (β ρους), déclinaison de 
báros qui signifie «poids » – cf par exemple 
notre mot « barycentre ».
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triangle ainsi que la parabole étant « ba-
layés » par tous les segments de droites 
de ce type (respectivement MO et PO), le 
triangle devrait faire équilibre à la parabole  
« concentrée » à l’autre bout du levier. Le 
triangle, lui, peut de même être concentré en 
son centre de gravité. Mais où se trouve-t-il?  
Archimède affirme que celui-ci se trouve 
à exactement un tiers du segment CK en  
partant de K, point identifié par W sur le 
schéma.6 Ainsi,

ACF
ABC

Triangle
Parabole

3
1

,=

de sorte que le triangle ACF a une aire triple 
de celle de la région parabolique. Pour  
retrouver le résultat tel qu’énoncé par  
Archimède, il suffit de remarquer que le 
triangle ACF  est quatre fois plus grand, en 
aire, que le triangle ABC.

La mécanique de La méthode
Un élément-clé distingue clairement la  
démarche utilisée par Archimède dans 
La méthode de ses démonstrations plus  
traditionnelles, soit l’usage de principes  
mécaniques. Le cœur du procédé consiste en 
effet à placer notre parabole sur un levier,  
puis à positionner une seconde figure  
géométrique de sorte qu’elle fasse équilibre à 
la première. La saveur de cette mise en scène 
se reflète d’ailleurs dans le fait qu’Archimède 
parle du « poids » (p. 483) des droites formant  
la parabole.7 Les objets mathématiques  
deviennent ici des objets physiques, d’où la 
méthode dite mécanique. 

Pourtant, dans le domaine de la science, il 
est plutôt d’usage de modéliser mathémati-
quement les phénomènes physiques, de les 
traduire, en s’appuyant sur une forte idéali-
sation, en termes de mathématiques pures. 

Confidences d’Archimède  |  Marie Beaulieu, Bernard R. Hodgson  •  Université Laval

Soulever la Terre
Alors que les mathématiciens révèrent Archimède pour ses  
nombreuses découvertes en mathématiques, tous reconnaissent 
l’éminent Grec à la légendaire réplique : « Donnez-moi un point 
d’appui et un levier, et je soulèverai le monde. » Archimède a en 
effet consacré un ouvrage complet à l’étude du principe du levier 
et des centres de gravité. En plus de ses travaux dans De l’équilibre  
des figures planes, il aurait également partagé ses découvertes 
dans deux autres traités, Des leviers et Des centres de gravité,  
ouvrages qui nous sont fort probablement perdus à jamais.

Le remarquable théorème à propos duquel on prête à Archi-
mède sa célèbre citation, soit le principe du levier, peut s’énoncer 
comme suit (De l’équilibre ..., propositions 6 et 7) :

Des corps s’équilibrent à des distances  
inversement proportionnelles à leur masse.

Par exemple, le fait de déposer la Lune sur un levier au bout  
duquel serait posée la Terre, avec un point d’appui judicieusement 
choisi, suffirait à faire basculer notre belle planète. Impressionnant,  
non? (Voir la Section problèmes.) Ce n’est toutefois pas un  
projet que l’on peut penser mettre à exécution de sitôt, car il n’est 
pas évident de trouver un point d’appui au milieu du grand vide  
intersidéral… 
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8.  En particulier, c’est grâce à sa méthode 
mécanique qu’Archimède parvint à  
déterminer le volume de la sphère,  
un sujet auquel il consacra un ouvrage 
entier intitulé De la sphère et du cylindre.
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DossierHistoire

mathématiques inconnues, c’est qu’il espère  
en fait que celle-ci, bien que purement  
heuristique, saura inspirer d’autres mathé-
maticiens et leur permettra de découvrir  
eux-mêmes de nouveaux théorèmes. Il  
souligne d’ailleurs que « la recherche de 
la démonstration, précédée d’une certaine  
connaissance des questions par cette  
méthode, est, en effet, plus aisée que sa  
recherche sans cette connaissance »  
(pp. 478-479). Ainsi, bien que l’inventeur 
juge sa méthode mécanique trop informelle, 
l’intuition qu’elle lui fournit est, elle, tout à 
fait bonne et utile.
Malheureusement pour Archimède, son vœu 
ne fut pas exaucé : le traité dans lequel il  
expose sa méthode ayant été perdu pendant  
plus d’un millénaire, celle-ci n’eut pratique-
ment aucun rôle dans les développements 
mathématiques menant au calcul moderne.  
Reste que cette technique fut des plus  
fécondes pour le grand Syracusain, car  
La méthode compte pas moins d’une  
quinzaine de théorèmes.8

Archimède réitère maintes fois, à propos  
de sa « méthode », qu’il découvre par le 
biais de la mécanique, mais démontre par la  
géométrie, une distinction primordiale chez lui.  
C’est dans son ouvrage La quadrature de la 
parabole qu’il présente ce qu’il considère 
comme une « véritable » preuve du résultat 
discuté ici. Il en résulte un exposé élégant et 
ingénieux dans lequel son fameux résultat  
sur l’aire d’un segment de parabole est le point 
culminant d’un surprenant dénouement  
dramatique — un fabuleux témoignage où 
cet esprit méticuleux fait primer les canons 
de rigueur de son époque. On y reviendra 
dans un prochain numéro d’Accromath.

Cette approche remonte de fait à l’Antiquité  
et est tout naturellement qualifiée d’« archi- 
médienne », car le grand ingénieur y avait 
lui-même recours dans ses traités de  
mécanique. Or, le traité La méthode intro-
duit un véritable renversement de situation!  
Le raisonnement y repose en effet sur le  
principe que si, selon les lois de la nature, un 
certain phénomène est vérifiable en pratique, 
alors il doit en être de même en théorie. 
Cette philosophie s’apparente d’ailleurs à une  
approche longtemps utilisée avant le calcul 
numérique, à savoir le calcul analogique (voir 
l’encadré Raisonner puis calculer par analogie)
On pourrait même dire qu’Archimède  
lui-même, selon La méthode, devait réfléchir 
par analogie : il utilisait ses connaissances en 
physique comme une sorte de boussole en 
mathématiques. Le traité est donc d’un grand 
intérêt non seulement par l’originalité de la 
méthode qui y est proposée, mais surtout 
par le contact fascinant qu’il nous procure 
avec l’esprit inventif d’un des plus ingénieux  
créateurs que l’humanité ait portés. On  
pénètre alors, pour ainsi dire, dans l’intimité 
intellectuelle même du grand maître qu’a été, 
et demeure, Archimède!

Le legs offert par Archimède
Archimède lui-même jugeait que sa méthode, 
bien que très astucieuse, manquait de rigueur  
mathématique. Ainsi, en commentant sa 
preuve à propos de l’aire de la région parabo-
lique, il insiste sur le fait que la méthode qu’il 
vient d’utiliser ne permet que de découvrir de 
nouveaux théorèmes, rappelant que celle-ci 
« ne démontre sans doute pas ce qui précède, 
mais donne jusqu’à un certain point l’idée 
que la conclusion est juste » (p. 484). Aussi 
ajoute-t-il que pour réellement prouver son 
résultat, une « démonstration géométrique » 
(p. 484) en bonne et due forme est de mise. 
Mais pourquoi donc transmettre cette  
méthode, si elle n’est pas digne d’une  
« véritable » preuve mathématique? Archimède 
est très clair à cet égard : s’il prend la peine  
de nous faire des « confidences » en divulguant  
sa manière d’explorer certaines situations 
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Confidences d’Archimède  |  Marie Beaulieu, Bernard R. Hodgson  •  Université Laval

Certains se souviendront peut-être de la fameuse règle 
à calcul, compagne de plusieurs générations d’étudiants  
de sciences et de génie jusqu’à il y a à peine quelques 
décennies. Avant l’apparition de la calculatrice de 
poche, cet instrument était couramment utilisé pour 
effectuer des multiplications, divisions et autres  
opérations plus complexes. Ses origines remontent à 
l’introduction des logarithmes au début du 17e siècle 
par John Napier (1550-1617).
Pour trouver, par exemple, un produit sur une règle à 
calcul, le principe est le suivant. Sur deux règles sont 
inscrits les nombres selon une échelle logarithmique. 
Le logarithme de 1 étant 0, la graduation débute à 1, 
puis les autres nombres sont placés à une distance  
proportionnelle à leur valeur en logarithme. La distance 
entre 1 et 2 est par conséquent log 2. Pour calculer le  
produit de 2 et 3, il suffit d’aligner le 1 de la règle du haut  
vis-à-vis le 2 de celle du dessous, de manière à  
additionner les deux longueurs log 2 et log 3. Ainsi, la  
réponse, 6, se retrouvera face au nombre 3. La règle à 
calcul permet donc de multiplier en utilisant la propriété  
additive des logarithmes : 

log ab = log a + log b.

 

La règle à calcul est l’un des premiers exemples de 
calculateurs analogiques. Ces derniers sont des  
machines permettant d’effectuer des calculs mathéma-
tiques en s’appuyant sur des phénomènes physiques — 
par exemple électriques, mécaniques ou hydrauliques 
— modélisés par le truchement de mesures continues. 
Ainsi, dans le cas de la règle à calcul, les opérations 
arithmétiques sont réalisées en utilisant la mesure de 
certaines longueurs.
Voici un autre exemple illustrant de manière frappante 
les possibilités du calcul analogique. Jusqu’au milieu  
des années 70, des circuits électriques étaient utilisés  
afin de résoudre toutes sortes d’équations différen-
tielles. Le principe repose sur le fait que la tension 
dans un circuit électrique satisfait à certaines relations  
mathématiques. Par exemple, lorsqu’un condensateur,  
préalablement chargé par une source de tension de 
E volts, se décharge à travers une résistance montée  
en série, le phénomène peut être décrit par l’équation 
différentielle 

C dV t
dt

V t
R

( ) ( )
0,+ =

où t désigne le temps écou-
lé depuis le début de l’ex-
périence, C, la capacité du 
condensateur en farads, R, la 
résistance en ohms, i, l’inten-
sité du courant en ampères, et 
V(t) est la tension aux bornes 
du condensateur au temps t.
On peut vérifier que la solution analytique de ce  
« circuit RC » est V t V e( ) t RC

0= − , où V0 est la tension au 
départ. Ainsi, en induisant une tension égale à V0 dans 
un tel circuit, la variation du potentiel au fil du temps  
devrait correspondre à la solution de l’équation diffé-
rentielle précédente, avec condition initiale V0. Avec un 
circuit électrique plus sophistiqué et une plus grande 
variété d’opérateurs, il est possible de simuler des équa-
tions différentielles bien plus complexes. La solution 
se trouve en mesurant la différence de potentiel du  
système. De telles machines étaient appelées calculateurs  
analogiques électroniques : elles tirent profit de nos 
connaissances en matière de réseaux électriques pour 
résoudre des problèmes purement mathématiques.
Les calculateurs analogiques étaient abondamment  
utilisés à une certaine époque, entre autres parce 
qu’ils étaient plus rapides que leurs « cousins » numé-
riques existant alors (basés, eux, sur une modélisation 
à l’aide de quantités numériques discrètes). Néanmoins, 
la construction d’un réseau électrique modélisant  
analogiquement l’équation différentielle désirée  
pouvait être fort fastidieuse et une importante source 
d’erreurs. Avec les nouvelles avancées dans le domaine  
de l’informatique, ce type de méthode est maintenant 
obsolète… tout comme la bonne vieille règle à calcul!

Raisonner puis calculer par analogie

1 2 3 4 5 6 7 18 9

1 2 3 4 5 6 7 18 9

Principe de la multiplication sur une règle à calcul

1 2 3 4 5 6 7 18 9

1 2 3 4 5 6 7 18 9

log 2

log 3

log 6

R

V

1

2

i iE

C

Calculateur analo- 
gique SEA OME 
P2, construit en 
France par la 
Société d’Électro-
nique et d’Auto-
matisme (SEA) 
— le sigle OME 
signifie Opérateur 
Mathématique 
Électronique. Ce 
calculateur fut 
utilisé à l’École 
d’Ingénieurs 
Électroniciens de 
Grenoble dans les 
années 1960.

©  Musée virtuel de l’informatique,  
http://aconit.inria.fr/omeka/items/show/550
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Dans les heures et les jours qui ont suivi son atterrissage historique  

sur la comète 67P/TG, le 12 novembre 2014,  
le module Philæ, largué par la sonde européenne Rosetta,  

a transmis de nombreuses images et données de forage qui permettront  
à terme de mieux comprendre la genèse du système solaire.

Cet exploit scientifique, réalisé à 500 millions  
de kilomètres de la Terre, est l’aboutissement 
d’un périlleux voyage entrepris par la sonde 
Rosetta le 2 mars 2004. La mission, qui a  
nécessité 10 ans de préparatifs et des inves-
tissements évalués à 1,3 milliards d’euros,  
représente aussi un défi technique de grande 
taille. 
Dans son périple de plus de 6,5 milliards 
de kilomètres, qui a duré 10 ans, la sonde a 
dû résister aux plans thermique et énergé-
tique aux grandes variations d’amplitude de 
l’éclairage solaire imposées par sa trajectoire. 
Ses composants électroniques ont aussi été  
exposés à de fortes doses de radiations dues 
aux éruptions solaires.

La question de la fiabilité des équipements et 
l’optimisation du matériel de secours se pose 
dans toute mission sans ravitaillement. Elle 
est d’autant plus cruciale dans les voyages 
cosmiques, soumis à de fortes contraintes 
de poids et d’espace. Il faut éviter de  
dédoubler inutilement les systèmes mais s’ils 
flanchent, on court à l’échec.
Puisque les pannes sont imprévisibles — et 
donc de nature stochastique — l’optimisation 
du nombre de pièces de rechange en cargo 
s’appuie sur des calculs de probabilités. Nous 
nous proposons ici d’illustrer la chose en 
nous inspirant librement de l’ambitieux projet  
Rosetta de l’Agence spatiale européenne.

Prévoir les ressources nécessaires pour atteindre son but :

Le cas d’espèce  
de la sonde Rosetta

Christian Genest 
James A. Hanley 

Université McGill
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Prévoir les ressources nécessaires  |  Christian Genest, James A. Hanley  •  Université McGill

Si les ressources  
m’étaient comptées...
Imaginons qu’une certaine pièce d’équi-
pement électronique essentielle au bon  
fonctionnement de la sonde Rosetta s’use 
si lentement qu’en pratique, seul le flux de 
plasma d’un vent solaire puisse l’affecter. 
Quand cette pièce tombe en panne, elle est 
immédiatement relayée par une pièce iden-
tique, et ainsi de suite jusqu’à épuisement 
du stock. Si on dispose au départ de k pièces, 
le système est donc opérationnel en continu 
jusqu’à l’occurrence de la k-ième panne.
Concrètement, supposons qu’une rafale de 
vent solaire secoue la sonde en moyenne une 
fois tous les 16 mois, à des moments aléa-
toires (imprévisibles) et indépendants les 
uns des autres. On s’attendrait donc à avoir 
en moyenne λ = ¾ de panne par an, soit  
µ = λ × 10 = 7,5 pannes en 10 ans. Si la 
sonde n’avait que k = 3 pièces, il y aurait 
alors peu de chances qu’elle soit encore 
opérationnelle lors du rendez-vous avec la  
comète 67P/TG (« Tchouri » pour les intimes).
Plus généralement, quelles seraient les 
chances de succès de Rosetta si elle disposait  
au départ de 6, 9, 12 ou 18 pièces ? Pour 
quantifier le risque de panne en fonction du 
nombre total de pièces, on doit formuler des 
postulats, soit sur la distribution du nombre 
de pannes, soit sur la durée de vie de chacune 
des pièces. C’est ici que la théorie des proba-
bilités et la statistique volent au secours du 
décideur. 

Deux modèles stochastiques 
complémentaires 
Soit N le nombre inconnu de pannes à survenir  
au cours d’une mission d’une durée de t 
ans. Il est raisonnable de supposer que cette  
variable obéit (à peu près) à une loi dite « de 
Poisson », du nom du mathématicien français 
Siméon Denis Poisson (1781–1840) qui l’a 
proposée. Ce modèle stipule que si µ = λt est 
le nombre moyen de pannes au cours d’une 
mission de t ans, alors la probabilité (Pr)  

que N = n, c’est-à-dire la probabilité que l’on  
observe n pannes, est donnée en tout  
n ∈ {0, 1, …} par 

N n e
n

Pr( )
!

,
n

= = µ −µ

où n! = 1 × 2 × … × n pour n ∈ {1, 2, …} et 
0! = 1 par convention.
Si on dispose au départ de k pièces, une mis-
sion de t ans sera complétée avec succès à 
condition de subir au plus k – 1 pannes. La 
probabilité de cet événement est 

Pr(N ≤ k– 1) = Pr(N=0) + Pr(N = 1) +  
… + Pr(N = k– 1). 

Quand λ = 3/4, t = 10 et k = 12, cette proba-
bilité est d’environ 0,921 (ou 92,1%), comme 
on peut le calculer avec le tableur Excel en 
utilisant la commande 

LOI.POISSON(11;7.5;cumulative=VRAI).
Une autre façon de procéder, équivalente et 
complémentaire, serait de mesurer la durée 
de vie totale du système. Si le module est 
muni de k pièces et qu’on note Vi la durée de 
vie de la i-ième d’entre elles, la durée de vie 
totale est alors donnée par

V = V1 + … + Vk

et la mission sera un succès si V > t ans. On 
doit donc forcément avoir 

Pr(V > t) = Pr(N ≤ k – 1),
ce qui laisse soupçonner un lien entre la loi 
discrète du nombre N de pannes et la loi 
continue du temps de survie V du système.
Puisque les pièces sont identiques, il est rai-
sonnable de supposer que leurs durées de vie 
V1, …, Vk sont mutuellement indépendantes 
et de même loi. Il se trouve que si le nombre 
N de pannes est une variable de Poisson dont 
la valeur moyenne est µ  = λt, on a alors

Pr(Vi > t) = e–λt , 
pour tous i ∈ {1, …, k} et t > 0. En effet,  
sachant que 0! = 1, on voit que
    Pr(Vi > t) = Pr(V1 > t) 
                   = Pr(N = 0) = e–µ = e–λt.
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On dit que les variables V1, …, Vk sont expo-
nentielles de taux λ pannes/an. La durée de 
vie moyenne de chaque pièce est alors 1/λ 
et puisqu’elles sont au nombre de k, la durée 
de vie espérée du système est k/λ. C’est bon  
à savoir, mais ce qui intéresse surtout les  
planificateurs de la mission, c’est Pr(V > t).
Le mathématicien danois Agner Krarup  
Erlang (1878–1929), qui s’est beaucoup  
intéressé à la théorie des files d’attente et 
à la gestion des réseaux téléphoniques, a  
déterminé la loi de probabilité de la somme 
V = V1 + … + Vk de k variables mutuellement 
indépendantes de lois exponentielles ayant 
pour taux λ. Il a montré que si l’on pouvait 
observer un nombre infini de valeurs de V et 
qu’on en traçait l’histogramme, la forme de 
la courbe serait alors donnée en tout v > 0 
par la formule

f v v e
k

( )
( )

( 1)!
.

k v1

= λ λ
−

− −λ

La probabilité que V > t est alors donnée par 
l’aire sous cette courbe entre les points t et 
l’infini, c’est-à-dire

V t f v dvPr( )= ( ) .
t∫> ∞

La loi de Erlang étant un cas spécial de la 
loi Gamma, le complémentaire de cette in-
tégrale peut être évalué avec la commande 
d’Excel :

LOI.GAMMA(t;12;4/3;cumulative=VRAI)  
Quand on pose t = 10, Excel répond 
0,079, dont le complément est bien  
1 – 0,079 = 0,921.

Un lien utile entre le discret 
et le continu
En effectuant le changement de variables  
w = λv dans l’intégrale ci-dessus, et en tenant  
compte du fait que dw = λdv, on trouve

V t w e
k

dwPr( )=
( 1)!

.
k w1

∫>
−

− −

µ

∞

Puisque Pr(V > t) = Pr(N ≤ k - 1), on déduit 
que 

e
n

w e
k

dw
!

=
( 1)!

.
nk k w

0

1 1

∑ ∫µ
−

−µ− − −

µ

∞

Cette identité remarquable, valide pour tout 
entier k ∈{1, 2, …}, peut également être  
démontrée directement par récurrence (voir 
encadré ci-contre). Elle établit un lien direct 
et précis entre une intégrale et une somme 
finie. On peut donc évaluer l’une ou l’autre 
indifféremment, selon les moyens de calcul 
dont on dispose.
Au début du 20e siècle, il n’y avait pas  
d’ordinateurs et encore moins de tableur Excel.  
Dans ses travaux précurseurs sur les tests 
d’ajustement statistique, le mathématicien 
anglais Karl Pearson (1857–1936) a donc  
fréquemment dû évaluer de longues sommes 
de probabilités de Poisson. Avec le temps, 
des tables des valeurs de l’intégrale de la loi 
de Erlang ont été bâties en fonction de k et 
de µ. Un autre père fondateur de la statis-
tique moderne, l’Anglais Sir Ronald Fisher  
(1890–1962), a souvent exploité l’identité 
démontrée dans l’encadré pour s’éviter de 
fastidieux calculs dans ses travaux. 

DossierProbabilités

Démonstration de l’identité
La preuve se fait par récurrence sur le nombre k de pièces.  
Notons d’abord que l’identité est vraie lorsque k = 1 puisque 0! = 1,  
de sorte que

w e dw e N N
0!

Pr( 0) Pr( 0).
w0

∫ = = = = ≤
−

µ

∞ −µ

Supposons ensuite que la relation soit vérifiée pour un entier k 
quelconque. Pour montrer qu’elle reste vraie en k + 1, il suffit  
d’intégrer par parties. Sachant que –e–w est une primitive de e–w et

que d
dw

w kw( ) ,k k 1= −  on trouve 

w e
k

dw e
k

kw e
k

dw
! ! !

.
k w k k w1

∫ ∫= µ +
−

µ

∞ −µ − −

µ

∞

Le premier terme de la somme est Pr(N = k) et le second est 
Pr(N ≤ k-1) par l’hypothèse de récurrence. L’intégrale est donc 
égale à 

Pr(N = k) + Pr(N ≤ k-1) = Pr(N ≤ k), 

tel qu’énoncé. Ceci prouve que le résultat est valide pour tout  
entier k ∈ {1, 2, …}.
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Encore aujourd’hui, Excel et de nombreux 
autres logiciels de traitement statistique 
font implicitement appel à cette identité, car 
les méthodes de calcul numérique actuelles  
permettent d’évaluer une intégrale avec 
grande précision, tandis que les erreurs 
d’arrondi associées à l’évaluation des  
différents termes d’une somme se cumulent ;  
si la somme comporte un grand nombre de 
termes, le cumul des erreurs peut s’avérer 
non négligeable même si chacune d’entre 
elles est très petite.
Autres applications  
et généralisations
Le modèle Poisson-exponentiel présenté  
ici trouve beaucoup d’applications, non  
seulement en aéronautique et en théorie des 
files d’attente, mais dans de très nombreux 
domaines, tels que l’assurance, la biochimie 
ou l’étude des maladies.
Les conditions d’application du modèle 
sont celles du « processus de Poisson. » Bien 
qu’elles soient relativement peu contrai-
gnantes, elles ne sont pas toujours vérifiées 
en pratique. Cela se produit entre autres 
lorsque le nombre de zéros observés est anor-
malement élevé ou quand les durées de vie 
des pièces successives ne sont ni exponen-
tielles, ni indépendantes les unes des autres. 
Si une tempête solaire particulièrement  
violente était susceptible d’endommager 
toutes les pièces de rechange de Rosetta  
simultanément, par exemple, les calculs de 
probabilité présentés ici ne seraient plus  
valables. Diverses généralisations et variantes 
du modèle Poisson-exponentiel permettent 
de tenir compte de telles particularités.

Prévoir les ressources nécessaires  |  Christian Genest, James A. Hanley  •  Université McGill

Le gratuiciel R
R est un langage de programmation et un environnement  
logiciel adapté au calcul statistique et à l’analyse de données. 
Doté d’excellentes capacités graphiques en 2 et 3 dimensions,  
ce logiciel est libre de droits et peut donc être téléchargé  
gratuitement à partir du site suivant: 

http://www.r-project.org/

Il est compatible avec les systèmes d’exploitation UNIX, Windows 
et MacOS.

Le logiciel R est l’œuvre collective de la communauté statistique 
internationale. Il est en constante évolution, grâce aux centaines 
de statisticiens et de programmeurs qui contribuent sans cesse et 
de façon bénévole à l’amélioration de son contenu, notamment  
par l’ajout de nouveaux modules reflétant les plus récentes 
percées au plan de l’analyse statistique. Ce logiciel est très  
largement utilisé, tant aux fins d’enseignement que de recherche.

Les commandes nécessaires à la production de la figure des pages 
suivantes sont trop complexes pour être reproduites ici (nous vous 
les fournirons sur demande), mais si vous tapez 

ppois(11,7.5) ou  
pgamma(10,12,scale=4/3,lower. 

tail=FALSE)

sur la ligne de commande, le logiciel répondra 0,9207587 dans les 
deux cas. À la lecture de l’article, pouvez-vous dire pourquoi ?

Pour de plus amples renseignements concernant le gratuiciel R 
et ses multiples utilisations, voir par exemple l’ouvrage intitulé  
Le logiciel R : Maîtriser le langage – Effectuer des analyses  
statistiques, publié en 2011 chez Springer France  
(ISBN 978-2-8178-0114-8). Ce beau livre, finaliste du Prix  
Roberval, est l’œuvre de trois professeurs de statistique, Pierre 
Lafaye de Micheaux (Université de Montréal), Rémy Drouil-
het (Université Pierre Mendès France, Grenoble) et Benoît Liquet  
(The University of Queensland, Australie). 
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situations très com-
plexes, faisant inter-
venir de nombreuses 
variables. Dans le cas 
présent, il se trouve 
qu’un calcul exact 
est possible, comme 
on l’a déjà expliqué.
L’histogramme idéa-
lisé (la fonction f(v) 
ou loi de Erlang) est 
tracée sur le gra-
phique de la planche 
C pour k = 3, 6, 9, 12 
et 18 pièces lorsque 
le taux de panne est  
λ = 3/4. La courbe 
correspondant au cas  
k = 12 pièces est 
ombragée. La partie  
gris foncé, qui cor-
respond aux cas où 
v > 10, représente 
environ 92,1 % de 
la surface sous la 
courbe; le complé-
ment, 7,9%, est la 
probabilité théo-
rique d’échec de la 
mission. Il est évident que si on s’était limité  
à k = 3 ou 6 pièces, les chances de succès  
auraient été trop minces (respectivement 2 % 
et 24,1%). En revanche, on aurait été certain 
à 99,9% de réussir la mission en emportant  
k = 18 pièces. Le calcul des probabilités per-
met donc de quantifier le risque et de trouver 
un bon compromis au vu des contraintes de 
poids, d’espace, voire même de coût.
La planche D illustre la relation Pr(V > t) =  
Pr(N ≤ k – 1). Ce graphique peut être 
lu de deux manières complémentaires.  
L’abscisse s’étend de 0 à 10 ans ; l’ordonnée  
représente des probabilités, exprimées en 
pourcentages. Les plages de couleurs iden-
tifiées 1 à 12 sont associées aux durées  
de vie des pièces ; la partie blanche visible 
dans le coin supérieur droit représente un 
échec de la mission (le code de couleurs est 
le même que dans la planche A).

Une figure parlante
Tous les concepts présentés dans l’article 
peuvent être illustrés joliment au moyen 
de la figure ci-contre, produite à l’aide du  
gratuiciel statistique R [voir encadré n° 2]. La  
figure est un assemblage de cinq planches 
étiquetées A, A’, B, C et D. Voyons ce qu’elles 
représentent à tour de rôle :
La planche A comporte 25 lignes composées  
de segments colorés. Chaque ligne repré-
sente une réalisation possible du périple  
entrepris par la sonde spatiale Rosetta sur 
une période de 10 ans. Les longueurs des  
segments colorés représentent les durées 
de vie successives des pièces, en supposant  
qu’au départ, la sonde ait à son bord 12 pièces 
et que les pièces aient des durées de vie  
mutuellement indépendantes et exponen-
tielles de taux λ = 3/4 panne/an. Le nombre 
qui apparaît au bout de la ligne est le numéro  
de la pièce en fonction au moment du  
rendez-vous historique entre le module 
Philæ et la comète Tchouri.
Dans cette simulation réalisée avec R, le hasard  
a fait que la mission s’est avérée un succès 
dans 22 cas sur 25, soit 88%. Les scénarios 
n° 8, 18 et 24 (en comptant à partir du bas) 
se sont soldés par un échec. La proportion de 
succès observée est donc assez proche de la  
valeur prédite par la théorie, soit 92,1%. Pas mal !
La planche B indique, sur la même échelle 
de temps que la planche A, le moment où la 
sonde Rosetta aurait fini par tomber en panne 
faute de pièces de rechange dans les 25 scé-
narios simulés. Les trois premiers points sont 
ceux qui mènent à l’échec des missions simu-
lées n° 8, 18 et 24. Dans le meilleur scénario, 
la sonde Rosetta ne serait devenue dysfonc-
tionnelle qu’au bout de 24 ans.
Alors que 25 scénarios simulés ont suffi pour 
obtenir une estimation somme toute accep-
table de la probabilité de défaillance pour une 
mission de 10 ans, la dispersion des points le 
long de la droite de la planche B donne une 
idée assez grossière de la distribution de la 
variable V, la durée de vie totale du système. 
Il est plus difficile d’estimer une courbe que 
d’estimer un nombre ! Pour mieux appréhen-
der la loi, il faudrait faire des milliers et des 
milliers de répétitions et lisser l’histogramme 
des valeurs obtenues. C’est souvent l’ap-
proche retenue par les statisticiens dans les 
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Prévoir les ressources nécessaires  |  Christian Genest, James A. Hanley  •  Université McGill

Pour lire la planche D, fixons-nous une ver-
ticale, disons au temps t = 1 an. La longueur 
du segment vertical vert représente alors 
la probabilité que la pièce n° 1 soit encore  
opérationnelle au temps t. La longueur du 
segment suivant est la probabilité que la 
pièce n° 2 soit en fonction à cet instant, et 
ainsi de suite pour les autres segments. Si 
on fait maintenant glisser t vers la droite,  
disons à 2 ans, on constate que le segment 
vert est plus petit. Ceci correspond au fait qu’à  
mesure que le temps passe, les chances de 
survie de la pièce n° 1 s’amenuisent ; de 
fait, elles diminuent à un taux exponentiel, 
comme on l’a vu précédemment.
De façon semblable, la frontière supérieure  
de la zone i ∈ {1, …, 12} représente  
la fonction de survie de la variable 
V1 + … + Vi, c’est-à-dire la courbe  
Pr(V1 + … + Vi > t) tracée en fonction de t. 
Comme nous l’avons vu, cette probabilité 
est aussi celle d’observer N ≤ i – 1 pannes 
dans l’intervalle de temps [0, t]. Quand i = 12, 
cette probabilité est celle que la mission soit  

couronnée de succès ; comme on pourrait s’y 
attendre, elle décroît au fil du temps et est 
d’environ 92,1% au bout de 10 ans.
Les planches C et D sont fondées sur des 
calculs théoriques, tandis que les planches 
A et B représentent le fruit d’une simula-
tion, répétée 25 fois. Si les postulats qui 
sous-tendent la théorie sont valables, les  
formules qui en découlent permettent de 
prédire le portrait qui se dégagerait si on  
effectuait un très grand nombre d’essais  
indépendants. C’est ainsi, par exemple, que 
la répartition des couleurs le long de la  
verticale t = 10 ans renseigne sur les chances 
que telle ou telle pièce soit en service au  
moment du rendez-vous entre la sonde et la 
comète. Quant à elle, la planche A’ montre la 
répartition observée de façon empirique (on 
a simplement réordonné les résultats déjà 
rapportés à la planche A). Compte tenu du 
petit nombre de répétitions, la correspon-
dance est plutôt bonne !
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Rubrique des

Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences 
et Technologies de Lille

Le grand  
méchant logicien

Une assemblée composée d’un nombre  
impair de logiciens a été capturée par le 
grand méchant logicien qui veut les enrôler  
dans sa secte. Il leur laisse une chance 
d’échapper à l’embrigadement. Il les place en 
cercle, tous tournés vers le centre et il dessine  
sur le front de chacun une croix noire ou 
une croix rouge en procédant au hasard (il 
s’aide d’une pièce de monnaie qu’il jette en  
cachette). Chaque logicien voit les croix dessi-
nées sur le front des autres logiciens, mais ne 
voit pas celle que lui-même porte sur le front. 
Aucune communication n’est permise entre  
les logiciens une fois les croix dessinées.
Un vote est organisé et chaque logicien 
indique s’il pense qu’il y a un nombre pair de 

croix rouges au total, ou un nombre impair 
de croix rouges au total. L’abstention n’est 
pas permise.
Le grand méchant logicien comptabilise les 
réponses et considère la réponse majoritaire 
(il y en a une puisque le nombre de logiciens 
capturés est impair). Si le vote majoritaire est 
correct, les logiciens sont libérés et peuvent 
aller résoudre tous les paradoxes qu’ils trou-
vent intéressants. Sinon, ils sont condamnés 
à servir d’esclaves au grand méchant logicien.
Chaque logicien se dit :
« Puisque la parité du nombre total de croix 
rouges dépend de celle que j’ai sur le front, 
qui a été tirée au hasard, je ne peux rien faire 
de mieux que voter au hasard. Il en est de 
même de tous les autres logiciens et donc 
globalement nous ne pouvons rien espérer 
de mieux qu’être libéré une fois sur deux ».
Aussi paradoxal que cela puisse paraître, ce 
raisonnement est faux. Il existe une méthode 
de vote que les logiciens peuvent deviner et 
appliquer et qui leur permettra d’être libérés 
dans bien plus de la moitié des cas. Quelle est 
cette méthode ?



 

Solution du paradoxe précédent
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Solution du paradoxe précédent

L’arithmétique malmenée
par la géométrie
La solution
Les paradoxes du dernier numéro étaient de simples 
découpages comme celui-ci.

1

En apparence le même triangle est rempli deux fois par 
les mêmes pièces, bien que la seconde fois un carré 
blanc supplémentaire soit présent. Cela semble impos-
sible puisque déplacer des pièces ne peut pas diminuer 
ou augmenter la surface qu’elles occupent !

Il s’agit d’une arnaque assez élémentaire qu’un regard 
attentif permet de dénoncer facilement. En réalité, 
aucune des deux figures n’est un vrai triangle. En effet, 
la pente de l’hypoténuse du petit triangle rectangle 
rouge est 2/5 = 0,4 (il y a 2 cases de hauteur et 5 de  
largeur) alors que celle du petit triangle orangé est de 
3/8 = 0,375 : les deux hypoténuses ne s’alignent pas 
l’une avec l’autre. Dans le premier dessin, le « pseudo-
triangle » est légèrement creusé, alors que le second  
« pseudo-triangle » est légèrement gonflé (ce qui 
explique qu’on puisse y loger un carré blanc de plus).
Le même genre d’explications s’applique aux autres 
figures.

2

= +

3

4

10 × 13 = 8 × 8 + 8 × 8 ?

12 × 10/2 = 12 × 10/2 – 2 =  7 × 9 –4 ?

5 × 13 = 8 × 8  ?
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Image médicale
1.  On considère une droite R(r, θ) passant 

par (x, y) et paramétrée par le vecteur 
v r r( cos , sin )
! = θ θ  (voir figure). Montrer 
que le produit scalaire du vecteur (x, y) 
avec le vecteur unitaire e (cos ,sin )

! = θ θ  
dans la direction du vecteur v

! vaut préci-
sément r. 

Confidences d’Archimède
1.  On revient sur certaines des rela-

tions entre divers éléments de 
la figure au bas de la p. 20. En 
vous appuyant sur les propriétés  
géométriques de cette figure (voir  
ci-contre) — notamment sur les 
triangles semblables qu’on peut y 
observer —, montrer que :

 a) le point N est le milieu de MO;

 b) MO
OP

CK
KN

.=

2.  On s’intéresse ici au résultat énoncé 
à la p. 21, comparant l’aire du 
triangle ACF à celle du triangle ABC. 

  Rappelons que AF et DE sont parallèles, 
que D est le milieu de AC et B, le milieu  
de DE.

  Afin d’établir que le triangle ACF vaut, en 
aire, quatre fois le triangle ABC, montrer 
que

 a)  l’aire du triangle ACF est le double de 
l’aire du triangle ACK;

 b)  de même, ACK a une aire double de 
celle du triangle ABC.

3.  Cet exercice porte sur le fait que dans  
un triangle quelconque, les trois médianes 
sont concourantes, le point où elles 
se rencontrent étant situé au tiers de  
chacune d’elles. 

  (Rappelons qu’une médiane dans un  
triangle est un segment reliant un sommet 
au milieu du côté opposé.)

 

a)  Soit le triangle ABC. Intéressons-nous 
d’abord aux médianes AD et CF et appe-
lons G leur point d’intersection. Considérons  
ensuite le quadrilatère DFHI, où H est le 
milieu de AG et I, le milieu de CG.

 Montrer que DFHI est un parallélogramme.
b)  En conclure que DG vaut le tiers de AD et 

FG, le tiers de CF.
c)  Considérant maintenant les médianes 

AD et BE, montrer que le raisonnement  
précédent peut être adapté de sorte à 
montrer que les médianes passent toutes 
les trois par le point G, et que celui-ci coupe  
chacune d’elles au tiers.

4.  Nous reprenons l’idée d’un levier sur lequel 
seraient posées la Terre et la Lune, le point 
d’appui étant placé de manière telle que 
la masse de la Lune suffirait à soulever la 
Terre — voir l’encadré de la p. 21. Nous 
acceptons pour les fins du problème les 
données suivantes :1 

 • masse de la Terre :  5,9722 × 1024 kg
 • masse de la Lune :  7,3477  × 1022 kg
 • rayon de la Terre :  6,3710 × 103 km
 • rayon de la Lune :  1,7375 × 103 km
 • distance Terre/Lune :  3,8440 × 105 km
  Déterminer la position du point d’appui du  

levier telle que le système soit en équilibre.
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1.  Données tirées de deux sites de la NASA : 
http://solarsystem.nasa.gov/planets/profile.
cfm?Object=Earth&Display=Facts, et  
 http://solarsystem.nasa.gov/planets/profile.
cfm?Object=Moon&Display=Facts.



Pour en s  voir plus!

Mathématiques et lumière

 Un éclairage mathématique sur la dynamique du laser
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 Confidences d’Archimède

  • Les citations d’Archimède sont tirées de la traduction de La méthode parue dans 
   VER EECKE, Paul, Les œuvres complètes d’Archimède, tome 2 (pp. 477-519).  Liège, Vaillant-Carmanne, 1960.

  • Les tribulations au fil des âges de ce qu’il est maintenant convenu d’appeler le palimpseste d’Archimède  
   (alias Codex C) — c’est-à-dire le fameux manuscrit vendu à l’encan chez Christie’s en 1998 —  
   sont racontées de manière fort savoureuse dans  
   NETZ, Reviel et NOEL, William, Le codex d’Archimède : les secrets du manuscrit le plus célèbre de la science. 
    Paris, J.C. Lattès, 2008. 

    On trouvera dans ce livre des renseignements tant à saveur historique que sur la teneur et l’ampleur des travaux 
de recherche maintenant en cours.

  • La version la plus récente du texte La méthode (mais en grec seulement!) se retrouve dans l’impressionnant livre 
    NETZ, Reviel, NOEL, William, TCHERNETSKA, Natalie et WILSON, Nigel, The Archimedes Palimpsest  

(vol. 2, pp. 68-129). Cambridge University Press, 2011.

    Chaque page du texte grec est accompagnée d’une spectaculaire photographie en couleur d’une page du 
palimpseste, obtenue par les techniques d’imagerie numérique mises en œuvre dans le décryptage du palimpseste 
d’Archimède : imagerie multispectrale, spectométrie de fluorescence X (alias XRF,  
pour X-ray fluorescence), etc. (L’illustration de la page 19 de l’article se retrouve à la page 270 de ce livre.)

  •  Le site The Archimedes Palimpsest (http://archimedespalimpsest.org) contient une foultitude de renseigne-
ments (historiques et autres) sur le palimpseste, de même que de nombreuses capsules vidéo impliquant les 
principaux responsables des travaux en cours sur le palimpseste.

  •  Le texte Gauss zum Gedächtnis (À la mémoire de Gauss) de Wolfgang Sartorius von Waltershausen (Leipzig, S. 
Hirzel Verlag, 1856) est accessible comme livre Google à l’url http://books.google.de/books?id=h_Q5AAAAcAAJ 
(traduction en anglais disponible à https://archive.org/details/gauss00waltgoog).

    C’est dans ce texte biographique qu’est mentionné entre autres le fameux épisode de Gauss enfant trouvant 
d’emblée la somme d’une progression arithmétique (texte en allemand, pp. 12-13) — anecdote qu’un Gauss âgé 
se plaisait à raconter lui-même. On y trouve aussi la citation la plus connue attribuée à celui qu’on a surnommé le 
« Prince des mathématiciens » : « Les mathématiques sont la reine des Sciences, et l’Arithmétique, la reine des 
Mathématiques. » (ibid., p. 79)

  •  À propos du calcul analogique, on pourra consulter le texte « Origines et développement du calcul analogique », 
pp. 522-528, dans 
IFRAH, Georges, Histoire universelle des chiffres, tome 2. Robert Laffont, 1994,  
ou encore le site https://interstices.info/jcms/c_33558/les-calculateurs-analogiques#1b
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