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Pou le maitre-géometre dlvulgue e
-tun joli truc du métier de'son cru &?"*

£ Connu depuis d peine une centaine d'années, le traité d’Archiméde > : ;‘,
| 3 méthode revét un caractére tout d fait unique dans ['histoire deste 42
mdthérhatiques Le grand Syracusain'y explique une « méthode mecanique »3 '
 [ul permettant de discerner certaines relations mathematiques, mais n'en Ht |
gt S fournissant pas pour autant une preuve acceptable a ses yeux. €
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Bernard R. Hodgson

Archimeéde qui | ‘

Marie Beaulieu | | e grand mathématicien Carl Friedrich Gauss

(1777-1855) est renommé pour son souci a
ne présenter dans ses écrits que des contenus
€purés, débarrassés de tout propos inutile —
a ses yeux —, notamment quant au chemi-
nement parcouru ou hésitations éprouvées
avant d'en arriver a la vision finale qu'il
présente d'un théme mathématique don-
né. On lui préte méme I'aphorisme suivant :
« Quand un bel édifice est achevé, on ne
doit pas y lire ce que fut I'échafaudage.»
Une telle approche résolument formelle,
qui vient taire tout tdtonnement ou méme
toute motivation pouvant sous-tendre la
démarche, est typique de maints exposés en
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= Erouve et Archimede qui 35 rouve un résultat!

D'autres mathématiciens éminents ont voulu
au contraire mettre en relief divers aspects
du parcours, voire des parcours, pouvant
mener a la résolution d'un probléme ou a
I'élaboration d'une théorie. Parmiles exemples
célebres du siecle dernier, il convient de men-
tionner deux mathématiciens (qui furent tous
deux quasi centenaires): Jacques Hadamard
(1865-1963) et son Essai sur la psychologie
de l'invention dans le domaine mathéma-
tique, ainsi que George Polya (1887-1985) et
ses riches réflexions sur le sujet réunis dans
son fameux triptyque: Comment poser et
résoudre un probléme, Les mathématiques et
le raisonnement plausible et La découverte

mathématiques, hier comme aujourd'hui.

Cet aphorisme de Gauss se retrouve abon-
damment dans la littérature mathématique,
mais habituellement sans référence précise.
Il ne semble pas que I'on connaisse de texte ou
Gauss lui-méme s'exprime dans ces mots.

Histoire

Ce dicton prend sans doute sa source dans la
biographie de Gauss publiée un an aprés sa mort
par son collegue et ami Wolfgang Sartorius
von Waltershausen, professeur de géologie
et de minéralogie a I'Université de Gottingen,
ou on lit que Gauss « avait coutume » de tenir
de tels propos — Gauss zum Geddchtnis, p. 82
(voir la section Pour en savoir plus). Gauss,

A propos de "aphorisme de Gauss

des mathématiques.

souligne son collégue, cherchait toujours a donner
a ses recherches la forme d'ceuvres d'art achevées
et épurées —sans fla-fla inutile, pourrait-on dire
— et préférait dans ses démonstrations recourir
a la méthode synthétique (plutdt qu'analytique),
méthode dont la concision avait pour effet de
taire le chemin de la découverte.

Sartorius von Waltershausen fait aussi un lien
avec la maxime inscrite (en latin) sur le sceau
de Gauss : Pauca sed matura (Peu mais mars) —
ibid., p. 82. Les travaux publiés par Gauss, bien
que fort abondants, sont en effet loin de couvrir
tous les sujets sur lesquels il s'est penché.
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Un exemple important et exceptionnel
de mathématicien révélant un «truc du
métier » mis en ceuvre dans ses recherches
mathématiques est fourni par Archiméde
(~287 - ~212) dans son traité La méthode.!
Ce court texte est remarquable par
I'approche mécanique qui y est proposée en
vue d'identifier certains résultats, qui furent
ensuite rigoureusement établis par le Syra-
cusain a l'aide d'une preuve en bonne et due
forme. Archimede distingue donc nettement
ici entre le fait d'en venir a une supposition
concernant une situation mathématique —
par exemple, qu'une certaine relation permet
d'exprimer I'aire d'une figure donnée —, et la
justification rigoureuse de cette relation.

1. Plus explicitement, La méthode relative aux
théorémes mécaniques.

Un calcul archimédien

Contrairement aux autres écrits d'Archimeéde,
le traité La méthode n'a été connu qu'assez
récemment, sa découverte remontant a il y
a un peu plus d'un siécle. Certains, en raison
des propos tenus par le grand géométre dans
un autre de ses ouvrages, La quadrature de la
parabole, entrevoyaient déja I'existence d'un
traité exploitant résolument des principes de
mécanique. Leurs attentes furent largement
dépassées et le palimpseste présentant un
texte jusque-la perdu d'Archimede est main-
tenant reconnu comme une piéce historique
d'une valeur inestimable.

Dans ce remarquable opuscule, Archiméde
dévoile a son contemporain Eratosthéne le
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Palimpseste d’Archimede (Codex C), folios 093v-092r: De la sphere et
du cylindre, Livre Il, proposition 2 (le texte d’Archimede, a la verticale,
se devine sous le texte noir, a I'horizontale). Image en pseudocouleur
obtenue par fluorescence UV (ultraviolette).
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stratagéme a saveur « mécanique » (p. 478)*
qui lui permit de découvrir certains théo-
remes relatifs a l'aire et au volume de divers

objets géométriques. Il espere que grace
a cette approche, et malgré son caractére
insolite, «d'autres propositions (..) seront
trouvées par d'autres, tant parmi ceux qui
vivent que parmi ceux qui doivent encore
naitre » (p. 479). Toutefois, il met bien en
garde son destinataire : pour lui, il est clair
que «l'investigation par cette méthode est
exclusive d'une démonstration» (p. 478) :
le mathématicien ne saurait s'en satisfaire!

Ainsi, dans son traité La méthode,
Archimede s'intéresse au  résultat
suivant a propos de l'aire de la région
délimitée par une droite coupant une
parabole en deux points donnés
(proposition 1) :

Soit une région ABC délimitée
par la droite AC et par la
parabole ABC. Coupons la
droite AC en deux parties
égales au point D, menons
la droite DB parallélement a
l'axe de la parabole, et menons
les droites AB, BC. Je dis que la
région ABC vaut une fois et un
tiers le triangle ABC.

Cette curieuse construction du triangle
ABC n'est que le début de la surpre-
nante combine d'Archimeéde. Ce dernier
dresse par la suite un échafaudage
géométrique assez complexe autour
de la parabole, tout cela dans le but
d'exploiter sa singuliere géométrie.
Ainsi, tracons la tangente a la parabole
en C Alors celle-ci intersecte DB en un
point E tel que le segment DE a pour
milieu le point B. Il s'agit la d'une par-
ticularité des paraboles, bien connue a
cette époque, qu'Archimede lui-méme
ne fait que rappeler au tout début de
C son traité La quadrature de la parabole.

4. Les citations textuelles d’Archiméede sont

accompagnées d’un numeéro de page
renvoyant a la traduction de Ver Eecke
— voir la section Pour en savoir plus!
en 3° de couverture.

Menons également en A, selon les indications
d'Archiméde, une autre paralléle a I'axe de Ia
parabole, qui croisera au point Fla tangente
en C. Ces deux droites forment, avec le
segment AC, un triangle dans lequel est
contenue la région parabolique. En exploitant
une autre des propriétés de la parabole,
Archiméde observe que la relation suivante
est satisfaite pour n'importe quel segment
MNPO parallele a I'axe :

MO CA

OP A0
En utilisant ces relations ainsi qu'une kyrielle
de triangles semblables, il s'ensuit non seule-
ment que N est le point milieu de MO, mais
aussi que

MO _ CK

OP KN

(voir a ce propos la Section problémes).
Prolongeons en le doublant le segment CK
jusqu'au point dénommé C. Imaginons
maintenant que le segment C'N est en fait
un levier dont Kest le point d'appui. Le seg-
ment MOy est accroché en N, qui se trouve
a étre également son centre de gravité.®
Archimeéde lui-méme était indubitablement
un spécialiste dans la matiére, ayant présenté,
entre autres choses, le principe du levier
ainsi qu'une étude du centre de gravité des
triangles dans son ceuvre De ['équilibre des
figures planes (voir I'encadré Soulever la
Terre).

Ensuite, sur le bras opposé a MOdu soi-disant
« levier » C'N, dupliquons le segment PO bien
centré en C' Ainsi, la relation mathématique
précédente, devenue

MO _C'K

0'P" KN
montre que le rapport entre les masses des
segments MOet O'P'est inversement propor-
tionnel au rapport des distances de chaque
segment au point K En pratique, cela signifie
que ces deux segments sont en équilibre sur
le levier dont le point d'appui est en K.

Cette propriété est satisfaite pour n'importe
quel segment MNPO parallele a l'axe. Le

5. On observera ici un changement de
perspective, lalongueur MO étant percue
comme une masse. Cette double vision
longueur/masse joue un réle-clé dans le
raisonnement qui suit.
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triangle ainsi que la parabole étant «ba-
layés» par tous les segments de droites
de ce type (respectivement MO et PO), le
triangle devrait faire équilibre a la parabole
«concentrée» a l'autre bout du levier. Le
triangle, lui, peut de méme étre concentré en
son centre de gravité. Mais ou se trouve-t-il?
Archiméde affirme que celui-ci se trouve
a exactement un tiers du segment CK en
partant de K point identifié¢ par W sur le
schéma.b Ainsi,

Triangle ACF 3

Parabole ABC 1

de sorte que le triangle ACFa une aire triple
de celle de la région parabolique. Pour
retrouver le résultat tel qu'énoncé par
Archimede, il suffit de remarquer que le
triangle ACF est quatre fois plus grand, en
aire, que le triangle ABC.

La mécanique de La méthode

Un élément-clé distingue clairement la
démarche utilisée par Archiméde dans
La méthode de ses démonstrations plus
traditionnelles, soit I'usage de principes
mécaniques. Le cceur du procédé consiste en
effet a placer notre parabole sur un levier,
puis a positionner une seconde figure
géomeétrique de sorte qu'elle fasse équilibre a
la premiére. La saveur de cette mise en scéne
se reflete d'ailleurs dans le fait qu'Archimede
parle du « poids » (p. 483) des droites formant
la parabole” Les objets mathématiques
deviennent ici des objets physiques, d'ou la
méthode dite mécanique.

6. Dans De I'équilibre des figures planes,
Archimede montre (proposition 14) que le
centre de gravité d’un triangle se trouve
au point d’intersection de ses médianes.
On peut montrer géométriquement ou
précisément se situe ce point le long d’une
médiane (voir Section problemes).

7. En grec barous (Bapovg), déclinaison de
béros qui signifie «poids » — cf par exemple
notre mot « barycentre ».

Pourtant, dans le domaine de la science, il
est plutdt d'usage de modéliser mathémati-
quement les phénoménes physiques, de les
traduire, en s'appuyant sur une forte idéali-
sation, en termes de mathématiques pures.

Je veux

redescendre !
,—.\r

© lllustration : Noémie Ross
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Cette approche remonte de fait a I'Antiquité
et est tout naturellement qualifiée d'« archi-
médienne », car le grand ingénieur y avait
lui-méme recours dans ses traités de
mécanique. Or, le traité La méthode intro-
duit un véritable renversement de situation!
Le raisonnement y repose en effet sur le
principe que si, selon les lois de la nature, un
certain phénomene est vérifiable en pratique,
alors il doit en étre de méme en théorie.
Cette philosophie s'apparente d'ailleurs a une
approche longtemps utilisée avant le calcul
numeérique, a savoir le calcul analogique (voir
I'encadré Raisonner puis calculer par analogie)

On pourrait méme dire qu'Archiméde
lui-méme, selon La méthode, devait réfléchir
par analogie : il utilisait ses connaissances en
physiqgue comme une sorte de boussole en
mathématiques. Le traité est donc d'un grand
intérét non seulement par I'originalité de la
méthode qui y est proposée, mais surtout
par le contact fascinant qu'il nous procure
avec l'esprit inventif d'un des plus ingénieux
créateurs que I'humanité ait portés. On
pénétre alors, pour ainsi dire, dans l'intimité
intellectuelle méme du grand maitre qu'a été,
et demeure, Archimede!

Le legs offert par Archimede

Archimeéde lui-méme jugeait que sa méthode,
bien que trés astucieuse, manquait de rigueur
mathématique. Ainsi, en commentant sa
preuve a propos de l'aire de la région parabo-
lique, il insiste sur le fait que la méthode qu'il
vient d'utiliser ne permet que de découvrir de
nouveaux théorémes, rappelant que celle-ci
« ne démontre sans doute pas ce qui précéde,
mais donne jusqu'a un certain point l'idée
que la conclusion est juste » (p. 484). Aussi
ajoute-t-il que pour réellement prouver son
résultat, une « démonstration géométrique »
(p. 484) en bonne et due forme est de mise.

Mais pourquoi donc transmettre cette
méthode, si elle n'est pas digne d'une
«veritable » preuve mathématique? Archimede
est trés clair a cet égard : s'il prend la peine
de nous faire des «confidences» en divulguant
sa maniére d'explorer certaines situations

mathématiques inconnues, c'est qu'il espere
en fait que celle-ci, bien que purement
heuristique, saura inspirer d'autres mathé-
maticiens et leur permettra de découvrir
eux-mémes de nouveaux théorémes. |l
souligne d'ailleurs que «la recherche de
la démonstration, précédée d'une certaine
connaissance des questions par cette
méthode, est, en effet, plus aisée que sa
recherche  sans cette  connaissance »
(pp. 478-479). Ainsi, bien que l'inventeur
juge sa méthode mécanique trop informelle,
I'intuition qu'elle lui fournit est, elle, tout a
fait bonne et utile.

Malheureusement pour Archimede, son veeu
ne fut pas exaucé : le traité dans lequel il
expose sa méthode ayant été perdu pendant
plus d'un millénaire, celle-ci n'eut pratique-
ment aucun réle dans les développements
mathématiques menant au calcul moderne.
Reste que cette technique fut des plus
fécondes pour le grand Syracusain, car
La méthode compte pas moins d'une
quinzaine de théorémes.®

Archimede réitere maintes fois, a propos
de sa «méthode», qu'il découvre par le
biais de la mécanique, mais démontre par la
géomeétrie, une distinction primordiale chez lui.
C'est dans son ouvrage La quadrature de la
parabole qu'il présente ce qu'il considére
comme une « véritable » preuve du résultat
discuté ici. Il en résulte un exposé élégant et
ingénieux dans lequel son fameux résultat
surl'aired'un segment de parabole est le point
culminant d'un surprenant dénouement
dramatique — un fabuleux témoignage ou
cet esprit méticuleux fait primer les canons
de rigueur de son époque. On y reviendra
dans un prochain numéro d'Accromath.

8. En particulier, c’est grdce a sa méthode
mécanique qu’Archimeéde parvint a
déterminer le volume de la sphere,
un sujet auquel il consacra un ouvrage
entier intitulé De la sphére et du cylindre.
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Lorsque le commutateur est
en position 1, le condensateur
se charge. En le déplacant en
position 2, le condensateur se
décharge.

Principe de la multiplication sur une regle a calcul
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Calculateur analo-
gique SEA OME
P2, construit en
France par la
Société d’Electro-
nique et d’Auto-
matisme (SEA)
— le sigle OME
signifie Opérateur
Mathématique
Electronique. Ce
calculateur fut
utilisé a I'Ecole
d’Ingénieurs
Electroniciens de
Grenoble dans les
années 1960.
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