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Découvrez la clothoide, aussi appelée spirale de Cornu,
la courbe idéale pour éviter les dérapages...

Jean-Marie
De Koninck
Frédéric Gourdeau

Université Laval

Notre intuition
nous joue des tours

Si on vous demandait de concevoir un tracé
pour une voie ferrée reliant deux villes, il y a
fort a parier que vous choisiriez de faire un
tracé aussi droit que possible et, s'il devait
y avoir des tournants, ceux-ci seraient des
arcs de cercle, en évitant bien sir de tracer
des tournants trop serrés. Pour un tracé de
route, vous auriez sans doute une approche
semblable.

Un trajet difficile

Est-ce bien ainsi que sont dessinées les vraies
voies de chemin de fer et, en particulier,
est-ce que les tournants sont bien des arcs

de cercle? En réalité, un tel tracé poserait de
sérieux problémes : un raccord droite-cercle
est certainement continu et semble pouvoir
se faire en douceur, mais ce n'est pas le cas.
Pour un objet se déplacant a vitesse constante
sur un tel tracé, le passage d'un trajet
rectiligne a un trajet suivant un arc de cercle
occasionne une accélération perpendiculaire
a la vitesse de déplacement, accélération
qui est d'autant plus grande que le rayon du
cercle est petit. Le probléme est que cette
accélération est brusque : I'accélération n'est
pas graduelle, elle est instantanée.
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Accélération et courbure

Une courbe est plus ou moins prononcée :
mathématiquement, on dira que la cour-
bure est plus ou moins forte. Lla
courbure en un point d'une courbe est une
valeur numérique qui indique de maniere
précise si la courbe est prononcée en un
certain point (courbure élevée) ou pas
(courbure faible). Ainsi, la courbure en tout
point d'une droite est nulle, et la courbure
en tout point d'un cercle est définie comme
étant I'inverse de son rayon : plus le rayon est
petit, plus cette courbure est élevée. La droite
et le cercle sont donc de courbure constante.

Lorsqu'un objet passe d'un trajet en ligne
droite a un trajet le long d'un arc de cercle,
il subit instantanément une accélération
dont la norme est proportionnelle au rayon

Arc de
cercle

Tracé
rectiligne

‘ Distance

Courbure

Courbure (ou accélération orthogonale)
en fonction de la distance parcourue
pour un raccord droite-arc de cercle

du cercle. Cette accélération ne se fait donc
pas graduellement. Si un train suit une telle
trajectoire, les passagers subiront un choc
d'autant plus important que la vitesse du
train est grande : dans un TGV, ce serait le
vol plané des tasses de café!

Un ami m'a déja dit
de bien tenir mon café
quand le train tourne...
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La clothoide a la rescousse

Pour permettre une transition en douceur
entre un tracé rectiligne et un tournant,
il faut une courbe dont la courbure
(et donc, l'accélération) augmente
linéairement avec la distance parcourue :
on peut ainsi passer d'une courbure
nulle a la courbure souhaitée, et le trajet
peut alors se poursuivre le long d'un arc
de cercle. Et pour sortir du virage, on
suivrale méme typede courbe,danslesens
inverse. C'est précisément cela que
permet la clothoide.

Arc de
cercle

Tracé Clothoide
rectiligne

Courbure

Distance

Courbure (ou accélération orthogonale)
en fonction de la distance parcourue
pour un raccord droite-clothoide-arc de cercle
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Qu'est-ce donc que la clothoide? C'est
la trajectoire qui, parcourue a vitesse
constante, est telle que sa courbure
varie linéairement. C'est donc la trajec-
toire pour laquelle la force centrifuge
ressentie par I'automobiliste qui conduit
a vitesse constante le long de cette
courbe varie continiment.

On voit que la clothoide est en fait
une spirale : on la nomme aussi spirale
de Cornu, spirale d'Euler et spirale de
Fresnel. Elle est utilisée par les ingénieurs
qui concoivent les tracés de voies ferrées
et ceux de sorties d'autoroute, car ils en
connaissent bien les propriétés. D'ailleurs,
VOuS pourrez remarquer qu'en négociant
le virage d'une sortie d'autoroute, vous
tournez progressivement le volant pour
ensuite le dérouler progressivement, ce
qui vous assure une meilleure maftrise du
véhicule.

Accélération
instantanée

Courbure (ou accélération orthogonale)
en fonction de la distance parcourue
pour un virage a 90°, selon un arc de cercle
et selon deux segments de clothoide.
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Une courbe
aux multiples facettes

L'usage de la clothoide est tres répandu :
on la retrouve dans la forme des sabots
montés sur les pylones qui supportent les
fils de téléphérique, de méme que dans la
conception géométrique des montagnes
russes de la plupart des maneges'.

En graphisme, on a bien documenté
I'utilisation de la clothoide pour la création
de caracteres d'imprimerie et de leurs

1. Pour des explications additionnelles, voir
« La courbe antisecousse », Jean-Michel
Courty et Edouard Kierlik, Pour la Science
no. 425, mars 2013.

déformations continues. Plus récemment?,
la généralisation en 3D de la clothoide
a ¢té proposée pour la modélisation de
divers filaments élastiques et de leurs
déformations dans des environnements
virtuels : boucles de cheveux et rubans
courbés sont ainsi modélisés de maniére
plus souple et plus réelle, et leur compor-
tement lors de mouvement ou de défor-

mation colle davantage a la réalité.

2. « Super space clothoids », Romain Casati et
Florence Bertails-Descoubes, ACM Transac-
tions on Graphics (TOG) — SIGGRAPH 2013
Conference Proceedings, Vol 32, no 4,
Juillet 2013.
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