Larithmétique
malmenée
par la geometrie

utresart/'c/e :

e Cristaux

¢ Jeux de lumieére et d'interférer

e La quéte de la Licorne

¢ L'imagerie numérique

* Les entiers... ces fonctio
Virer sans déraper




Editoriol

Encore une fois Accromath a recu une médaille de bronze au Summit Awards.
Plus de 24 pays y sont en compétition pour un total de 5000 soumissions
de projets dans différentes catégories. Merci a toute I'équipe pour son
dévouement et au graphiste Pierre Lavallée.

Pour commémorer le centenaire de la naissance de la cristallographie aux
rayons X grace aux travaux de Max von Laue, de William Henry Bragg et
de William Lawrence Bragg, 2014 a été désignée année internationale de la
cristallographie par les Nations Unies. Ce choix permet également de
commémorer le cinquantiéme anniversaire du prix Nobel décerné a Ia
biochimiste anglaise Dorothy Hodgkin. Celle-ci a développé les techniques
de cristallographie aux rayons X et a €té récompensée pour ses travaux sur
la cristallographie des protéines ainsi que la vitamine B12 et la pénicilline.

Dans les deux premiers articles de ce numéro, nous donnons un bref apercu
du réle joué par les mathématiques dans I'étude et la classification des
cristaux. Larticle Cristallographie est un résumé des grands moments de
I'¢tude des structures cristallines et I'article Cristaux, de Christiane Rousseau,
décrit comment les symétries sont utilisées pour classifier les cristaux en
dimension 2 comme en dimension 3.

Dans Jeux de lumiére et d'interférence, Yvan Saint-Aubin décrit le role des
phénomeénes d'interférence et de diffraction dans les miroitements des ailes
de papillon.

Dans les deux articles suivants, La quéte de la Licorne de France Caron et
L'imagerie numérique de Jean Meunier, on apprend comment les mathé-
matiques et I'imagerie numérique ont permis la réalisation d'une photo
numeérique des fils de cette tapisserie pour le Metropolitan Museum of Art
de New York.

Dans Les entiers... ces fonctions qui s'ignorent, Jimmy Dillies utilise la
congruence et l'interpolation de Lagrange pour montrer comment les
entiers peuvent étre considérés comme des fonctions.

Dans Virer sans déraper, Jean-Marie De Koninck et Frédéric Gourdeau nous
expliquent pourquoi il est possible de quitter I'autoroute sans prendre le
champ.

Dans la rubrique des paradoxes, Jean-Paul Delahaye nous présente
L'arithmétique malmenée par la géométrie. On découpe des triangles et des
rectangles, on recolle les morceaux en modifiant leurs positions relatives et
on obtient des égalités arithmétiques fausses.

Bonne lecture!

André Ross
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Les formes symétriques, en 2D ou en 3D, ont toujours fasciné

et intrigué les hommes. Cette fascination, manifeste dans I'étude

des corps réquliers de Platon™, a €té utilisée par les artistes,

les architectes, ... et les charlatans pour des raisons trés différentes.

Comment sont constitués les cristaux ?
Il a fallu deux siécles pour apporter des réponses satisfaisantes.

Les cristaux sont restés longtemps objets
de fascination sans qu'on puisse expliquer
leur structure. Johannes Kepler est le
premier a s'intéresser a la question. En 1611,
il publie L'’Ftrenne ou la neige sexangulaire
(Strena, seu de nive sexangula), premier traité
scientifique qui étudie les cristaux de neige.
Kepler pense que l'on peut décrire leur
arrangement hexagonal par un empilement
optimal de spheres'. Dans Experimenta
crystalli Islandici (1670), le danois Rasmus
Bartholin (1625-1698) décrit la découverte
de la biréfringence du spath d'Islande obser-
vable a I'ceil nu.

Constance
des angles

C'est a la fin du XVIII¢ siecle
que débute I'étude géome-
trique des cristaux. Romé
de I'sle (1736-1790) confie
a Arnould Carangeot (1742-
1806) la tache de mesurer
I'angle diedre (un angle entre
deux plans) de différents
cristaux. Celui-ci concoit un goniométre muni
d'une alidade ou réglette mobile qui permet
de mesurer précisément les angles diédres.
Ces mesures permettent a Romé de ['lsle
d'énoncer la premiére loi sur la structure
des cristaux. Dans son traité de Cristal-
lographie, ou description des formes
propres @ tous les corps du régne minéral,
éditéen 1772, il énonce la loi de la constance
des angles:

1. Voir Savez-vous empiler des oranges ?
dans le numéro 3, hiver-printemps 2008
d’Accromath.

Goniometre pour mesurer I'angle
entre deux plans d’un cristal.

Les angles entre les faces
naturelles des cristaux se
conservent, pour un corps donné,
d'un échantillon a l'autre.

Cette loi est cependant insuffisante pour
décrire les diverses formes cristallines.

Processus de croissance

Dans I'histoire des sciences, on rencontre parfois
des événements fortuits qui ouvrent de nou-
velles voies a la recherche. René-Just Haiy*
(1743-1822), en examinant un échantillon de
calcite, échappe malencontreusement le cristal
qui se brise en plusieurs morceaux.
Haly constate que tous les
morceaux conservent la méme
forme; il vient de découvrir
le phénomene de clivage des
cristaux. Pour étudier plus en
détailcephénomene, il procede,
dit-on, a la multiplication des
cristaux de sa collection a coups
de marteau. Cette étude systé-
matique lui permet de développer
une théorie sur la structure des cristaux qu'il
publie sept ans plus tard. Sa conclusion est
que la régularité des formes extérieures d'un
cristal reflete  exactement l'arrangement
des éléments qui le constituent. Il appelle
« molécules constituantes » les unités de
volume de matiére qui, empilées forment le
cristal, et il démontre la loi de constance des
angles observée par Romé de ['lsle.

Il en vient a la conclusion que les cristaux
naturels sont constitués par I'empilement
régulier de plusieurs molécules constituantes
qui s'emboitent parfaitement pour constituer

* Une astérisque accolée au nom d’un scientifique indique que I'on retrouve une note historique sur ce savant
4 l'adresse : http://www.lozedion.com/complements-dinfo/calcul-differentiel-sciences-nature/
Lorsque le nom est suivi de deux astrérisques, on retrouve également une vidéo historique sur ce savant a la méme adresse.



un solide homogeéne.
Les molécules consti-
tuantes forment des
couches paralleles qui sont
des couches de crois-
sance. Le nombre de
parallépipedes formant
Lescouchesde  chacyne des couches
croissance s'empilent o
sur les couches plus ~ est décroissant, les faces
anciennes. Dansla  d'yn cristal sont donc
réalite, la dimension , .
des « molécules ~ formées de minuscules
constituantes » estde  gradins, et I'empilement
['ordre du nanometre . -
(109 m). successif lui permet
d'expliquer un grand
nombre de formes naturelles comme
I'illustrent les étapes de croissance des deux
dodécaedres a droite. Un éléve de Hally,
Gabriel Delafosse a introduit le terme « maille
élémentaire » pour désigner la molécule

constituante.

Réseaux de Bravais

A partir des sept types de prismes suscep-
tibles de remplir I'espace sans laisser de vide,
Auguste Bravais* (1811-1863) a identifié
32 classes de symétrie. Celles-ci sont
réparties en 14 types de réseaux regroupés
en 7 systémes cristallins caractérisés par la
forme de la maille élémentaire?.

Pour étudier et décrire les systémes cristallins,
il est pratique de recourir a leurs axes de
référence et a leurs symétries. Les axes de
référence sont trois axes imaginaires paral-
léles aux faces du cristal. La direction et la
longueur de ces trois axes sont en relation
avec trois arétes concourantes d'une maille
élémentaire.

Les angles o, B, v, et les longueurs a, b et c
sont les parameétres des réseaux de Bravais.

2 Voir la description des réseaux de Bravais
dans I'article Cristaux de ce numéro.

Cristallographie | André Ross ® Professeur retraité

Structure Gulss Gufi

atomique @ @
Lla découverte des

atomes au début du Fm
XXe siecle a permis de |.I. |.I.
comprendre la nature g ol
des cristaux. En 1906,
Willam  Barlow et
William Pope émettent

I'nypothése  selon
laquelle la forme des
cristaux est définie par

I'arra ngement des Dodécaedre Dodécaedre
.. rhomboidal ~ pentagonal
atomes Spherlques La croissance par

qui en sont les consti-  emalement successis
tuants  élémentaires. ~ dune malle cubique peut
Cette hypothése a été

confirmée par les travaux de Max von Laue
(1879-1960). A I'époque, la nature des rayons
X était mystérieuse. S'agissait-t-il d'ondes ou
de matiére? Pour von Laue, si les rayons X
étaient des ondes, ils devraient étre diffractés
par les cristaux. Ce phénomeéne se produit
également avec la lumiére, mais la longueur
d'onde des rayons X est de 1000 a 10000
fois plus courte que celle de la lumiére, et
le phénomeéne de diffraction se produit avec
des objets de méme taille que les atomes
ou les molécules de matiere de I'ordre du
nanometre (102 m). Von Laue et ses collegues
ont obtenu la premiére figure de diffraction
des rayons X en faisant traverser un cristal
de blende (sulfure de zinc) par un faisceau
de rayons X. Cette expérience a montré que
les rayons X sont bien des ondes et que les
atomes sont périodiquement organisés
au sein des cristaux, confirmant ainsi les
résultats des travaux de Hauy et de Bravais.
La diffraction des rayons X comme méthode
d'étude des cristaux a été développée par
Henry Bragg et son fils Laurence®. On sait
maintenant que les figures de diffraction
fournissent des informations précieuses sur
la nature et la structure de I'objet causant
cette diffraction.

*

La radiocristallographie est devenue la prin-
cipale méthode d'étude de I'organisation des
atomes et des molécules dans les cristaux.
Elle a permis aux Anglais James Watson et
Francis Crick de décrire la structure en double
hélice de I'ADN et elle permet maintenant
d'étudier, par exemple, la structure des
protéines et des virus.

w Accromoth ol 9.« ét¢ - autormne 2014



Galilée a d! que «Le livre de lo nature est écrit en langage mathématiquen. |
On a I'habitude d'illustrer ce principe en physique, mais il apparait
aussi en chimie. C'est le cas lorsque I'on veut classifier les éléments
selon leurs propriétés chimiques. Les cristaux sont des éléments dont
les atomes sont dispos€s de maniére périodique dans I'espace. Leur
classification dépend des symétries de cette disposition.

Christiane Rousseau

Université de Montréal

Qu’est ce qu’un cristal ?

Selon ['Union internationale de cristallogra-
phie, un cristal est un solide dont le diffrac-
togramme est essentiellement discret. Bien
mystérieux toutcela... Pour analyser un solide,
on le soumet a un faisceau de rayons X
Les atomes provoquent la dispersion du
faisceau dans certaines directions. Par défi-
nition, le solide est un cristal lorsque l'image
sur une plaque photographique est consti-
tuée de points lumineux isolés: on dit
alors que l'image est discréte. L'objectif est
alors de reconstruire 'organisation spatiale
des atomes du cristal en analysant I'image
obtenue.

Historiguement, pour qualifier le solide
de cristal, on demandait que le réseau des
atomes soit invariant sous trois translations
indépendantes dans l'espace. La découverte
des quasi-cristaux’ en 1982, qui a valu a
Dan Shechtman le prix Nobel de chimie 2011,
a forcé la modification ci-dessus de la
définition. Elle a aussi stimulé la recherche
mathématique associée.

Les cristaux périodiques

Dans un cristal périodique dans I'espace,
les atomes sont organisés de maniere
périodique : la trame sous-jacente est
un ensemble infini de points, appelés
nceuds, et trois translations envoyant ce
résequ sur lui-méme. La grande question
est celle de classifier les cristaux : ceci
commence par la classification des
réseaux. Qu'est ce que cela signifie ?
Commencons en dimension 2.

1. Voir « Roger Penrose (1931-) » dans
Accromath, vol. 5.1, 2010.

Les réseaux de Bravais en 2D

Un premier exemple de réseau dans le plan
est donné par les points (x, y) du plan a coor-
données entigres.

Tous les points du réseau sont obtenus a
partir d'un point initial, en appliquant des
translations succes- , . . . .
sives du vecteur

(1,0)ouduvecteur ¢« o o o o
(0,1), ou encore de
leurs inverses, soit
les translations du
vecteur (-1,0) ou
du vecteur (0,-1). « o o o o
Chaque translation

d'un vecteur (m, n) a coordonnées entiéres

envoie le réseau sur le
i\

réseau. On dit que
c'est une symétrie du
réseau.




Nous avons mis en évidence une maille
élémentaire qui est le carré dont 2 coOtes
sont les translations de base. Nous voyons

aussi qu'il existe

"' T * % beaucoup d'autres
g transformations
géométriques, aussi
= # % appelées symétries
du résequ, qui

- L 3 - - . .
) envolent ce reseau
—_ e s surlui-méme : par

exemple la symétrie
par rapport a une droite verticale passant par
des points du réseau.

Regardons maintenant un deuxiéme réseau.
Onvoit que la maille élémentaire est un paral-
b I
bpsgoss
S e

lélogramme quel-
conque (c'est-a-dire
ni un rectangle, ni
un losange) et que
lesseules symeétries
du réseau sont les
translations.

i i - 5 P

Réseau B, Encristallographie,

on classifie les
réseaux selon leur ensemble de symétries :

deux réseaux sont équivalents
s'ils ont des ensembles équivalents
de symétries.

Par cela on entend le méme type de symétries.
Ainsi deux réseaux dont la maille élémen-
taire est un parallélogramme quelconque ont
pour seules symétries les translations engen-
drées par deux vecteurs indépendants et des
rotations d'angle 180° dont

les centres sont disposés

Cristaux | Christiane Rousseau ¢ Université de Montréal

de maniére semblable, mais les vecteurs de
translation ne sont pas nécessairement les
mémes pour les deux réseaux. De méme, tous
les réseaux a maille élémentaire carrée sont
équivalents. Ceci nous définit une relation
d'équivalence sur les réseaux qui est impor-
tante en chimie parce qu'on a en général des
propriétés chimiques communes aux classes
d'équivalence de cristaux. Les classes d'équi-
valence de réseaux sont appelées les réseaux
de Bravais. || est facile de se convaincre qu'il
y a exactement cing réseaux de Bravais :

1. le réseau B, dont la maille élémentaire est
un parallélogramme quelconque (appelé
réseau monoclinique);

2. le réseau B, dont la maille élémentaire
est un rectangle non carré (appelé réseau
orthorhombique);

3. le réseau B, dont la maille élémentaire
est un losange d'angle aigu différent de
60° (appelé réseau orthorhombique centré);

4. le réseau B, dont la maille élémentaire
est un carré (appelé réseau tétragonal ou
quadratique);

5. le réseau B, dont la maille élémentaire est
un losange d'angle aigu égal & 60° (appelé
réseau hexagonal).

Ces 5 réseaux ont tous des ensembles de

symétries différents. Par exemple, les réseaux

B, et B; ont tous deux des mailles élémen-

taires en forme de losange et sont donc

invariants sous des symétries par rapport
aux diagonales des losanges. Mais le réseau

B, est aussi invariant sous des rotations

d'angle 60°.

Les présentations des réseaux varient dans

la littérature. Ainsi, le réseau B, est gé-

néralement présenté comme un résequ
rectangulaire @ faces centrées : regardez
sur la figure la maille rectangulaire avec
un site en son centre.

Les groupes
cristallographiques

Prenons maintenant un réseau de Bravais
rectangulaire. Tel que, la maille
élémentaire est vide. Mais supposons
que l'on mette un motif sur la maille i
élémentaire. En appliquant ce motif
sur toutes les mailles élémentaires,
on obtient un pavage du plan comme
sur la figure.

e e s s e
A —
" -
s &
e &4 ./. /. #
Réseau B,

P E——
A
W v o

Réseau By
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Sur ce pavage, on voit que les symétries par
rapporta desdroites horizontales ontdisparu,
alors que celles par rapport a des droites
verticales demeurent. Son groupe de symétrie
est donc plus petit que celui du réseau B,. Quels
sont donc tous les « groupes de symétrie »
des pavages du plan? Il y en a forcément
plus que de réseaux de Bravais, puisque
le pavage ci-dessus appartient aussi au
réseau B,. Ces groupes de symétrie sont
appelés les groupes cristallographiques. lls
sontau nombre de 17 que nous allons décrire
ci-dessous. Chaque réseau de Bravais contient
plusieurs groupes cristallographigues, selon
les motifs appliqués sur la maille. Les motifs
peuvent détruire des symétries. Donc, c'est
en absence de motif qu'on a le plus de
symétries.

Les symeétries d’un pavage

Les symétries d'un pavage sont des isométries
du plan, c'est-a-dire des transformations
qui préservent les distances, et qui envoient
le pavage sur le pavage. Comme la com-
position d'isométries est une isométrie, on
va souvent se contenter d'énumérer un
ensemble de générateurs, soit un ensemble
de symétries, tel que toute symétrie du
pavage est obtenue comme composition
d'un nombre fini de ces générateurs et de
leurs inverses. Ces générateurs peuvent étre
des types suivants :

® une translation : en fait, on a toujours deux
générateurs qui sont des translations indé-
pendantes ;

® une rotation d'un angle de 60°,90°, 120°ou
180°. On dit d'une rotation d'angle 360°/n
qu'elle est d'ordre n, parce que, composée
n fois avec elle-méme, elle est I'identité. Les
seules rotations possibles sont d'ordre, 2, 3,
4etb.

® une symétrie par rapport a une droite ;

® une symétrie glissée, soit la composition
d'une symétrie par rapport a une droite
et d'une translation. On prendra comme
générateurs des symétries glissées seule-
ment quand la symétrie par rapport a la
droite n'est pas elle-méme une symétrie du
pavage.

On omettra de spécifier les translations qui

sont présentes dans chaque cas, et on décrira
des générateurs sur une maille élémentaire,

en ne listant que ceux qui ne peuvent étre
déduits des précédents par composition avec
une translation.

Symétries du réseau B,

On a besoin de quatre générateurs corres-
pondant a des rotations d'ordre 2. On
notera 2222 le groupe crlstallographlque
correspondant (aussi

appelé p2 dans & & & =
la littérature). Les

centres de rotation & & =
de ces générateurs ® # & & @
sont indiqués par des étoiles bleues dans la
figure ci-contre. Régle générale : la couleur
bleue sera associée aux rotations.

Dans la section problémes, vous pourrez
montrer que la composition d'une symétrie
d'ordre 2 avec une translation de vecteur v
est encore une symétrie d'ordre 2, dont le
centre est situé a la distance v /2 du premier
centre. Ainsi, dés qu'une des rotations dispa-
rait, elles disparaissent toutes les quatre !

Donc, le seul autre groupe cristallographique
associé au réseau B, est le groupe O (au55|
appelé p1) qui ne contlent rien a part les
translations.

Symétries du réseau B,

Ce réseau a maintenant des axes de symétrie
horizontaux et verticaux. On a besoin dans
les générateurs de deux axes verticaux et
deux axes horizontaux. Ces axes se coupent
en 4 points par lesquels passent deux axes
chacun. On notera chaque tel point par *2 :
le rouge est la couleur pour les symétries
par rapport a une droite, le *2 indique le
nombre d'axes de symétrie passant par un
méme point (ces points sont dessinés par des
étoiles sur la figure), et on précédera toujours
la notation d'une unique étoile * qui signifie
« symétrie miroir » (pour » . . -
une raison un peu
mystérieuse expliquée
ci-dessous). Le groupe
cristallographique as-
socié est caractérisé . . .
par I'ensemble des quatre tels points, noté
*2222 (aussi appelé pmm). Ce réseau a
aussi des rotations d'ordre 2. Pourquoi ne

- L L -

L ]

-
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les avons-nous pas notées ? C'est parce
qu'elles sont redondantes : dans la section
problémes, vous pourrez montrer que la
composition de deux symétries par rapport
a deux droites faisant un angle 0 est une
rotation d'angle 26.

Symétries du réseau B,

Ici, on a deux axes
de symétrie perpen-
, diculaires, ce qui

contribue pour *2.

On a aussi deux
rotations d'ordre 2, ce qui contribue 22 : on
notera le groupe cristallographique associé
22%*2 (aussi appelé cmm).

«

Symétries du réseau B,

Ici, on a des symétries par rapport a deux
droites horizontales, deux droites verticales
et deux droites obliques (les diagonales de la

maille élémentaire). Ceci

nous donne deux points
« de type *4 et un point
de type *2. On notera
le groupe cristallogra-
. . phique associ¢ *442
" » % (qussi appelé p4m).

Symétries du réseau B,

Ce cas est plus difficile. Jusqu'ici, les symé-
tries qu'on a €étudiées envoyaient une maille
élémentaire sur une maille élémentaire du
méme pavage. Mais en fait, ce ne sont pas
les mailles élémentaires qui sont impor-
tantes mais le réseau lui-méme ! Chaque
maille est la réunion de deux triangles équi-
latéraux, et on peut remarquer que les cotés
de ces triangles et leurs
hauteurs sont des axes
de symétrie. Ceci nous
donne un point de type
*6  (le centre du
triangle), un point de
type *3 (un sommet *
du triangle) et un point de type *2
(le pied d'une hauteur). On notera ce cas
*632 (aussi appelé p6m).

On aime bien remarquer que ce réseau
revient aussi a paver le plan avec des hexa-
gones, a condition d'avoir un point du réseau
au centre de chaque hexagone. Pour cette
raison, nous avons choisi de dessiner les
symétries sur une maille hexagonale qui
paverait tout le plan. Ce pavage du plan est
important sur le plan chimique. En effet,
dans le graphite, les atomes de carbone sont
placés aux sommets d'hexagones dans un
plan (mais il n'y a pas d'atomes de carbone
au centre des hexagones). C'est également le
cas dans les nanotubes de carbone?.

Pourquoi cette notation
bleue et rouge?

Cette notation astucieuse a été Va
introduite par le mathématicien John

leurs associées
aux symboles

Conway. Il a associé une valeur a chaque [ Symboles Valeur
symbole bleu ou rouge et il a montré 0 ;
que la somme des valeurs associées 5 12
vaut toujours 2 (voir tableau ci-contre). : 5
Vérifions pour le type *632, N (N = 1)/N
5 2 1 1
+—4+—=-+—-=2 t 1
12 6 4 9 14
Et vous pouvez vérifier pour les : ;
autres cas déja décrits. John Conway N (N = 1)/2N

a fait mieux: il a montré que
chacune des décompositions de 2 en une
somme de valeurs du tableau correspond
a un groupe cristallographique et qu'il y
a exactement 17 telles décompositions :
montrer le théoréme de Conway est difficile
mais, par contre, chercher les 17 décompo-
sitions est un jeu auquel vous pouvez vous
amuser.

Il apparait dans le tableau un symbole que
nous n'avons pas encore défini, soit x : ce
symbole désigne une symétrie glissée.

2. Voir « Fullerénes et polyedres » dans
Accromath, vol. 2.2, 2007.

Cristaux | Christiane Rousseau ¢ Université de Montréal
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Les 17 groupes

Nous avons déja décrit six groupes cristallo-
graphiques, soit :
0, 2222, 22*2, %2222,
*442 et *632.
Nous ajoutons les 11 autres

cristallographiques dans le tableau récapitulatif
0 p1 B, ci-contre, en donnant dans la
2222 p2 B, deuxiéme colonne leur nom dans
333 p3 B, la littérature. La derniére colonne
442 p4 B, | du tableau donne le réseau de
632 p6 B, | Bravais auquel appartient le
*2222 | pmm | B, | groupe cristallographique.
*333 p3m1 | B o )
%442 i B, our la Qernlere cglonne du
%632 p6m B, tablea.u, il est facile de se
* * pm B, convaincre que tous les noms
* X cm B, ayant un 3 ou un 3 sont des
X X pg B, réseaux du type B, et tous ceux
22%2 pmg B, ayant un 4 ou un 4 sont des
22x pgg B, | réseaux du type B,. Dés qu'ily a
2%22 | cmm B, | une symétrie glissée, il faut qu'il
3%3 | p31m | B, |y ait eu un axe de symétrie, ce
4%2 p4g B, qui exclut B,.

Pas de rotation d’ordre 5!

Remarquez la beauté de l'argument de
Conway. Il permet de montrer directement
qu'il n'y a pas de rotation d'ordre 5. En effet,
un 5 aurait une valeur de 4/5 et il n'y a aucun
moyen de compléter a une somme de 2, avec
les valeurs possibles, si on se rappelle que
chaque fois qu'on utilise un chiffre rouge, N,
il doit étre accompagné d'une étoile rouge, *.

Les réseaux de Bravais en 3D

Les cristaux en 2D sont rares. A |'exception
de plusieurs structures du carbone, ils sont
plus en 3D. Ce cas est incomparablement
plus compliqué, mais les principes de base
sont les mémes. On regarde des réseaux de
points obtenus en appliquant a un point de
départ des compositions de trois translations
indépendantes et de leurs inverses. On dit
que deux réseaux sont équivalents s'ils ont
les mémes groupes de symétrie. Les réseaux
de Bravais sont les classes d'équivalence de
réseaux.

En 2D, un réseau avait plus de symétries
qu'un autre quand, soit les vecteurs des
translations avaient méme longueur, soit
encore l'angle entre les deux vecteurs prenait
une valeur particuliere. La méme chose est
encore vraie en 3D, mais comme on a trois
vecteurs au lieu de deux, il y a bien sir plus
de cas. En 3D, il y a 14 réseaux de Bravais
que nous allons décrire maintenant. Quant
aux groupes cristallographiques, c'est-a-dire
les pavages de I'espace qui ont des groupes
de symétrie différents, il y en a 230 ! Leur
description compléte est donc un travail de
moine. Dans le cas 2D, nous avons dit que
le réseau B, a maille en forme de losange
est plutdt présenté comme un réseau rectan-
gulaire avec un site au centre du rectangle.
Cette forme de présentation prévaut aussi
pour les réseaux 3D. Les réseaux de Bravais
sont organisés en 7 systemes cristallins dont
la maille est un parallélépipéde, plus 7 autres
réseaux avec des sites additionnels, soit au
centre du parallélépipéde, soit au centre de
deux faces opposées (appelées bases), soit au
centre de toutes les faces. lls apparaissent
dans le tableau ci-contre. Les vecteurs
engendrant la maille élémentaire sont a, b
et ¢, de longueur respective a, bet ¢ L'angle
entre G et b est v, celuientre @ et ¢ estf3,
et celui entre b et € est o

Vous pourriez avoir l'impression que le
réseauavec a=b=cet a =03 =y =60°
est manquant... Mais non ! C'est le réseau
cubique a faces centrées. Montrons-le.
Prenons un cube d'aréte 2 dont les sommets
sonten +1, +1, +1, et considérons le sommet
S=(=1,-1,=1). Il est attaché a trois faces. Les
coordonnées des centres de ces faces sont
C,=(-1,0,0), ,=(0,-1,0) et ;=(0,0,-1).
Une maille élémentaire est donnée
par le parallélépipéde engendré par les
vecteurs d=5C;=(011, b=5C,=(10,)
et ¢ =SC, =(1,1,0). Les vecteurs @, b et €
sont tous trois de longueur~/2. De plus, leur
produit scalaire deux a deux vaut 1 :

1=G-b=3d-¢=0b-¢=+22cos.

Donc, ils font deux a deux un angle dont le
cosinus vaut 1/2, c'est-a-dire un angle de
60° | A vous d'explorer la forme de la maille
¢lémentaire des autres réseaux centrés, a
face centrées ou a bases centrées.
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A faces A bases

Réseau imiti Centre ) \
Primitif centrées centrees

Triclinique
a=b=c=a
oa=p =y =a
o,p,y =90°

Monoclinique

a=b=c=a
a=y=90° :
B =120° 2
Trigonal ou %
Rhomboédrique 3
a=b=c -
a=p=y =90° E
9

Hexagonal
a=b=c
o=p=90°

v =120°
Quadratique
a=b=c
a=pQ=y =90°
Cubique
a=b=c

a=B=Y =90°

Orthorhombique
a=b=c=a
oa=0p =y =90°
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Des ronds dans I'eau

Au bord d'un lac, les minutes précédant
le coucher de soleil sont magiques. Les
animaux diurnes se sont tus, les nocturnes
ne font que se réveiller. Les vacanciers ont
délaissé les plaisirs des sports aquatiques
pour ceux de la chere. Le lac présente un
miroir parfait.

Ceux qui auront le courage de briser ce moment
de paix y lanceront une pierre pour admirer
les vagues circulaires qui s'éloigneront du
point de chute. D'autres, plus aventureux,
y jetteront simultanément deux pierres, car
les motifs que créent les deux ensembles de
cercles s'entrelacant sont d'une rare beauté.

Les vagues se propageant
W7 4 la surface de l'eau
.‘- donnent une métaphore
précieuse pour la com-
préhension de plusieurs
¥ phénomenes lumineux. En
effet, l'identification de Ila
lumiere a une onde comme
la vague sur lI'eau méne a une
description fidéle de ces phénomenes. Par
exemple deux ondes lumineuses se rencon-
trant créent aussi des motifs remarquables.

La description de ces motifs intri-
gants nécessite des exercices sérieux de
trigonométrie et de géométrie auxquels
je vous convie. J'espére qu'ils vous
consoleront de ne pas étre présente-

ment a admirer le crépuscule au bord

d'un lac québécois.

Téte d’une guépe a cafards
Ampulicidae

i,

JEUX DE LUMIERE ET

La lumiére traversant les cristaux en dévoile la structure.

Ce phénomene est aussi relié aux chatoiements des plumes de paon,
a l'iridescence du nacre, aux miroitements des ailes de papillon et aux
arcs-en-ciel produits par les disques compacts.

Deux fentes éclairées :
un premier exercice
de trigonomeétrie

L'expérience des deux pierres lancées simul-
tanément n'est qu'un exemple ou des ondes
de diverses sources se superposent. Si leurs
amplitudes en un point sont de méme signe,
on dit qu'elles interféerent de facon construc-
tive et, si elles sont de signes opposés, que
cette interférence est destructive.

Si deux pierres identiques sont lancées en
méme temps, les ondes produites seront
en phase: les cercles créés par les crétes des
vagues auront les mémes rayons pour les
deux pierres. Le seul désavantage de cette
expérience est que les cercles concentriques
s'éloigneront, laissant un calme plat aux lieux
des impacts. Imaginons plutdt qu'un dispositif
permet de renouveler les cercles au ,
fur et @ mesure que les préce-
dents s'éloignent. R"m\ W

AL EN
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D’INTERFERENCE

La figure a la page 10 a €té tracée pour de
telles vagues au moment ou les centres sont
a leur maximum. Sur un lac, un tel dispositif
est alambiqué, mais des expériences, par
exemple un faisceau lumineux cohérent
passant par deux fentes voisines, permettent
de bien étudier ce phénomeéne en laboratoire.
Mais, si vous aimez I'image de pierres lancées
a I'eau, gardez-la en téte!

Notre prochaine étape consiste a étudier
I'onde observée le long d'une droite paralléle
a celle joignant les centres. Elle est certai-
nement plus complexe que celle créée par
une pierre unique. En effet les temps pour
atteindre le point R a partir des points
d'impact Pet Qsont distincts : celle quittant
P doit parcourir une distance d de plus que
celle partantde Q.Lesondesarrivantau méme
moment en R ne sont pas parties de Pet Q
au méme moment. (Celle émanant de Pa di
partir plus tot!) Ainsi les deux ondes arrivent
avec un déphasage qui dépend du point R.

Chacune des ondes décrites ci-haut a droite
estbien représentée par une fonction cosinus,
avec une amplitude qui décroit avec la distance
parcourue. L'argument de ces cosinus, appelé
aussi la phase, dépend du temps. Les
demi-cercles bleus sur la
Y/ 4 figure précédente dé-
Lo notentles maxima
‘o) 44 et minima

consécutifs des ondes, et donc de ces cosi-
nus, provenant de Pet Q. La distance radiale
entre deux maxima est notée A et est appelée
longueur d’onde. Puisqu'entre deux maxima,
la phase des cosinus s'accroit de 2m, le
déphasage & entre les deux ondes est 27a/A.
Ainsi le point R verra approximativement une
somme de deux ondes de la forme’

cos(t) + cos(mt + ).

La plupart d'entre nous savons comment
réécrire la somme de deux cosinus en termes
d'un produit de cosinus. Permettez-moi
quand méme d'en donner une preuve géo-
métrique; cet élégant argument nous sera
utile par la suite.

Considérons le parallélogramme engendré
par deux vecteurs v, et v, de longueur 1 et faisant
un angle ot et mt+ J respectivement
avec I'horizontale. lls sont tracés en
rouge et bleu sur la figure ci-contre.
La diagonale longue de ce parallélo-
gramme, tracée en noir, fait elle un
angle ot + /2 avec I'horizontale.
Les projections de ces deux vecteurs
sur I'horizontale sont les deux cosinus

dont nous voulons calculer la somme.
Mais en reportant le vecteur v, a
I'extrémité de v;, nous remarquons que cette

1. L'approximation est la suivante. La den-
sité d'énergie sur un cercle éloigné de
o la source est plus faible que celle sur un
e plus proche. Ainsi, I’'onde provenant de

P possede une amplitude légerement

inférieure a celle provenant de Q et
les deux cosinus devraient avoir une
amplitude distincte. Je néglige cette
différence ici.

A2 7
A2 //\a)t+6
5/2 N/
wt
cos(mt) cos(@t+0)
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Applications

somme est la projection de la diagonale sur
I'horizontale. Elle est simplement A cos (ot + 8/2),
ou A est la longueur de cette diagonale.
Cette derniére peut étre aisément calculée.
En effet, la diagonale courte coupe la longue
en deux parties égales qui sont de longueur
cos 8/2. Ainsi A/2 = cos /2 et

cos(mt) + cos(mt + d)
=[2cosd/2] . [cos(wt + &/2)].

Cette reformulation géométrique permet
donc d'interpréter les deux facteurs entre
crochets de lidentité trigonométrique: le
premier est la longueur de la diagonale
longue du parallélogramme engendré par v,
et v, et le second est déterminé par I'angle
qu'elle sous-tend avec I'norizontale.

Ce second facteur dépend du temps et la
somme des deux ondes suivra ses fluctuations.
Le premier cependant ne dépend que de 9,
donc que du point R, et restreint I'amplitude
maximale de I'onde observée en ce point. Les
deux figures ci-dessus tracent I'onde sur une
droite parallele a celle contenant les fentes.
La figure du haut est I'onde le long d'une
droite plus proche des fentes que celle du
bas. Les courbes en rouge tracent le premier
facteur 2cos /2 ainsi que -2cos §/2. Elles
forment une gaine ou la superposition des
deux cosinus est confinée. Cette superposition
(la somme des cosinus) y est tracée en bleu
pour divers temps t L'enveloppe rouge sur
la figure du haut semble comprimée par
rapport a celle du bas. Comme pour les ronds
dans I'eau, les vagues en bleu s'¢loignent
du centre de la droite au cours du temps.
Changer la distance entre les centres ou
la longueur d'onde changerait également
ces profils.

Plusieurs fentes éclairées :
un second exercice
de trigonométrie

Il semble que I'Américain David Rittenhouse
ait été le premier, en 1785, a tenter d'observer
expérimentalement le profil d'interférence
produit par plusieurs fentes. Puisque l'es-
pace entre les fentes et la longueur d'onde
de la lumiére doivent avoir des ordres
de grandeur proches, Rittenhouse utilise des
cheveux qu'il tend entre deux vis. Cette expé-
rience semble un peu... tirée par les cheveux.
Est-elle le passe-temps d'un scientifique
désceuvré? Certainement pas! Elle constitue
le premier pas pour comprendre la diffrac-
tion de la lumiére (en dimension un) par les
cristaux qui ont été introduits dans un autre
article du présent numéro d'Accromath.
Notre but ici sera cependant plus modeste;
nous verrons que ces réseaux de fente par-
viennent a séparer les couleurs de la lumigre
blanche comme le fait un prisme. C'est le
phénomeéne d'iridescence.

Puisque chaque fente agit maintenant
comme une source, |'onde observée en un
point R le long d'une droite paralléle a celle
passant par les n sources sera une somme de
n cosinus, chacun accusant une petite phase
4 de retard ou d'avance par rapport a son
voisin?

cos(mt) + cos(mt + &) +

cos(ot + 28) + - + cos(mt + (n-1)8).

2. Encore une approximation ici: les dépha-
sages devraient étre légérement différents
pour chaque cosinus. Cependant la
distance du point d’observation R est
beaucoup plus grande que la distance
entre les fentes et ces déphasages
peuvent étre identifiés a un méme 9.
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Comme précédemment, il est possible d'écrire
cette somme comme produit d'un facteur
dépendant de t et d'un autre facteur
ne dépendant que de la phase 8. Le joli
argument que voici est di a Richard Feynman
et permet d'identifier sans trop de
difficulté le facteur ne dépendant que
de O qui cause liridescence. Il repose
sur la reformulation géométrique proposée
précédemment.

5 /T

\ >0
P Q

La figure ci-dessus est tracée de facon a ce
que l'axe horizontal soit le long d'un vec-
teur a angle wt. Ainsi le premier cosinus y est
représenté comme un vecteur horizontal,
le segment PQ. Comme précédemment, le
second cosinus sera représenté comme un
vecteur faisant un angle & avec le premier,
le troisieme par un dont I'angle est 29, ...,
jusqu'au dernier qui fera un angle (n-1) &
avec ['horizontale. Sur la figure, n = 7
vecteurs ont été tracés en noir et quelques-uns
ont été ajoutés en plus pale.

En choisissant de coucher le premier vecteur
sur I'axe horizontal, le systéme d'axes ana-
logue a celui utilisé pour le cas a deux fentes
tourne au cours du temps (dd au terme t)
et I'axe sur lequel il faut faire la projection du
segment PR tourne également. Mais puisque
nous sommes intéressés au facteur ne
dépendant que du déphasage 9§, ce choix est
plus simple.

Considérons donc les n vecteurs en noir. Ces
n vecteurs de longueur égale décrivent une
figure réguliére autour d'un centre C, chacun
étant la base d'un triangle isocele.

Notre étude débute au point Q. Trois angles
s'y rencontrent : I'angle & tracé en rouge et,
en vert, deux angles qui sont égaux puisqu'ils
appartiennent a des triangles égaux. Puisque
la somme de ces trois angles est m, il faut
donc que I'angle au sommet C du triangle
isocéle soit également &. Mais alors la lon-
gueur des cotés CPet CQ est donnée par
PQ
2sind/2

CP =

L'angle entre les segments CP et CR est la
somme des angles au sommet de n triangles
égaux, c'est-a-dire nd, et I'angle en bleu est
nd/2. Ainsi la longueur du segment PR est
donnée par

PR =2 CPsin(nd/2).
La longueur du segment PR est le facteur ne

dépendant que de & de la somme désirée et
est donc donnée par

R PQsin(nd/2)
B sin(8/2)

L'énergie lumineuse percue par l'ceil sera
proportionnelle a son carré.

Cette expression, telle qu'écrite, n'est pas
définie en & = 0. Mais il est possible de mon-
trer qu'elle tend vers n lorsque & s'approche
de zéro. Le graphique a la page suivante
montre la fonction

8):(sin.(nﬁ/z))zl
nsin(d/2)

; Accromoth ol 9« ét¢ - automne 2014
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Ses zéros sont ceux du numérateur et
tombent donc aux multiples entiers non
nuls de 27/n. Le pic central est deux fois plus
large que tous les autres. Les autres maxima
tombent presqu'aux multiples impairs de
nt/n. (Pourquoi ceci n'est-il qu'une approxi-
mation?) Ainsi la diffraction d'un faisceau
lumineux par un réseau de n fentes concentre
la lumiere en une raie de grande intensité
suivie de petites raies portant peu d'énergie.

e

© |

\ d= Isin6

Mais la fonction /(&) a une autre propriété
remarquable. Elle est périodique: quand &
est remplacé par & + 2m, la fonction demeure
inchangée, comme l'indique le second
graphique. Ainsi /(8) a des pics intenses aux &
qui sont des multiples entiers de 2.

Si [ dénote la distance entre les fentes et
0 l'angle que fait la ligne de visée avec la
perpendiculaire au réseau des fentes, alors
d=Isin 0 et donc

5= 21t/5|n9.

A

L'ceil verra donc des pics intenses aux angles
de visée qui satisfont

Am=/sin0O
pour un entier m. Puisque cette relation

dépend de la longueur d'onde et que les
différentes couleurs ont des longueurs

d'onde différentes, les pics rouges tomberont
a des angles différents des verts et des bleus.
Cette séparation des couleurs selon l'angle
de visée est le phénomene d'iridescence.

Plumes de paon



Plumes de paon, nacre
et ailes de papillon
« Les parties des plumes
de cet oiseau glorieux
apparaissent, sous le microscope,
tout aussi éclatantes que ces
plumes dans leur totalité. »
Robert Hooke, Micrographia, 1685.

« Les plumes finement colorées
de certains oiseaux, en particulier
celles des queues de paons,
arborent, dans une méme partie
de la plume, plusieurs couleurs
selon la position de I'ceil. »
Isaac Newton, Optiks, 1704.

Peut-étre entendez-vous ce mot «irides-
cence » pour la premiére fois. Pourtant vous
avez observé le phénomeéne plusieurs fois
dans votre vie. Une expérience fort commune
est le chatoiement multicolore de la surface
gravée des disques compacts. Les sillons

contenant la musique numérique sont
similaires a un réseau de fentes. Plutot que
traverser ces sillons, la lumiére est reflétée
par le disque, mais l'effet est le méme:
la lumiére blanche qui frappe les sillons est
décomposée en ses diverses couleurs. En
inclinant le disque par rapport a l'cell,
c'est-a-dire en changeant I'angle de visée, les
couleurs passeront du rouge au jaune, vert,
bleu, indigo et au violet, pour recommencer
pour un angle plus marqué avec le rouge.

Les plumes de paon, les ailes de certains
papillons et le nacre offrent d'autres
exemples d'iridescence. Et malgré son nom
peu réjouissant, la téte de la guépe a cafards
offre aussi un spectacle magnifique. Dans
tous ces cas, la structure microscopique qui
est la cause de leur iridescence est difficile a
observer a I'ceil nu. Par exemple c'est I'empi-
lement de minuscules plaquettes d'épaisseur
d'environ 5 x 10”7 m qui crée le « réseau » du
nacre. Mais |'observation du phénomene, elle,
est aisée : par exemple, sur la plume de paon,
chacune des barbules passe du vert au bleu
selon son orientation par rapport a notre
ligne de visée, comme l'avait remarqué Newton.
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Aile du papillon Chrysiridia rhipheus
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Quand le Metropolitan Museum of Art de New York voulut prendre
une photo en trés haute résolution de ce chef d'ceuvre de la fin du
Moyen Age, qui puisse rendre compte dans le détail de leur
entrecroisement de tous les fils de cette grande tapisserie, ils se sont
heurtés aux limites de leurs outils logiciels. Deux mathématiciens
furent alors appelés a la rescousse. Ce qui paraissait n'étre que le
travail de quelques jours se révéla une lonque quéte qui dura quatre
mois et se chiffra en myriades de calculs.

Depuis 1938, apres que John D. Rockefeller
en elt fait don au Metropolitan Museum of
Art, la série des sept tapisseries de la Chasse &
la Licorne, réalisée autour de I'an 1500, peut
étre admirée dans une belle salle du surprenant
assemblage que constituent les Cloisters,
proprié¢té du Met, au nord de Manhattan.?
En 1998, lors d'une rénovation de la salle,

» f on décrocha les tapisseries et on
décida de les immortaliser en
photos de trés haute résolution, de
facon a rendre dans tout son détail
8 le travail des maitres-tapissiers.
& On étendit donc les tapisseries par
terre et I'on installa au plafond un
systéme de rails pour permettre le
¥ déplacement précis d'un appareil
photo chargé de les photographier
par fragments carrés d'environ 9 pieds carrés
(ou 0,8 m?), avec l'objectif de reconstituer
chacune des tapisseries par les techniques
habituelles de recomposition (stitching)
appliquées sur les fichiers associés a chacun
de ces fragments. En assurant une super-
position importante entre les morceaux,
La Licorne en captivité, qui mesure 3,68 m par
2,51 m nécessita ainsi 30 de ces fichiers.

Ce n'est qu'au moment de procéder a cette
vaste courtepointe numérique qu'on réalisa
que le nombre de pixels a traiter pour chaque
tapisserie dépassait les limites d'utilisation

1. Selon la théorie la plus communément
acceptee, ces tapisseries auraient éte
commandées pour célébrer le mariage
d’Anne de Bretagne au roi Louis Xl de
France.

2. John D. Rockefeller avait acheté ces
tapisseries en 1922, pour un peu plus d'un
million de dollars, de la famille francaise
La Rochefoucauld qui en était propriétaire
depuis quelques siecles. Leur valeur est
aujourd’hui inestimable.

CONC

des fonctions de recompo-
sition des logiciels de traite-
ment d'images et les fichiers
durent dormir sur cédéroms
quelques années... jusqu'a ce
que de preux chevaliers ne
vinssent les réveiller, comme
dans tout joli conte qui se
respecte....

¢

|
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Le travail
des freres
Chudnovsky

D'origine ukrainienne, les freres
Gregory et David Chudnovsky
sont deux mathématiciens
ameéricains  passionnés  de
la théorie des nombres et
du calcul assisté par ordi-
nateur. Voulant initialement
contribuer a la recherche des
décimales de m et d'une
éventuelle régularité qui les
lierait, ils se sont construit
leur propre superordinateur
a partir de piéces qu'ils ont
commandées ici et |a.

l

Lorsqu'on fit appel a leurs
services en 2003 pour recons-
tituer La Licorne en captivité,
ils acceptérent rapidement,
convaincus que ce ne serait le
travail que de quelques jours.
La « couture » numérique des
30 morceaux ne représenta
pas en soi un gros défi pour
leurs algorithmes et leur
ordinateur, mais il en résulta
une recomposition difforme,
une vision « a la Frankenstein »

£ quete O¢



de la licorne. On supposa une manipulation
des fichiers, un mauvais alignement des rails,
mais toutes les explications de ce genre ne
résistérent pas a l'analyse. Les deux cher-
cheurs durent alors se rendre a I'évidence :
la licorne bougeait. Oh, pas vraiment toute
seule, ni grace a des pouvoirs magiques,

mais pour des raisons beaucoup plus
terre a terre. En effet, lorsque la tapisserie
s'était retrouvée a plat sur le sol pour étre
photographiée, aprés avoir été suspendue
pendant des siecles, les fils de tapisserie se
relachérent progressivement. _ _

Cela engendra un mouvement = = “3
suffisant pour créer un dé- =Tn o

calage perceptible entre les = _ TR
2% =L = le détail tridimensionnel des

photos successives que I'on prit = —

des différents fragments de ff e L~
la tapisserie. En analysant les &, _ = = =

déplacementsalaidede 15000 = _—==
vecteurs, les fréres Chudnovsky
purent capturer ce mouvement, semblable
a celui qu'on percoit a la surface d'une eau
calme; ils entreprirent alors 'audacieuse mis-
sion d'éliminer le mouvement des piéces du
casse-téte en ayant recours a des techniques
de correction d'images basées a la fois sur
la reconnaissance statistique de régularités
et l'algebre linéaire des transformations
vectorielles®.

3. Voir dans ce numéro L'imagerie numérique,
p. 16-19.
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Ces techniques dites de
« warping » cherchent a
repérer des régularités dans
des objets semblables, mais
non parfaitementidentiques.
Elles sont aussi utilisées en
reconnaissance de la calli-
graphie ou de la parole.
Chacun des 240 millions
de pixels fut associé¢ a un
ensemble d'équations le liant a ses voisins.
La résolution d'un tel systéme d'équations
exigeait des millions d'opérations pour
chacun des pixels et le résultat pouvait
commander a son tour des ajustements et
une nouvelle ronde de calculs. La derniére
itération nécessita 30 heures de calcul du
superordinateur et put enfin révéler une
image impeccable de la licorne en captivité...

Si rien ne vaut une visite aux Cloisters pour
appreécier le relief et la luminosité de cette
ceuvre unique, le travail mathématique
qu'aura demandé sa capture photographique
en treés haute résolution nous la fait désor-
mais envisager comme un objet dynamique,
presque vivant, d'une complexité qui ne fait
qu'ajouter a son pouvoir de fascination.

Depuis leur laboratoire a Brooklyn de
I'Institut Polytechnique de ['Université de
New York, les freres Chudnovsky pour-
suivent leurs recherches en calcul numérique
a grande échelle, qu'ils peuvent employer,
selon les besoins du moment, a repérer des
«« -, régularités dans l'analyse de
séquences en biogénétique,
% ot t R OU A reconstituer des chefs
~... d'ceuvre de la peinture dans

coups de pinceaux du maitre.
Le travail de ces deux cher-
— . cheurs illustre bien I'ampleur
du champ d'application des
mathématiques et la puissance de leur action
lorsqu'on les lie de facon ingénieuse a
I'informatique, a travers I'étude et I'utilisation
d'algorithmes. Tout en considérant que «la
plupart des ordinateurs d'aujourd’hui sont
sous-utilisés », ces deux mathématiciens
tiennent a rappeler que « les mathématiques
sont le langage » avec lequel il est possible a
la fois de penser lessciences etde programmer
les ordinateurs.

Ca n'est certes pas de la magie, mais c'est
peut-étre bien mieux.

Photos : France Caron

Les freres
Chudnovsky
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Pour réaliser leurs travaux’, les fréres Chudnovsky ont fait appel

a diverses méthodes issues du domaine de I'imagerie numérique.

Ces différentes méthodes renvoient a trois grandes étapes : (1) identifier des
points caractéristiques, (2) faire 'appariement de ces points

entre les différentes photos de la tapisserie, et (3) effectuer une
transformation géométrique de chaque photo pour aligner

Jean Meunier

e Identifier des points
Université de Montréal

caractéristiques

En traitement d'images on a recours
fréquemment a l'extraction de points
caractéristiques (ou points d'intérét) pour
diverses applications comme la détection du
mouvement, le recalage d'images, |'assem-
blage de photos, la productiond'un panorama,
la reconnaissance d'objets, etc. Il s'agit de
points bien définis et stables dans l'image.
Par exemple, on peut chercher a détecter des
« coins » en cherchant dans I'image les points
ou il y a un changement brusque dans la
direction des contours des objets comme pour
lesquatre coinsd‘un objetrectangulaire. Cette
approche permet d'obtenir automatiquement
un ensemble de points caractéristiques sur
chaque photo. La figure
ci-contre  donne  un
exemple? de points carac-
téristiques  (en  vert)
obtenus avec le détecteur
SURF (Speeded Up Robust
Features3) qui est popu- [
laire aujourd'hui en imagerie &
numérique.

2
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1. Voir dans ce numéro La quéte de la licorne,
p. 14-15.

2. Exemple adapté de http.//www.wolfram.
com/services/education/seminars/s51.html

3. Voir http.//fr.wikipedia.org/wiki/Speeded_
Up_Robust_Features

les points caractéristiques et reconstituer la tapisserie compléte.

Apparier des points
correspondants

Lors de la prise des photos de la tapisserie, on
a pris soin de s'assurer que celles-ci se recou-
vraient suffisamment pour pouvoir les aligner
plus tard. Cette zone de recouvrement est
relativement importante (de |'ordre de 509%)
et permet de trouver les points caractéris-
tigues communs de photos de tapisserie
qu'on souhaite aligner. Pour cela, on analyse
une petite région (appelée voisinage) autour
de chaque point caractéristique et on fait
I'appariement des points qui possedent un
voisinage similaire. Pour mesurer la similarité
entre deux voisinages a et b on peut par
exemple calculer la somme des différences
(en valeur absolue) de couleur de chaque pixel:

TSI

. ou | et j représentent la
position (ligne, colonne)
du pixel dans le voisinage.
Cette mesure sera petite
si la similarité est grande.
Cependant cela peut poser
probleme si l'illumination

= varie entre la prise de
photos puisque deux régions identiques
apparaitront alors différentes en intensité
dans ce cas. On peut alors miser sur une
mesure plus robuste : l'intercorrélation, Corr.



On la définit comme suit :
Cov(a,b)

C =
orr(a,b) \/COV(O.U) -Cov(b,b) '

ou Cov(a,b) = ZZ(OU (b; —b)

est appelée covariance. @ et b sont les
moyennes respectives des a; et b,

Elle atteint une valeur maximale de 1 lorsque
les voisinages a et b sont identiques a une
constante multiplicative ou additive prés.

Prenons un exemple simplifi¢ ou seule
I'intensité  (ou luminance) du pixel est
utilisée*. Considérons des voisinages de 3 x 3
pixels (ils sont plus grands en pratique) pour
a et b. Ces voisinages sont identiques sauf les
valeurs d'intensité de chaque pixel : celles
de b valent la moitié de celles de a (comme
cela pourrait étre le cas avec un changement
d'éclairage par exemple).

180 0 180 90 0 90
0 180 O 0 9 O
180 0 180 90 0 90

La somme des valeurs absolues des différences

nous donne évidemment une différence

importante, égale a (180-90) x 5 = 450.

Par contre, pour linter-corrélation, on a:
=100et b =50, puis

Covl(a,a) =5- (180 —100) +4(0 —100)* = 72 000,
Cov(b,b) =5 -(90 —50)? + 4(0 — 50)* = 18 000,

L'imagerie numérique | Jean Meunier ¢ Université de Montréal

a 1 mais plutdt proche de
1 pour les régions suffi-
samment similaires qui
seront mises en corres-
pondance.

Pour des voisinages plus
grands et de nombreux g
points caractéristiques a
comparer, cette procédure |
peut étre colteuse en
temps de calcul. De
plus, pour tenir compte
des déformations de la }
tapisserie d'une photo
a la suivante, les fréres [
Chudnovsky ont proposé &8
de comparer chaque |
voisinage g a une trans-
formation affine de b
(rotation, translation,mise §
a l'échelle). Lutilisation "=

d'un superordinateur paralléle s'est avérée
trés utile ici, car les différents processeurs
ont pu se partager la tache en travaillant
chacun sur une partie de la tapisserie.

Les images ci-haut illustrent cette étape ou
chaque point caractéristique d'une image et
le point correspondant dans l'autre image
sont identifiés par un numéro (en rouge).
La méthode utilisée ici est différente (SURF)
mais le principe demeure le méme.

Transformer pour réunir

L'exemple du panorama

Lorsqu'on souhaite produire un panorama
avec plusieurs photographies, on a recours a un
assemblage qui consiste a combiner
plusieurs photos se recouvrant
partiellement. Cependant il faut en

Covla,b) =5- (180 —100) - (90 — 50) + 4(0 — 100) - (0 — 50) général appliquer une transformation

=36 000
36 000

Corr(a,b) = —————=
/72 000-18 000

On a donc une corrélation maximale comme
souhaitée car les deux voisinages sont
identiques sauf pour lillumination. En
pratique, l'intercorrélation ne sera pas ¢égale

4. Une image couleur aurait 3 composantes
R, V et B. Voir « Les images sur la toile un
defi de taille », Accromath 7.2, 2012

géométrique (projection perspec-

tive) aux images afin de bien les

aligner lors de la construction du

panorama. Cette transformation

peut €tre obtenue automatiquement
en cherchant a aligner le mieux possible les
points caractéristiques des deux photos dans
leur zone de chevauchement.

3 Accronuoth ol 9« ¢t¢ - automne 2014
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La figure ci-haut illustre ce principe.
La seconde photo a été transformée par
projection perspective pour obtenir une
superposition adéquate des points caracté-
ristiques et placée sous la premiére photo
pour mieux voir la ligne de démarcation entre
les deux images. Cette ligne peut étre éliminée
en effectuant un fondu appropri¢ entre les
deux images.

Pour un panorama classique le type de trans-
formation est connu (projection perspective) ;
par contre pour la tapisserie, la transformation
peut étre beaucoup plus complexe et une
simple transformation (perspective ou autre)
ne suffit pas. Les fréres Chudnovsky ont sans
doute eu recours a une autre technique bien
connue en infographie qu'on appelle le warping.

Le warping

Le warping consiste a transformer de facon
naturelle, graduelle et fluide uneimageinitiale
en une image finale différente en alignant
deux ensembles de points caractéristiques
tout en permettant des transformations
complexes et réalistes. Pour cela on utilise
souvent la triangulation de Delaunay qui
consiste en un ensemble de triangles couvrant
une image de facon optimale et dont les
sommets sont les points caractéristiques.
Les images ci-contre illustrent les principes
sous-tendant cette technique. Dans cet
exemple®, la triangulation permet d'effectuer
le warping de I'image du haut vers I'image du
milieu. Un résultat intermédiaire est donné

en bas en effectuant un fondu des couleurs

5. Exemple adapté de http.//www.mukimuki.
fr/flashblog/labs/warping/MorphApp.html

entre les deux images; on parle alors de
morphing entre les deux images. Chaque
triangle de I'image de gauche a un triangle
correspondant dans I'image du centre afin
de calculer les transformations nécessaires.
Dans la reconstitution de la tapisserie, on
utilise cette méthodologie pour aligner les
photographies entre elles dans leurs régions
de chevauchement.

On utilise donc I'emplacement des points
caractéristiques obtenus précédemment pour
construire une triangulation de Delaunay
dans la zone de chevauchement des photo-
graphies. Ensuite, connaissant le déplacement
des points caractéristiques entre deux photos
(puisque I'appariement des points est connuy),
il ne reste qu'a interpoler le déplacement des
autres pixels a I'intérieur de chaque triangle a
I'aide d'une simple transformation linéaire. La
transformation complexe des photos est donc
réduite a un ensemble de transformations
beaucoup plus simples (linéaires) pour
chacun des triangles.



La figure suivante illustre ce principe a I'aide
d'un exemple simplifié. Le triangle rouge doit
subir une transformation afin de le superposer
sur le triangle bleu comme pour les paires de
triangles utilisés dans le warping. On connait
la position des 3 points caractéristiques
(sommets) pour les deux triangles mais qu'en
est-il du point (2, 2) situé a l'intérieur du
triangle rouge (point vert)? QU ce point se
retrouvera-t-il dans le triangle bleu?

y

10

B

Pour répondre a cette question on doit
d'abord trouver la transformation affine
(linéaire) entre les deux triangles, c'est-a-dire
une transformation dont la formulation est
la suivante :

X'=ax+by+c

y'=dx+ey+f

ou (x, y) est la position initiale des pixels
dans le triangle rouge et (x',y') la position
finale des pixels dans le triangle bleu. Afin de
déterminer les parametres g, b, ¢, d, e et fde
cette transformation, il suffit de miser sur le
déplacement connu des 3 sommets de ces
deux triangles afin d'obtenir un petit systéme
d'équations en remplacant dans la transfor-
mation affine précédente les valeurs (x, y) et
(x',y') connues des sommets.

Ainsi, la transformation de A(1, 1) vers A3,
3) nous donne :

axX1+bxX1+c=3
dx1+ex1+f=3

Celle de B(1,5) vers B'(4, 8) :
aX1+bx5+c=4
dx1+ex5+f =8

Et celle de ((4, 1) vers C(8, 4) :
ax4+bx1+c=8
dX4+ex1+f =4

Ce systéme linéaire de 6 équations a
6 inconnues est en fait constitué de deux
petits systemes indépendants de 3 équations
a 3 inconnues (a, b, ¢, d'une part; et d, e, f,
d'autre part). Il se résout aisément pour donner :

5 1 13
a=—,b=—,c=—,
3 4 12
g=l ezS iV
3 4 12

On peut maintenant répondre a la question :
que devient le point (2,2) du triangle rouge ?
En substituant dans la transformation
affine la valeur des parameétres et la position
(x,y) = (2, 2) on obtient

x'=§x+ly+Ez4,92,
3 4 12
1
x’=—X+Ey+zz4,58.
3 4 12

Cest ce principe qui permet d'interpoler
le déplacement de tous les pixels a l'inté-
rieur de chaque triangle couvrant la zone de
chevauchement de la tapisserie et de pouvoir
les recaler (aligner). Notons que les coordon-
nées finales (x',y')= (4,92; 4,58) ne sont pas
des entiers ; il faudra donc recourir a une
autre forme d'interpolation pour distribuer
la couleur du pixel (2,2) sur les pixels voisins
de coordonnées entieres dans l'image finale.
Au besoin il restera aussi a faire un ajuste-
ment de l'intensité de certains pixels pour
tenir compte de changements d'illumination
entre la prise de deux photos en utilisant par
exemple les changements observés au niveau
des points caractéristiques et en interpolant
ces valeurs a l'intérieur de chaque triangle.

L'imagerie numérique | Jean Meunier ¢ Université de Montréal
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Jimmy Dillies
Georgia Southern
University

cadran horaire.

13=12+1
Treize heures et une

heure sont indiquées de
la méme facon sur un

| [ ES EN{iERS

... ces fonctions qui s’ignorent

Un océan semble parfois séparer les cours d'arithmétique et d'analyse.
Avec un zeste d'imagination, on peut néanmoins emprunter des passerelles
magiques qui joignent les deux rivages. Nous découvrirons ici comment
donner aux entiers le cachet de « fonction » et ainsi soudain s‘arroger

de nouveaux outils autrement hors de portée.

Nous nous pencherons en particulier sur la
technique d'interpolation de Lagrange que
nous utiliserons pour résoudre le trés ancien
et 6 combien important théoréme des restes
chinois.

Congruences

Le jeu des congruences, c'est celui des
horloges. Une heure, treize heures, ...
toutes les douze heures le cadran
horaire retrouve le méme aspect.

Ainsi, 2 heures et 14 heures sont
indiquéesau mémeendroit. Travailler
avec des congruences modulo n, c'est
travailler avec un cadran affichant n
heures. Ainsi, dans le cas de I'hor-
loge, 2, 14, 26, ... sont indissociables
modulo 12.

De la méme maniere que 1, 8, 15, ... seraient
indissociables modulo 7, c'est-a-dire si nos
cadrans horaires étaient divisés en 7
heures. On dit que les nombres 1, 8 et 15
sont congruents
modulo 7, ce qui
séerit 11 = 8
(mod 7) et se lit :
1 est congru a 8
modulo 7. Nous
retiendrons que
ce qui caractérise
deux nombres congruents modulo n, c'est le
reste de la division par n qui est identique
pour ces deux nombres. Ainsi, 8 et 15
admettent tous deux un reste de 1 suite a une

0=7=14=21

3=10=17

division par 7. Les nombres 8 et 15 tombent
donc dans la méme classe de congruence.

dividendes

N

1 = 8 = 15 (mod 7)

reste diviseur

Nous nommons cette classe de congruence
classe de 8 modulo 7, 8 (mod 7), ou de ma-
niére équivalente 15 (mod 7). Cela n'est pas
important. C'est comme lorsqu'on identi-
fie une équipe de basket : parler de I'équipe
de James LeBron, ou parler de I'équipe de
Dwyane Wade revient au méme. Dans les
deux cas, il s'agit de Miami Heat, peu importe
le nom du joueur choisi.

Pour les congruences c'est identique. Ecrire 3
(mod 12) ou bien 15 (mod 12) c'est simple-
ment parler de la méme classe en se référant
a des équipiers différents.

Combien existe-t-il de classes de congruence
modulo 3 7 Il en existe trois. En effet, un
nombre divisé par trois aura toujours un
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reste qui sera égal 4 0 (c'est le cas lorsque I'on
a un multiple de 3), a 1 ou a 2. Tout nombre
est donc congruent a I'un de ces trois entiers
et ceux-ci ne sont pas congruents entre eux.
Pour utiliser I'analogie précédente, il y a trois
€quipes modulo 3.

Le probléeme du reste chinois

Combien sommes-nous ?

Voyageons maintenant dans l'espace et le
temps pour nous retrouver dans I'empire du
milieu au troisiéme siécle de notre ére.

Dans son opus mathématique, le mathéma-
ticien chinois Sun Zi (ou Sun Tzu) pose le
probléme suivant :

Combien I'armée de Han Xing
comporte-t-elle de soldats s,
rangés en 2 colonnes, il reste
1 soldat, rangés en 3 colonnes,
il reste 1 soldat et, rangés en
5 colonnes il reste 3 soldats ?

S'il n'est pas certain qu'un général arrive a
une réponse sans demander a ce que ses
troupes soient comptées, Sun Tzu, lui, nous
donne la réponse. Malheureusement, il reste
évasif quant a la facon utilisée pour vy arriver
et nous allons donc tenter de trouver nous-
mémes une réponse a ce probléme.

En utilisant le langage du paragraphe
précédent, nous voyons que le probléme est
de trouver, étant donné une suite de classes
de congruence, un entier qui tombe dans
chacune d'entre elles.

Reprenons notre exemple : peut-on trouver
un entier p qui soit a la fois congru a
1 modulo 2 (c'est-a-dire un entier impair), a
1 modulo 3 et a 3 modulo 5?7

En bref, on cherche

p=1 (mod2)
pe Ztelquey p=1 (mod3)
p=3 (mod5)

Si dans ce cas on peut trouver une solution
par tatonnements (ou plus précisément par
un crible, voir la figure ci-dessous), il serait
intéressant de trouver une méthode plus
générale.

Congrus a 1 modulo 2
12 3 45 6 7 8 9 10 1 121314 15 16..

Congrus a 1 modulo 3

1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12|13|14 15 16 ..
Congrus a 3 modulo 5

12 3 456 7 8 9 10 1 12|13(14 15 16..

Le plus petit nombre respectant
ces trois conditions est 13.

Interpolation de Lagrange

Au lieu d'attaquer directement le probléme
précédent, nous allons faire un détour par
I'analyse et, plus particulierement, par le
monde des polynémes.

Imaginez que je vous donne N points du plan
et que je vous demande de trouver un poly-
nome dont le graphe traverse ces points. En
pratique, je vous donne donc N paires réelles
(X;, ) o Iy ¥)) - les x; étant distincts - et
je demande un polynéme f tel que f(x) =y,
pour chaque .

Prenons cet exemple, qui comme nous le

verrons est associé au probléme des soldats
chinois.

Soit les points A(2, 1), B(3, 1)
et C(5, 3), peut-on trouver un
polynéme dont le graphe passe
par ces trois points ?

Une facon tout a fait valable, mais bien fasti-
dieuse, serait de prendre pour fun polynéme
général de degré suffisamment grand (dans
notre cas le degré 2 suffirait) et de résoudre
le systéme de N équations {f(x) = y.}, ou les
coefficients de fsont les inconnues. e e S A

la méthode d'interpolation de ./
Lagrange est plus subtile, elle |
s'attaque au probléme morceau par
morceau (Divide et impera aurait dit j:l'__ -

Machiavel). o

Joseph-Louis Lagrange
1736-1813

Accromoth ol 9 « ét¢ - autormne 2014
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Cherchons un polyndme /oc,(x) - car on
cherche, en quelque sorte, une solution
locale comprenant le point A(2, 1) - qui

a) prend la valeur 1en x= 2 et

b) s'annule en 3 et 5.

On se convainc aisément que

/ocz[x) =1. W
(2-3)(2-5)

fait I'affaire. En effet, le numérateur garantit
que la fonction est nulle en 3 et 5 et les
autres termes forcent la valeur 1 en x = 2.
De la méme maniere, I'on peut trouver des
polyndmes

_, x=2)(x-5)
locy(x) =1 =269
_ o (x=2)(x-3)
locs(x) =3 —(5_2)[5_3]

qui se focalisent respectivement sur 3 et 5.

Recollons tout cela

Comme les solutions locales sont nulles en
dehors de l'entier auquel on s'intéresse, on
peut les recoller sans danger. Le polynéme

plx) = loc,(x) + locy(x) + locy(x)
prendra les valeurs voulues en 2, 3 et 5.

(5;3)

loc,(x)

Les polyndmes /002'3,5()() et p(x)

Voila, une paire de ciseaux et un peu de colle
et I'on a résolu ce probléme.

Avant de poursuivre, donnons un petit apercu
de la structure du chemin parcouru. Nous
avons d'abord vu la notion de congruence.
Puis, nous avons posé le probléme de Sun
Tzu qui se formule naturellement en termes
de congruence. Finalement, nous avons fait
un détour par le monde de l'analyse, plus
specifiqguement par le monde des polynémes
de Lagrange ou comment faire passer un
polynéme par un ensemble de points.

Passerelle

Mais quel estdonc le lien, me direz-vous, entre
I'interpolation de points par des polyndmes
et le probléme original des congruences?

Revenons au systéme des congruences et
introduisons une nouvelle notation. Notons la
classe de congruence d'un entier p modulo n
par p(n).
p(n) <> p (mod n).

Cette notationingénueal'avantage d'étre une
astuce mnémotechnique pour se souvenir
des propriétés suivantes des congruences :

p(n) + q(n) = (p+ q)(n)
et p(n) - q(n) = (pg)(n).

Lon voit ici que d'une certaine maniere,
prendre un entier modulo n, c'est un peu
comme évaluer cet entier a n. On peut donc
en quelque sorte oublier que notre entier est
un entier, et jouer avec comme s'il s'agissait
d'une fonction. Ce n'est pas la une idée si
surprenante apres tout, car si l'on se souvient
un peu de l'arithmétique des polynémes,
évaluer un polynéme p en un point a, c'est
équivalent a trouver le reste de la division de
ce polynéme par (x - a) !



Les entiers ... ces fonctions qui s’ignorent | Jimmy Dillies ¢ Georgia Southern University

Par exemple, considérons p(x) = x* - 9.
Evalué en 1, I'on obtient p(1) = -8. On obtient
la méme réponse en cherchant le reste de la
division de p(x) par (x - 1):
X -9=(x-1)x+1)-8.

Ainsi, évaluer le polynébme en 1 revient a
trouver le reste de la division de ce méme
polynéme par (x - 1). On a une analogie
supplémentaire entre le polyndéme (x - n) et
I'entier n, ce sont les plus petites « fonctions »
non-triviales qui s'annulent en n.

Petit lexique
a I'usage du voyageur

Polynémes  Entiers

plx)e kix] peZ

X—a a
plb) p (mod b)
(b—a) a (mod b) = a(b)

Continuant notre analogie nous pouvons
réécrire notre probléme du reste chinois
comme : cherchez un entier p tel que

p(2) =1
p3) =1
et p(5) = 3.

La clef du mystere

Ce probléme nous est maintenant bien
connu. En effet, il s'agit exactement du
probléme de Lagrange mais dans un monde
ou les entiers jouent le role des poly-
ndmes. Ainsi (aidez-vous du petit lexique) la
premiere formule de la page précédente
devient dans ce nouveau monde

3-5 3-5

/OC2(X]=1M=1ﬁ:15

De maniére similaire, I'on obtient’

et Jocs(x)=3- =18

Aprés recollement, nous obtenons donc
comme solution

p=15+10+ 18 = 43.

Bien entendu, cette solution n'est pas unique,
mais c'est la tout le charme de notre passe-
relle : I'interpolation polynomiale admet elle
aussi plusieurs solutions. Ici, tout multiple
de 2-3-5=30 (positif ou négatif) ajouté a
p, 43, donnera une autre solution - dont 13
que nous avions trouvé précédemment par
inspection. Je laisse au lecteur le soin de
traduire cela dans le langage des polynémes.

Conclusion

Si- I'arithmétique semble étre une branche
a part entiere des mathématiques, elle se
trouve en fait fertilisée par de nombreuses
idées venues d'ailleurs. Le lien entre le
probleme du reste chinois et l'interpolation
de Llagrange, qui est de considérer des
entiers comme s'ils étaient des fonctions, n'est
que le sommet de l'iceberg et il y a sous les
profondeurs de nombreux résultats, connus,
ou pas encore, qui stimulent la recherche
mathématique et permettent aux chercheurs
de faire avancer leur connaissance des
entiers. En quelque sorte, ce que nous venons
de découvrir, c'est I'un des premiers outils de
la géométrie arithmétique, un vaste sujet qui
nous réserve encore bien des surprises.

1. Pour ces solutions locales, nous avons
utilisé au dénominateur2(3)- 5(3)=(-1) - (-1)
et 2(5)-3(5)=(2-3)(5)= 6(5)=1, c'est-a-dire
nous avons taché d'utiliser des entiers inver-
sibles modulo 2, 3 et 5. C’est une nécessité
car nous devons donner un sens a ce quo-
tient modulo ces trois entiers. Nous ne nous
y attarderons pas plus ici.
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Découvrez la clothoide, aussi appelée spirale de Cornu,
la courbe idéale pour éviter les dérapages...

Jean-Marie
De Koninck
Frédéric Gourdeau

Université Laval

Notre intuition
nous joue des tours

Si on vous demandait de concevoir un tracé
pour une voie ferrée reliant deux villes, il y a
fort a parier que vous choisiriez de faire un
tracé aussi droit que possible et, s'il devait
y avoir des tournants, ceux-ci seraient des
arcs de cercle, en évitant bien sir de tracer
des tournants trop serrés. Pour un tracé de
route, vous auriez sans doute une approche
semblable.

Un trajet difficile

Est-ce bien ainsi que sont dessinées les vraies
voies de chemin de fer et, en particulier,
est-ce que les tournants sont bien des arcs

de cercle? En réalité, un tel tracé poserait de
sérieux probléemes : un raccord droite-cercle
est certainement continu et semble pouvoir
se faire en douceur, mais ce n'est pas le cas.
Pour un objet se déplacant a vitesse constante
sur un tel tracé, le passage d'un trajet
rectiligne a un trajet suivant un arc de cercle
occasionne une accélération perpendiculaire
a la vitesse de déplacement, accélération
qui est d'autant plus grande que le rayon du
cercle est petit. Le probléeme est que cette
accélération est brusque : I'accélération n'est
pas graduelle, elle est instantanée.




Virer sans déparer | Jean-Marie De Koninck, Frédéric Gourdeau ¢ Université Laval

Accélération et courbure

Une courbe est plus ou moins prononcée :
mathématiquement, on dira que la cour-
bure est plus ou moins forte. Lla
courbure en un point d'une courbe est une
valeur numérique qui indique de maniere
précise si la courbe est prononcée en un
certain point (courbure élevée) ou pas
(courbure faible). Ainsi, la courbure en tout
point d'une droite est nulle, et la courbure
en tout point d'un cercle est définie comme
étant I'inverse de son rayon : plus le rayon est
petit, plus cette courbure est élevée. La droite
et le cercle sont donc de courbure constante.

Lorsqu'un objet passe d'un trajet en ligne
droite a un trajet le long d'un arc de cercle,
il subit instantanément une accélération
dont la norme est proportionnelle au rayon

Arc de
cercle

Tracé
rectiligne

‘ Distance

Courbure

Courbure (ou accélération orthogonale)
en fonction de la distance parcourue
pour un raccord droite-arc de cercle

du cercle. Cette accélération ne se fait donc
pas graduellement. Si un train suit une telle
trajectoire, les passagers subiront un choc
d'autant plus important que la vitesse du
train est grande : dans un TGV, ce serait le
vol plané des tasses de café!

Un ami m'a déja dit
de bien tenir mon café
quand le train tourne...

~——
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La clothoide a la rescousse

Pour permettre une transition en douceur
entre un tracé rectiligne et un tournant,
il faut une courbe dont la courbure
(et donc, l'accélération) augmente
linéairement avec la distance parcourue :
on peut ainsi passer d'une courbure
nulle a la courbure souhaitée, et le trajet
peut alors se poursuivre le long d'un arc
de cercle. Et pour sortir du virage, on
suivrale méme typede courbe,danslesens
inverse. C'est précisément cela que
permet la clothoide.

Arc de
cercle

Tracé Clothoide
rectiligne

| Distance

Courbure

Courbure (ou accélération orthogonale)
en fonction de la distance parcourue
pour un raccord droite-clothoide-arc de cercle

Qu'est-ce donc que la clothoide? C'est
la trajectoire qui, parcourue a vitesse
constante, est telle que sa courbure
varie linéairement. C'est donc la trajec-
toire pour laquelle la force centrifuge
ressentie par I'automobiliste qui conduit
a vitesse constante le long de cette
courbe varie continiment.

On voit que la clothoide est en fait
une spirale : on la nomme aussi spirale
de Cornu, spirale d'Euler et spirale de
Fresnel. Elle est utilisée par les ingénieurs
qui concoivent les tracés de voies ferrées
et ceux de sorties d'autoroute, car ils en
connaissent bien les propriétés. D'ailleurs,
VOuUS pourrez remarquer qu'en négociant
le virage d'une sortie d'autoroute, vous
tournez progressivement le volant pour
ensuite le dérouler progressivement, ce
qui vous assure une meilleure maftrise du
véhicule.

Accélération
instantanée

Courbure (ou accélération orthogonale)
en fonction de la distance parcourue
pour un virage a 90°, selon un arc de cercle
et selon deux segments de clothoide.




Virer sans déparer | Jean-Marie De Koninck, Frédéric Gourdeau ¢ Université Laval

Une courbe
aux multiples facettes

L'usage de la clothoide est tres répandu :
on la retrouve dans la forme des sabots
montés sur les pyldénes qui supportent les
fils de téléphérique, de méme que dans la
conception géométrique des montagnes
russes de la plupart des maneges'.

En graphisme, on a bien documenté
I'utilisation de la clothoide pour la création
de caracteres d'imprimerie et de leurs

1. Pour des explications additionnelles, voir
« La courbe antisecousse », Jean-Michel
Courty et Edouard Kierlik, Pour la Science
no. 425, mars 2013.

déformations continues. Plus récemment?,
la généralisation en 3D de la clothoide
a été proposée pour la modélisation de
divers filaments élastiques et de leurs
déformations dans des environnements
virtuels : boucles de cheveux et rubans
courbés sont ainsi modélisés de maniére
plus souple et plus réelle, et leur compor-
tement lors de mouvement ou de défor-

mation colle davantage a la réalité.

2. « Super space clothoids », Romain Casati et
Florence Bertails-Descoubes, ACM Transac-
tions on Graphics (TOG) - SIGGRAPH 2013
Conference Proceedings, Vol 32, no 4,
juillet 2013.
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arithmetique
malmenee
par la geometrie

mﬂubr/que des I

Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences
et Technologies de Lille

Les paradoxes suivants proviennent de la
géométrie du découpage.

Si vous regardez attentivement la figure 1,
vous devrez admettre qu'elle est étrange.

a) Un triangle est découpé en quatre
morceaux ;

b) Les morceaux sont placés d'une nouvelle
facon dans le triangle initial ;

c) Surprise! Il manque maintenant un carré
pour en occuper totalement la surface.

1 [T

Ce type de paradoxe est parfois attribué¢ au
magicien prestidigitateur Paul Curry (on
parle de paradoxe de Curry) qui, en 1953, en
aurait proposé un. Des traces plus anciennes
ont cependant été trouvées de ce type de
découpage dont l'origine reste mal connue.

La figure ci-contre
est une démons-
tration par dépla-
cements géome-
triques que 8 x 8
(I'aire du carré) est
égal a 5x 13 (l'aire
du rectangle).
Pourtant 8 x 8 = 64
et 5 x 13 = 65. Aurait-on démontré que :
64 =657
La figure 3 montre de méme que
10x13=8x8+8x38,
c'est-a-dire que :
130 = 128.
La figure 4 (due au psychiatre L. Vosburgh)
montre que :
12x10/2=12x10/2-2=7x9 - 4.
C'est-a-dire que :
60 = 58 = 59.
Comment tout cela est-il possible ?




Solution du paradoxe précédent

La solution

Le professeur Martin affirme a ses éléves :

« (a) je ferai une interrogation la semaine prochaine et
(b) vous ne pourrez pas savoir quel jour elle se dérou-
lera; ce sera une surprise ». Jacques, le meilleur éleve
en mathématiques de la classe, raisonne alors ainsi :
« Nous avons cours avec Monsieur Martin le lundi, le
mardi, le mercredi, le jeudi, le vendredi et le samedi.
Puisqu'il nous dit que nous ne pourrons pas connaitre
le jour de l'interrogation, celle-ci ne se déroulera pas le
samedi, car samedi matin, sachant que l'interrogation
se fera dans la semaine (affirmation a), elle ne pourrait
avoir lieu que le samedi et donc nous saurions de ma-
niere certaine qu'elle va avoir lieu. Il est donc acquis
que l'interrogation n'aura pas lieu le samedi. Mais alors,
le vendredi, elle ne peut pas avoir lieu non plus car,
sachant qu'elle ne peut pas avoir lieu le samedi, quand
nous arriverons dans la classe le vendredi, nous saurons
qu'elle va avoir lieu. Il est donc acquis aussi que l'inter-
rogation n‘aura pas lieu le vendredi. » En poursuivant de
la méme maniére, Jacques en déduit que l'interrogation
ne peut avoir lieu ni le jeudi, ni le mercredi, ni le mar-
di, ni le lundi et donc qu'elle n'aura pas lieu. Pourtant,
le mercredi de la semaine suivante, Monsieur Martin
fait son interrogation a la grande surprise de Jacques.
Monsieur Martin n'a pas menti puisque (a) I'interroga-
tion s'est bien déroulée dans la semaine prévue comme
il I'avait affirmé, et que (b) Jacques a été surpris le jour
de l'interrogation.

Le raisonnement de Jacques semble parfaitement
rigoureux. Comment expliquer ce paradoxe ?

Pour comprendre le paradoxe il faut simplifier 'histoire.
Imaginons que les éléves de Monsieur Martin n'ont
cours avec lui que le lundi et qu'il leur dise « (a) je ferai
une interrogation la semaine prochaine et (b) vous ne
pourrez pas savoir quel jour elle se déroulera ; ce sera
une surprise ». Jacques pourra alors raisonner ainsi :
« Le lundi matin, je saurai que l'interrogation
va avoir lieu aujourd'hui (car Monsieur
Martin nous dit qu'il fera une inter-

rogation cette semaine et que nous n'avons cours
avec lui que le lundi) et qu'elle n'aura pas lieu
aujourd'hui (car Monsieur Martin nous dit que nous
serons surpris de l'interrogation or si elle a lieu le
lundi nous ne serons pas surpris) ». Il y a contradiction
entre les conclusions qu'on tire des affirmations
de Monsieur Martin. Notons que, dans le cas d'une
semaine compléte, il y a aussi une telle contradiction :
on déduit que l'interrogation aura lieu dans la semaine
- Monsieur Martin I'affirme - et qu'elle n'aura pas lieu
dans la semaine - raisonnement de Jacques. Donc ce
que dit Monsieur Martin est contradictoire : il affirme
une chose et son contraire a la fois. Dans le cas de la
semaine compléte de cours, cette contradiction est
masquée, mais il y a bien une contradiction dans
les affirmations de Monsieur Martin. Que peut-on
déduire des propos de quelqu'un qui se contredit
lui-méme ? Tout et n'importe quoi. Il n'y a pas de paradoxe,
seulement un drole de professeur qui tient des
proposincohérents - contradictoires - auquel on ne peut
donc pas se fier. Il n'a aucune raison d'étre fier de nous
surprendre puisque quiconque se contredit surprend
forcément ceux qui croient a la vérité de ses propos.

W | Accronuth o9« et - automne 2014
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Cristaux
(niveau secondaire)

1. Montrer que la composition d'une rotation
d'ordre 2 avec une translation de vecteur
v est encore une rotation d'ordre 2, dont
le centre est situé a la distance V/2 du
premier centre.

2. Montrer que la composition de deux
symétries par rapport a deux droites faisant
un angle B est une rotation d'angle 26.

(niveau cégep)

1. Montrer que la composition d'une rotation
d'angle © avec une translation est encore
unerotationd'angle@autourd'unnouveau
centre.

2. Montrer que la composition d'une rotation
d'angle 6 centrée en un point O avec une
rotation d'angle ' centrée en un point O
est une rotation d'angle 6 + 0' centrée en
un nouveau centre 0’

Suggestion : Pour ces deux numéros, utiliser
les nombres complexes. Une rotation d'angle
0 sécrit z> €z et une translation
Z+> z+v, ol vest le nombre complexe
représentant le vecteur v. Le centre de
rotation de la composition est le point fixe
de la transformation.

3. Réseaux de Bravais
a) La liste des réseaux de Bravais en

dimension 3 ne semble pas contenir
de réseau dont une maille élémentaire
est un prisme vertical sur une base
horizontale en forme de losange quel-
conque:a=b#co=p=90"#Y.
Pourtant, il y en a un. Pouvez-vous
trouver lequel ?

b) Méme question pour un prisme oblique
sur une base en forme de losange :
a=b#c

¢) Pouvez-vous trouver lequel des
réseaux de Bravais 3D correspond a
a=bzco=B=#y?

Jeux de lumieére
et d'interférence

1. Soient v, et v, deux vecteurs de longueur

a, et a, faisant des angles ¢, et ¢, avec
I'norizontale.
a) VRAI ou FAUX : la somme

a, cos 0, + a, cos ¢,

est la longueur de la projection sur
I'norizontale de la grande diagonale
du parallélogramme sous-tendu par les
deux vecteurs.

b) VRAI ou FAUX: l'angle entre cette
diagonale et I'horizontale est (¢, - ¢, )/2.

2. Un projet de laboratoire : sachant que

la longueur d'onde du rouge est environ
700 nm = 7 x 1077 m, déterminer I'ordre
de grandeur de la distance entre les sillons
d'un disque compact (CD).

Suggestion : Déposer un disque compact sur

une table bien éclairée pour que la face
gravée soit visible. Tenir un carton (ou une
feuille) perpendiculairement a la table et
déplacer I'ceil le long de la tranche du
carton pour déterminer deux positions
consécutives ou la lumiere percue est
rouge. Puis... penser !

i
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Applications des mathématiques
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