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Mot du ministre Duchesne

Les sciences mathématiques sont des piliers de 
la société moderne. Des satellites aux téléphones 
intelligents, en passant par la finance et la recherche  
en santé, les sciences mathématiques sont mises 
à contribution dans les multiples facettes de nos 
vies. En fait, les mathématiques sont le dénomi-
nateur commun de la plupart des sciences. 
L’approfondissement de nos connaissances en ce 
domaine profite donc à une foule de disciplines 
scientifiques et permet de stimuler la recherche 
et l’innovation. Or, il est primordial pour le Québec 
d’innover dans toutes les sphères de l’enseignement 
supérieur. 

Développer l’esprit critique, la pensée logique, avoir le sens de la rigueur, voilà 
les exigences intellectuelles qui sont primordiales dans le domaine du savoir 
qui est le vôtre et dans lequel vous vous êtes lancés avec tant d’enthousiasme.

Il y a quelques mois, je dévoilais la Politique nationale de la recherche et de 
l’innovation et j’annonçais un investissement sans précédent de 3,7 milliards 
de dollars sur cinq ans. Cette politique a notamment pour objectif de soutenir  
l’essor des carrières scientifiques afin de faire progresser le Québec dans la 
société du savoir et de l’innovation. Mon gouvernement reconnait l’importance 
de la relève scientifique.

Les connaissances en sciences, technologie, génie et mathématiques (STEGMA) 
constituent les fondements sur lesquels s’appuie la culture scientifique et, dans 
une perspective plus large, la propension à innover. Essentielles à tous ceux et 
celles qui désirent poursuivre des études en sciences, elles sont utiles à tous 
pour apprivoiser un monde où la technologie occupe une place déterminante. 
C’est pourquoi, pour donner suite aux recommandations du Conseil supérieur  
de l’éducation, des initiatives seront mises en œuvre afin d’assurer une relève 
adéquatement formée et hautement performante dans les disciplines qui  
contribuent directement au développement économique de notre société.

Au nom de mon gouvernement, je vous souhaite des défis à la hauteur de 
votre curiosité et de vos passions, et je vous invite à façonner, à notre image, 
le Québec du savoir.

Pierre Duchesne

Ministre de l’Enseignement supérieur,  
de la Recherche, de la Science et de la Technologie



 Éditorial

Nous saluons l’arrivée dans l’équipe de Pietro-Luciano Buono de l’University 
of Ontario, Institute of Technology. Dans le numéro précédent d’Accromath,  
il a signé l’article Comment mettre un pied devant l’autre ? Élémen-
taire... c’est symétrique !  

Deux de nos collaborateurs, André Deschênes et Marc Laforest doivent nous 
quitter. Je me joins aux membres du comité éditorial pour les remercier de 
leur contribution enthousiaste à la rédaction et à la réputation de la revue. 

Dans ce numéro, nous avons pensé vous parler de probabilités dans des  
contextes où, à prime abord, on ne s’attend pas à en rencontrer. En vous  
promenant au hasard d’un site à l’autre avec Yvan Saint-Aubin dans l’article 
Pourquoi utilisez-vous Google ?, vous allez découvrir le secret du succès 
de ce moteur de recherche si performant. Ainsi, pourquoi, lorsqu’on fait une 
recherche avec Google, les premiers sites qui apparaissent sont-ils les plus  
pertinents ? Avec une toile comportant cinq sites qu’un promeneur impartial 
visite en choisissant au hasard parmi les liens partant de chacun de ces sites, 
l’auteur nous en dévoile la raison.

Votre café passe trop vite dans le filtre? Vous le moulez un peu plus fin et 
il ne passe plus… L’article Passera, passera pas ? décrit un modèle mathé-
matique de percolation. 

Comment la biodiversité s’installe-t-elle sur une île? Le hasard y est pour 
beaucoup, et pourtant un modèle déterministe décrit bien le phénomène: de 
nouvelles espèces apparaissent et disparaissent mais le nombre d’espèces se 
stabilise. Ces questions sont traitées par Kévin Cazelles dans La biodiversité 
en territoires isolés.

La collision d’Andromède et de la Voie Lactée, prévue dans environ quatre 
milliards d’années, fera-t-elle des victimes ? Les étoiles de ces galaxies étant 
étalées sur une grande surface, quelle est la probabilité qu’il y ait une collision  
frontale entre le Soleil et une étoile d’Andromède ? Dans Le combat  
des galaxies, Claude Bélisle et Jean-Marie De Koninck évaluent cette  
probabilité. 

Dans l’article Jouer efficacement au Sudoku, Marc Laforest nous explique 
comment procéder pour résoudre une grille en évitant les tâtonnements.

Jean-Paul Delahaye nous propose le paradoxe de L’interrogation surprise. 
Une interrogation est annoncée pour la semaine suivante sans préciser quel jour.  
« Ce sera une surprise » dit le professeur. En y réfléchissant, Jacques en vient 
à la conclusion que, pour chacun des jours de la semaine, la probabilité qu’il 
y ait une interrogation est nulle. Il n’y aura donc pas d’interrogation. 

Bonne lecture!

André Ross
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Autour de l’année 1995, une bonne dizaine de moteurs de recherche 
s’offraient aux internautes. Mais le nombre de sites de la grande toile 

explosait et, de plus en plus, l’efficacité de ces moteurs diminuait.  
En 1998 Google lançait son moteur et, en quelques années,  

tous les internautes l’avaient adopté. Pourquoi ?

Les technologies ignorées
Un enfant découvre les objets qui l’entourent  
avec plaisir et curiosité. En vieillissant il utilise  
de nombreux outils, sans réaliser les prouesses  
technologiques que, souvent, ces objets  
représentent. Nos mères n’ont jamais eu 
à utiliser les planches à laver grâce aux  
machines à laver, la génération des trente ans 
a joui des disques compacts sans les égrati-
gnures des vinyles, les aventuriers modernes 
ont délaissé les cartes topographiques plas-
tifiées pour leur gps et ceux nés après 1990  
ne peuvent comprendre pourquoi certaines 
personnes ont encore des lignes télépho-
niques par câble à leur domicile.

Je dois donc ouvrir ce texte par une expli-
cation du « miracle » qu’est le moteur de  
recherche offert par Google. Les moteurs de re-
cherche sont un peu l’index d’une encyclopédie.  
La seule différence est que, contrairement aux 
divers articles d’une encyclopédie, les sites 
de la grande toile respectent peu de règles.  
Ces sites peuvent contenir du texte, une  
photo, un clip sonore, une vidéo ou même un  
mélange de ces divers éléments. Leur qualité 
n’est soumise à aucun contrôle : elle peut être  
excellente (visitez par exemple le site officiel  
du Prix Nobel) ou nulle ! Leur rythme de  
progression a été exponentiel jusqu’à récem-
ment et il semble inutile d’obtenir un consensus  
au sein de la communauté des internautes 
sur ce qui est important. Les premiers  

Yvan Saint-Aubin 
Université de Montréal

moteurs de recherche fonc-
tionnaient comme l’index 
d’une bonne encyclopédie, 
ignorant les caractéristiques 
propres à la grande toile. Suite à une requête 
sur le nom propre « Gauss », ces moteurs vous  
présentaient pêle-mêle des centaines de 
pages : la Plomberie Gauss, le régime amai-
grissant du Dr Gauss, le centre commercial 
Gauss Plaza, etc. Bien audacieux était l’inter-
naute qui prétendait y trouver une biographie  
du mathématicien Carl Friedrich Gauss ! 
(Faites une recherche maintenant avec le mot 
« gauss » !) Avec la croissance de la grande 
toile, ces moteurs traditionnels devenaient 
de plus en plus inutiles. De nouveaux outils  
étaient nécessaires et les pionniers de la na-
vigation internet se mirent à la recherche 
d’une « boussole » pour la grande toile.

Cette « boussole » apparaît sous forme d’un 
algorithme simple, non pas pour limiter le 
nombre de sites présentés suite à une requête,  
mais bien pour les ordonner en mettant en 
premier les pages plus utiles. Mais comment 
trouver les pages « utiles » si la communauté 
ne peut en venir à un consensus sur la qualité 
des sites ? C’est que l’algorithme dû à L. Page, 
S. Brin, R. Motwani et T. Winograd sonde la 
communauté... d’une façon détournée ! (Les 
deux premiers auteurs quitteront l’Université 
Stanford, où ils avaient entrepris un doctorat,  
pour fonder la compagnie Google.)

Pourquoi utilisez-vous



3

Vo
l. 

9 
• 

hi
ve

r 
– 

pr
in

te
m

ps
 2

01
4

Pourquoi utilisez-vous Google?  |  Yvan Saint-Aubin  •  Université de Montréal

Le promeneur  
impartial
Pour décrire l’algorithme  
original du moteur de recherche  
de Google, j’utiliserai une  
métaphore, celle du promeneur 
impartial. Pour comprendre 
sa promenade une toute  
petite toile est bien suffisante, 
par exemple celle ci-contre 
qui ne contient que 5 sites  
étiquetés a, b, c, d et e. 
On peut s’amuser à imaginer que a est le site 
officiel des Jeux Olympiques, b celui des Jeux 
d’hiver 2014 de Sochi, c celui de l’agence  
antidopage, d l’office de tourisme russe et 
e un grand périodique. Cette dernière page  
désire informer ses lecteurs; elle contient des 
liens vers le site des jeux de Sochi, mais aussi  
vers les pages b, c et d ; ces liens sont indiqués  
par les flèches partant de e, comme e → a, 
e → b, etc. Le site b des Jeux Olympiques 
est plus sobre et ne contient qu’un lien vers 
le site de Sochi (a) indiqué par la flèche  
b → a. Bref, sur cette microtoile, les lettres 
représentent les sites et une flèche entre 
elles, de la forme i → j, indique que le site i 
contient un lien amenant au site j.
Un promeneur est posé en une page de la 
toile et se voit donner la directive de changer 
de site à chaque minute, tout en préservant 
son « impartialité ». Cette dernière consigne 
le force donc à choisir équitablement entre 

les liens qui s’offrent à lui. S’il est en c, il ne 
peut qu’emprunter le lien menant à b et c’est 
donc en b qu’il se retrouvera au pas suivant. 
Si cependant son pas le plus récent l’a mené à 
la page e, quatre pages s’offrent maintenant  
à lui et il devra donc choisir « impartialement »,  
par exemple par tirage au sort. Il se retrouvera  
donc au pas suivant en a, b, c ou d, avec  
probabilité 1/4 pour chacune de ces desti-
nations. À cause de ces choix qu’il doit faire,  
le chemin suivi par le promeneur impartial 
n’est plus déterministe. Il est quand même 
possible de décrire sa trajectoire, mais de  
façon probabiliste.

Supposons qu’au départ, c’est-à-dire au pas 0,  
le promeneur est à la page d. Nous dirons 
(de façon un peu pédante) qu’il est en d avec 
probabilité 1. Si pi

t dénote la probabilité de 
trouver le promeneur au site i (un des a, b, 
c, d, e) à son pas t, cette position initiale se  

résume donc aux égalités :

pd
0 = 1 et pa

0 = pb
0 = pc

0 = pe
0 = 0.

Trois liens s’offrent à lui pour 
son prochain pas, des liens qui le 
mènent vers les pages a, c et e.  
Puisqu’il est impartial, il choisira  
équitablement entre les trois et 
la probabilité de le trouver en 
un de ces trois sites est :

pa
1 = pc

1 = pe
1 = 1/3 et pb

1 = pd
1 = 0.

Nous avons ajouté les probabi-
lités de le trouver en b ou d, probabilités qui 
sont nulles, puisqu’aucun chemin ne mène 
de d à b ou à d.

Le calcul des probabilités au second pas est 
un peu plus compliqué. Étudions d’abord 
les promenades qui se terminent en a. Le  
promeneur est avec probabilité non nulle en 
a, c ou e, après le premier pas. De ces trois 
sites il ne peut atteindre a qu’en provenance 
de e. Or, de e, le promeneur choisira parmi  
quatre sites, chacun avec probabilité 1/4 
par impartialité, et le chemin allant de d au 
pas 0, à e au pas 1, et à a au pas 2 a donc  
probabilité

pa
2 = 1/3 . 1/4 = 1/12.

Il vaut la peine de répéter l’exercice pour les 
promenades qui se terminent en b. À nouveau,  
au pas 1, le promeneur peut être en a, c ou e. Il  
peut atteindre le site b à partir de ces trois sites. 

Pourquoi utilisez-vous

d

a

b

e c

d

a

b

e c

Probabilités
à l’étape 1

Probabilités
à l’étape 0

d
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e c
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0 =1
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0 = pb

0 = pc
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0 = 0

Probabilité d’être 
en a à l’étape 2
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e c
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Par conséquent, trois trajectoires contribuent 
maintenant : 

d → a → b (probabilité = 1/3 . 1/2),

d → c → b (probabilité = 1/3 . 1) et

d → e → b (probabilité = 1/3 . 1/4).

La probabilité de le trouver en b au pas 2 est 
donc

pb
2 = 1/6 + 1/3 + 1/12 = 7/12.

Les autres probabilités pour le second pas 
sont calculées similairement :

pa
2 = 1/12, pb

2 = 7/12, pc
2 = 1/12,

pd
2 = 1/4, pe

2 = 0.

Cette méthode peut être répétée pour obtenir  
les probabilités au troisième pas :

pa
3 = 2/3, pb

3 = 1/8, pc
3 = 1/12,

pd
3 = 1/24, pe

3 = 1/24

ou à un pas ultérieur. Mais cet exercice perd 
son attrait rapidement. Remarquons quand 
même que la somme des cinq probabilités au 
pas 1 (ou au pas 2 ou 3) est égale à 1, comme il 
se doit : le promeneur est sûrement en un des 
cinq sites ! (Ceux qui connaissent le produit  
matriciel voudront lire l’encadré qui explique 
une façon simple de calculer les probabilités 
à un pas t quelconque.)

Des questions probabilistes
Plutôt que de calculer les probabilités pour les 
pas ultérieurs, essayons plutôt de répondre  
à quelques questions de nature probabiliste.

•	 Que deviennent les probabilités pa
t, pb

t, pc
t, 

pd
t, pe

t après plusieurs pas ? Par exemple, 
est-ce que pa

t devient à peu près constant 
lorsque t est très grand, c’est-à-dire  
est-ce que pa

100 et pa
1 000 sont à peu près 

les mêmes nombres ?

•	 Est-ce que ces cinq probabilités changent 
beaucoup si le promeneur démarre son 
périple à partir d’un autre site, par exemple 
le site c plutôt que d ?

•	 Où est-il le plus probable de trouver le pro-
meneur en t = 1 000 et en t = 1 000 000 ?

Même si cette dernière question semble ardue,  
il est possible de tenter une réponse. Avant de 
vous laisser deviner, voici quelques observa-
tions. Remarquez d’abord que les sites a et c 
reçoivent, tous les deux, des flèches des sites 
d et e. Cependant, alors que c ne reçoit que ces 
deux flèches, le site a en reçoit également une 
de b. Il est raisonnable de prédire que pa

t > pc
t  

pour de grands t. Une autre observation est 
que, si le promeneur est en c au pas t, il sera 
en b au pas suivant. Puisque b reçoit des  
visites d’autres sites, il est également raison-
nable de prédire que pb

t > pc
t pour de grands t.  

Pouvez-vous deviner en quel site le promeneur  
sera avec la plus grande probabilité après de 
nombreux pas, en admettant qu’un tel site 
existe ? (Le prochain paragraphe révèle la  
réponse. Arrêtez-vous donc quelques minutes  
pour y réfléchir...)

DossierProbabilités

Probabilité d’être en b après l’étape 2
trois trajets possibles
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Pourquoi utilisez-vous Google?  |  Yvan Saint-Aubin  •  Université de Montréal

Des réponses probabilistes
Les probabilités de trouver le promeneur en 
un des cinq sites se stabilisent rapidement. 
Après cent pas, ces probabilités sont, à quatre 
chiffres après la virgule décimale:

pa
100 = 0,3666,  pb

100 = 0,2834, 

pc
100 = 0,0833,  pd

100 = 0,2000 

et pe
100 = 0,0666.

En fait, il est possible de montrer que, quel 
que soit le site de départ de la promenade, 
ces probabilités tendront après de nombreux 
pas vers les cinq nombres

πa = 11/30,   πb = 17/60,   πc = 1/12,

πd = 1/5   et   πe = 1/15

et que l’endroit le plus probable où trouver le 
promeneur sera donc le site a, suivi de près 
par le site b. Ces probabilités « ultimes » sont 
appelées les probabilités asymptotiques. Ces 
probabilités ont une belle propriété. Si on 
les utilise comme probabilité initiale ou au 
pas t, les probabilités au pas suivant et tout 
pas ultérieur seront identiques : si pa

0 = πa , 
alors pa

t = πa pour tous les pas t suivants, et 
des égalités similaires valent pour les autres 
sites. Cette propriété remarquable permet de 
déterminer ces probabilités asymptotiques.

L’idée cruciale (et lumineuse) des concepteurs  
est que le comportement asymptotique 
du promeneur indique une préférence des  
internautes. Par exemple le fait que le site 
a soit visité plus souvent ou avec une plus 
grande probabilité que le site c est révélateur :  
cela signifie que la majorité des gens qui ont 
construit les sites de cette microtoile ont 
jugé plus important d’ajouter un lien vers a 
que, disons, vers c. Ainsi, il y a un consensus  
entre internautes pour dire que, parmi les 
sites ayant trait aux Jeux Olympiques de 
Sochi, le site a est plus important que le site c.  
Si vous lanciez une requête sur les mots 
« jeux sochi », alors le microGoogle vous  
présenterait les cinq pages dans l’ordre dé-
croissant de leur probabilité : 

πa > πb > πd > πc > πe 

et les pages apparaîtraient donc dans l’ordre :
a, b, d, c, e 

puisque la communauté a « voté » pour cet 
ordre d’importance. C’est de cette façon que 
Google ordonne, avant de vous les présen-
ter, les pages trouvées suite à votre requête.  
Morale de cette histoire : créer un lien vers 
un site, c’est voter pour ce site !

De la microtoile à 5 sites 
à la grande toile
Que reste-t-il de ces observations si la petite  
toile du promeneur est remplacée par la grande 
toile avec ses quelque 1013 sites entrelacée  
par les nombreuses flèches qui les lient ? 
Sous des hypothèses assez générales sur les 
flèches (les liens entre les sites), l’existence  
de probabilités asymptotiques caractérisant  
la trajectoire après de nombreux pas est  
assurée. L’indépendance du point initial du 
promeneur et l’unicité du comportement  
asymptotique sont plus délicates. (Voir  
l’encadré Le théorème de Frobenius.)

Mais en pratique...
Rappelez-vous que la métaphore du prome-
neur impartial décrit l’algorithme original du 
moteur de recherche de Google. Plusieurs 
changements y ont été apportés. Cependant, 
même pour l’algorithme original, les ingé-
nieurs de Google ont dû partager le travail 
entre plusieurs parcs d’ordinateurs.

Un premier parc d’ordinateurs se consacre à 
explorer la grande toile, comme le promeneur  
impartial, enregistrant à chaque pas, le contenu  
du site visité (les mots qui s’y trouvent) et 
vers quels autres sites il pointe. Ce premier 
parc construit donc le graphe comme celui 
de la microtoile où les sommets sont les sites 
et les liens les flèches qui les joignent.

Le 25 juillet 2008, Google annonça que leur 
moteur de recherche avait maintenant indexé  
1012 sites distincts ! Depuis je ne me préoccupe  
plus des nouveaux records atteints. Ce qui 
est sûr, c’est que le calcul du comportement 
asymptotique du promeneur, ces nombres πi 
qui seront utilisés pour ordonner les sites de 
votre requête, représente un des plus gros 
problèmes d’algèbre matricielle présentement  
résolus sur la planète. Un second parc  
d’ordinateurs est consacré à sa résolution et il  
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DossierProbabilités

l’accomplit mensuellement à partir des  
données obtenues par le premier parc d’ordi-
nateurs. Ajoutons cependant que des calculs 
complémentaires permettent maintenant 
d’indexer de nouvelles pages rapidement. Par 
exemple, l’annonce des Prix Nobel en octobre 
dernier a été faite d’abord par les blogues 
des grands périodiques. Ces blogues furent 
répertoriés en quelques minutes.

Finalement, un troisième parc d’ordinateurs 
attend nos requêtes, trouve les pages qui 
contiennent nos mots-clés et, surtout, les  
ordonne selon le rang décrit par les proba-
bilités πi calculées le mois précédent par le  
second parc d’ordinateurs.

Le fastidieux calcul des  
probabilités pi

t de trouver le 
promeneur au site i au pas t 
gagne à être formulé matri-
ciellement. La première étape 
consiste à capturer toute  
l’information de la petite toile 
à 5 sites dans une matrice 
T carrée 5×5. Les sites sont  
ordonnés alphabétiquement 
(a, b, c, d, e) et chacun cor-
respond dans cet ordre à une 
ligne et une colonne de la ma-
trice T. Chacune des colonnes  
est alors construite comme 
suit. La première colonne  
indique les destinations pos-
sibles du site a. Chaque site 
accessible à partir de a est in-
diqué dans la ligne corres-

pondante de la colonne a par 1/2. (Si trois 
flèches quittaient a, alors le chiffre utilisé  
serait 1/3, et ainsi de suite.) Les sites qui 
ne peuvent être atteints de a sont notés  
par un zéro. En répétant ce calcul pour 
chaque site (et donc chaque colonne),  
la matrice T ci-contre est obtenue. La 
seconde étape consiste simplement  
à regrouper les probabilités pi

t,  
i ∈ {a; b; c; d; e}, en un vecteur colonne pt 
à cinq composantes. Alors les probabilités 
au pas t + 1 sont liées à celles au pas t par 
le simple produit matriciel

pt+1 = T pt.

Cette équation est très simple. Pour com-
prendre comment cette élégante relation 
donne le même résultat que le calcul de 
probabilités de chacun des chemins fait 
dans le texte, il est utile de prendre un 
exemple. Calculons la probabilité pb

2 que 
le promeneur soit au site b au second pas. 
Seuls les sites a, c et e pointent vers le site 
b. Il faudra donc multiplier les probabilités  
pa

1, pc
1 et pe

1 par les probabilités que le  
promeneur quitte un de ces sites pour 
b. Ces probabilités pa

1, pc
1 et pe

1 sont  
contenues dans le vecteur colonne pt=1.  
La probabilité pb

2 vient du produit matriciel 
de la seconde ligne de T avec le vecteur pt=1 
qui donne précisément

Cette formulation est d’autant plus élégante  
qu’elle permet de caractériser le comportement  
asymptotique. Puisque le comportement 
asymptotique ne change pas d’un pas à 
l’autre, il faut que le vecteur π qui contient 
les probabilités πa, πb , ... satisfasse T π = π. 
C’est cette équation que résolvent mensuel- 
lement plusieurs ordinateurs à la compagnie  
Google. Évidemment, la matrice T qu’ils 
étudient est celle décrivant la grande toile. 
C’est donc une matrice carrée n×n avec un 
n > 10 000 000 000 000.

da b ec

d

a

b

e

cT =

0 1 0 1 3 1 4

1 2 0 1 0 1 4

0 0 0 1 3 1 4

1 2 0 0 0 1 4

0 0 0 1 3 0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎟

Départ

A
rrivée

d

a

b

e c

Les probabilités du promeneur impartial  
par le calcul matriciel
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Pourquoi utilisez-vous Google?  |  Yvan Saint-Aubin  •  Université de Montréal

Et Google aujourd’hui ?
L’algorithme original décrit par le promeneur 
impartial demeure utilisé (nous croyons), 
mais de nombreuses améliorations lui ont 
été apportées. Nous ne les connaissons pas,  
secret professionnel oblige, mais nous pouvons  
en constater les effets. L’une est l’indexation  
rapide de nouvelles pages dont il a été question  
ci-dessus. Une seconde est l’ordre des mots-
clés de la requête qui influence l’ordre de 
présentation des sites trouvés. Une troisième  
est l’utilisation de l’origine géographique 

de la requête qui, à nouveau, change 
l’ordre des sites trouvés. Ainsi le 8 octobre  
dernier, google.ca m’aiguillait vers les pério- 
diques canadiens pour découvrir les gagnants  
du Prix Nobel de physique, mais google.com.au  
orientaient ses utilisateurs vers des pério-
diques australiens.

Malgré toutes ces améliorations, les requêtes 
continuent à être traitées en moins d’une  
seconde... une prouesse technologique que 
nous oublions parfois lorsque nous explorons  
la grande toile à l’aide du moteur de  
recherche de Google.

L’existence d’un comportement asymp-
totique pour le promeneur impartial (et 
de son unicité) est régie par le théorème 
de Frobenius, un grand résultat issu de  
l’algèbre linéaire et de l’analyse. Pour  
expliquer l’algorithme du promeneur, j’ai 
choisi une toile qui possède un et un seul  
comportement asymptotique représentant  
bien les « votes » de la communauté  
internaute. Cependant les hypothèses du 
théorème de Frobenius ne sont pas néces-
sairement vérifiées pour la grande toile.

Plutôt que décrire les hypothèses techniques  
de ce théorème, voici deux petites toiles 
qui soulignent certaines des difficultés. 
La première toile est en fait composée de 
deux parties qui ne sont pas interconnectées. 

Si le promeneur démarre au site a de la 
toile à gauche, il ne visitera jamais ni d ni e.  
De plus, sa promenade demeure complè-
tement déterministe et ne s’approche pas 
d’un des « bons » comportements asympto- 
tiques qui est 

πa = πb = πc = 1/3   et   
πd = πe = 0 .

La seconde toile, en bas à droite, décrit une 
difficulté qui se présente sûrement dans la 
grande toile. À chaque fois que le prome-
neur visite le site d de cette toile, il a une 
chance sur quatre d’opter pour le site f. Tôt 
ou tard, c’est ce qu’il fera et alors il sera 
capturé sur le petit ilôt créé par les sites 
f et g. À partir de ce moment fatidique, sa 
promenade sera 

f → g → f → g → ...

et elle ignorera le reste de la 
toile. Clairement les probabi-
lités asymptotiques de cette 
promenade caractérisent mal  
l’importance relative des pages  
de cette toile.

Les ingénieurs de Google 
doivent trouver des méthodes  
pour contrer les difficultés  
que représentent ces petites  
toiles et pour obtenir des pro-
babilités πa, πb, ... représentant  
correctement nos « votes ». 
Une méthode efficace avait 
été proposée dans l’article  
présentant l’algorithme original.  
D’autres ont peut-être été 
ajoutées.

Le théorème de Frobenius

e
b

d

c a

Les sites e et d sont inaccessibles  
à partir de a. 

d

a

b

e c

f

g

En allant en f, le promeneur devient 
captif de l’ilôt formé  
par les sites f et g.
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Dans les sols sablonneux l’eau s’infiltre, alors qu’elle ne peut pénétrer 
dans un sol argileux. Il en est de même avec votre filtre à café : si 
votre café est moulu trop fin et que vous avez mis une trop grosse 

épaisseur de café, alors l’eau ne réussit plus à passer. Un modèle 
mathématique, la percolation, permet d’étudier ce phénomène. Et les 

applications sont multiples, y compris dans l’extraction du pétrole.

Pour expliquer les notions, nous allons nous 
limiter au problème plan mais nous pourrions  
généraliser la discussion qui suit au problème 
dans l’espace. 

Regardons une grille carrée  
20 × 20. Pour chaque case,  
nous décidons au hasard de la 
laisser ouverte (ou blanche) avec  
probabilité p, ou de la remplir  
avec probabilité 1 − p et ce,  
indépendamment des autres 
cases. Une case remplie bloque 
le passage. 

Y a-t-il un passage du haut vers 
le bas dans les cases blanches, si 
les passages de coin ne sont pas 

autorisés ? 

Voici ce que cette expérience aléatoire peut 
donner pour différentes valeurs de p :

Pour p = 0,8 et p = 0,7 on voit un passage  
de haut en bas sur les cases blanches. Pour  
p = 0,6, on ne voit plus de passage. 

Christiane  
Rousseau 

Université de Montréal

p = 0,6

Mais, ci-dessous, en répétant l’expérience 
après avoir augmenté la grille à 30 × 30, un 
passage s’est dessiné : le voyez-vous ?

Maintenant, à p = 0,55, même en agrandissant  
la grille et en répétant l’expérience plusieurs 
fois, on peut s’apercevoir que la probabilité 
est presque nulle de voir un passage se dessiner. 

passera,  
passera 

pas ?

p = 0,8 p = 0,7
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Passera, passera pas ?  |  Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

p = 0,55
  

Bien sûr, comme chaque grille est remplie 
au hasard, pour un même p et une même 
taille de grille N  × N, on peut avoir des grilles 
qui permettent le passage, et d’autres pour  
lesquelles le passage est bloqué. Ce qui est 
intéressant, c’est de connaître la probabilité  
de passage comme fonction de p et de N. Et, 
si on veut se servir du modèle de percolation  
dans les applications, par exemple pour 
l’écoulement de l’eau dans un sol argileux, 
on doit regarder ce qui se passe quand N 
est grand. On fait donc tendre N vers l’infini.  
On peut assez facilement se convaincre (voir 
encadré page suivante) que cette probabilité  
de passage est donnée par un polynôme en 
p de degré N 2. Par contre, donner la formule  
du polynôme est hors de portée. Mais,  
comment étudier un polynôme de degré 
N 2, si N est grand et si sa formule n’est pas  
explicite ?

Appelons PN(p) ce polynôme qui donne la 
probabilité de passage vertical dans une 
grille N×N, lorsque chaque case a probabilité 
p d’être ouverte (ou blanche). On commence 
par calculer PN(p) pour de petites valeurs de 
N. Dès que N ≥ 4  on a besoin de l’ordinateur  
pour faire le calcul qui est loin d’être trivial  
à cause du grand nombre de configurations  
possibles de cases ouvertes et fermées (ou 
remplies et noires). Le graphe de PN(p) pour 
différentes valeurs de N apparaît sur la  
figure ci-dessous et on voit très bien que ce 
graphe devient très vertical au voisinage de 
p = 0,5927, lorsque N devient grand, d’où le 
saut brutal dans la valeur de PN(p).

La forme du polynôme nous suggère le  
premier grand résultat de la percolation :

À la limite, lorsque N tend vers l’infini, il existe 
une probabilité critique, pc , telle que 

•	 pour p > pc , alors on a probabilité 1 d’avoir 
un passage, et 

•	 pour p < pc , alors on a probabilité 0 d’avoir 
un passage.

La preuve de ce résultat théorique par Kesten 
est le contenu d’un livre entier, mais le résultat  
se comprend aisément.

Cette probabilité critique intéresse énor-
mément les physiciens, puisque le système 
change radicalement de propriétés physiques  
lorsque p traverse pc : brusquement le  
matériau passe d’imperméable à perméable. 
On parle de transition de phase. 

Comme la probabilité de passage passe d’une 
valeur presque nulle à  une valeur très proche 
de 1 lorsque p passe pc  et N est grand, il est fa-
cile de se convaincre que le résultat reste va-
lide si, au lieu d’une grille carrée, on avait une 

1. �Reproduit de l’article « Conformal invariance 
in two-dimensional percolation », de Robert 
Langlands, Philippe Pouliot et Yvan Saint-Aubin  
dans le Bulletin de l’American Mathematical 
Society, vol 30, Janvier 1994

Graphe de PN(p)1 pour N = 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128.
0,2 0,4 0,6 0,8 1

0,2

0,4

0,6

0,8

1
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grille rectangulaire : la probabilité critique  
reste la même.  En fait, le résultat est encore 
valide si on regarde un domaine de forme plus 
générale,  et qu’on s’intéresse à un passage  
intérieur entre deux zones distinguées de 
la frontière. On voit poindre quelques-unes 
des propriétés de la percolation que l’on  
regroupe sous le terme d’universalité.

Peut-on calculer  
la probabilité critique ?
En général, c’est un problème très difficile. 
Pour le réseau carré que nous venons de voir 
il est connu que

pc  ≈ 0,5927, 

tel qu’observé sur la figure.

D’autres réseaux du plan ont une probabilité  
critique égale à 1/2. Dans au moins un cas 
on peut donner un argument simple et astu-
cieux qui permet de prouver ce résultat. C’est 
le cas du réseau à cases hexagonales. Dans un 
tel réseau, deux cases ne peuvent se toucher  
par un sommet seulement, et deux cases qui 
se touchent ont une arête commune.

DossierProbabilités

Nous allons expliquer l’argument dans le 
cas N = 2. Dans ce cas, nous avons 4 cases 
et, pour chaque case, 2 possibilités : la case 
est ouverte ou fermée. Ceci nous donne  
24 = 16 configurations possibles de cases  
ouvertes ou fermées. La probabilité  
cherchée est la somme des probabilités de 
passage pour chacune des configurations. 

On a une seule configuration avec aucune 
case ouverte et exactement quatre confi-
gurations avec une case ouverte. 

Aucune de ces configurations ne permet  
le passage. 

On a une configuration avec toutes les cases  
ouvertes : comme chaque case a probabilité  
p d’être ouverte, cette configuration appa-
raît avec probabilité p4. 

On a quatre configurations avec trois cases 
ouvertes. Chacune a probabilité p3(1 − p). 
Donc, ces configurations contribuent pour 
4p3(1 − p) à la probabilité de passage. 

Il nous reste les 6 configurations avec deux 
cases ouvertes : voir figure. Chacune a  
probabilité p2(1 − p)2. 

      

      

Seulement deux de ces configurations 
contribuent au passage, donnant une  
probabilité 2p2(1 − p)2 de passage avec 
deux cases. 

La probabilité cherchée est donc

P2(p) = p4 + 4p3(1 − p) + 2p2(1 − p)2,

qui est bien un polynôme de degré 4. 

On voit déjà pointer le cas général : dans 
le cas d’une grille N × N, le polynôme PN(p) 
sera une somme de polynômes de degré 
N2. Lorsque une configuration avec k cases  
ouvertes permet un passage, sa contri-
bution à la probabilité est de la forme 
p p(1 ) .k N k2

− −  Mais combien a-t-on de 
configurations avec k cases ouvertes et 
permettant le passage ? Déjà, pour N = 2 
et pour les configurations à deux cases  
ouvertes, il a fallu décider de manière  
ad hoc s’il y avait passage ou non. Comme 
N = 2 était petit, c’était facile, mais décider  
combien de configurations permettent le 
passage pour k cases ouvertes et N grand 
peut devenir un défi, même pour un ordi-
nateur. On a déjà 512 configurations quand 
N =3 et 65 536 quand N = 4 ...

La probabilité de passage dans la grille carrée 
N × N est donnée par un polynôme de degré N2. 
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Passera, passera pas ?  |  Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

Ce réseau a la propriété remarquable que si 
l’on n’a pas de passage vertical blanc, alors 
on a un passage horizontal noir. 

Ici, à p =0,4, on a un passage noir de gauche 
à droite (donc pas de passage blanc de haut 
en bas), alors que ci-dessous, à p =0,55, on a 
un passage blanc ouvert de haut en bas.

Cette propriété n’était pas satisfaite pour le 
réseau carré, puisqu’on ne peut passer par 
les coins. Notre grille 20 × 20 avec p = 0,6 est 
un contre-exemple : il n’y a, ni passage blanc 
de haut en bas, ni passage noir de gauche à 
droite. 

Expliquons maintenant pourquoi il est  
naturel que pc = 1/2 pour le réseau à cases 
hexagonales. Sur nos grilles, nous avons 
deux couleurs de cases : des noires et des 
blanches. Nous admettrons que la probabilité  
critique est la même pour les passages  
horizontaux blancs et verticaux noirs.  

Deux propriétés universelles
Probabilité qu’une case  
appartienne à un amas infini
Soit θ(p) la probabilité qu’une case particu-
lière d’un réseau du plan soit dans un amas 
infini.  Pour p < pc , θ(p) est nulle, alors que 
θ(p) devient non nulle pour p > pc , ce qui 
donne un graphe comme sur la figure  
suivante. 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Pour p > pc au voisinage de  pc , elle a un 
comportement de la forme 

θ(p) ≈ (p − pc )
5/36,

où l’exposant 5/36 est universel, c’est-à-dire  
indépendant du réseau dans le plan.  
En particulier, la fonction est continue à  
p = pc , et θ(pc) = 0.

La taille moyenne de l’amas  
contenant une case donnée
En dimension 2, soit χ(p) cette taille 
moyenne. Elle est infinie pour p >pc . Pour 
p < pc , la fonction χ(p) se comporte au voi-
sinage de pc, comme 

χ(p) ≈(pc − p)−43/18.

L’exposant négatif traduit bien que cette 
taille moyenne tend vers l’infini quand p 
tend vers pc . Ici encore, l’exposant −43/18 
est indépendant du réseau dans le plan.
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DossierProbabilités

Prenons une valeur de p, inférieure à pc . Nous 
avons alors probabilité nulle d’un passage 
vertical dans les cases blanches. Mais, nous 
avons alors probabilité 1 d’un passage hori-
zontal dans les cases noires. Comme chaque 
case fermée noire a probabilité 1 − p, nous 
avons 1 − p ≥ pc. Donc, dès que p < pc , on a 
p ≤1 − pc, ce qui entraîne que 1 −pc ≥ pc, ou  
encore pc ≤ 1/2. De même, en commençant 
plutôt avec une valeur de p supérieure à pc , 
nous avons alors probabilité 1 d’un passage 
vertical dans les cases blanches, et probabilité  
0 d’un passage horizontal dans les cases 
noires. Nous avons donc 1 − p ≤ pc . Donc, dès  
que p  > pc , on  a p ≥ 1 − pc , ce qui entraine  
que pc ≥ 1 − pc , et pc ≥ 1/2. En combinant  
les deux inégalités, on a finalement 

pc =1/2.

La percolation par arêtes
La percolation que nous avons regardée  
jusqu’à présent est ce qu’on appelle la  
percolation par site : ce sont les sites (ou cases) 
qui sont ouverts ou fermés. Revenons à notre 
grille initiale carrée 20 ×2 0. Maintenant,  
ce ne sont plus les cases que l’on ouvre ou 
ferme, mais les segments de la grille qui  
représentent alors des portions de tuyaux. 
Ici, bien sûr, on connecte les segments par 
les coins, et on a passage de haut en bas si 
on a une ligne continue de segments ouverts  
joignant le haut de la grille au bas de la grille. 
On parle de percolation par arêtes. Pour 
ce réseau, la probabilité critique est aussi  
pc =1/2. Dans ce cas, la preuve est très  
difficile. Voici un résultat de percolation pour  
p =0,55. Cherchez un passage.

Que se passe-t-il lorsque  
p = pc ?
La première question est de savoir quelle est 
la probabilité de passage lorsque p = pc. C’est 
une question très difficile. La probabilité  
dans ce cas-ci dépend du type de réseau  
et de la taille des bords de la frontière entre 
lesquels on veut percoler. 

Cette valeur particulière de p passionne 
les chercheurs parce qu’on a des propriétés  
extraordinaires qui sont indépendantes 
du réseau. On dit que ces propriétés sont  
universelles. Dans l’encadré Propriétés  
universelles, nous en détaillons deux.

Extraire du pétrole  
de la roche
Toujours en dimension 3, nous pourrions 
imaginer que les cases fermées repré-
sentent de la roche, et les cases ouvertes  
des alvéoles remplies de liquide : ce 

Probabilité d’avoir un amas infini
Si p > pc , que peut-on dire de la probabilité d’avoir un amas infini,  
soit un ensemble infini de cases ouvertes dans lequel on peut 
circuler librement ? Cette probabilité ne peut plus être nulle 
puisque elle vaut au moins θ(p) > 0. Nous pouvons énumérer les 
cases de la grille et définir une variable aléatoire de Bernoulli  
Xn  qui vaut 1 si et seulement si la n-ième case est ouverte. Les  
variables Xn sont indépendantes. La probabilité d’avoir un amas 
infini dépend de l’ensemble des variables {Xn}, mais est indépen-
dante de chaque sous-ensemble fini de cet ensemble. Un théorème  
du grand probabiliste Kolmogorov, appelé loi du zéro un, affirme 
que cette probabilité est nécessairement 0 ou 1. Comme nous 
avons vu qu’elle vaut au moins θ(p) > 0, elle est égale à 1.

Peut-on avoir plusieurs amas infinis lorsque p > pc ? On peut montrer  
qu’on a probabilité 1 d’avoir un seul amas infini. 
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Passera, passera pas ?  |  Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

pourrait être de l’eau lorsqu’on creuse un 
puits, ou encore du pétrole ou du gaz. 

Lorsque p > pc , on a une probabilité 1 d’avoir 
une cavité infinie et, si le puits l’attrape, il va 
fonctionner longtemps. Mais on est souvent  
dans le cas p < pc , ce qui signifie qu’on ne 
va attraper que de petites poches de liquide 
et que le puits va rapidement s’épuiser. Les 
compagnies estiment pc en analysant des  
carottes de roches et en extrapolant par des 
méthodes statistiques. Cependant, l’hypo-
thèse que les cases sont ouvertes ou fermées  
indépendamment des cases voisines n’est pas 
vérifiée en pratique, et il y a de la corrélation  
entre les cases ouvertes. Cela demande 
d’adapter le modèle de percolation utilisé.  
C’est parce que souvent p < pc que les compa-
gnies recourent à la fracturation lorsqu’elles 
veulent extraire du pétrole et du gaz de 
schiste. 

Ajouter le temps
Nous avons regardé la percolation de  
manière statique, en considérant un matériau  
avec des cases ouvertes ou fermées. Une 
question importante est de s’intéresser à la 
percolation d’un fluide dans un tel matériau :  
à quelle vitesse se propage-t-il ? Combien de 
temps cela prend-il avant que la diffusion ne 
cesse, faute de cases ouvertes à pénétrer ?  
Ici encore, la probabilité critique joue 
un rôle. Le temps de diffusion est 
court lorsque p est grand, parce 
que le fluide ne rencontre 
pas d’obstacles. 
Il est court 

aussi lorsque p est petit, parce que la diffusion  
s’arrête rapidement. Ce temps est maximum 
pour p = pc . Pour cette valeur de p, il tend 
vers l’infini car le fluide doit faire beaucoup 
de détours pour remplir tout l’espace dispo-
nible. Ces notions sont importantes pour la 
propagation des feux de forêt, ou la diffusion 
des polluants dans le sol.

Que se passe-t-il  
en dimension 3 ?

La probabilité critique existe aussi pour 
les réseaux en dimension supérieure. Le 
calcul de la probabilité critique est beau-
coup plus difficile. Par contre, il est très 
facile de se convaincre que la probabilité 
critique du réseau cubique en dimension 
3, que nous noterons pc(3) pour mettre 
en évidence la dimension, est inférieure 
ou égale à celle du réseau carré en di-
mension 2, notée pc(2). 

En effet, prenons un grand cube N × N × N 
découpé en cubes d’arête unité. 

Y a-t-il un passage du haut en bas si  
chacun des cubes est ouvert 
avec probabilité p ? Prenons les 
cubes tangents à un plan vertical.  

On est ramené au problème plan et on 
sait que lorsque N tend vers l’infini, la 
probabilité de passage tend vers 1 dès 
que p > pc(2). Sous la même condition,  
la probabilité de passage tend donc vers 
1 pour le grand cube. 



La biogéographie est la science qui 
s’interroge sur les causes de l’agencement 
spatial des espèces à la surface de notre 
planète et cherche à expliquer, par exemple,  
la répartition et les différences entre les 
grands biomes terrestres. Le premier élément  
de réponse est l’implication des facteurs 
climatiques. La température, l’humidité, les  
précipitations sont autant de variables 
qui limitent les conditions d’existence des 
espèces qui composent et modèlent les 
paysages terrestres. C’est avec ces con-
traintes que les écologues élaborent des 
modèles dits « bioclimatiques » afin de 
décrire l’évolution de la biodiversité avec 

les contraintes climatiques de demain. 
Cependant, les facteurs qui expliquent la 
distribution des espèces ne sont pas tou-
jours climatiques. Les mouvements des 
espèces, leurs interactions et leurs histoires 
évolutives sont ainsi des moteurs fonda-
mentaux en biogéographie. Les capacités 
de dispersion des espèces leur donnent 
accès à de nouveaux territoires qui, avec 
le temps peut-être, les verront disparaître. 
C’est ainsi qu’un territoire voit sa compo-
sition en espèces évoluer, avec l’arrivée de 
nouvelles espèces et l’extinction d’autres. 
C’est autour de cette idée majeure que 
s’articule le modèle présenté.

La biogéographie
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La biogéographie est la science qui s’interroge sur les causes 
de la répartition de la biodiversité dans les différentes  
parties du globe. Le modèle déterministe de MacArthur  
et Wilson décrit l’évolution de la biodiversité sur les îles  

vers un équilibre, mais la migration des espèces vers des îles  
et leur extinction potentielle sont des phénomènes aléatoires.  

Comment un modèle déterministe peut-il refléter ce hasard ?

Un des modèles les plus puissants en 
biogéographie est celui proposé par  
MacArthur et Wilson dans leur passionnante 
théorie de la biogéographie des îles. Ces deux 
illustres pionniers nous ont livré un para-
digme simple et puissant pour envisager la 
construction de la biodiversité sur une île. 
Notons dès maintenant que l’île n’est pas  
nécessairement un monticule de sable fin au 
milieu de l’océan mais plutôt – et plus généra-
lement – un territoire isolé. Le modèle permet  
de comprendre l’impact des capacités de  
dispersion et de survie des espèces sur la  
biodiversité de l’île étudiée. Considérons que 
cette île est accessible depuis un continent 
qui présente un nombre constant d’espèces 
P. Les P espèces sont celles que nous pour-
rions retrouver sur l’île, posons S le nombre  
d’espèces sur l’île, nous avons alors S ≤ P. 
À un temps t donné, les S espèces de l’île 

Kévin Cazelles 
UQAR

peuvent s’éteindre avec un taux e. De même, 
les P – S espèces du continent (absentes de 
l’île) peuvent coloniser l’île avec un taux c. En  
langage mathématique, nous obtenons 
l’équation différentielle déterministe suivante  
pour décrire l’évolution temporelle de S : 

dS
dt

c P S eS

cP c e S

( )

( ) .

= − −

= − +

Cette équation est linéaire et non homogène, 
nous pouvons la résoudre facilement par la 
méthode de la variation de la constante (voir 
l’encadré Solution déterministe). Pour un 
temps infini, la biodiversité tend vers la valeur : 

S P
c

c e
,eq =

+


 




interprétée comme le nombre d’espèces  
provenant du continent et présentes sur l’île à 

La

e n  t e r r i t o i r e s  i s o l é s



15

Vo
l. 

9 
• 

hi
ve

r 
– 

pr
in

te
m

ps
 2

01
4

La biodiversité en territoires isolés  |  Kévin Cazelles  •  UQAR

 l’équilibre. Pour 
les valeurs arbi-
traires c = 0,2,  

e = 0,1 et la 
condition initiale 

suivante : à t = 0, l’île 
est inhabitée (S(0)= 0), 

 nous représentons graphi- 
quement la solution de l’équation 
dans l’encadré jaune ci-dessous. 

Comment un modèle  
déterministe émerge-t-il  

de phénomènes aléatoires ?

Modèle stochastique  
Il est très intéressant de réaliser que l’équa-
tion différentielle à la page précédente,  
d’apparence déterministe, renferme un  
modèle stochastique. « Stochastique » est 
un terme signifiant aléatoire, avec une part 
de hasard. Deux réalisations d’un modèle  
stochastique ne donneront donc pas  
nécessairement le même résultat. Pour com-
prendre où se cache le hasard dans le modèle  
que nous étudions, nous avons besoin d’objets  
mathématiques particuliers appartenant au 
domaine des probabilités : variables aléatoires  
et processus stochastiques (voir l’encadré  
Variables aléatoires). 

Les objets  
mathématiques requis 
Pour modéliser l’évolution de la biodiversité  
de l’île, nous gagnons à décrire l’évolution 
de la présence individuelle de chacune des  
espèces considérées. Afin d’éviter d’entrer  
dans le détail des interactions entre les  
espèces et de l’effet de la taille des popula-
tions, nous comptons simplement 1 lorsque 
l’espèce est sur l’île, 0 sinon. Nous introdui-
sons donc Xi , la variable aléatoire de présence  
sur l’île de l’espèce i choisie parmi les P  

espèces du continent. Xi est égale à 0 si  
l’espèce n’est pas sur l’île et égale à 1 si elle 
est sur l’île. C’est une variable aléatoire de 
Bernoulli (voir encadré Loi binomiale). Ainsi, 
le nombre S d’espèces présentes sur l’île est 
égale à la somme des Xi. Nous enregistrons 
ces valeurs au cours du temps pour définir le 
processus stochastique Xi,t > 0, qui n’est autre 
qu’une succession de 1 et de 0 indiquant à 
chaque instant si oui ou non l’espèce i est 
sur l’île. A priori, les suites Xi,t  ne sont pas  

e n  t e r r i t o i r e s  i s o l é s

Solution déterministe
Il est facile de vérifier que la solution géné-
rale de l’équation homogène :

dS
dt

c e S( )= − +

est 

où C est une constante. La solution de 
l’équation non homogène est alors de la 
forme :

S(t) = f (t)exp(–(c+e)t).
En remplaçant dans l’équation différentielle,

f '(t)exp(–(c+e)t) = cP,
ou encore,

f '(t) = cPexp((c+e)t).
En intégrant,

S t P
c

c e
K c e t( ) exp( ( ) ),=

+
+ − +

où K est une constante arbitraire.

Avec S(0) = 0, K P
c

c e
,= −

+
 nous obtenons

S t P
c

c e
c e t( ) 1 exp( ( ) ) .[ ]=

+
− − +

Représentation graphique de la solution de l’équation différentielle  
ci-dessus pour les conditions  c = 0,04, e = 0,01 et S(0) = 0. La ligne 
en pointillés représente la valeur de la biodiversité Seq que nous  
obtenons à un temps infini.
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Graphique du modèle déterministe
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prévisibles, ce qui n’exclut pas que la fonction  
S présente, en moyenne, un comportement 
tout à fait régulier. 

Les briques élémentaires  
du modèle stochastique 
Au temps t = 0, l’espèce i n’est pas sur l’île. 
Pour construire la suite de son histoire, il 
nous faut une règle simple pour décrire 
l’évolution de sa présence entre deux pas de 
temps très proches. Le modèle de MacArthur 
et Wilson postule que si l’espèce considérée  
est sur l’île au temps t, elle s’éteint avec un 
taux e ; si elle est sur le continent, elle le  
colonise avec un taux c. Pour simplifier, nous 
supposerons que les taux d’extinction et de 
colonisation sont les mêmes pour toutes les 
espèces. Nous donnons maintenant une signi- 
fication en terme de probabilité à ces taux :  
c est la probabilité de colonisation par unité 
de temps (on parle de densité du processus), 
e est la probabilité d’extinction par unité de 
temps. Ainsi, edt désigne la probabilité d’ex-
tinction pendant l’intervalle de temps dt. De 
même, cdt est la probabilité de colonisation  

pendant l’intervalle de  
temps dt. En faisant 
appel aux probabilités  
conditionnelles, en sup- 
posant dt assez petit,  
nous distinguons quatre 
cas, voir ci-contre.

Il faut interpréter la première équation ainsi :  
sachant que l’espèce i était absente au 
temps t, la probabilité qu’elle soit sur l’île au 
temps t + dt est égale à la probabilité qu’elle  
colonise l’île durant l’intervalle dt, c’est-à-dire 
cdt.  Nous n’avons pas mentionné que durant  
dt, une espèce peut coloniser, s’éteindre et  
re-coloniser. Seulement, tous ces événements  
sont en fait beaucoup moins probables et nous 
pouvons les ignorer complètement à la limite 
quand dt tend vers 0. Les trois autres équa-
tions s’interprètent avec un raisonnement  
similaire. Ces quatre équations sont les 
briques du modèle stochastique que nous 
construisons. Nous devons maintenant les 
assembler correctement.

Assemblons les briques ! 
L’assemblage demande de considérer les  
différents cas disjoints possibles avec 
leurs probabilités associées (voir l’encadré  
Probabilité conditionnelle et formule des 
probabilités totales ). Nous pouvons en  
déduire la probabilité de présence de l’espèce 
i à l’instant t +dt : 

DossierProbabilités

Variable aléatoire
Les variables aléatoires sont définies sur l’ensemble des 
résultats possibles d’un événement aléatoire. On associe  
à chaque valeur de la variable sa probabilité, de sorte 
que la somme des probabilités sur l’ensemble des valeurs  
possibles soit égale à 1. Dans notre exemple, Xi est 
une variable aléatoire, 0 et 1 sont ses valeurs, et 
nous nous intéressons à leur probabilité P(Xi = 1)  
et P(Xi = 0) avec P(Xi = 1) + P(Xi = 0) = 1. Les processus  
aléatoires ou stochastiques sont des collections de  
variables aléatoires indexées par le temps t, c’est-à-dire 
ordonnées. Nous suivons ainsi l’évolution de Xi au cours 
du temps d’où la notation Xi,t > 0. Attention ! Xi,t > 0 est  
un processus aléatoire mais Xi,t  est l’une des variables 
aléatoires du processus. 

Loi binomiale
Une variable aléatoire X suit un schéma de Bernoulli 
lorsqu’elle prend uniquement deux valeurs 0 ou 1. Si 
nous notons p = P(X = 1), nous avons

P(X  = 0) = 1– p, E(X) = p et V(X) = p(1– p).

X est alors une variable aléatoire de Bernoulli de  
paramètre p. Une variable aléatoire X suit une loi  
Binomiale de paramètres n ∈  • et p ∈ [0, 1] 
lorsqu’elle est la somme de n variables de Bernoulli  
indépendantes de paramètre p. On peut alors mon-
trer que

P X P X X P X

P X X P X

( 1) ( 1| 0) ( 0)

( 1| 1) ( 1)

i t dt i t dt i t i t

i t dt i t i t

, , , ,

, , ,

= = = = =

+ = = =
+ +

+

Quatre cas distincts

k n P X K n
k p p

E x np X

V X np p

, ( ) (1 ) ,

( ) est l’espérance de

et ( ) (1 ), sa variance.

k n k( )∀ ≤ = = −

=

= −

−
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Il s’agit d’une somme de deux termes  
couvrant toutes les possibilités puisque, à 
l’instant t, l’espèce i était, soit absente de 
l’île, soit présente : c’est un système complet  
d’événements. Si l’espèce i était absente  
(premier terme) à t, elle sera présente à  
t + dt si elle colonise pendant l’intervalle de 
temps dt (premier des quatre cas distincts). 
Si elle était déjà sur l’île au temps t, elle s’y  
maintient à condition de ne pas s’éteindre 
(quatrième des quatre cas distincts). 

Retrouvons le modèle  
classique
Nous avons presque retrouvé la solution 
de l’équation déterministe ; suffirait-il de  
multiplier par le nombre d’espèces P ? L’idée 
est bonne, mais demande justification ! Nous 
allons effectivement considérer non pas 
une, mais bien les P espèces du continent 
pour lesquelles l’équation déterministe est  
valable. Nous allons alors définir un nouveau 
processus stochastique qui est simplement 
la somme des P processus de présence que 
nous supposerons indépendants Xi,t > 0, 

Yt > 0 = X1,t > 0 + X2,t > 0 + ...  XP,t .

Le problème est alors de connaître à tout instant  
t la probabilité d’avoir un nombre donné k  
d’espèces présentes sur l’île. À un instant 
donné t nous faisons une somme de va-
riable aléatoires de Bernoulli. La somme de P  
variables de Bernoulli indépendantes est une 
variable aléatoire suivant une loi binomiale. 
Nous avons donc : 

Nous retrouvons la solution déterministe ! 
Ainsi, le modèle déterministe peut être  
considéré comme reflétant l’évolution de 
l’espérance des variables Yt pour t > 0, c’est 
donc l’espérance du processus stochas-
tique. Nous pouvons alors simuler le modèle  
stochastique grâce au modèle déterministe : 
à chaque instant t, il suffit de simuler une 
loi binomiale de paramètres P et E(Yt). Le  
graphique à la page suivante montre des  
différences fondamentales entre les deux  
approches. Le modèle déterministe donnera  
des valeurs continues et, pour des paramètres  
donnés, toujours le même résultat. De son 
côté, le modèle stochastique livrera des  
valeurs discrètes. De plus, deux simulations 
du modèle aléatoire ne donneront pas néces-
sairement les mêmes courbes. 

En remarquant que P X P X( 0) 1 ( 1),i t dt i t dt, ,= = − =+ +  
nous pouvons écrire : 

Pour simplifier l’écriture, on représente P(Xi,t = 1) 
par si,t , on a alors :

Réarrangeant et divisant les deux membres par dt,

En faisant alors tendre dt vers 0, 
ds
dt

c s es1 .i
i i( )= − −

Nous retrouvons alors notre équation de départ 
pour l'évolution de S, avec P = 1. Sa solution est 
donc

 
s t

c
c e

c e t s t( ) 1 exp ( ) ( ).i [ ]( )=
+

− − + =

 
De plus, on peut démontrer que 

Grâce à ces résultats de probabilité, on a
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Applications et perspectives 
Bien que datant du milieu des années 1960, 
le modèle de MacArthur et Wilson demeure  
très utile, notamment pour étudier les  
habitats fragmentés (des îles !) et prendre 
des décisions relatives à la conservation des 
espèces. Prenons un exemple : une nouvelle 
aire protégée a récemment été mise en place 
que nous assimilerons à une île. Cette zone a 
longtemps été exploitée par l’homme de sorte 
qu’au temps t = 0 le nombre d’espèces est  
S = 0. Dans la région, la richesse en  
espèces est de P = 100. À l’instar de  
MacArthur et Wilson, nous allons supposer  
que la valeur du taux de colonisation c  
dépend de la difficulté d’accès. De plus, la 
survie d’une espèce sur cette zone dépend  
de la superficie de la zone : ainsi plus l’aire 
de conservation est grande, moins les  

espèces s’éteignent ; e est donc plus faible pour  
les grandes aires de protection. Prenons trois 
situations : 

•	 Grande zone et accès aisé : e = 0,01 et 
c = 0,05 

•	 Petite zone et accès aisé : e = 0,05 et 
c = 0,05 

•	 Petite zone et accès difficile : e = 0,05 et 
c = 0,01. 

Pour mettre en place un suivi et savoir  
comment se comporte la réserve, il faut avoir 
une idée de la dynamique attendue ! Ce que 
nous permet le modèle étudié, sous réserve 
de valider les hypothèses utilisées. Nous  
simulons pour les trois situations, avec les 
deux approches du modèle. Les résultats 
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Dynamique de la biodiversité de trois zones protégées. Les caractéristiques de la zone protégée sont données 
par les valeurs de c et e. Les symboles rouges sont relatifs à une zone protégée de grande taille et facilement  
accessible, en vert, ils font référence à une petite zone facilement accessible ; enfin, en bleu, sont présentées les 
résultats pour une petite zone difficilement accessible. Les courbes striées en couleurs pastels sont les réalisations  
du modèle stochastique. Les courbes en traits pleins, font référence au modèle déterministe qui est également  
la moyenne du modèle stochastique. Enfin, les courbes en pointillés représentent la moyenne du modèle  
stochastique plus ou moins l’écart type.

Dynamique de la biodiversité
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sont donnés par la figure dynamique de la 
biodiversité. Sans chercher à rendre compte 
de la distribution des espèces et de leurs  
interactions, ce modèle très simple permet 
néanmoins d’apprécier l’effet de la taille 
de la zone protégée (à travers le paramètre 
e) et celui de son accessibilité (à travers le  
paramètre c). Le modèle stochastique permet  
d’étudier la variance associée aux différents 
scénarios. De plus, l’approche stochastique 
révèle toute sa force pour enrichir le modèle. 
Ici, nous avons fait plusieurs hypothèses  
simplificatrices. Notamment, nous avons 
considéré des taux de colonisation et  

d’extinction constants. Cette supposition 
peut être pertinente lorsque les espèces sont 
biologiquement proches, par exemple, en 
considérant seulement des amphibiens. Mais 
si nous étudions des espèces aux capacités 
de survie et de dispersion très différentes, 
les taux du modèle dépendent alors des  
caractéristiques du territoire et des groupes  
d’espèces. De plus, les effets de populations et 
leurs interactions sont totalement occultés.  
Pour aller plus loin, nous travaillons sur les 
probabilités associées aux différents états 
de l’île et bâtissons des approches plus  
complexes certes, mais aussi plus réalistes.

Probabilité conditionnelle  
et formule des probabilités totales

Une probabilité conditionnelle, est la probabilité 
qu’un événement se réalise à condition qu’un autre 
soit déjà réalisé. Soit deux événements A et B, la pro-
babilité de A sachant B, notée ici P(A|B), est la proba-
bilité que A se réalise lorsque B est réalisé, 

P A B
P A B

p B
( | )

( )
( )

.= ∩

Un système complet d’événements est un ensemble 
d’événements exclusifs dont la somme des probabilités  
est 1. Par exemple, l’événement B et son complémentaire  
B  forment un tel système. 

La formule des probabilités totales est le calcul de la 
probabilité d'un événement A à partir de la connais-
sance de sa réalisation conjointe avec un système 
complet d'événements (B et B , par exemple) que 
nous pouvons également formuler en utilisant les  
probabilités conditionnelles. Ainsi, pour connaître la  
probabilité de A, nous pouvons écrire : 

P(A) = P(A∩B)+P(A∩ B ) = P(A|B)P(B)+P(A| B )P( B )). 

Représentation de la formule des 
probabilités totales. A et B sont deux 
événements, la probabilité de A peut 
être décrite comme la somme des 
probabilités de ses intersections avec 
B et B  qui constituent un système 
complet d’événements.  

B

A
A ∩ B

A ∩ B

A ∩ B A ∩ B
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Avez-vous aimé le  film « L’Empire contre-attaque » ?  
Si oui, vous vous souvenez sans doute de cette scène dans laquelle 
l’intrépide Han Solo, joué par Harrison Ford, prend la décision très 

audacieuse de pénétrer dans un champ d’astéroïdes afin d’échapper 
à l’impressionnant vaisseau spatial du redoutable Darth Vader. Le ciel 

paraît alors bourré d’astéroïdes. Le scénario paraît si réel qu’il  
découragerait n’importe qui d’envoyer une sonde spatiale  

à travers la ceinture d’astéroïdes située entre Mars et Jupiter.

Néanmoins, en juillet 1972, la NASA a pris le 
risque d’envoyer la sonde spatiale Pioneer 10 
à travers la ceinture d’astéroïdes. Un geste 
audacieux, car à l’époque, on n’avait pas les 
connaissances d’aujourd’hui pour déterminer  
avec certitude si les débris de la ceinture  
posaient un réel danger pour la sonde. Depuis  
ce temps, plusieurs autres sondes, dont  
Pioneer 11, Voyager 1 et 2, Galileo, Cassini, 
NEAR, Ulysses et enfin, tout récemment, la 
sonde New Horizons en route vers Pluton, 
ont chacune traversé la ceinture d’astéroïdes 
sans aucun problème. Selon Alan Stern,  
responsable de la mission New Horizons, la 
probabilité qu’un engin spatial heurte un   
astéroïde est inférieure à un sur un milliard. 
En effet, bien que le nombre  d’astéroïdes dans 
la ceinture se compte en millions, celle-ci  
est si vaste que la distance entre ces gros 
cailloux se mesure en millions de kilomètres, 
ce qui explique qu’une sonde peut facilement  
traverser la ceinture sans crainte d’être abîmée.  

Claude Bélisle  
et Jean-Marie  

De Koninck 
Université Laval

Somme toute, avec les centaines de sondes 
qui ont visité toutes les planètes et plusieurs 
de leurs satellites naturels depuis 40 ans, on 
commence à connaître relativement bien le 
nombre et les trajectoires des corps célestes 
de taille significative qui vagabondent dans 
notre système solaire. Par contre, au-delà 
de notre système solaire, nos connaissances 
sont beaucoup plus modestes, en particulier  
lorsqu’on s’intéresse au reste de notre  
galaxie, la Voie lactée, ou encore à sa voisine 
la plus proche, Andromède. Néanmoins, les 
astrophysiciens prédisent que, dans environ 
4 milliards d’années, notre galaxie entrera 
en collision avec Andromède (on ne s’entend 
pas sur le moment fatidique – les estimations 
s’étendent de 3 à 5 milliards d’années). Vous 
vous imaginez peut-être un feu d’artifice  
galactique: deux galaxies chacune com-
posées de centaines de milliards d’étoiles  
entrant en collision ! Et que dire de notre 
pauvre Soleil qui à lui seul devra affronter les 
mille milliards d’étoiles d’Andromède ? 

Le  combat  
   des  galaxies



21

Vo
l. 

9 
• 

hi
ve

r 
– 

pr
in

te
m

ps
 2

01
4

Le combat des galaxies  |  Claude Bélisle et Jean-Marie De Koninck  •  Université Laval

Le  combat  
   des  galaxies

Les deux opposants  
du combat à venir
Ces deux galaxies se positionnent tels deux 
boxeurs s’apprêtant à subir le choc violent de 
leurs assauts respectifs. Dans le coin gauche, 
nulle autre que la Voie lactée, âgée de  
13,2 milliards d’années, pesant légèrement 
moins de deux mille milliards de masses  
solaires (une masse solaire est le poids de notre  
Soleil, soit pas moins de 1,98 × 1030 kg), 
avec un diamètre d’environ 100 000 années- 
lumière et contenant pas moins de  
200 milliards d’étoiles.  Dans le coin droit, 
son adversaire redoutable, Andromède  
(parfois appelée M31), âgée de seulement 
9 milliards d’années, pesant un peu plus de 
mille milliards de masses solaires, avec un 
diamètre d’environ 140 000 années-lumière 
et comptant le nombre impressionnant de 
mille milliards d’étoiles. Prenons un instant  
pour apprécier les caractéristiques physiques  
de nos deux brillants adversaires. Bien  
qu’Andromède compte beaucoup plus d’étoiles  
que la Voie lactée (ce qui explique qu’elle soit 
plus lumineuse – 25 % de plus – et qu’elle soit 
ainsi visible à l’oeil nu pour un observateur  
situé dans l’hémisphère nord), on estime 
qu’elle est moins massive que sa rivale : on 
évalue son poids total à environ les 2/3 de 
celui de la Voie lactée. 

Qu’arrivera-t-il à notre Soleil 
dans 4 milliards d’années ? 
Évaluer la probabilité d’obtenir la combinaison  
gagnante lors du tirage de la Lotto 6/49 est 
très facile. Il suffit de calculer le nombre de 
combinaisons possibles de 49 objets pris 6 à 
la fois, et tout le monde connaît la réponse 
(ou du moins devrait la connaître avant de 
jouer!) : c’est 1 chance sur 13 983 816. Il en  
est tout autrement lorsqu’on veut calculer 
la probabilité que deux étoiles se détruisent 
mutuellement dans un face-à-face cosmique  
dans 4 milliards d’années. Plus précisément,  
est-il possible de calculer la probabilité 
qu’une étoile donnée de la Voie lactée, telle 

notre Soleil, heurte éventuellement de plein 
fouet une des étoiles d’Andromède lors de 
l’affrontement des deux immenses galaxies ? 
Il faut être prudent! Pour obtenir une valeur 
relativement fiable de la probabilité qu’un 
phénomène physique se produise, surtout 
lorsqu’il concerne des corps célestes dont 
on connaît très mal la nature, le lieu exact, 
le nombre et les dimensions physiques, il est 
sage, voire essentiel, de faire préalablement  
un certain nombre de suppositions. Outre 
les chiffres déjà mentionnés ci-dessus,  
voici donc les hypothèses et les données  
(très approximatives) que nous utiliserons: 

a)	 On supposera que les quelques centaines 
de milliards d’étoiles concernées par la 
rencontre titanesque sont en moyenne de 
la taille de notre Soleil, dont on connaît 
le rayon approximatif, soit 695 000 kilo-
mètres. 

Voie lactée

Andromède
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b)	 On supposera que la rencontre des deux 
galaxies prendra la forme du choc de deux 
disques de même diamètre qui se heur-
tent face à face, l’un passant au travers  
de l’autre. En plus de simplifier les calculs, 
cette approximation correspond au pire 
scénario que l’on puisse imaginer ! Une 
vraie collision frontale !

c) On négligera les effets des forces gravi-
tationnelles qui agissent entre les étoiles:  
cette hypothèse est tout-à-fait raisonnable  
compte tenu que la distance entre les 
étoiles se mesure en années-lumière et 
que la force d’attraction F entre deux 
objets de masses m1 et m2 est inversement  
proportionnelle au carré de la distance  
d qui les sépare, selon la formule bien

	 connue F c
m m

d
1 2

2= , où c est une constante. 

d) Bien qu’on sache que la densité 
de la population des étoiles 
d’une galaxie est plus grande 
au centre de celle-ci qu’en 
périphérie, on prendra tout 
de même pour acquis que 
les étoiles de chaque galaxie 
sont réparties uniformément 
sur un disque circulaire plat, 
l’erreur ainsi engendrée n’affec-
tant pas de manière significative 
nos conclusions. 

En contraste avec toutes les données  
relativement imprécises qu’on est contraint  
d’utiliser pour nos calculs, on fera usage 
d’une donnée numérique qui a l’avantage 
d’être très précise: il s’agit de la vitesse de la 
lumière, soit 299 792 458 m/s, que l’on arron-
dira à 300 000 km/s. Ainsi, une année-lumière 
est la distance parcourue par la lumière en 
une année, soit 

365 24 60 60 300 000 km

9 460 800 000 000 km,

× × × ×
=

que l’on arrondira à 9,5 ×1 012 kilomètres. 

Le schéma ci-dessous représente le disque 
Andromède. Le petit disque bleu représente 
notre Soleil et les petits disques rouges, qu’on 
supposera répartis de manière aléatoire,  
représentent les 1012 étoiles d’Andromède. 

Notre Soleil entrera en collision  
avec Andromède si et seu-

lement si le centre du 
petit disque bleu est à 
moins de 695 000 km 
de la frontière d’au 
moins un des 1012 pe-
tits disques rouges. 
Puisqu’on suppose que  

les étoiles d’Andromède  
sont toutes de la même 

grosseur que notre Soleil,  
cette collision aura lieu si et seu-

lement si le centre du petit disque bleu 
tombe dans la région critique formée par 
l’union de 1012 petits disques de rayon  
2 × 695 000 km. Ce rayon étant très petit par 
rapport au diamètre d’Andromède, on peut 
supposer que ces 1012 disques sont disjoints. 
L’aire totale de cette région critique est donc

rAire critique 10

10 (2 695 000 km)

6 10 km .

12 2

12 2

24 2

≈ π

≈ π ×

≈ ×

Par ailleurs, l’aire du disque Andromède est 
donnée par

rAire d’Andromède =

(70 000 9,5 10 km)

4
3

10 km .

2

12 2

36 2

π

≈ π × ×

≈ ×

DossierProbabilités

La NASA fait constamment appel aux mathématiciens pour pou-
voir évaluer les risques encourus lors de chacune de ses missions 
spatiales. Par exemple, lorsque le 4 juillet 2005, la sonde Deep Im-
pact se rapprochait de la comète Tempel 1 pour laisser tomber à 
sa surface un bloc de cuivre de 372 kg dans l’espoir de pouvoir 
connaître la composition de l’intérieur de la comète, les mathé-
maticiens ont évalué que la probabilité que le bloc de cuivre rate 
sa cible était d’environ 1/100, un risque jugé acceptable. Leurs 
calculs faisaient intervenir la vitesse relative de la sonde par rap-
port à la Comète (10,3 km/s), les dimensions de la comète (envi-
ron 5 kilomètres en son diamètre le plus large) et plusieurs autres 
données quantitatives pertinentes. La NASA fait également appel 
aux mathématiciens pour connaître le degré de sécurité de divers 
projets spatiaux en cours, en évaluant par exemple la probabilité 
qu’un objet de taille importante heurte la station spatiale inter-
nationale et menace ainsi son intégrité. 

Les probabilistes au service  
de l’exploration spatiale
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On suppose que le centre du disque bleu est 
un point choisi au hasard et de façon uni-
forme sur le grand disque Andromède. La 
probabilité p que notre Soleil heurte au 
moins une étoile d’Andromède est donc

p
Aire critique

Aire d’Andromède

6 10 km
4
3

10 km

5
10

.

24 2

36 2

12

=

≈ ×

×

≈

Pour utiliser une analogie, on pourrait imaginer  
une immense salle dans laquelle il y a 1012 
chaises toutes de couleur blanche, sauf 
cinq d’entre elles qui sont noires. Ainsi,  
en supposant que notre Soleil entre à  
l’improviste dans la salle pour choisir au  
hasard une chaise, il est clair que la  
probabilité qu’il choisisse une chaise noire  
est 5/1012, une probabilité très faible, en  
particulier si on se rappelle que la probabilité 
de gagner le gros lot de la 6/49 est de l’ordre 
de 1/107. 

Considérons maintenant l’ensemble des  
n = 2 × 1011 étoiles de la Voie lactée. D’après 
le calcul qu’on vient de faire, chacune de ses 
n étoiles a une probabilité p = 5/1012 d’entrer 
en collision avec une étoile d’Andromède.  
La probabilité qu’aucune étoile de la Voie  
lactée n’entre en collision avec les étoiles 
d’Andromède est donc (1 –p)n. Pour évaluer 
rapidement cette dernière quantité, il suffit 
d’utiliser le fait qu’on a, pour tout nombre 
réel x,

x
n

elim 1 ,
n

n
x+


 


 =

→∞

où e = 2,718 28... est le nombre d’Euler.  
On obtient donc

p

e

(1 ) 1
5

10

1
( 1)

2 10

.

n
12

2 10

11

2 10

1

11

11

− = −







= + −
×









≈

×

×

−

Il en résulte que la probabilité p* qu’au moins 
une des étoiles de la Voie lactée entre en  
collision avec au moins une des étoiles  
d’Andromède est

p p

e

1 1

1 63%.

n
*

1

( )= − −

≈ − ≈−

En résumé, on peut tirer deux conclusions 
des calculs ci-dessus : 

–	 on peut d’abord affirmer sans crainte 
que la probabilité que lors de la collision 
galactique notre Soleil frappe une étoile 
d’Andromède est quasi-nulle;

–	 en second lieu, on peut affirmer qu’il est 
dans la mesure du possible qu’au moins 
une des étoiles de la Voie lactée entre en 
collision avec une de ses sœurs de notre 
galaxie voisine. 

Et qu’en serait-il si les approximations  
numériques que nous avons utilisées étaient  
modifiées tant soit peu vers le haut ou vers 
le bas ? La deuxième conclusion devrait être 
réévaluée, mais en aucun cas la première ne 
pourrait être remise en question ! Donc, pas 
de souci, dans 4 milliards d’années, inutile 
de faire vos bagages : notre Soleil demeurera  
intact !
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Les mathématiques sont un jeu  
que l’on exerce selon des règles simples en manipulant  

des symboles ou des concepts qui n’ont en soi,  
aucune importance particulière. 

David Hilbert (1862-1943)

Le paradoxe du Sudoku est que la simplicité  
de ses contraintes engendre tout de même 
un casse-tête d’une étonnante complexité. 
Selon la structure de la solution du Sudoku et 
des cases qui sont vides au début, on peut se 
retrouver soit avec un casse-tête taquinant le 
débutant, soit avec un casse-tête exaspérant  
l’expert. Bien qu’il soit souvent possible dans 
d’autres jeux, comme les échecs et les mots-
croisés, de gagner une vue d’ensemble en 
mémorisant une fraction des combinaisons, 
en revanche, au Sudoku, l’analyse directe de 
toutes les combinaisons dépasse rapidement 
les facultés des plus doués. Toutefois, il existe 
un grand nombre de techniques élémentaires  
qui permettent de rapidement réduire le nombre  
de combinaisons admissibles. C’est grâce à 
ces astuces, et beaucoup de pratique, qu’en 
2012 Jan Mrozowski a complété 10 Sudokus 
en 54 minutes et 4 secondes, le couronnant 
ainsi Champion du Monde du Sudoku. 

À partir des règles du Sudoku, nous déduirons  
une famille de techniques qui nous permet-
tront d’exclure certains candidats des cases 
vides. Ces règles d’exclusion sont parmi  
celles utilisées par les experts, mais nous  
ne nous attarderons qu’à un échantillon  
représentatif de ces techniques et à leur for-
mulation mathématique. Toutefois, celles que  
nous présenteront devraient permettre au 
lecteur assidu de facilement compléter la 
majorité des Sudokus de nos hebdomadaires 
régionaux. 

Marc Laforest 
École Polytechnique  

de Montréal

Les règles du Sudoku 
Le jeu du Sudoku commence avec une figure 
formée de 81 cases organisées en 9 rangées 
et 9 colonnes. De plus, les cases sont aussi 
organisées en 9 blocs de 9 cases, circonscrit 
par les lignes plus foncées dans la figure. Il 
est coutume d’appeler Sudoku la figure d’un 
jeu de Sudoku et de dire que les blocs, les 
rangées, et les colonnes forment les rangées 
virtuelles du Sudoku. Une fois résolu, chaque 
case du Sudoku contient exactement un 
chiffre entre 1 et 9, mais les cases du Sudoku 
sont au départ majoritement vides. L’objec-
tif du Sudoku est de déduire les chiffres des 
cases vides de la contrainte fondamentale : 

Chaque rangée virtuelle doit  
contenir les chiffres 1 à 9 une  

et une seule fois. 

Malheureusement, cette prescription ne 
nous indique nullement comment procéder. 
Nous verrons comment réinterpréter cette 
contrainte en techniques déductives pour 
découvrir le contenu des cases vides.

Avant de continuer, mentionnons quelques 
conventions que les amateurs partagent. Les 
lettres de a à i sont utilisées pour énumérer 
les rangées du haut vers le bas. Les colonnes 
sont identifiées de la gauche vers la droite 
par un chiffre entre 1 et 9. Pour les blocs, les 
joueurs utilisent les trois lettres des rangées 
et les trois chiffres des colonnes qui se ren-
contrent au bloc en question. 

J O U E R  E F F I C A C E M E N T  A U 
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Exclusions naïves 
Tous les joueurs de Sudoku, 
du néophyte au champion, dé-
butent la résolution en appli-
quant une technique d’exclusion 
simple mais efficace qui consiste 
à exclure certains possibilités. Cette 
technique ne tient pas compte de 
toutes les contraintes mais est tout 
de même un excellent point de dé-
part pour l’application d’exclusions 
plus complexes. 

Soit une case vide d’un Sudoku et les trois 
listes de chiffres connus appartenant respec-
tivement à la rangée, la colonne, et le bloc 
qui se partagent la case vide. Appelons ces 
listes 

R = {les chiffres connus de la rangée}, 

C = {les chiffres connus de la colonne},

B = {les chiffres connus du bloc}. 

À partir uniquement de cette information, 
la contrainte fondamentale nous permet  
seulement de conclure que l’ensemble L des 
chiffres qui sont candidats de la case vide, 
ou plus brièvement l’ensemble des candidats 
L de la case vide, est précisément l’ensemble 
des chiffres autres que ceux déjà connus, 
donc L R C B .= ∪ ∪  L’objectif de l’exclusion 
naïve est d’exclure de {1, 2, ..., 9} les chiffres 
qui apparaissent déjà dans R, C ou B et d’écrire 
la courte liste L dans la case vide. Selon 
L R C B= ∪ ∪ , le calcul de L doit commen-
cer avec le calcul de l’union R ∪ C ∪ B avant 
de passer à l’identification des chiffres de 1 
et 9 qui n’appartiennent pas à R ∪ C ∪ B. Ceci 
exigerait que l’on écrive l’ensemble R ∪ C ∪ B 

ailleurs sur 
un papier brouillon 

avant d’écrire la liste L dans la case 
vide, une procédure très peu commode. 

La loi de De Morgan offre une alternative  
calculatoire que vous aurez peut-être déjà 
devinée. Appliquant cette loi à notre expres-
sion précédente pour la liste L des candidats, 
on déduit que 

L R C B R C B .= ∪ ∪ = ∩ ∩

a

b

c

d

e

f

g

h

i

1 2 3 4 5 6 7 8 9

8

5

5

4

4

9
1

1
6

1
9 7

8 6 2 4

6 8 3 5

3 9 4 2

J O U E R  E F F I C A C E M E N T  A U 

Notions de la théorie  
des ensembles

Soit un ensemble A, et deux sous-ensembles B et C de A.  
On écrit B ⊂ A et C ⊂ A. Il existe plusieurs opérations  
élémentaires que l’on peut effectuer sur ces ensembles. 

Le complément de B dans A, noté B , est le sous- 
ensemble des éléments de A qui ne sont pas dans B. 

L’union de B et de C, noté B ∪ C, est l’ensemble des  
éléments qui appartiennent soit à B, soit à C. 

L’intersection de B et C, noté B ∩ C, est l’ensemble des 
éléments qui appartiennent à la fois à B et à C. 

Ces opérations sont liées entre elles par les lois de  
De Morgan, qui sont en fait complètement évidentes 

B C B C B C B Cet .∪ = ∩ ∩ = ∪

La convention est de designer l’ensemble vide par le  
symbole ∅. 



26

Vo
l. 

9 
• 

hi
ve

r 
– 

pr
in

te
m

ps
 2

01
4

Cette nouvelle expression pour L indique qu’il 
est possible de calculer L en vérifiant systé-
matiquement, pour les chiffres de 1 à 9, qu’ils 
n’appartiennent ni à R, ni à C, et ni à B. Pour 
chaque chiffre de 1 à 9, une telle vérification  
peut se faire visuellement en survolant les trois 
rangées virtuelles, et si le chiffre appartient  
à L, on peut immédiatement l’écrire en  
petit caractères dans la case vide avant de 
passer au prochain chiffre de la liste. On  
résume donc cette technique d’exclusion 
naïve de la manière suivante. 

Pour chaque case vide, et pour 
chaque chiffre entre 1 et 9, écrivez 

ce chiffre dans la case vide s’il 
n’apparaît dans aucune des trois 

rangées virtuelles auquel  
appartient la case vide. 

Le résultat de cette procédure est un Sudoku 
semblable à celui de la figure 1. C’est une opération  
répétitive mais simple et que l’on gagne à 
pratiquer. Pour la durée du reste de cet article,  
nous prendrons pour acquis que tout joueur 
de Sudoku débute la résolution de son Sudoku  
avec cette technique. 

Exclusions nues et cachées 
Quand vous êtes 
chanceux, l’exclusion 
naïve produit dans 
chaque case vide une  
liste ne contenant 
qu’un seul candidat, ce qui s’appelle un  
simplet nu. Toutefois, il existe très souvent 
une autre situation permettant d’identifier 
immédiatement le chiffre caché d’une case. 
Si un candidat d’une case ne se retrouve 
dans aucune autre case d’une des rangées  
virtuelles contenant la case, alors ce chiffre 
est la seule possibilité pour cette case, une  
situation nommée un simplet caché. 

La notion de simplet caché s’explique bien 
à l’aide d’un exemple. Dans la rangée de la  
figure 2, les candidats des cases vides sont 

C1 = {2, 9}, C3 = {2, 8, 9}, C4 = {1, 2, 8},

C5 = {2}, C7  = {1, 2, 5, 8, 9}. 

Si l’on regarde la septième case, on remarque 
que le chiffre 5 n’est candidat dans aucune  
autre case. Mathématiquement, ceci se  
résume en écrivant que 5 n’appartient pas  
à l’ensemble C1 ∪ C3 ∪ C4 ∪ C5 mais qu’il  
appartient quand même à C7, 

C C C C C{5} ( ) .1 3 4 5 7= ∪ ∪ ∪ ∩

Selon ce raisonnement, tous les simplets  
cachés du Sudoku peuvent être identifiés en 
visitant chaque case vide et, pour chaque 
candidat de la case, en vérifiant que le  
candidat ne se retrouve pas ailleurs dans 
chaque rangée virtuelle de la case. 

Voici une deuxième manière beaucoup plus 
rapide d’identifier tous les simplets cachés, 
que nous justifierons plus loin, 

Pour chaque rangée virtuelle et 
pour chaque chiffre entre 1 et 9, 
identifiez s’il est candidat d’une 
seule case. Si c’est le cas, il doit 
être le chiffre caché de la case. 

DossierApplication

a

b

c

d

e

f

g

h

i

1 2 3 4 5 6 7 8 9

8

5

5

4

4 9

1

1 6

1

9 7

8 6 2 4

6 8 3 5

3 9 4 2

1, 2, 3,
6, 7, 9

2, 3, 6, 
7, 9

1, 2, 7,
9

2, 3, 4,
6, 7

5, 6, 7 3, 6,  9 2, 3, 4,
5, 9

2, 3, 4,
5, 6

2, 3, 6, 8 2, 3, 6, 8 2, 3, 5, 8 2, 3, 5, 
6, 8

2, 3, 6, 
7, 8, 9

2, 7, 9 2, 3, 4, 7 2, 3, 4,
6, 7

2, 3, 6

1, 3, 5, 
7, 9

3, 7, 9 3, 7 1, 3, 71, 7, 9

1, 2, 7, 9 2, 7, 9 2, 7 1, 2, 71, 4, 7, 9

5, 6, 7, 8

2, 5, 7, 
8, 9

2, 6, 7, 
8, 9

2, 4, 6, 
7, 8, 9

6, 7, 8 5, 7, 8

3, 8, 92, 5, 7, 9

2, 7, 9

2, 3, 7

2, 3, 7

2, 3, 7 7, 8

1, 6, 7, 8 1, 3, 8, 9 3, 4, 7
8, 9

1, 3, 4,
7, 8

1, 5, 7, 8

3, 4, 5, 
7, 8

1, 6, 7

6, 7 3, 6,  8,  9

2, 3, 7 1, 2, 5, 7 5, 7 1, 7 1, 5, 7 1, 3, 6, 8 2, 3, 7, 8

2, 3, 4,
 6, 8

figure 1 : Un Sudoku avec la liste des candidats obtenus à partir de 
l’exclusion naïve.

figure 2 : Le 2 est un simplet nu en a5 et le 5 
est un simplet caché en a7.

4 6732, 9 2, 8, 9 1, 2, 8, 1, 2, 5,
8. 9

2a

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Simplet nu
Une case avec un seul 
candidat s’appelle un 

simplet nu.
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En examinant l’application de cette méthode 
à l’exemple précédent, on peut comprendre 
son équivalence avec celle suggérée par l’ex-
pression initiale. Pour la rangée de la figure 2, 
supposons que l’on cherche à savoir si 5 est 
un simplet caché quelque part dans la ran-
gée. En un coup d’oeil, on note les cases où 
5 est candidat,  

{5} ∩  C1 = ∅  ⇔  C5 1∈
{5} ∩  C3 = ∅  ⇔  C5 3∈
{5} ∩  C4 = ∅  ⇔  C5 4∈
{5} ∩  C5 = ∅  ⇔  C5 5∈

{5} ∩  C7 = {5}  ⇔  C5 7∈
On déduit alors que le chiffre 5 appartient 
aux intersections 

C C C C C C C C, , , .1 7 3 7 4 7 5 7∩ ∩ ∩ ∩

À l’aide de la loi de De Morgan, on conclut 
que 5 est un simplet caché de la septième 
case, car  

En conclusion, les deux approches diffèrent 
dans l’ordre dans lequel la recherche se fait 
et dans les questions qu’on doit se poser, 
mais le résultat est le même. 

Les notions de simplet nu et de simplet  
caché ont des notions cousines de paires,  
triplets et plus généralement de k-tuplet, nus 
ou cachés. 

Un k-tuplet nu d’une rangée virtuelle 
est un ensemble T de k chiffres 

pour lequel il existe k cases vides 
dont les candidats satisfont 

C1 ⊂ T,  C2 ⊂ T, . . . ,  Ck ⊂ T. 

Étant donné que les chiffres du k-tuplet nu 
sont les seuls occupants possibles de k cases, 
ils ne peuvent pas apparaître dans les autres 
cases et on peut exclure les membres de T  de 
candidats de toutes les autres cases. 

Un k-tuplet caché d’une rangée 
virtuelle avec k + j cases vides  
est un ensemble T de k chiffres 

pour lequel les  
k + j listes de candidats C1, . . . ,Ck, 
Ck+1, . . . ,Ck+j peuvent s’énumérer 

de manière à ce que

T ⊂ C1 ∪  ... ∪ Ck . 

T ∩(Ck+1  ∪  ... ∪ Ck+j ) =  ∅. 

Étant donné que les k chiffres du k-tuplet 
caché doivent occuper les k premières cases 
vides, on peut exclure tous les autres chiffres 
Ck+1 ∪ · · · ∪ Ck+j des listes C1, . . . ,Ck. Contrai-
rement aux notions de simplet nu ou caché, 
l’objectif n’est pas de découvrir la position 
de certains chiffres mais plutôt de dire où ils 
ne peuvent pas apparaître. De plus chaque  
exclusion peut avoir un effet boule de neige et  
vous mener à découvrir de nouveaux k-tuplets  
nus ou cachés. Voici la méthodologie à suivre 
si vous désirez identifier ces exclusions. 

1.	 Procédez une rangée virtuelle à la fois.

2. 	Éliminez les chiffres des simplets nus 
et cachés des autres cases des rangées  
virtuelles se partageant les cases des  
simplets identifiés. 

3.	 Déterminez visuellement s’il existe deux 
cases vides avec des listes identiques de 
deux candidats. Éliminez ces doublets nus 
de toutes les autres listes de candidats. 

4.	 Parmi les listes contenant 3 candidats ou 
plus, cherchez deux chiffres qui n’appa-
raissent que dans deux cases. Éliminez de 
vos deux cases les chiffres autres que ceux 
du doublet caché. 

5.	 Continuez successivement avec les  
k-tuplets nus et cachés, k ≥ 3. 

C C C C C C C C

C C C C C

{5} ( ) ( ) ( ) ( )

( ) .

1 7 3 7 4 7 5 7

1 3 4 5 7

= ∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩

= ∪ ∪ ∪ ∩

figure 3 : Les chiffres {1, 4, 8} forment un  
triplet caché en a1, a5, a6.

5
1, 2, 4, 6 2, 63, 9 2, 7 2, 7, 9 3, 61, 3, 8 4, 8a

1 2 3 4 5 6 7 8 9
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DossierApplication

Exclusions de Jedi
Dans cette configuration du Sudoku, la force 
est la logique. 

Soit quatre cases vides à 
l’intersection de deux rangées et 

de deux colonnes. On dit qu’ils 
forment une aile-X1 s’il existe un 

chiffre n qui n’est candidat  
dans les deux rangées qu’à 

l’intersection des deux colonnes. 

Bien que la définition d’une aile-X exclue 
déjà la présence de n dans les autres cases 
des deux rangées, comme nous expliquerons 
plus tard, cette configuration exclut aussi n 
des autres cases des deux colonnes. On aurait  
aussi pu définir une aile-X en inversant le rôle 
des rangées et des colonnes et l’exclusion  
aurait eu lieu dans les autres cases des deux 
rangées. 

L’exclusion de Jedi s’explique aisément dans 
un exemple concret comme celui du Sudoku  
de la figure 4. À l’intersection des rangées c, h 
et des colonnes 2, 7, on observe que le chiffre 

3 n’est candidat que dans deux cases des ran-
gées c et h. Soit que 3 appartienne à c2, soit 
qu’il appartienne à c7. Dans le premier cas, le 
3 est alors exclu de c7 et de toutes les autres 
cases de la colonne 2. Dans la rangée h, le 3 
ne peut donc plus appartenir à h2 et il doit 
donc appartenir à h7. La décision de placer  
le 3 en c2, permet de l’exclure de toutes 
les cases des colonnes 2 et 7 sauf c2 et h7. 
Vice versa, si le chiffre 3 était d’abord placé 
dans la case c7, alors une analyse semblable  
démontrerait que 3 ne peut appartenir à  
aucune des cases des colonnes 2 et 7 sauf c7 
et h2. En conclusion, la présence d’une aile-X  
exclut le 3 des listes de candidats aux cases 
i 2, a 7 et f 7. La valeur d’une exclusion  
dépend en grande partie de la facilité avec 
laquelle elle peut être utilisée. Pour une  
exclusion de ce type, la technique est  
identique à sa formulation. 

Dans chaque rangée, identifiez 
les chiffres qui ne sont candidats 
que dans deux cases. Pour chaque 
chiffre, vérifiez s’il est candidat à 
l’intersection des deux colonnes 

avec une autre rangée. Si ce  
chiffre n’est pas candidat ailleurs 
dans cette nouvelle rangée, alors 
vous pouvez l’exclure des autres 

cases des deux colonnes. 

Les joueurs aguerris du Sudoku cherchent 
aussi pour la présence d’un chiffre n qui 
soit candidat à l’intersection de k rangées  
et de k colonnes, mais pas ailleurs sur ces 
k rangées. Comme auparavant, cette confi-
guration permet d’exclure le chiffre n 
des candidats dans toutes les cases des k  
colonnes à l’extérieur des k rangées. En anglais,  
la configuration avec k = 3 se nomme 
Swordfish et avec k = 4, elle se nomme  
Jellyfish. Toutefois, une configuration avec  
k  ≥ 5 est sans intérêt car il est possible de 
montrer que les autres 9 − k ≤ 4 colonnes 
et rangées formeront une exclusion de Jedi  
nécessairement plus simple. 

figure 4 : Une exclusion de Jedi

a

b

c

d

e

f

g

h

i

1 2 3 4 5 6 7 8 9

94

4

8

8 2 7

7

5

6

7 5

4 8 7

8 7

1 6 8

5 2 13 8 9 4 7 6

2 3 57 6 4 8 9 1

59 64 1 87

6 4 38 7 5

6 2

1, 2, 6 3, 6 1, 2, 3, 5 1, 2, 3, 5 2, 3, 

2, 9 2, 3, 9 2, 3, 9

1, 6, 9 1, 3 1, 3, 4

2, 32, 3

1, 5, 9

1, 2, 5, 9 2, 3, 9

1, 21, 2, 9

1, 3, 5, 93, 9

1, 3

1, 9

1, 9 3, 4, 5 3, 4

2, 9

3, 6 3, 4, 9

1. �L’expression aile-X est une traduction de  
X-Wing, le célèbre vaisseau de Luke 
Skywalker dans la série Star Wars.
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Jouer efficacement au Sudoku  |  Marc Laforest  •  École Polytechnique de Montréal

La structure de Tuleja
Plutôt que de présenter une dernière tech-
nique d’exclusion, cet article se terminera  
avec la présentation d’un résultat général  
de Gregory Tuleja, directeur du Williston  
Northhampton School, concernant la struc-
ture de la solution d’un Sudoku.

Théorème de Tuleja 
Supposons qu’un joueur ait réussi à remplir  
toutes les cases vides du casse-tête initial, tout 
en satisfaisant la contrainte fondamentale,  
et qu’il ou elle admire joyeusement son œuvre.

Le contenu d’un triplet horizontal 
de blocs possède l’une des deux 

propriétés suivantes.

i)	 Il existe une subdivision de

 {1, 2, . . . , 9} 

	 en trois ensembles C1, C2, C3 de trois 
chiffres, telle que chaque triplet de cases 
horizontales d’un bloc est l’un de ces trois 
ensembles.

ii)	 Il existe une subdivision de 

	 {1, 2, . . . , 9}

	 en quatre ensembles, les trois premiers C1, 
C2, C3 contiennent chacun deux chiffres 
et le dernier contient les trois derniers 
chiffres.

	 L C C C .1 2 3= ∪ ∪

	 Chaque triplet de cases horizontales d’un 
bloc est l’union d’un des ensembles Ci et 
d’un des chiffres de L .

Grâce à la symétrie des Sudokus, il est évident  
que ce résultat s’applique autant aux triplets 
horizontaux de blocs qu’aux triplets verticaux  
de blocs. Dans la figure 5, le premier cas  
s’applique aux blocs des rangées abc. Plus 
précisément, dans le bloc abc, on a 

C1 = {1, 2, 3}, C2 = {4, 5, 6}, C3 = {7, 8, 9}

et le triplet C1 apparaît en a123, c456 et 
b789. Le deuxième cas s’applique aux triplet 
de blocs des rangées def. 
Ce très joli résultat peut aussi être utilisé 
dans la résolution de Sudoku bien qu’il ne 
se prête pas à une démarche algorithmique 
comme les techniques précédentes.

figure 5 – Une illustration du théorème de Tuleja

a

b

c

d

e

f

g

h

i

1 2 3 4 5 6 7 8 9

9 8 3 2 16 4 5 7

1 2 5 4 69 8 7 3

7 3 4 1 28 5 9 6

8 5 9 3 74 1 6 2

4 1 8 6 57 3 2 9

2 9 1 7 35 6 4 8

6 4 2 9 83 7 1 5

3 7 6 5 42 9 8 1

5 6 7 8 91 2 3 4
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Rubrique des

Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences 
et Technologies de Lille

L’interrogation 
surprise

Ce paradoxe a été découvert pendant la  
seconde guerre mondiale. Les autorités  
suédoises, voulant organiser un exercice 
de défense civile, firent annoncer à la radio  
qu’un exercice d’alerte se déroulerait la semaine  
suivante et que, de façon à ce que l’épreuve  
se déroule dans des conditions proches des 
conditions réelles, personne ne pourrait  
connaître à l’avance la date de l’exercice. 
Le mathématicien Lennart Ekbom réalisa 
qu’un délicat paradoxe logique résultait de 
l’annonce. Le problème est maintenant connu  
dans le monde entier, et donne toujours lieu  
à un débat entre spécialistes de logique. En  
voici la présentation la plus connue appelée  

« L’interrogation surprise ».

Le professeur Martin annonce à ses élèves :

a) �je ferai une interrogation la semaine  
prochaine ;

b) �vous ne pourrez pas savoir quel jour elle se 
déroulera ; ce sera une surprise.

Jacques, le meilleur élève en mathématiques 
de la classe, raisonne alors ainsi :

Nous avons cours avec Monsieur Martin  
le lundi, le mardi, le mercredi, le jeudi, 
le vendredi et le samedi. Puisqu’il nous 
dit que nous ne pourrons pas connaître  
le jour de l’interrogation, celle-ci ne se 
déroulera pas le samedi, car samedi matin, 
sachant que l’interrogation se fera dans 
la semaine (affirmation a), elle ne pourrait 
avoir lieu que le samedi et donc nous sau-
rions de manière certaine qu’elle va avoir 
lieu. Il est donc acquis que l’interrogation 
n’aura pas lieu le samedi. Mais alors, le  
vendredi, elle ne peut pas avoir lieu non plus, 
car sachant qu’elle ne peut pas avoir lieu le 
samedi, quand nous arriverons dans la classe 
le vendredi, nous saurons qu’elle va avoir lieu. 
Il est donc acquis aussi que l’interrogation 
n’aura pas lieu le vendredi.

En poursuivant de la même manière, Jacques 
en déduit que l’interrogation ne peut avoir 
lieu ni le jeudi, ni le mercredi, ni le mardi, ni le 
lundi et donc qu’elle n’aura pas lieu.

Pourtant, le mercredi de la semaine suivante, 
Monsieur Martin fait son interrogation à la 
grande surprise de Jacques. Monsieur Martin  
n’a pas menti puisque (a) l’interrogation 
s’est bien déroulée dans la semaine prévue 
comme il l’avait annoncé, et que (b) Jacques 
a été surpris le jour de l’interrogation. Le  
raisonnement de Jacques semble pourtant 
parfaitement rigoureux. 

Comment expliquer ce paradoxe ?

DIM LUN MAR MER JEU VEN SAM

F É V R I E R
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Solution du paradoxe précédent

L’hôtel paradoxal
La solution
Un hôtel infini dont les chambres sont numérotées par 
les entiers 0, 1, 2, 3, ... est complet pour la nuit. 

a) �Arrive un client : « pas de problème » lui répond le 
responsable de l’accueil, « installez-vous dans la 
chambre 0, je demande au client de la chambre 0 de 
passer dans la chambre 1, à celui de la chambre 1 de 
passer dans la chambre 2, etc. » Le nouveau client 
peut donc être accueilli, et cela sans qu’aucun client 
ne soit privé de chambre. 

b) �Dix minutes plus tard, arrive un autocar infini de  
nouveaux clients qui demandent à passer la nuit dans 
l’hôtel. « Pas de problème » répond le responsable de 
l’accueil. Il demande au client de la chambre n de 
passer dans la chambre 2n. Il indique alors au chauf-
feur du car que le voyageur numéro i (i = 0, 1, 2, ...)  
de son autocar peut disposer de la chambre 2i + 1 – qui 
est effectivement libre puisque toutes les chambres  
de numéro impair ont été libérées. Chaque nouvel 
arrivant a trouvé à se caser et aucun de ceux qui 
occupaient l’hôtel n’a été chassé ! 

c) �Une demi-heure plus tard arrive un groupe plus 
important encore, car constitué d’une infinité 
d’autocars chacun ayant à son bord une infinité de 
passagers. Le responsable affirme qu’il peut loger 
tout le monde. Comment fait-il ?

La réponse – proposée par plusieurs lecteurs – consiste 
à utiliser une bijection entre • , l’ensemble des entiers et    

  • ×•, l’ensemble des paires de nombres entiers. 

Très concrètement, le responsable de l’accueil téléphone 
au client de la chambre i et lui demande de passer dans 
la chambre 2i + 1 (ce qui libère toutes les chambres 
ayant un numéro pair) et donne la consigne suivante au 
responsable du groupe d’autocars : le passager numéro 
i du bus numéro j doit se rendre dans la chambre  
2j + 1 (2i + 1). 

En clair :

•	 Les passagers du bus 0 occupent les chambres :

	 2, 6, 10, 14, 18, ..., 2×(2i + 1), ...

• 	 Les passagers du bus 1 occupent les chambres :

	 4, 12, 20, 28, 36, ..., 4×(2i + 1), ...

• 	 Les passagers du bus 2 occupent les chambres : 

	 8, 24, 40, 56, 72, ..., 8×(2i + 1), ...

	 etc.

Toutes les chambres sont occupées et jamais deux 
voyageurs différents ne se retrouvent dans la même 
chambre, car :

si 2i+1 (2j + 1) = 2i ’+1 (2j ’ + 1) 

alors nécessairement i = i ’ et j = j ’.
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Pourquoi Google ?
(niveau cégep)

1.	 Problème Vrai ou faux

a)	� Nous avons vu que les pages satisfaisant 
à une requête sont classées par ordre  
décroissant de fréquentation par le 
promeneur impartial. Supposons que 
toutes les flèches d’une (micro) toile soient  
inversées. Par exemple, celle allant de a à b  
ira maintenant de b à a, et ainsi de suite. 
Alors l’ordre de présentation sera néces-
sairement renversé.

b)	� Supposons que le site b ne reçoive qu’un 
lien et que ce lien provienne du site a. 
Alors la probabilité (asymptotique) de  
visiter le site a est toujours plus grande ou 
égale à celle de visiter le site b.

c)	� Supposons qu’un site reçoive des liens de 
toutes les autres pages de la toile. Alors 
cette toile sera celle la plus visitée par le 
promeneur impartial.

(niveau secondaire)

2.	� On considère la toile à 3 sites de la figure. 
Sachant qu’on est parti du site a, donner 
la probabilité d’être aux différents sites a, 
b, c après n clics selon la valeur de n.

3.	� Les dimensions de la matrice carrée n x n 
dont il est question dans l’encadré Les 
probabilités du promeneur impartial par 
le calcul matriciel sont astronomiques. En 
effet, on y explique que n > 1013. Alors, 
si vous étiez capable d’écrire à la vitesse 
incroyable de 10 chiffres à la seconde, 
combien de temps cela vous prendrait-il  
pour écrire tous les nombres de cette 
matrice? Faites le calcul en supposant que 
chaque nombre ne compte qu’un chiffre…

Passera, passera pas ?
(niveau secondaire)

1.	� Calculer la probabilité critique de passage 
du haut vers le bas dans le réseau à cases  
carrées si on permet un passage par les coins. 

2.	� On considère la percolation par arêtes sur 
un réseau triangulaire, c’est-à-dire que 
chaque arête est ouverte avec probabilité 
p. Montrer que la probabilité critique est 
pc = 1/2. 

Sudoku
(niveau secondaire)

Dans une grille de Sudoku, on constate que le 
6 n’est possible que dans les cases a3 et a7 de 
la rangée a, et que dans les cases c2 et f2 de 
la colonne 2. Pourquoi peut-on en conclure 
que le 6 ne peut être dans la case f7?

Galaxies 
(niveau secondaire)

Dans Le combat des galaxies, on a expliqué 
que la probabilité que notre Soleil frappe 
une étoile d’Andromède est quasi-nulle, alors 
qu’il est possible qu’au moins une des étoiles 
de la Voie lactée entre en collision avec une 
étoile d’Andromède. 

Ramenons cela à une plus petite échelle et 
considérons un événement simple. Pouvez-
vous expliquer pourquoi il est peu probable 
que vous ayez la même date d’anniversaire 
qu’un autre passager d’un autobus dans lequel 
vous voyagez, mais qu’il est très probable  
que deux des passagers dans ce même autobus  
aient la même date d’anniversaire ? Vous 
pouvez supposer que l’autobus compte une 
cinquantaine de passagers. 

Section problèmes

b

c a
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