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Le site web d’Accromath a fait peau neuve ! Les recherches par numéro, sujet ou 
auteur sont dorénavant beaucoup plus faciles et de nombreuses références ont été 
ajoutées entre les articles de même que vers des sources électroniques externes. 
Nous tenons à remercier vivement Renaud Raquépas qui a travaillé pendant tout 
l’été pour mettre l’ensemble des articles en ligne. Vous pouvez consulter le nouveau 
site à www.accromath.ca.

Ce second numéro d’Accromath consacré aux Mathématiques de la planète 
Terre, thème d’une année internationale (MPT 2013) parrainée par l’UNESCO, offre 
une belle diversité d’articles. 

Dans L’évolution des glaciers, modélisation et prédiction, Guillaume Jouvet nous 
sensibilise à la nécessité et à la complexité de la construction d’un modèle mathé-
matique permettant de simuler le comportement des glaciers. L’auteur a également  
réalisé sur ce sujet un film primé à l’UNESCO dans le cadre de la compétition de 
modules de musées pour MPT 2013 (voir à ce propos les liens dans la section  
Pour en savoir Plus !). 

Christiane Rousseau, dans L’équation du temps, explique pourquoi le midi affiché 
sur nos horloges diffère de celui indiqué par un cadran solaire.

Le texte Comment mettre un pied devant l’autre ? Élémentaire ... c’est symétrique,  
de Pietro-Luciano Buono, montre comment la théorie des groupes permet de 
décrire les diverses façons, pour un bipède ou un quadrupède, de mettre un pied 
devant l’autre, selon qu’il marche, trotte ou galope.

Dans Des mathématiciens à la rescousse des lagunes méditerranéennes,  
Hervé Guillard et Maria-Vittoria Salvetti mettent en évidence l’importance de la 
préservation des lagunes ainsi que le rôle que les mathématiques peuvent y jouer.

Adrien Lessard décrit, dans L-Systèmes : les équations des plantes, le procédé 
imaginé par le biologiste hongrois Aristid Lindenmayer pour modéliser le processus 
de développement et de prolifération de plantes ou de bactéries.

À quoi ressemble une fonction ? L’image qui nous vient d’abord à l’esprit est sans 
doute celle d’une courbe lisse. Mais dans l’article Des fonctions... déroutantes  
du dossier Logique mathématique, Laurent Pelletier nous rappelle que le vocable  
« fonction » s’applique à des courbes beaucoup plus compliquées.

Dans le dossier Histoire, Bernard R. Hodgson signe Regard archimédien sur le  
cercle et la sphère : le clin d’œil de Kepler, dans lequel il décrit le recours par 
Kepler à des grandeurs « infiniment petites » comme support intuitif dans sa  
réinterprétation de résultats d’Archimède.

La notion d’infini a, depuis toujours, été une source de paradoxes. En nous invi-
tant à L’hôtel paradoxal, alias Hôtel de Hilbert, Jean-Paul Delahaye nous présente 
quelques-uns de ces célèbres paradoxes, où il est question d’un hôtel comportant 
un nombre infini de chambres toutes occupées, mais pouvant néanmoins encore 
accueillir de nouveaux clients…

Bonne lecture!

André Ross
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Depuis plus d’un siècle, les glaciers alpins reculent.  
Cette tendance s’amplifiera inévitablement si le climat se réchauffe davantage. 

Pour prédire l’évolution future des glaciers, il nous faut construire un modèle 
mathématique qui combine hydrologie, climatologie et mécanique.

Le mouvement des glaciers résulte de la com-
binaison de plusieurs phénomènes, comme 
l’illustre la figure ci-dessous. D’un coté, les 
précipitations neigeuses et la fonte cumulées  
ajoutent de la glace sur les parties élevées 
(zones d’accumulation) et en enlèvent sur 
les parties basses (zones d’ablation). D’un 
autre coté, la glace se déplace et se déforme 
comme un fluide sous l’effet de la gravité. 
De plus, les vitesses des particules de glace 
sont amplifiées par le glissement de la glace 
contre le lit rocheux. Le mouvement de la 
glace est ainsi régi à la fois par les lois de 
la mécanique des fluides et par celles de la  
mécanique des solides.

La glace est un fluide  
qui coule
Bien que le mouvement des glaciers soit 
connu depuis le XVIIIe siècle, l’écoulement de 
la glace tel un fluide visqueux n’a été admise 
qu’au XXe siècle. Dans les années 1950, le gla-

L’évolution des glaciers, 
modélisation et prédiction

ciologue J.W. Glen procéda à des expériences 
sur des blocs de glace afin de déterminer 
sa déformation sous l’effet de contraintes  
appliquées en traction, compression et cisail-
lement. Le verdict tomba : la relation entre 
déformation et contrainte (appelée plus tard 
loi de Glen) est non linéaire, ce qui fait de la 
glace un fluide dit «non Newtonien», contrai-
rement à l’eau. En tant que fluide, la glace 
et l’eau se différencient aussi par leurs viscosités.  
En effet la viscosité de la glace (environ 1016 

fois celle de l’eau) est telle que les effets  
d’accélération sont négligeables. Ainsi,  
contrairement à l’eau, les vitesses des  
particules de glace à un instant donné ne 
dépendent que de la géométrie du glacier 
(épaisseur et pente du terrain) et pas des  
vitesses aux instants précédents. Pour  
compléter la loi de Glen, une relation entre 
viscosité et température de la glace est établie.  
En effet, une glace froide se déforme moins 
facilement qu’une glace proche du point de 

Guillaume Jouvet 
Freie Universität Berlin

Ablation de glace

Glacier
Champ de vitesse

Accumulation de glace Air

Lit rocheux

Schéma des mécanismes qui régissent 
le mouvement des glaciers.
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L’évolution des glaciers, modélisation et prédiction  |   Guillaume Jouvet  •  Freie Universität Berlin

fusion. Les équations de la mécanique de la 
glace se résument à un problème de Stokes :

Les équations1 ci-dessus expriment res-
pectivement la conservation de la quantité  
de mouvement, la loi de Glen et l’incom-
pressibilité de la glace. Pour être complet, ce  
problème nécessite une condition à la  
frontière du domaine de glace, qui décrit le 
glissement entre glace et roche.

La glace est un solide  
qui glisse
La déformation visqueuse de la glace  
n’explique pas à elle seule le mouvement des 
glaciers. En effet, la glace peut aussi glisser  
sur le lit rocheux en présence d’eau de fonte 
qui joue le rôle de lubrifiant. Cela se produit  
en particulier à la langue du glacier où les 
températures de la glace sont les plus proches 
de zéro, alors qu’aux parties plus élevées les 
températures sont suffisamment froides 
pour que la glace accroche au lit rocheux. 
Contrairement à la déformation de la glace, 
le glissement est mal connu et donc plus  
difficile à modéliser. En effet, le glissement 
est directement relié au niveau d’eau (un  
glacier stocke de l’eau comme une éponge) 
lequel peut varier fortement dans la journée. 
Par ailleurs, le glissement dépend aussi de la 
rugosité du terrain qui est souvent inconnue. 
De plus, il est très difficile d’accéder à la base 
du glacier pour y effectuer des mesures. En 
dépit de ces incertitudes, il existe aujourd’hui 
des modèles de glissement empiriques qui 
décrivent bien la réalité. 

Le rôle des mathématiciens
Il est malheureusement impossible de résoudre  
exactement le problème de Stokes du fait 
des complexités des équations et des géo-
métries. C’est pourquoi dans la pratique on  

procède à une approximation du problème en  
«discrétisant» l’espace et le temps, ce qui  
signifie que l’on cherche à approcher la solution  
en certains  points et à certains instants.  
Finalement, résoudre le problème de Stokes 
discrétisé revient à résoudre une suite de  
systèmes d’équations linéaires, ce que 
nombre d’algorithmes bien connus peuvent 
faire. Pour simuler un glacier, il faut être  
capable de résoudre de nombreux systèmes 
d’équations dont la taille atteint facilement le 
million d’inconnues, ce qui peut prendre des 
jours de calcul même pour les ordinateurs les 
plus récents. Les mathématiciens ont recours 
à plusieurs stratégies pour réduire les temps 
de calcul. L’une d’elle consiste à paralléliser 
leurs algorithmes de résolution, c’est-à-dire à 
diviser efficacement le problème principal en 
sous-problèmes qui peuvent être  traités indi-
viduellement sur des processeurs différents.  
Un autre rôle essentiel des mathématiciens 
est de s’assurer de la convergence de la  
solution approchée vers la solution exacte. 
En effet, il est attendu que la solution que 
l’on trouve par nos calculs soit plus près de 
la vraie solution lorsque l’on augmente le 
nombre de points de la discrétisation.

Combiner les calculs  
des mathématiciens  
et des glaciologues
Si le calcul du mouvement de la glace revient  
aux mathématiciens, évaluer l’impact des 
précipitations neigeuses et de la fonte sur 
le glacier est le travail des glaciologues. Ces 
deux communautés doivent donc combiner  
leurs calculs pour simuler l’évolution des  
glaciers sur une période de temps. Supposons  
que la surface d’un glacier soit connue une 

1.	� u est la vitesse de la glace, r est la densité de la glace, 
g est la constante de gravité, A, σ0 et m sont des para-
mètres liés aux propriétés visqueuses de la glace et e 
est la partie symétrique du gradient de u. 

Champ de vitesse 
calculé du glacier 
du Rhône
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certaine année A. Tout d’abord, les mathé-
maticiens calculent le champ de vitesse de 
la glace l’année A en résolvant les équations  
de Stokes puis modifient la surface du glacier  
en conséquent. Ensuite, les glaciologues  
calculent en différents points de la surface la 
différence cumulée entre l’accumulation et la 
fonte de glace pendant l’année A et corrigent la 
surface du glacier en conséquent. Finalement,  
il en résulte une approximation de la surface 
du glacier l’année suivante A + 1. Ce processus  
est répété autant de fois qu’il y a d’années à 
simuler, comme le résume le schéma à droite.

DossierPlanète Terre

Photographies du glacier du Rhône (à gauche) 
et simulation (à droite).

Calcul du champ de vitesse,
année A (mathématicien)

Calcul du bilan de masse,
année A (glaciologue)

Correction de la surface

Initialisation

Année 
suivante :
A ← A + 1

Correction de la surface
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La méthode permet de simuler aussi bien un 
glacier sur une période passée que future.

Simuler le passé pour valider 
le modèle2

En utilisant des données de températures et 
de précipitations, le glacier du Rhône (Suisse) 
a été simulé de 1874 à 2008. Nous pouvons 
comparer sur la figure de la page précédente 
le résultat de la simulation à des images  
d’archives. Nous constatons que les résultats 
obtenus par la simulation sont fidèles à la  
réalité, ce qui valide le modèle.

Simuler le futur selon des 
scénarios climatiques2

Bien entendu, aucune donnée météorologique  
n’est disponible pour le futur. Par conséquent, 
nous considérons plusieurs scénarios clima-
tiques pour le XXIe siècle. La figure à droite 
montre le résultat de la simulation du glacier  
d’Aletsch (Suisse) en 2100 pour trois scénarios  
choisis. Le scénario 1 est basé sur une  
augmentation des températures d’environ  
4 degrés Celsius en 2100. Il s’agit à l’heure 
actuel du scénario le plus réaliste. Selon ce 
scénario, le glacier aurait quasiment disparu  
avant la fin du siècle. Le scénario 2 est 
basé sur le climat des 20 dernières années,  
lequel a été marqué par une augmentation des  
températures d’environ 0.5 degrés Celsius. 
Selon ce scénario, le glacier accuserait un  
retrait de plus de 5 kilomètres. Il s’agit du  
retrait auquel on devrait s’attendre si le  
climat se figeait (sans augmentation addi- 
tionnelle des températures). Finalement,  
le scénario 3 considère un improbable  
nouvel âge glaciaire à venir. Selon ce scénario,  
la langue glaciaire croîtrait considérablement 
jusqu’à atteindre un état comparable à celui 
observé durant le petit âge glaciaire.

2.	� Les simulations de glaciers (sauf celle de la 
figure en dernière page) sont issus des tra-
vaux de l’auteur avec M. Huss (Université 
de Fribourg), J. Rappaz (EPFL), M. Picasso 
(EPFL), H. Blatter (ETHZ) et M. Funk (ETHZ).

Glacier d’Aletsch en 1999 et 2100 
selon les scénarios climatiques 1, 2 et 3.

1999

2100 (scénario 1)

2100 (scénario 2)

2100 (scénario 3)
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DossierPlanète Terre 

différence à la base de la calotte engendre 
de très fortes augmentations des vitesses de 
la glace en seulement quelques kilomètres 
au niveau de la ligne d’échouage. Cette ligne  
sépare les parties terrestres et flottantes. 
On voit clairement sur la figure de la page  
suivante les deux régimes différents : très  
rapide sur les morceaux de banquises 
(en rouge) et très lent ailleurs (en bleu).  
Reproduire avec précision ces accélérations 
abruptes en résolvant le problème de Stokes 
simplifié nécessite de densifier le maillage 
aux abords de la ligne d’échouage, quitte à 
le raréfier ailleurs pour garder le problème à 
une taille raisonnable. Ces techniques dites 
de «raffinement de maillages» font l’objet  
d’intenses recherches pour rendre les  
modèles de plus en plus précis sans être trop 
coûteux en temps de calcul.

Quels sont les enjeux  
en Antarctique ?
Grâce à des données radar, nous savons  
que le lit rocheux de la partie ouest de la  
calotte Antarctique est majoritairement 
sous le niveau de la mer. Cette partie est  
aujourd’hui suffisamment lourde pour qu’elle  
reste en appui sur la plupart du lit rocheux  
(figure en bas de page). Cependant, si la  
calotte polaire continuait à fondre et  
donc à s’amincir, alors la partie flottante  
gagnerait en surface par le principe  
d’Archimède. De plus, la présence d’eau 
sous la glace aurait pour effet d’amplifier la 

Le modèle est-il applicable 
aux calottes polaires ?
Qu’elle soit en montagne ou aux pôles, la 
glace est soumise aux mêmes lois de la  
mécanique. En théorie, le modèle peut donc 
être utilisé pour simuler la dynamique des  
calottes polaires du Groenland et d’Antarctique.  
En pratique, ces calottes sont tellement 
grandes (longues de milliers de kilomètres) 
qu’il faut un nombre considérable de points 
pour résoudre le problème de Stokes. Par 
conséquent, la méthode est très coûteuse en 
temps de calcul. Cependant, on peut observer  
que les calottes polaires sont des objets  
relativement «minces», mesurant seulement 
quelques kilomètres d’épaisseur. On peut 
donc négliger les variations verticales de la 
vitesse à l’échelle globale. Cela signifie qu’il 
n’est pas nécessaire d’utiliser un modèle 3D 
aussi précis (et coûteux) que celui de Stokes. 
Au lieu de cela, on utilise un modèle simplifié  
2D qui s’obtient en prenant les vitesses 
moyennes le long de l’axe vertical. Cette  
approche est directement inspirée des modèles  
d’océans «peu profonds», ces derniers étant 
aussi considérés comme des objets «minces». 

Une autre spécificité des calottes polaires 
vient du fait qu’une partie de celles-ci flotte 
sur la mer comme l’illustre la figure ci-dessous.   
D’un point de vue mécanique, les parties flot-
tantes, communément appelées banquises, 
ne «frottent» pas contre le lit rocheux comme 
cela est le cas sous sa partie terrestre. Cette 

Schéma des mécanismes qui régissent le mouvement des calottes polaires.

Lit rocheux

Air

Ligne d'échouage

Calotte

Eau

Banquise
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fonte de la calotte. La mutation des zones  
terrestres en zones flottantes (ou de façon 
équivalente, le recul de la ligne d’échouage) 
est donc un mécanisme instable. La présence 
de dépressions sur le socle rocheux au niveau 
de la ligne d’échouage est une autre source 
d’instabilité bien connue des glaciologues.  
Le cumul de ces mécanismes peut ainsi  
entretenir le recul de la calotte Antarctique 
déjà amorcé et le rendre irréversible. S’il était 

prolongé, ce recul aurait des conséquences 
majeures sur le niveau des océans. En effet,  
la fonte de la partie ouest augmenterait  
d’environ 5 mètres le niveau de la mer alors  
que la fonte de toute la calotte Antarctique  
l’augmenterait d’environ 70 mètres,  
submergeant ainsi des terres actuellement 
habitées et redéfinissant radicalement les 
écosystèmes et la répartition des populations 
concernées (voir page problèmes).

Vitesses modélisées de la calotte Antarctique 
(Crédit : PISM, http://www.pism-docs.org).

On peut visionner le film réalisé sur ce sujet, primé à l'UNESCO dans le cadre de la compétition de modules de musées 
MPE 2013 : http://imaginary.org/film/the-future-of-glaciers
Le film est aussi disponible en français sur http://player.vimeo.com/video/63665120
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Avez-vous déjà remarqué que le midi solaire,  
soit le moment où le soleil est au zénith, n’est pas  

toujours à la même heure selon la période de l’année ? 
La différence entre le midi solaire, soit le temps affiché 

par un cadran solaire, et le midi officiel (ou midi moyen) 
affiché par nos horloges, est appelée équation du temps. 
Ce phénomène a deux causes, l’une donnant un cycle de 

365 jours, et l’autre un cycle de 182,5 jours.

Le Soleil est au zénith quand il est au plus haut 
au dessus de l’horizon. Ce moment, appelé  
midi solaire, se produit approximativement 
au milieu de la journée. Nous pouvons trouver  
sur Internet l’heure de lever et de coucher 
du Soleil à Montréal, chaque jour de l’année.  
Pour obtenir des chiffres comparables, nous 
considérerons toujours l’heure normale. Nous 
soustrairons donc une heure chaque fois que 
l’heure avancée aura été utilisée, soit entre le 
premier dimanche de novembre et le premier 
dimanche de mars. Nous calculons l’heure du 
milieu de la journée. Le tableau ci-dessous 
présente quelques données  sur l’heure du 
midi solaire. 

Les données montrent des oscillations d’am-
plitude d’au moins 30 minutes entre 11:38 le 
1er novembre et 12:08 le 1er février et nous 
n’avons pas regardé tous les jours de l’année!

Cette quantité est appelée équation du temps. 
(En astronomie ancienne, on utilisait le mot 
« équation » pour désigner une correction  
ajoutée à une valeur moyenne pour obtenir 
une valeur vraie.)

Commençons par nous demander pourquoi 
nous supposons que le milieu du jour est 
toujours à la même heure. Nous faisons deux 
hypothèses : 

1.	 que la Terre tourne autour de son axe à 
vitesse constante dans le sens positif si 
son axe est dirigé vers le haut,

2.	 que la Terre tourne autour du Soleil à 
vitesse constante dans le sens positif.

Sous ces hypothèses, la durée du jour, soit 
24 heures, devrait être l’intervalle de 
temps entre deux moments successifs 
où le Soleil est au zénith en un point 
donné de la Terre. Si l’on tient compte 
de la rotation de la Terre autour du soleil,  
cette durée est un peu plus que la période  
de rotation de la Terre autour de son axe, 
car la Terre fait 366 tours sur elle-même en 
365 jours. 

L’équation du temps
Christiane Rousseau 

Université de Montréal

    Jour
1er janvier
1er février
1er mars
1er avril
1er mai
1er juin
1er jullet
1er août
1er septembre
1er octobre
1er novembre
1er décembre

Lever du Soleil
07:35
07:16
06:32
05:33
04:42
04:09
04:10
04:39
05:16
05:53
06:35
07:15

Coucher du Soleil
16:21
17:00
17:42
18:23
19:02
19:36
19:46
19:21
18:31
17:33
16:41
16:12

Midi solaire
11:53
12:08
12:07
11:58
11:52
11:52
11:58
12:00
11:53
11:43
11:38
11:43

Nous voyons que nous avons deux manières 
de donner le temps. Le temps moyen est celui  
affiché par nos horloges. Le temps vrai est 
celui obtenu en divisant en 24 intervalles de 
durée égale le temps entre deux midis solaires  
consécutifs. On introduit donc la quantité :

temps vrai − temps moyen.



Un premier effet : l’ellipticité 
de l’orbite terrestre
La deuxième hypothèse est fausse : par la 
première loi de Kepler, nous savons que la  

Terre parcourt une  
ellipse dont le Soleil  
est à un foyer. 
La deuxième loi 
de Kepler nous 
dit que le rayon  
vecteur balaie des  
aires égales en 
des temps égaux. 

Alors, plus la 
Terre est près du Soleil, et plus sa vitesse est 
grande. En 2013, la Terre sera au périhélie, 
soit le plus près du Soleil, le 2 janvier, et à 
l’aphélie, soit le plus loin du Soleil, le 5 juillet.  
Donc, près du périhélie, comme la Terre va 
plus vite, les jours solaires sont plus longs 
que 24 heures. Par conséquent, d’un jour à 
l’autre, le midi solaire est de plus en plus tard. 
Ce phénomène nous donne le premier cycle 
de 365 jours annoncé.

Un deuxième effet :  
l’obliquité de l’axe de la Terre
La modélisation de la deuxième cause de 
l’équation du temps nous donnera un peu 
plus de fil à retordre. Ci-dessus, nous n’avons 
pas tenu compte du fait que l’axe de la Terre 
est incliné de 23,5 degrés par rapport au 
plan de l’écliptique, soit le plan dans lequel 
la Terre tourne autour du Soleil. La direction 
de l’axe de la Terre est fixe pendant sa révo-
lution autour du soleil. 

Suivant les périodes de l’année, ceci change 
l’heure du midi solaire, selon que l’axe est 

penché vers le soleil ou non. Pour réussir  
à quantifier cet effet, il va nous 

falloir faire un peu de gymnastique intellec-
tuelle. Pour simplifier, nous allons travailler 
sous les hypothèses 1 et 2 ci-dessus. 

Plaçons-nous dans un système d’axes dont 
l’origine est au centre de la Terre, dont 
le plan horizontal est le plan de l’équa-
teur, et dont l’axe vertical est l’axe 
de rotation de la Terre passant par 
les pôles. Nous nous imaginons  
au centre d’une immense sphère, 
la sphère céleste, sur laquelle se 
trouvent le Soleil et les étoiles. 
Alors, nous voyons le Soleil tourner  
autour de la Terre. Si l’axe de la Terre 
n’était pas incliné, nous verrions le 
soleil décrire l’équateur de la sphère 
céleste à vitesse constante. Nous  
appelons ce mouvement le Soleil moyen. 
Mais, comme l’axe de la Terre est incliné, le 
Soleil décrit, également à vitesse constante, 
un grand cercle de la sphère céleste situé 
dans le plan de l’écliptique, lequel fait un 
angle de d = 23,5° avec le plan horizontal. 

Ces deux plans se coupent selon l’axe vernal,  
et les points d’intersection des deux cercles 
correspondent à la position du Soleil aux 
équinoxes. Le Soleil vrai parcourt le grand 
cercle incliné à vitesse constante. Nous  
allons maintenant considérer le vecteur   

r
Sm   

joignant le centre le la sphère au soleil 
moyen, et le vecteur   

r
Sv  joignant le centre 

de la sphère au soleil vrai. Maintenant, la 
Terre tourne sur elle-même autour de son 

axe. Considérons un demi-plan 
méridien passant par 

un point de la 
Terre : 

Des secteurs d’aire égale 
balayés en des temps égaux.

Équinoxe
d’automne

Équinoxe
de printemps

Solstice
d’hiver

Solstice
d’été

x

Ax
e 

ve
rn

al

y
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y '

 
�
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Sv

9

Vo
l. 

8 
• 

ét
é 

– 
au

to
m

ne
 2

01
3

L’équation du temps  | Christiane Rousseau  •  Université de Montréal



10

Vo
l. 

8 
• 

ét
é 

– 
au

to
m

ne
 2

01
3

c’est un plan vertical contenant l’axe de la 
Terre qui coupe la Terre selon un méridien. 

Il est midi sur ce méridien quand  
le Soleil, et donc le vecteur 

�
Sv , 

sont contenus dans ce demi-plan. 

Projetons maintenant le grand cercle incliné  
et le vecteur   

r
Sv

 sur le plan de l’équateur que 
l’on va regarder du dessus (voir figure). Soit r
sv , la projection du vecteur   

r
Sv

 dans le plan 
équatorial: ce vecteur est aussi dans le plan 
méridien. L’angle α entre le vecteur   

r
Sm  et le 

vecteur 
r
sv  correspond au décalage entre le 

midi solaire et le midi moyen. Si cet angle 
est négatif, ce qui est le cas au printemps 
et à l’automne, comme la Terre tourne dans 
le sens positif, un point de la Terre passe au 
soleil vrai, avant de passer au soleil moyen, 

et donc le midi 
solaire est plus 
tôt que le midi 
moyen. Si cet 
angle est po-
sitif, c’est le 
contraire. On voit  
que l’angle α  
s’annule quatre 
fois par an, soit aux équinoxes et aux solstices.

Quel est le décalage en temps entre le midi 
solaire et le midi moyen ? La Terre fait une  
rotation de 360 degrés en 24 heures, soit  
15 degrés à l’heure, ou encore 1 degré en  
4 minutes. Donc le décalage en minutes est 
donné par 4α, où l’angle α est donné en  
degrés. Il ne nous reste plus qu’à calculer α.

DossierPlanète Terre

Pour cela nous allons prendre deux repères orthonormés.  
Dans le premier, les axes x et y sont dans le plan de 
l’équateur, que nous supposerons horizontal. L’axe x 
est l’axe vernal orienté du centre vers l’équinoxe de 
printemps. L’axe y est perpendiculaire et dirigé vers 
le solstice d’été et l’axe z vertical dirigé vers le haut. 
Dans le deuxième, les axes x ' et y ' sont dans le plan de 
l’écliptique qui contient le Soleil vrai et qui est incliné 
de d =23,5° par rapport au plan précédent. L’axe x ' est 
encore l’axe vernal, l’axe y' fait un angle de 90° avec 
l’axe x ' dans ce plan, et l’axe z ' est perpendiculaire à ce 
plan et dirigé vers le haut. Pour faire les calculs nous 
supposerons que le rayon de la sphère céleste est 1, ce 
qui n’a aucune incidence sur le résultat.

Le Soleil moyen tourne à une vitesse angulaire de 360° 
par an. Si le temps t  est en années, alors la position du 
soleil moyen au temps t est donnée par

(x, y, z) = (cos 360t, sin 360t, 0).

Par le même argument, la position du soleil vrai dans le 
deuxième système d’axes est donné par 

(x ', y ', z ') = (cos 360t, sin 360t, 0).   (*)

Si  
r
i ' ,  

r
j '  et  

r
k '  sont les vecteurs du deuxième repère, 

on a donc 

 
 

r
Sv  =cos 360t  

r
i '  + sin 360t  

r
j ' . 

Soient  
r
i ,  

r
j  et  

r
k  les vecteurs du premier  

repère. Alors,  
r
i '  =  

r
i ,  

r
j ' = cos d  

r
j  + sin d  

r
k .

On en tire 

 
 

r
Sv = cos 360t  

r
i  + sin 360t(cos d  

r
j  + sin d 

r
k ),

ce qui donne

 
r
sv  = cos 360t  

r
i  + sin 360t cos d  

r
j .

On a aussi : 

 
 

r
Sm  = cos 360t  

r
i  + sin 360t  

r
j .

Le produit scalaire de ces deux vecteurs est donc

 
r
sv  .  

 

r
Sm  = (cos 360t)2+ (sin 360t)2cos d.

Il vaut aussi 
r
sv  .  

 

r
Sm  = cos a|

r
sv || 

 

r
Sm |.

D’où

cosα = (cos 360t)2 + (sin 360t)2 cosδ

(cos 360t)2 + (sin 360t cosδ)2
.

En tenant compte du signe de a (négatif au  
printemps et à l’automne et positif en été et en hiver), 
ceci nous permet de calculer a(t) (en degrés), où t = 0  
correspond à l’équinoxe de printemps :

Le décalage en minutes par rapport au midi moyen est 
donné par 4 fois a(t). Voici son graphe :

Date

21
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21
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21
/6

21
/9

21
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Calcul de l’angle α

y

x

α

�
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Comment composer  
les deux effets ?
L’effet composé est un peu différent de la somme 
des deux effets, même si cette somme fournit  
une bonne approximation du phénomène.  
En fait, il suffit de modifier le développement  
de notre encadré. La seule chose qui change 
c’est l’équation (*). La vitesse du Soleil étant 
variable, on doit remplacer 360t par la  
fonction q(t), où q(t) représente l’angle du 
soleil sur son orbite au temps t. Tout le reste 
du raisonnement est identique, mais le calcul 
de q(t) est numérique. Même numériquement  
ce n’est pas simple, car ce qui se calcule  
naturellement, c’est la fonction inverse t(q). 
Ceci est fait dans l’encadré sur la vitesse  
angulaire.

Voici enfin le graphe de l’équation du temps 
qui résume l’ensemble du phénomène sur 
une année. 

Lorsque les anciens explorateurs calculaient  
la longitude de leur position, ils évaluaient 
l’heure du midi solaire de leur position en 

utilisant que c’est le moment où le soleil 
est au zénith. Ils comparaient ensuite cette 
heure à l’heure du midi solaire au méridien  
de Greenwich. Si leur montre marquait l’heure  
moyenne du méridien de Greenwich, il leur 
fallait tenir compte de l’équation du temps !

15

10

5

–5

–10

–15

Obliquité
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La courbe en orange est la composante provenant de l’obliquité  
et la composante rouge, celle provenant de la forme elliptique  

de l’orbite terrestre.  

Pour faire le calcul aisément, il faut considérer l’équation  
de l’ellipse en coordonnées polaires dans un repère centré  
à un foyer de l’ellipse. Si la demi-droite issue du foyer  
à l’origine vers l’autre foyer fait un angle q0 avec le  
demi-axe x horizontal, et si (r, q)  sont les coordonnées 
polaires d’un point de l’ellipse, alors celles-ci satisfont à

r
A

e1 cos( )
,

0

=
− θ − θ

où e est l’excentricité de l’ellipse. (Rappelons que si a et 
b sont les demi-axes de l’ellipse et si a > b, alors 

e
a b

a
.

2 2

= −

Considérons un petit secteur balayé par le rayon vecteur
d’angle d q. Il est facile de se convaincre que l’aire de ce

secteur est environ r d
1
2

2 θ . Comme d
d
dt

dt ,θ = θ
 l’aire 

parcourue en un temps dt est environ r
d
dt

dt
1
2

.2 θ
Par la 

deuxième loi de Kepler, cette aire est proportionnelle à dt.  

Il faut donc que la quantité r
d
dt

1
2

2 θ
 soit constante, 

égale à un nombre C. D’où

d
dt

C
r

C
A

e
2 2

1 cos( )2 2 0
2( )θ = = − θ − θ

qui est une équation différentielle à variables séparables.  
Pour la résoudre, on l’écrit sous la forme

A
C

d

e
dt

2 1 cos( )
,

2

0
2( )

θ
− θ − θ

=

Si q(0) = 0 alors, en intégrant des deux côtés on obtient 

L’excentricité e de l’orbite terrestre est variable. En ce 
moment, elle vaut environ 0,017. Aussi q0  ≈ 104,55°. Le 
côté droit ne peut s’intégrer que numériquement. Pour 
déterminer les valeurs de A et de C, on utilise que la  
période est un an. Donc, on veut t = 1 quand q = 360°. 
Comme

 

on prend donc 
C

A
2

6,285 91.2 =

Vitesse angulaire de la Terre sur son orbite elliptique
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Dans l’École du Prieuré de Arthur Conan Doyle, Sherlock Holmes interroge le Dr. Watson : 
– 	�Faites un effort de mémoire, reportez vos souvenirs en arrière.  

Les voyez-vous, ces empreintes sur le sentier ?
– 	Oui, je les vois. 
–	� Vous vous rappelez qu’elles étaient tantôt ainsi placées, Watson,  

et il disposa de cette manière des miettes de pain : : : : : : : d’autres fois ainsi  
.  :  .  :  .  :  .  : d’autres comme ceci  .  .  .  .  .  .  .  .  , vous rappelez-vous tout cela ? 

–	 Non, cela m’est impossible. 
–	� Moi, c’est différent, j’en jurerais, mais nous irons les revoir. Que j’ai donc été  

aveugle de ne pas en tirer plus tôt une conclusion !  
–	 Laquelle ? 
–	� Seulement celle-ci : c’est une vache remarquable que celle qui peut ainsi aller au 

pas, au trot et au galop. Allons donc un peu à la découverte!

Comme Holmes et Watson, allons à la  
découverte des allures animales, c’est-à-dire, 
des différents modes de déplacement. Nous 

allons concentrer nos efforts sur 
les symétries des allures et notre 
outil principal sera la théorie des 
groupes. 

Une allure est un mouvement  
périodique dans le temps. Par 
exemple, chez l’humain, la marche  
consiste en une alternance 
gauche-droite dans le mou-
vement des jambes, répété de  
façon identique à chaque pas. 
Supposons qu’un pas com-
plet, allant du contact initial du 
pied gauche au sol au contact  
suivant du pied gauche avec 
le sol, dure une seconde, ceci 
détermine la période de l’al-
lure. Donc, par une translation  
temporelle par un multiple d’une 
seconde, nous pouvons ramener 
tous les pas complets, vers le 
premier pas initial et étudier une 
seule période que nous nom-
merons un cycle et les temps  
à l’intérieur d’un cycle sont  
appelés les phases. 

Si f est une phase 
d’un cycle d’une 
seconde, alors f est  
un élément de l’inter- 
valle semi-ouvert 
[0, 1[. Nous pouvons  
additionner les phases  
modulo 1. Puisque 
cette addition est 

Pietro-Luciano Buono 
University of Ontario 

Institute of Technology

différente de l’addition normale, nous la  
désignons avec son propre symbole ⊕ et 
l’addition modulo 1 de phases s’écrit 

f1 ⊕ f2 := ( f1 + f2) mod 1.

L’ensemble [0, 1[ avec l’opération ⊕  forme 
un groupe que l’on note par S1. C’est 
le groupe de rotations sur un cercle de  
longueur 1 de telle façon que si la somme dé-
passe 1, alors on ne garde que le reste de la 
division par 1. C’est le genre d’addition que 
nous faisons avec une horloge de 12 heures1, 
par exemple si on ajoute 6 heures à 8h00, on 
dit qu’il est 2 h 00. En effet 8 + 6 = 14 et la  
division par 12 nous donne 2. Cette opération 
est appelée addition modulo n, on la désigne 
en ajoutant le symbole mod n, où n est le 
nombre naturel de la division. Ci-haut, nous  
avons mod 1 et mod 12. Pour le vérifer il  
suffit de montrer que toutes les propriétés 
d’un groupe sont satisfaites. Dans l’exemple 
de la marche, nous avons pris le contact  
initial du pied gauche au sol comme début du 
cycle, mais ce choix est arbitraire et tout autre 
moment du cycle est tout aussi approprié 
comme moment initial. Nous avons donc une 
symétrie sur les phases donné par l’ensemble 
des translations de phases, c’est-à-dire  
S1 = ([0, 1[; ⊕) est le groupe de symétries 
d’un cycle. 

Les allures des bipèdes 
Nous sommes maintenant prêts à formuler  
une classification des allures de bipèdes  
selon leurs groupes de symétries. Pour sim-
plifier la classification, nous allons seule-
ment tenir compte du patron de contacts des 

1.	� Voir aussi dans Accromath vol, 7, hiver-printemps,  
p. 30 et 31

Comment mettre un pied devant l’autre ?

Élémentaire ... c’est symétrique !

Addition mod 1
Dans l’addition mod 1, de 
nombres de l’intervalle [0, 1[, 
le résultat de l’opération est la 
partie fractionnaire de la somme 
usuelle.  On a par exemple,

0,75 + 0,75 = 0,5 mod 1.

Addition mod 12

0 1
2
3

4
567

8

9
10

11

TimeCircle

0 1
2
3

4
567

8

9
10

11

TimeCircle

TimeCircle

0 1
2
3

4
567

8

9
10

11

0 1
2
3

4
567

8

9
10

11

TimeCircle

10 + 4 = 2 mod 12

2 + 4 = 6  mod 12

6 + 4 = 10 mod 12



pieds au sol. Nous supposons un cycle d’une  
seconde et comme phase initiale nous  
choisirons le moment de contact du pied 
gauche. Commençons par le bond qui  
correspond à une impulsion simultanée 
des deux jambes, c’est l’allure naturelle des  

kangourous. Les pieds gauche et droit 
touchent le sol simultanément, et donc la 
différence de phase gauche-droit dans le  
patron des contacts au sol est de zéro; ceci 
est illustré à l’aide d’un diagramme comme 
à la figure suivante. La marche et la course 

Représentation et 
notation simplifiées

σa = (1  2  3)

σb = (1  2)(3  4)

1 2

34

1 2

34

σb = 1 2 3 4
2 1 4 3( )

σ a = 1 2 3 4
2 3 1 4( )

Groupe symétrique

13
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1 2

34

1

23

4
1

2 3

4

12

3 4

1 2

34

1
23

4

12

3 4

1
2 3

4

σ0

σ1

σ2

σ3

σv

σh

σd

σc

Élément 
neutre

Rotation
de 90°

Rotation
de 180°

Rotation
de 270°

Retournement
vertical

Retournement
horizontal

Retournement
diagonal

Retournement
diagonal

Les permutations des éléments 
d'un ensemble forment, avec 
l'opération de composition, ce 
qu’on appelle un groupe symé-
trique. Pour un ensemble de n 
éléments, le groupe symétrique  
est désigné par Sn et il contient n! 
éléments. L’illustration ci-contre 
représente huit des vingt-quatre 
éléments du groupe des permu-
tations d’un ensemble de quatre 
éléments. Par exemple, la per-
mutation s2 est telle que 

1→3, 2→4 et 3→1 et 4 → 2. 

Avant de voir comment s’effectue  
la composition, on peut alléger  
la représentation graphique et 
la notation, comme l’illustre la 
deuxième figure à gauche. Si on 
considère la permutation de 4 
éléments donnée par sa , on voit 
que les éléments 1, 2 et 3 sont 
permutés entre eux de façon  
circulaire et que l’élément 4 n’est  
pas déplacé. On adopte la no-
tation plus compacte sa = (1 2 
3) où (1 2 3) indique que 1→2  
et 2→3 et 3→1 et l’absence  
de 4 indique qu’il n’est pas  
déplacé, 4→4. 

Composition  
de permutations
Voyons maintenant comment se 
fait la composition en considérant,  
dans le groupe S4, la composition 
(1 3 2 4) * (1 3 2 4): commençant  
par le terme de droite nous 
avons 1→3, ensuite par le terme 

de gauche nous avons 3→2. Au total, ceci implique 
1→2. Nous recommençons, par le terme de droite 
2→4, suivi par le terme de gauche indiquant 4→1, au 
total 2→1. Le même raisonnement implique 3→4 et 
4→3. Donc, 

s2 = s * s = (1 2)(3 4), 

s3 = (1 4 2 3) et s4 est 
l’identité (1 2 3 4), désignée 
par e. 

Générateurs  
d’un groupe
Un groupe (G; *) peut être 
décrit par ses générateurs 
qui sont les éléments qui 
engendrent tous les autres 
éléments de G par l'opé-
ration *. Par exemple, en 
prenant la permutation 
circulaire s = (1 2 3 4), la 
composition de s avec 
elle-même engendre un 
groupe de quatre élé-
ments, noté  ¢ 4. 

Le groupe S4 , quant à lui, 
est engendré par les per-
mutations (1 2), (2 3) et (3 4). Le groupe de 8 éléments 
engendré par les deux permutations (1 2 3 4) et (1 4)
(2 3) se nomme le groupe dihédral et a comme sym-
bole : D4. En plus des quatre éléments engendrés par  
(1 2 3 4), ce groupe a comme éléments: (1 4)(2 3), (2 4), 
(1 2)(3 4) et (1 3). Dans le tableau à droite, on a repré-
senté les huit symétries du tableau en haut à gauche. 
Ce sont les huit symétries du groupe D4. Les quatre 
premières sont celles du groupe  ¢ 4.

La notion générale de groupe
Un groupe est une structure algébrique qui consiste 
en une paire (G; ∗) où G est un ensemble, ∗ est une  
opération et telle que G est fermé sous l'opération, 
c'est-à-dire 

a ∗ b ∈G pour tout a, b ∈G.

De plus les trois propriétés suivantes sont satisfaites : 
1. associativité : 

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c 

2. élément neutre : il existe e ∈G tel que : 
e ∗ a = a ∗ e = a pour tout a ∈G 

3. inverse : pour tout a ∈G, il existe un unique élément 
b tel que

 a ∗ b = b ∗ a = e. 
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chez le bipède ont un diagramme de contacts 
au sol données dans la figure ci-contre. 

Identifions les contacts au sol: 1-gauche et 
2-droite. Le bond a une symétrie spatiale  
évidente qui est la permutation gauche-droite, 
donc k = (1 2) et son groupe de symétrie est 
noté  ¢2(k) := {1, k}. La marche et la course 
ont plutôt une symétrie spatio-temporelle, 
c’est-à-dire que l’action d’une permutation 
est équivalente à un déplacement de phase. 
La permutation (1 2) correspond à avancer 
par une phase de 0,5 dans le cycle. On note

par ( )k, 12  la combinaison de la symétrie 

spatiale et de la translation de phase par 0,5. 
Le groupe de symétrie de la marche (et de la 
course) est donc 

 
¢2 = 1, κ, 1

2( ){ }.
. 

Les allures  
des quadrupèdes 
Le doublement du nombre de pattes 
par rapport aux bipèdes amène une 
bien plus grande variété d’allures. 
Nous connaissons bien quelques  
allures de quadrupèdes; par exemple, 
le trot et le galop. Or, à l’oeil nu, il 
est pratiquement impossible de 
suivre l’évolution du mouvement 
des jambes et d’autant plus, de dé-
terminer les phases de contact des 
pieds au sol. Edweard Muybridge 
(1830-1904) est l’inventeur de la 
photographie à haute vitesse et fut 
le premier à cataloguer les allures  
de quadrupèdes grâce à ses tech-
niques. Il est un précurseur de 
la cinématographie. Par la suite,  
plusieurs zoologistes tels Hildebrand2  
et Gambaryan3 ont étudié les phases 
de contact au sol chez plusieurs  
espèces de quadrupèdes et ont 
identifié (partiellement) leurs symé-
tries spatiales. 

En 1872, Leland Stanford alors  
gouverneur de la Californie et  
amateur de courses de chevaux 

était d’avis que lors du trot et du galop d’un 
cheval, les quatre pattes ne touchaient pas 
au sol pendant une partie du cycle. Il engagea  
Muybridge pour faire une étude photo-
graphique de ce problème, ce qui amena  
celui-ci à imaginer un dispositif par lequel 
une série d’appareils photos placés à inter-
valles réguliers se déclenchaient au passage 
du cheval. Il put de cette façon confirmer la 
thèse de Stanford. 

Muybridge perfectionna ses techniques 
et produisit un catalogue impressionnant  
d’allures de quadrupèdes. La figure à gauche 
montre les allures de quadrupèdes les plus 
fréquemment observées ainsi que les diffé-
rences de phase du contact des pieds au sol, 
avec le pied postérieur gauche  fixé à la phase 0. 

La marche (le « pas » que mentionne Holmes) 
est utilisé par la plupart des quadrupèdes 
à basse vitesse, le bond est utilisé par les  
écureuils et autres rongeurs, le pas est une 
allure utilisée par les chameaux. Les galops 
sont utilisés par la plupart des espèces pour 
atteindre des vitesses supérieures. 

Pour simplifier notre tâche, nous allons nous 
limiter aux permutations qui se trouvent 
dans le groupe dihédral D4. Le tableau de la 
page suivante présente les symétries spatio-
temporelles des allures à la figure à gauche. 
Dans le tableau, les générateurs (1324) et   
(1 3)(2 4) engendrent un groupe similaire en 
structure au groupe D4 ci-haut, mais avec 
une représentation graphique différente.

Commençons par le saut de cabri. Toutes 
permutations des jambes laissent les  
phases inchangées, donc D4 est le groupe de  
symétries du saut de cabri. Le groupe de  
symétries du trot est engendré par les symé-
tries suivantes: la permutation gauche-droite 
(13)(24) avec une translation de phase 1/2 et 
la permutation des jambes sur une même  
diagonale (14)(23). Le saut de cabri est  
observé particulièrement chez les antilopes 
et autres ongulés, surtout pour échapper  
rapidement à leurs prédateurs. C’est aussi  
l’allure préférée du fameux « Pepé le Pew » 
des Looney Tunes (mais dans ce cas-ci, c’est 
lui le prédateur...).

DossierPlanète Terre

2.	 M. Hildebrand, Symmetrical gaits of  
horses, Science, 150, 701-708 (1965).

3.	 P.P. Gambaryan, How Mammals Run: 
Anatomical Adaptations, Wiley, New-York 
(1974).

Allures 
des bipèdes

Bond

Marche et course

Gauche

0

Droit

0

Gauche

0

Droit

0,5

Phases de contacts 
au sol

Allures de quadrupèdes

Marche Trot

AG AD

0,25 0,75

PG PD

0 0,5

AG AD

0,5 0

PG PD

0 0,5

Pas Bond

AG AD

0 0,5

PG PD

0 0,5

AG AD

0,5 0,5

PG PD

0 0

Galop
transversal

Galop
rotatoire

AG AD

0,5 0,6

PG PD

0 0,1

AG AD

0,6 0,5

PG PD

0 0,1

Petit
galop

Saut
de cabri

AG AD

0,8 0,5

PG PD

0 0,8

AG AD

0 0

PG PD

0 0

A : avant,  P : postérieur
G: Gauche, D : Droit
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Comment mettre un pied devant l’autre ?  |  Pietro-Luciano Buono  •  University of Ontario

Brisures de symétries 
Nous voyons dans les allures de quadrupèdes 
que certains groupes de symétrie sont inclus 
dans certains autres; c’est-à-dire qu’ils sont 
sous-groupes d’autres groupes. La  figure à 
droite montre un diagramme des groupes 
de symétries de quadrupèdes avec les  
inclusions indiquées par les flèches. Les  
différentes allures sont généralement  
observées pour des intervalles de vitesses ne  
s’intersectant que peu. Par exemple,  
beaucoup de quadrupèdes préfèrent la 
marche à basse vitesse, pour ensuite changer  
à un trot à une vitesse intermédiaire et  
finalement, brisent le trot pour un galop 
(soit rotatoire ou transversal) aux vitesses 
maximales. En observant le diagramme 
de sous-groupes, la transition trot-galop  
s’accompagne donc d’une brisure de symétrie.  
Si on pousse l’idée de brisure de symétrie  
à l’extrême, la locomotion elle-même peut-être  
vue comme une brisure de symétrie. En  
effet, considérons un animal immobile  
debout, c’est un état d’équilibre, c’est-à-dire  
qu’il est invariant par toutes translations  
dans le temps, il est le même au temps 
t qu’au temps t + s pour tout s ∈ °. Le 
groupe de symétrie de cet état est ( °; +) 
où le + est l’addition ordinaire. En amorçant  
une locomotion (disons de période 1) 
la symétrie ( °; +) est donc brisée pour  
la symétrie d’un mouvement périodique  
S1 = ([0, 1[; ⊕). 

Symétries et neurones 
La classification des allures par groupes de 
symétries n’est pas seulement élégante, mais 
elle permet aussi d’émettre des hypothèses 
sur l’architecture de réseaux de neurones  
produisant la locomotion. Le Centre de  
Programmes Moteurs (CPM) de locomo-
tion est un réseau de neurones du système  
nerveux central qui génère et coordonne 
les influx électriques rythmiques vers les 
muscles des jambes, produisant ainsi les  
allures. L’identification des neurones d’un 
CPM chez les vertébrés, et en particulier 
les mammifères, est un problème complexe 
de physiologie animale. Même lorsque cer-
tains neurones sont connus, comprendre la  
dynamique du CPM est un formidable défi. 
Il est donc naturel d’explorer la question de  
l’architecture d’un CPM par la modélisa-

tion. Ceci a mené à des découvertes surpre-
nantes sur la possible structure du CPM non  
seulement pour les quadrupèdes, mais aussi  
à tous les multipèdes. En effet, le modèle  
minimal de neurones couplés avec une  
architecture symétrique pouvant produire les  
allures périodiques de la marche, du trot et 
du pas distinctement 
du point de vue des  
symétries et de ma-
nière robuste doit  
nécessairement avoir 
huit unités neuronales,  
c’est-à-dire le double 
du nombre de pattes. 
Une interprétation  
plausible est qu’une  
moitié du réseau  
contrôle les muscles  
flexeurs et l’autre moitié les muscles  
extenseurs. Les détails de ce chapitre de  
l’histoire requièrent des notions de théorie 
des groupes et des systèmes dynamiques pas 
du tout élémentaire, même pour monsieur 
Holmes4.

4.	 I. Stewart, The Mathematics of Life, Basic Books.

	 M. Golubitsky et al. Symmetry in locomotor central 
pattern generators and animal gaits. Nature 401,  
693 - 695 (1999).

Groupes de symétrie
des allures de quadrupèdes

Marche

Trot

Pas

Bond

Groupe Générateurs

Galop
transversal

Galop
rotatoire

Petit
galop Identité

Saut
de Cabri

�2
T r

�2
R t

�4

D2
T

D2
P

D2
B

D 4

(1324), 1
4( )

(13)(24), 1
2( ) ; (14)(23)

(13)(24)( ) ; (12)(34), 1
2( )

(12)(34)( ) ; (13)(24), 1
2( )

(13)(24), 1
2( )

(14)(23), 1
2( )

(1324); (13)(24)( )

1

Allures

�2
T r

�2
R t

�4 D2
T

D2
P

D2
B

D4

1

Diagramme d’inclusion
des sous-groupes de symétrie
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Les lagunes sont des systèmes complexes et essentiels  
qu’il convient de comprendre afin d’aider à les préserver.   

Des équipes internationales et multidisciplinaires font appel aux mathéma-
tiques pour y voir plus clair dans l’avenir des lagunes du bassin méditerranéen.

Les Lagunes
Les lagunes sont des étendues d’eau peu pro-
fondes reliées à la mer par des canaux étroits 
souvent sujets à l’ensablement. Elles sont ex-
trêmement nombreuses en Méditerranée où 
elles jouent souvent un rôle important tant 
pour l’écologie que pour l’économie. 

Un rôle écologique : 
  �Comme les autres zones humides, les  

lagunes ont un rôle de tampon en proté-
geant la côte de l’influence de la mer, en  
filtrant les eaux de ruissellement et en  
abritant d’importantes communautés  
végétales (algues, roseaux) et animales 
(mollusques, crustacés, poissons). Ce sont 

Hervé Guillard 
Inria Sophia-Antipolis  
Méditerranée, France

Maria-Vittoria Salvetti 
Université de Pise, Italie  

Des mathématiciens à la rescousse  
des lagunes méditerranéennes

des zones de nidification importantes pour 
les oiseaux migrateurs et à ce titre, de très 
nombreuses lagunes sont protégées par la 
convention RAMSAR (voir encadré). 

Un rôle économique : 
  �Les lagunes sont des zones de production 

biologique intense et font l’objet d’une  
importante exploitation de leurs ressources. 
L’étang de Thau, la plus grande lagune de 
France, assure ainsi la production de plus 
de 12 000 tonnes d’huîtres par an, et les 
600 établissements conchylicoles qui y sont  
installés emploient environ 2 000 personnes. 

Au nord de la Méditerranée, les lagunes font 
l’objet d’études et d’une surveillance atten-
tive. La protection de la lagune de Venise est 
un sujet d’importance nationale pour l’Italie 
et la communauté européenne qui mobilisent 
des ressources considérables à cette fin. Les 
problèmes économiques que connaissent 
les pays du sud du pourtour méditerranéen 
ne leur permettent pas d’assurer le même  
niveau de surveillance des habitats naturels  
et la gestion des lagunes y est souvent très 
parcellaire. Pourtant, au nord comme au sud 
de la Méditerranée, les lagunes font face aux 
mêmes types de problèmes. En France, le  
développement de l’agriculture irriguée 
dans la vallée de la Durance et les rejets 
d’eaux douces de la centrale électrique de  
St Chamas ont entraîné depuis 1966 une  
désalinisation importante de l’étang de Berre 
et une dégradation importante de la santé  

Convention RAMSAR1

La Convention sur les zones humides  
d’importance internationale, appelée  
Convention de Ramsar, du nom de la 
ville d’Irak où elle a été adoptée en 
1971, est un traité intergouvernemental 
qui sert de cadre à l’action nationale et  
à la coopération internationale pour la 
conservation et l’utilisation rationnelle 
des zones humides et de leurs ressources. 
En avril 2013, 167 pays avaient adhéré 
à cette convention et une superficie de 
205 369 948 hectares était protégée.

1.	� Source : http://www.ramsar.org



Tilapia 
Le tilapia est un poisson d'eau douce ou saumâtre. Il est élevé 
pour la pêche et la pisciculture et c'est l'un des poissons d'élevage  
les plus consommés au monde. Son exploitation remonterait 
à l'Égypte ancienne, il y a plus de 4 000 ans et les artistes de 
l’Égypte antique l'ont représenté sous de nombreuses formes. 
Cette petite bouteille 
en verre en forme de  
Tilapia date de l'époque 
d'Akhenaton et fait partie  
de la collection du  
British Museum. 
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Des mathématiciens à la rescousse  
des lagunes méditerranéennes

biologique de ce milieu. Le lac Burullus  
en Égypte est confronté au même type de 
phénomène : le rejet des eaux de drainage 
des surfaces irriguées du Delta du Nil dans 
le lac a produit un changement radical de la 
salinité des eaux du lac. Le pourcentage de 

mulets capturés, espèce marine très appré-
ciée et donc de grande valeur économique, 
a ainsi décrû de 44,7 % en 1963 à 17 % en 
2000 pour être remplacé par la capture du  
Tilapia, espèce tolérant beaucoup mieux les 
variations de salinité mais de moins grande 
valeur économique. Ce type de problème 
n’est pas simplement un problème affectant 
les amoureux du passé et les protecteurs de 
la nature. On estime à plus de 28 000 en 2002 
le nombre de personnes vivant directement 
de la pêche sur le lac Burullus. De plus, les  
lagunes sont très souvent situées en bordure 
de zones densément peuplées et le rythme 
rapide des changements liés à l’urbanisation  
croissante, au tourisme, à la pêche ou à 
la pisciculture, met en danger l’équilibre  
souvent fragile qui s’était établi au fil du 
temps entre les différents compartiments de 
ces éco-systèmes. 

Les mathématiques peuvent  
contribuer à protéger l’équilibre 

des lagunes

Avant toute chose, il s’agit de comprendre 
le fonctionnement global d’une lagune 
pour identifier les paramètres importants et  
proposer des solutions pour une gestion  
durable de ces milieux. Pour ce faire, à 
coté des techniques classiques que sont la  
collecte et l’analyse des données, la simulation  
numérique qui est du ressort du mathématicien  
joue un rôle de plus en plus important. 

La modélisation  
des lagunes
Modéliser un phénomène consiste à éta-
blir un système d’équations dont la solution  
décrira l’évolution des différentes variables 
qui définissent le phénomène. Dans le cas 
des lagunes, on s’intéressera à la température  
de l’eau, à sa salinité et à sa vitesse, ainsi  
qu’aux différents constituants chimiques  
présents dans l’eau et qui peuvent influencer 
la vie des communautés animales ou végétales  
présentes dans le milieu. Le nombre de  
variables à considérer est pratiquement infini.  
En pratique, il est limité par les ressources 
de calcul dont on dispose ainsi que par les  
données recueillies sur le milieu dont l’acqui-
sition est lente et coûteuse. 

Quoi qu’il en soit, la modélisation de milieux  
vivants comme les lagunes est intrinsèquement  
un problème qui fait intervenir de nombreux  
phénomènes dont les échelles d’espace et 
de temps peuvent être très différents. De  
manière simplifiée, on peut considérer que la 
modélisation des lagunes fait intervenir au 
moins trois compartiments ou sous-modèles 
en interactions plus ou moins fortes et qui  
décrivent l’hydrodynamique (la manière dont 
les masses d’eau se déplacent), le 
comportement des sédiments  
(les matières solides en  
suspension ou reposant sur le 
fond) et la biologie du milieu.  
Ces trois sous-modèles sont 
bien évidemment soumis à 
des influences extérieures 
dont la connaissance est  
essentielle pour les prévisions.

Influences externes
Vent, pollution, etc.

Modèle
hydrodynamique

Modèle
sédimentaire

Modèle
Biologique



18

Vo
l. 

8 
• 

ét
é 

– 
au

to
m

ne
 2

01
3

Les modèles  
hydrodynamiques
Ces modèles sont du même type que les  
modèles météorologiques qui permettent 
de prévoir l’évolution temporelle de l’état de 
l’atmosphère. Ils peuvent être de complexité  
extrêmement variée selon que l’on considère  
que l’écoulement des masses d’eau est uni, bi 
ou tridimensionnel mais ils reposent tous sur 
les considérations physiques élémentaires  
que sont la conservation de la masse (Rien ne 
se perd, rien ne se crée, tout se transforme) 
et la seconde loi de Newton (force = masse × 
accélération). Le système d’équations qui en 
résulte ne peut être résolu de façon exacte 
et on est amené à discrétiser le système. 
De façon simplifiée, discrétiser un système  
consiste à découper l’espace en petits volumes  
élémentaires et à remplacer la connaissance 
des fonctions définies en chaque point de la 
lagune par la connaissance d’un nombre fini 
de variables définies dans chaque volume 
élémentaire. 

Dans la figure ci-dessous, on a par exemple 
découpé la lagune de Nador au Maroc en une 
succession de petits triangles.  Dans chacun  
de ces petits triangles sont définies les  
valeurs de la hauteur d’eau, de la vitesse, de la 
température, de la salinité, etc. Ce découpage  
en triangles repose sur des algorithmes com-
plexes mais aujourd’hui bien maitrisés. Il 

s’agit maintenant d’organiser le transfert des 
masses d’eau entre ces volumes pour faire 
évoluer le système. Cela se fait en utilisant les 
principes physiques précédemment évoqués  
(conservation de la masse, seconde loi de 
Newton). Les techniques mathématiques  
utilisées pour organiser ces transferts appar-
tiennent à différentes familles de méthodes 
(dans le jargon des mathématiciens, on 
parle de méthodes de différences finies, de  
volumes finis ou encore d’éléments finis) et 
la recherche mathématique pour identifier 
de « bonnes » méthodes est un domaine très 
actif. Les résultats de ces calculs permettent 
d’obtenir à chaque instant des cartes de  
hauteur d’eau, de champ de vitesse, ou  
encore de salinité et de température.

La modélisation  
des sédiments
Contrairement à l’océan profond ou les 
mouvements des sédiments n’ont que peu  
d’importance pour le comportement global 
du système, la connaissance de l’évolution 
du fond est fondamentale pour les régions 
côtières et les lagunes en particulier. En effet, 
l’un des plus grand dangers auxquels sont 
confrontés les lagunes est l’ensablement 
des canaux qui relient la lagune à la mer.  
Cet ensablement, s’il survient, signe bien sou-
vent la mort de la lagune. En effet, les hautes  
températures et les forts vents qui soufflent 
en Méditerranée entraînent une évaporation  
intense, et si ces pertes ne sont pas compensées  
par un apport marin, la lagune se transforme 
très vite en une étendue d’eau saumâtre, puis 
en un dépôt de sel. 

DossierPlanète Terre

Maillage triangulaire 
de la lagune de Nador au Maroc

 
Source : travaux de Imad Elmahi2 , Université d'Oujda au Maroc.

Image satellite  
du Lac de Tunis

Source : thèse de Paolo Cinat2, 
Université de Pise, Italie, 2012.
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L’apport de la modélisation mathématique 
peut s’avérer ici fondamental. En effet, de 
nouveaux aménagements portuaires ou  
touristiques peuvent modifier profondément  
les équilibres anciens et conduire à des  
changements radicaux dans le transport des 
sédiments. Il existe un grand nombre de modèles 
physiques permettant de calculer les trans-
ports de sédiments mais une modélisation  
basée sur les principes premiers de la  
physique est dans la plupart des cas impos-
sible. La compréhension des écoulements 
complexes contenant les deux phases solide  
et liquide est en effet encore largement un 
problème ouvert et, dans la pratique, les  
ingénieurs utilisent des modèles empiriques  
basés sur des expériences de laboratoire ou 
des mesures expérimentales in situ. C’est 
un modèle de ce type qui a été utilisé dans 
l’exemple de la figure en haut de page qui  
représente la bathymétrie du lac Nord de 
la ville de Tunis (Sur la page précédente on 
trouve une image satellite de la même zone). 
Ce lac peu profond est situé au sein d’une 
zone très urbanisée et a fait l’objet depuis les 
années 80 de grands projets d’aménagement 
urbain. 

Sur le zoom de la figure en bas de la page, 
qui se concentre sur l’embouchure du canal  
de Kherredine qui relie le lac Nord de Tunis à 
la Méditerranée, on constate nettement que 
le transport de sédiment dû aux mouvement  
des eaux conduit à des variations impor-
tantes de la profondeur, de l’ordre de 30 
cm dans les zones rouges de la figure après 
les quelques jours représentés dans cette  
simulation. Ce phénomène si on le laissait  
se poursuivre conduirait à une fermeture de 
la lagune et tout au moins à un ralentisse-
ment des échanges avec la mer impliquant 
des changements importants dans la qualité  
des eaux de la lagune. Il est alors nécessaire 
de procéder à un dragage périodique de cette 
zone pour éviter la fermeture de l’accès à la mer. 

Les modèles biologiques
Les lagunes sont des milieux vivants ex-
trêmement productifs et qui abritent un 
grand nombre de communautés végétales et  
animales en interactions. Cette productivité 
biologique intense des milieux lagunaires a 
été de tout temps exploitée pour de multiples 
usages : récolte des roseaux, des coquillages, 
pêche, pisciculture, chasse et exploitation 
de l’avifaune. Au fil du temps, un équilibre a 
pu s’établir entre les diverses composantes 
des éco-systèmes vivants de la lagune. Cet  
équilibre est cependant très fragile et est 
à la merci de modifications minimes. Les  
pratiques modernes de l’agriculture inten-
sive et l’utilisation de fertilisants chimiques,  
l’urbanisation des bassins versants des  
lagunes, le tourisme, les rejets urbains ou  
industriels sont des facteurs de perturbations  
de ces équilibres qui peuvent avoir des 

2.	� Les travaux d’Imad Elmahi, professeur à l’Université 
d’Oujda au Maroc sur la modélisation de la lagune de 
Nador et la thèse de Paolo Cinat soutenue à l’Université 
de Pise, Italie ont été réalisés dans le cadre du projet 
Euroméditerranée 3+3 MedLagoon soutenu par Inria, 
l’université de Pise en Italie, le Centre National de la 
Recherche Scientifique et Technique (CNRST) du Maroc 
et le Ministère de l’Enseignement Supérieur et de la 
Recherche de Tunisie. https://project.inria.fr/medlagoon

Bathymétrie du lac Nord de Tunis 

Zoom sur le canal d'entrée de la mer  
du Lac Nord de Tunis



20

Vo
l. 

8 
• 

ét
é 

– 
au

to
m

ne
 2

01
3

DossierPlanète Terre 

équations proies-prédateurs bien connues 
en écologie mathématique3. Bien entendu, 
en pratique ces modèles peuvent, suivant les 
milieux et les intérêts de leur concepteurs, 
considérer diverses sources de nourritures, 
par exemple azote et phosphore ou faire la 
différence entre diverses sources d’azote, 
celle d’origine naturelle ou l’azote provenant 
de l’agriculture irriguée ou des piscicultures. 

On peut aussi distinguer entre diverses  
espèces animales et végétales, par exemple 
introduire diverses classes de phytoplancton,  
ou encore introduire d’autres maillons de la 
chaîne alimentaire par exemple, les espèces 
de poisson se nourrissant de zooplancton. 
En la matière, la difficulté consiste non pas à 
trouver le modèle le plus complet mais bien 
plutôt à construire le modèle le plus simple 
possible qui rende compte de façon satis-
faisante des observations disponibles et qui 
permette des prévisions ou des explications 
utiles. Ces modèles biologiques doivent, bien 
entendu, être couplés aux modèles hydro-
dynamiques et de transport de sédiments  
décrits précédemment. La productivité  
biologique est en effet extrêmement sensible 
aux paramètres de température et de salinité  
que les modèles hydrodynamiques permettent  
de calculer mais aussi à la pénétration de  
la lumière dans la colonne d’eau qui est  
largement dépendante de la charge sédimen-
taire présente dans cette colonne d’eau, et ici  
encore, les modélisations hydrodynamiques, 
sédimentaires et biologiques doivent pro-
gresser de façon couplée.

3.	� Voir Des prédateurs et leurs proies, par Philippe Etché-
copar, Accromath, vol. 8 hiver-printemps 2013. p. 12-15. 

conséquences considérables. Comment vont 
réagir les éco-systèmes lagunaires à ces  
modifications ? Ici encore, les mathéma-
tiques peuvent être d’une aide précieuse en 
élaborant des modèles qui vont décrire les 
interactions entre les différents constituants 
de communautés vivantes de la lagune. Ces 
modèles permettent alors de comprendre 
les réactions des communautés végétales et  
animales. Ils peuvent être extrêmement com-
plexes suivant le nombre d’espèces envisagées  
et le degré de détail dans la description  
des interactions entre espèces que l’on 
va considérer. Un prototype simple de ces  
modèles est le modèle NPZ (Voir encadré sur 
ce modèle) utilisé depuis les années 1970 en 
océanographie biologique. 

Ce modèle considère trois variables d’état : 
la quantité de nourriture évaluée comme 
son équivalent azote, noté par son symbole 
chimique N, la quantité de plancton végétal  
ou phytoplancton, P, et celle de zooplancton,  
Z. Le système NPZ peut être considéré 
comme un modèle simple de la chaine ali-
mentaire dans les lagunes et plus générale-
ment dans les océans. Toute variation im-
portante des quantités d’état N, P et Z est 
un signal d’alarme indiquant que l’équi-
libre entre les divers compartiments de la 
chaine alimentaire est rompu. Une aug-
mentation importante du phytoplancton 
est ainsi souvent une conséquence des dé-
charges incontrôlées de fertilisants issus de 
l’agriculture industrielle pouvant se traduire 
par une réduction sévère voire une dispari-
tion de certaines espèces animales vivant 
dans les lagunes. Ces trois variables évoluent  
suivant les données extérieures (température,  
ensoleillement,...) et des règles similaires aux 
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Des mathématiciens à la rescousse des lagunes méditerranéennes  |   
Hervé Guillard  •  Inria Sophia-Antipolis Méditerranée, France  |  Maria-Vittoria Salvetti  •  Université de Pise, Italie 

Conclusion
A l’issue de ce tour d’horizon de la modéli-
sation des lagunes, nous aimerions conclure 
que les mathématiques permettent une  
protection efficace de ces milieux. Ce serait  
trop optimiste. Les mathématiques et la  
simulation numérique permettent actuelle-
ment d’avoir une compréhension raisonnable 
du fonctionnement des milieux lagunaires, le 
pouvoir de prédiction des modèles est réel et 

peut être utilisé. Cependant tout cela n’est 
rien sans une volonté politique d’aller vers une 
gestion raisonnée et durable de ces milieux.  
Cela impose souvent un changement de 
mentalité et une conscience plus claire de 
la nécessité du respect des grands équilibres  
naturels. Que les mathématiques puissent aider  
à cette prise de conscience est une question 
qui dépasse le cadre de cet article.

Ce système décrit l’évolution de trois composantes : la 
nourriture, notée N, le phytoplancton, noté P et le zoo-
plancton, noté Z. Comme avec le modèle prédateur-
proie de Lotka-Volterra4, on décrit les taux de variation 
de N, P et Z en fonction du temps, ce qui nous donne un 
système d’équations différentielles dont on peut en-
suite obtenir les solutions par simulation numérique. La 
figure suivante résume les interactions dans le modèle. 

Schéma de la chaîne alimentaire
dans le modèle NPZ

Absorption
Mortalité

Élimination

Broutage
P Z

N

Ce schéma nous dit que la population de phytoplanc-
ton, P,  a besoin de la nourriture, N pour croître. La 
mortalité la fait décroître, ainsi que le broutage par le 
zooplancton. 

On écrit ceci :

  

dP
dt

f l g N P h P Z i P P( ) ( ) ( ) ( ) ,= − −

où f, g, h et i sont des fonctions, et I est l’intensité  

lumineuse. Dans le membre de gauche, dP
dt

est le taux de variation de la population de phytoplanc-
ton par rapport au temps. 

Le premier terme du membre de droite décrit la contri-

bution venant de l’absorption de la nourriture selon la 
quantité de lumière. Le second terme décrit la perte liée 
au broutage du zooplancton, et le troisième la perte 
liée à la mortalité. On a trois termes correspondant aux 
trois flèches arrivant et partant de P. 

Voici maintenant l’équation représentant le taux de va-
riation de Z :

dZ
dt

c h P Z j Z Z( ) ( ) ,= −

où j  est une fonction et c est une constante. Dans le 
membre de droite on n’a que deux termes car on a re-
groupé dans la fonction j les effets de l’élimination et 
de la mortalité qui produisent tous deux de la matière 
organique. La constante c représente l’assimilation du 
phytoplancton par le zooplancton. 

Voici enfin la troisième équation pour le taux de varia-
tion de N. Comme on peut s’y attendre avec la figure, le 
membre de droite comporte quatre termes qui sont les 

négatifs de ceux observés dans dP
dt

dZ
dt

et  :

dN
dt

f l g N P c h P Z i P P j Z Z( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) ( ) .= − + − + +

Ceci nous donne toute une classe de modèles selon les 
fonctions f, g, h, i, j et la constante c choisies. Le choix 
de ces fonctions et de c dépend des caractéristiques du 
milieu modélisé.

Le système NPZ

4.	� Décrit à l’article Des prédateurs et leurs proies, par Philippe Etchécopar,  
Accromath, vol. 8 hiver-printemps 2013. p. 12-15
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Dans son jardin, un homme fait pousser 
des plants de tomates et vient de semer 
les premières graines. Est-il capable 

de prédire leur croissance?  
Peut-il deviner le nombre de branches, 

les angles entre elles, leur longueurs? 
Aristid Lindenmayer, un mathématicien 

du XXe siècle, a répondu à cette  
question : nous pouvons le faire et 
ce, avec une étonnante précision 
et un niveau de réalisme insoup-

çonné. Sa méthode? Les L-systèmes.

Lindenmayer  
et ses plantes
Quelque part, caché dans les  
cellules des plantes, un brin 
d’ADN décrit leur développe-
ment au fil des semaines ou des 
années. Au lieu d’analyser le code 
génétique des plantes, Aristid  
Lindenmayer a tenté de deviner 
par lui-même leurs règles de 
croissance, puis de les vérifier. 
Bien qu’il ait été biologiste, il est 
principalement reconnu pour 
son travail mathématique : les 
L-Systèmes. Cette grammaire 
formelle permet de modéliser  
la croissance des végétaux 
(aussi appelée morphogenèse 
en biologie) par un système de 
règles simples en nombre fini. 
Les résultats du chercheur, très 
concluants, se démarquent  
surtout par leur grande sim-
plicité : il ne suffit que d’une 
ou deux règles simples pour  
décrire la croissance d’une 
plante complexe et élégante. Le 

Adrien Lessard 
Université de Montréal

fonctionnement 
des L-Systèmes que  
Lindenmayer utilise pour  
représenter la croissance des 
plantes est semblable à ce 
qui se passe en réalité dans la  
nature. De la même manière  
qu’une plante doit pousser,  
branche par branche, pour  
atteindre un âge mature, son 
équation mathématique doit  
elle aussi croître selon des règles 
très précises. Ainsi, Lindenmayer  
a modélisé de nombreuses 
plantes en trouvant leurs règles 
de croissance, ce qui lui a permis  
de générer leurs équations. Par 
exemple, la figure ci-contre  
représente une plante rudimen-
taire à ses premières étapes de 
croissance. Lindenmayer a inventé  
une grammaire pour représenter  
mathématiquement l’état des 
plantes et les règles qui régissent 
leur croissance. La description  

Étape 0 : F

Étape 2 : S[-S[-F][+F]][
 + S[-F][+F]]

Étape 1 : S[-F][+F]

Étape 3 : S[-S[-S[-F][+F]][
 + S[-F][+F]]][
 + S[-S[-F][+F]][
 + S[-F][+F]]]

Étape 4 : la chaîne de 
              caractères est 
              très longue!
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L-Systèmes : les équations des plantes  |  Adrien Lessard  •  Université de Montréal

1.	 Voir page Problèmes.

de la plante rudimentaire est donnée en 
milieu de page à gauche.

Mais comment  
lire ces équations pour faire  

le dessin de la plante?  
Il suffit d’utiliser 

l’interprétation à pas  
de tortue! 

Une tortue bien spéciale est 
munie d’une craie qui trace une 

ligne au fur et à mesure que la 
tortue avance. 

En lui don-
nant des 
consignes 
simples 

(avancer,  
tourner, etc.),  

il est possible de 
tracer des images 
très complexes et très  
détaillées. 

À l’étape 1 de 
l’exemple, nous pou-
vons lire la règle  

S[-F][+F], qui comporte six types d’instruc-
tions pour la tortue.

La tige principale est représentée par le  
premier « S » dans l’équation. Ensuite, « [-F] » 
est la branche de droite. Les crochets « [ » et  « ] »  
servent donc à encadrer le contenu d’une 
branche et le « - » sert à lui donner un angle 
par rapport à la tige. Il en va de même pour 
« [+F] » qui représente la branche de gauche. 
Nous pouvons voir que seules les branches 
à l’extrémité de la plante sont fertiles et pourront  
donner naissance à d’autres branches.

Ayant les outils pour tracer une plante en  
L-systèmes, il ne reste plus qu’à la faire croître. 

Pour faire pousser une plante,  
il faut appliquer ses règles de 

croissance récursivement. 

F : Avancer de 1 
     (branche fertile - vert)
S : Avancer de 1 
     (branche stérile - brun)
+ : Tourner à gauche
- : Tourner à droite
[ : Sauvegarder la position
] : Restaurer la position

Départ : Une branche fertile
Règle 1 : Chaque branche 
 fertile donne 
 naissance à 
 deux branches 
 fertiles puis 
 devient stérile.

→

Graphiquement :

Règles de croissance
Pour ce faire, il faut avoir un état initial  
(souvent une simple tige) sur lequel  
appliquer les règles de croissance. 
La plante vue plus tôt avait les 
règles suivantes ci-contre. À chaque 
étape de croissance, les règles sont  
appliquées à la plante, ce qui la fait 
croitre. Pour que la tortue puisse 
comprendre comment dessiner la 
plante, il faut exprimer les règles 
avec des symboles qu’elle comprend 
tel que sur la figure à droite. 

De manière procédurale, il faudra repla-
cer tous les « F » de l’étape n-1 par la chaîne 
« S[-F][+F] » pour obtenir l’étape n. Il sera 
laissé en exercice de vérifier la construction  
des étapes 2 et 3 de la plante vue plus tôt.

Dans la plupart des cas, une règle de croissance  
ne suffit pas et il faut plutôt un ensemble de 
règles pour construire une plante plus complexe. 

Maintenant, nous pouvons nous amuser à 
faire pousser la plante simple en appliquant 
les règles de manière récursive. Nous dirons 
qu’après avoir appliqué les règles n fois, nous 
sommes à la ne itération de la plante.

On voit bien qu’à partir de l’étape 3 
la notation devient très lourde. Il est 
presque impossible de s’en faire une 
représentation mentale. Par contre,  
géométriquement, ajouter deux 
branches sur chaque segment de manière  
itérative se conçoit assez aisément. Un  
ordinateur a justement le pouvoir (et la  
patience!) d’interpréter notre suite de carac-
tères comme une figure géométrique. Pour 
se convaincre de la longueur de la tâche, la  
figure à droite montre la quantité d’instruc-
tions qu’un ordinateur doit interpréter pour 
dessiner les étapes suivantes de la plante1.

Dans l’ère de l’information où des millions de 
calculs peuvent s’effectuer en une fraction 
de seconde, Lindenmayer ne s’est pas arrêté  
là dans sa modélisation de plantes. Qu’en 
est-il s’il veut faire « pousser » des feuilles ou 
des fleurs?

Départ : F
Règle 1 : F→S[-F][+F]

Étape 4 : 121 instructions
Étape 5 : 249 instructions
Étape 6 : 505 instructions
Étape 7 : 1 017 instructions
Étape 8 : 2 041 instructions
Étape 9 : 4 089 instructions
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C’est là que les L-Systèmes 
prennent toute leur puissance : 
l’utilisateur peut inventer des 

consignes pour la tortue et laisser 
libre cours à son imagination!

Par exemple, nous pouvons introduire  « { » 
et « } » qui définissent une surface pleine  
limitée par ses côtés, plus fréquemment 
une feuille ou un pétale. Une feuille simple  
pourrait ressembler à la figure à gauche.

Dans les instructions, les deux premiers « FF » 
tracent la tige qui supporte la feuille. Ensuite, 
« { » commence à tracer un polygone en  
définissant ses côtés. « [-F+F+F] » détermine 
le côté droit de la feuille de la même manière 
que « [+F-F-F] » détermine le côté gauche.  
Finalement, « } » indique la fin du polygone 
qui représente la feuille.

Les accolades « { » et « } » peuvent aussi  
indiquer à la tortue de changer la couleur de 
sa craie. « {  » fait passer la couleur au vert 
pour les feuilles alors que « } » la fait revenir 
au brun pour la tige, tel qu’illustré sur l’image 
plus haut. Nous reviendrons plus bas au  
traçage d’une plante avec des feuilles.

Pour certains modèles, il peut être pratique de 
tenir compte des bourgeons, représentés par 
des petits carrés bleus sur les figures. Ceux-ci  
vont agir comme points d’ancrage pour faire  
pousser de nouvelles branches. Définissons  
« B » comme un bourgeon. Nous avons  

mentionné plus tôt qu’il faut  
souvent plus d’une règle de  
croissance pour obtenir une plante 
réaliste. Voici les règles d’une 
plante où chaque segment double 
de longueur (règle 1) et chaque 
bourgeon « B » donne naissance 
à d’autres branches « F » qui 
contiennent elles-mêmes quatre 
bourgeons (règle 2).

Or, il semble n’y avoir que trois bourgeons 
dans la représentation de la règle 2. En réalité,  
les deux bourgeons du bas sont superposés et 
pousseront avec une orientation différente.  
On peut voir la plante à ses premières étapes 
de croissance. Dans cette illustration, on 
voit que l’état de départ, soit l’itération 0 ne 
contient qu’un seul bourgeon. Celui-ci va 

ensuite se développer et donner naissance à 
d’autres bourgeons. Les segments doublent 
de longueur à chaque itération, mais le  
changement d’échelle à chaque image 
semble annuler cet effet.

DossierPlanèteTerre

Étape 1

Étape 2

Étape 3

Étape 4

Étape 5

Étape 2

ÉÉtape 3

Étape 4

Étape 5
Départ  : B
Règle 1 : F   →  FF
Règle 2 : B        F[[-B][+B]]F[+FB]-B

→

Règles de croissance

→

FF{[-F+F+F][+F-F-F]}
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L-Systèmes : les équations des plantes  |  Adrien Lessard  •  Université de Montréal

Et comment faire pour  
que les plantes ne soient pas 

toutes identiques?
Il est aussi possible de rajouter de la variation 
dans les plantes pour rehausser le réalisme. 
Certaines règles de croissance 
peuvent avoir deux possibilités 
que l’on tire au hasard chaque 
fois. Dans l’exemple ci-contre, 
un bourgeon peut se transformer 
en deux structures différentes,  
chacune ayant 50 % de chances 
de survenir. 

La figure au bas de la page montre 
deux exemplaires de la plante à sa 
quatrième itération. Le choix de 
la règle survient à chaque bour-
geon, donc le nombre de plantes 
différentes à l’étape n est 2n où 
n est le nombre de bourgeons 
s’étant développés.

Dans les règles de croissance, il est intéressant  
de spécifier l’angle avec lequel la tortue 
tourne lorsqu’elle reçoit une instruction « + » 
ou « - ». Dans les exemples précédents, l’angle 

était de 25°, mais certains végétaux ont des 
angles plus petits (ex. : graminées) et d’autres 
ont des angles plus grands (ex. : sapins).

Utilisons maintenant les instructions que nous  
avons définies pour la tortue et construisons 
une plante élégante. Commençons par la  

dernière plante et rajoutons-lui  
du contenu en incluant une 
transformation en deux  
possibilités : l’éclosion d’un 
bourgeon. Comme dans le  
dernier exemple, la première 
possibilité (50 % de chance 
d’occurrence) est 

« B→F[[-B][+B]]F[+FB]-B » 

et la deuxième est 

« B→ F[-B]F[-FB]+B ».

Nous pouvons ajouter de la 
variabilité dans les angles de 
rotation. Toujours tourner vers 

la gauche ou vers la droite d’un angle δ peut 
créer un nombre anormal de tiges parallèles  
et diminuer le niveau de réalisme.  Pour  
résoudre ce problème, nous pouvons laisser le 
choix de l’angle à la tortue, en lui donnant une 
borne minimale et une borne maximale. Dans 

Étape 1

Étape 2

Étape 3

Étape 4

Étape 5

Étape 2

ÉÉtape 3

Étape 4

Étape 5

Départ  : B
Règle 1 : F→FF
Règle 2 : B        F[[-B][
 +B]]F[+FB]-B
 B        F[-B]F[
 -FB]+B

La première possibilité 
de la règle 2 est la même
qu’à la plante de la page
précédente, et la deuxième 
possibilité donne 
cet effet :

Règles de croissance

→

→50% 

→50% 

Deux exemplaires de la plante  
à sa quatrième itération
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	 « -f{[-f+f+f][+f-f-f]} » 

et 	 « +f{[-f+f+f][+f-f-f]} », 

et cela complète les règles de croissance de 
notre plante (figure à gauche).

Le texte en vert représente la portion des 
instructions qui dicte la construction des 
feuilles. Les images à la page suivante 
montrent trois états possibles pour la plante 
à la quatrième itération. En choisissant un 
nombre réel comme angle entre 15° et 25°, 
il existe une infinité de plantes différentes 
construites avec ces règles.

Aristid Lindenmayer a créé un outil de  
modélisation puissant. Que ce soit pour mieux 
comprendre la croissance des végétaux,  
pour prédire le développement cellulaire 
d’un individu ou pour faire un rendu esthé-
tique pour un montage vidéo, les L-Systèmes 
sont simples d’utilisation et offrent un rendu  
exceptionnel, complexe et de très grande  
envergure avec un minimum de règles et de 
difficulté.

l’exemple qui suit, nous avons choisi  
l’intervalle de 15° à 25° et une loi de 
probabilité uniforme sur cet intervalle.

Rajoutons aussi une feuille à chaque  
bourgeon qui pousse vers la droite 

« -F{[-F+F+F][+F-F-F]} » 

ou vers la gauche 

« +F{[-F+F+F][+F-F-F]} ». 

Ce sont presque les mêmes feuilles que celles 
vues plus tôt, mais avec l’instruction « + » 
ou « - » qui les précède pour leur donner un 
angle par rapport à la plante.

La règle « F→FF » est importante parce 
qu’elle fait doubler la longueur de chaque 
branche à chaque itération de la plante. Par 
contre, les feuilles seraient affectées aussi  
par cette règle (elles contiennent des « F ») 
et deviendraient de tailles démesurées. Il 
faudra alors définir une autre instruction 
pour la tortue : « f », qui est identique à 
« F », mais qui n’est pas affectée par la règle  
« F→FF ». Les feuilles deviendront : 

Biologiste hongrois, 
 Lindenmayer a 

d’abord étudié la  
croissance de levures, de champignons et 
d’algues au niveau cellulaire. Au centre 
de recherche de l’université l’Utrecht, il a  
travaillé en collaboration avec Przemyslaw 
Prusinkiewicz qui se spécialisait en infor-
matique. Ensemble ils ont développé une 
grammaire formelle (L-Systèmes) pour  
représenter la croissance de plantes, mais 
uniquement au niveau cellulaire. C’est  
seulement plus tard que l’idée leur est venue  
d’améliorer leur outil mathématique pour 
qu’il puisse modéliser les végétaux à grande 
échelle.

Dans leur livre The Algorithmic Beauty of 
Plants, ils expliquent précisément comment 
s’y prendre pour modéliser des végétaux  

allant de petites plantes à de grands arbres. 
Des notions de biologie et de botanique  
enrichissent leurs modèles de plantes et  
permettent de générer de très belles images.

Très peu avant la publication de leur livre, 
en 1989, Lindenmayer décède, laissant à 
Prusinkiewicz la tâche de compléter le livre 
et de le publier en 1990. Ce dernier travaille 
maintenant comme professeur d’informa-
tique à l’Université de Calgary.

Vingt-trois ans après la publication du livre, les  
L-Systèmes de Lindenmayer continuent 
d’inspirer étudiants et chercheurs dans la 
création de végétaux plus réalistes.

Aristid Lindenmayer  
(1925 – 1989)

Départ B
Règle 1 : F → FF
Règle 2 : B 
 -f{[-f+f+f][+f-f-f]} 
 F[[-B][+B]]F[+FB]-B 
 B 
 +f{[-f+f+f][+f-f-f]} 
 F[-B]F[-FB]+B 
Angle : 15° à 25°

→50%

→50%
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Les L-Systèmes permettent 
aussi de modéliser des plantes 
et des arbres en trois dimen-
sions. Pour ce faire, il faut de 
nouvelles consignes à donner  
à la tortue pour qu’elle puisse  

se diriger et s’orienter dans l’espace. En plus des consignes  
utilisées en 2D, il faut rajouter les consignes ci-contre.

Avec ces instructions, les 
possibilités sont beaucoup  
plus nombreuses. Par exemple,  
une plante où chaque branche  

donne naissance à quatre autres branches aurait les 
règles de l’encadré en bas à gauche.

Ici, la tortue trace la tige mère « S », puis elle se penche 
vers le bas d’un angle de 30° pour tracer la première 
branche « [&F] ». De retour à l’extrémité de la tige  
principale, la tortue roule autour de celle-ci d’un angle 
de 90° « <<< », puis s’incline vers le bas pour tracer  
la deuxième branche « [&F] ». Le processus continue 
jusqu’à en avoir tracé quatre. Après trois itérations, 
nous obtenons la plante ci-dessous, vue de deux angles 
différents.

L-systèmes en 3D

Départ : F
Règle 1 : F→S[&F]<<<[&F]
 <<<[&F]<<<[&F]
Angle : 30°

Trois exemplaires d’une plante plus réaliste
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Comment une fonction peut-elle être  
jolie et monstrueusement complexe ?  

Si alléchante au premier coup d’œil  
et déroutante dans ses détails ?

Notion de fonction
Les fonctions sont un sujet central en  
mathématiques et ce, dès l’école secondaire. 
Si le concept de fonction peut sembler bien 
clair pour plusieurs, cela n’a pas été toujours 
le cas dans l’histoire des mathématiques. 
Avant le 19e siècle, plusieurs mauvaises 
conceptions de la notion de fonction avaient 
cours dont une particulièrement gênante : 

Si deux fonctions coïncident sur 
un intervalle, alors elles doivent 
coïncider  partout où elles sont 

définies.

Le graphique ci-contre 
nous convainc immé- 
diatement de la 
fausseté de l’énon-
cé. Ces incohé-
rences provenaient 
principalement des  
divergences d’opinions  
concernant les fonc-
tions dont la définition  
était objet de débat 
entre mathématiciens. 
D’Alembert1 (1717-1783)  
croyait que le pre-
mier critère d’une 

fonction était de posséder une expres-
sion analytique ou « formule » décrivant la 
relation. De son côté, Euler2 (1707-1783)  
accordait aux courbes tracées à la main la 
même importance que celles issues d’une  
expression algébrique.

Au 19e siècle, Richard Dedekind (1831-1916)   
adopta une position moderne sur les  
fonctions en écrivant: 

Laurent Pelletier 
Université Laval

y est une fonction de x sur 
l’intervalle ]a, b[ si pour toute 

valeur de x dans cet intervalle on 
associe une unique valeur de y. La 
nature de la correspondance n’a 

aucune importance.

Dans le cas des fonctions réelles (qui  
envoient des nombres réels sur des nombres 
réels), la définition donnée par Dedekind a 
survécu. On remarque dans son énoncé le 
souci de ne mettre aucune restriction sur la 
façon de relier les deux variables, permettant 
à toutes sortes de relations d’être qualifiées 
de fonctions. La position de Dedekind a aussi 
l’avantage de s’adapter facilement à d’autres 
cadres que celui des nombres réels. 

Ainsi, on peut définir une fonction de  
l’intervalle [0, 1] dans l’ensemble {0, 1} en 
faisant correspondre 0 aux nombres de cet 
intervalle, sauf à ceux de la forme 1/n où n 
est un nombre naturel auxquels on assigne 
1 comme image. On obtient le graphique  
ci-dessous.

Des fonctions... déroutantes

1.	 Voir l’article D’Alembert dans Accromath, vol. 6,  
hiver-printemps 2011, p. 28.

2.	 Voir l’article Leonhard Euler dans Accromath, vol. 4, 
hiver-printemps 2009, p. 20.

1

1

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6
f : [0; 1]     [0; 1]

 

f (x)=
1 si x = 1

n
 où n ∈

0 partout ailleurs

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

f(x)

ℕ

Les deux fonctions coïnci-
dent sur un intervalle, mais 
ne coïncident pas partout 
où elles sont définies
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Des fonctions déroutantes  |  Laurent Pelletier  •  Université Laval

Des fonctions... déroutantes
Comme deuxième exemple, on peut définir  
une fonction sur l’ensemble des nombres 
réels telle que l’image de x est égale à 1 si x  
est un nombre rationnel et est égale à 0 partout  
ailleurs. La représentation graphique d’une 
telle fonction n’est pas réalisable, mais en 
s’inspirant de notre premier exemple, on peut 
se l’imaginer. 

Continuité et dérivabilité
Avec une définition large comme celle de  
Dedekind, on peut donc concevoir des  
fonctions possédant certaines caractéris-
tiques intéressantes. Cauchy (Augustin-Louis,  
1789-1857) désigna les fonctions continues  
comme celles pouvant être tracées à main 
levée, celles ne faisant pas de sauts. Le  
graphique de l’encadré suivant peut être  
tracé sans que le crayon ne quitte la feuille 
de papier. 

L’importance des 
fonctions continues 
vient de leur simpli-
cité et de leur utilité  
pour décrire des  
situations de la vie 
réelle. Une fonction  
sinusoïdale sera pro- 
bablement une bonne 
façon de décrire la 
hauteur d’un poids 
en oscillation sur un 
ressort tandis qu’une 
droite pourrait carac- 
tériser la hauteur 
d’un ballon à l’hélium  
relâché dans les airs. 
Imaginez qu’une de 
ces fonctions admette  
une discontinuité (un 
saut). Cela voudrait  
dire que l’objet associé  
à la fonction aurait  
momentanément été  
téléporté à une  
altitude différente, 
comportement assez 
rare pour des objets 
physiques.

Par la suite, Cauchy introduisit la notion de 
dérivabilité pour une fonction continue. Il 
voulait, avec cette définition, caractériser les 
fonctions dont on peut trouver la tangente 
ou dérivée en un point. Pour illustrer ce fait, 
imaginez que vous vous déplacez le long de 
la courbe g(x) de l’encadré ci-dessus à partir 
du point A. On s’intéresse à la direction dans 
laquelle vous marchez. Au point B, vous vous 
déplacez dans la direction de la tangente en 
ce point. En d’autres mots, le point C devrait 
se trouver en ligne droite devant vous. Conti-
nuons la marche jusqu’en D. Est-il possible 
de déterminer votre direction en ce point? On 
remarque qu’il nous est impossible de déter-
miner la tangente de façon unique. En fait, 
on voit sur le graphique que les deux droites 
passant par D pourraient être la tangente en 
D. Ainsi, on dira que la fonction g(x) est dé-
rivable au point B, mais pas au point D. On 
peut aussi donner une valeur à la dérivée à 
chaque point où elle est définie,  soit la pente 
de l’unique tangente associée. 

t 

h(t)

t 

h(t)

La hauteur d’une 
montgolfière qui 
s’élève à une vitesse 
constante est une 
droite.
Il n’y a pas de saut.

En suivant la courbe tout en regardant droit devant soi, la direction 
du regard indique celle du déplacement. Ainsi, au point B le regard 
est dans la direction du segment BC. En arrivant au point D, cela 
ne s’applique plus. La direction du regard ne donne plus celle du  
déplacement. 

Supposons deux individus se déplaçant sur la courbe et arrivant  
simultanément au point B, l’un en suivant le trajet AB et l’autre en  
suivant le trajet DB. Lorsqu’ils parviennent au point B, ils se regardent  
 alors droit dans les yeux. La fonction est dérivable au point B.

Si l’un des deux suit la trajectoire BD et l’autre la trajectoire ED, ils 
ne se regarderont pas dans les yeux en arrivant en même temps au 
point D. La fonction n’est donc pas dérivable au point D.

Fonction continue non dérivable en un point

A

B

C

D

E

g(x)
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Un exemple très courant de fonction  
non-dérivable en un point est la  
fonction valeur absolue. Celle-ci est  
dérivable partout sauf en zéro. Sa déri-
vée vaut -1 sur l’intervalle ]-∞,0[, ce qui 
représente la pente à gauche du point 
0, et la dérivée est 1 sur l’intervalle 
]0,∞[, soit la pente à droite du point 0.

Encore à cette époque, plusieurs  
faussetés étaient acceptées par des 
mathématiciens. Cauchy lui-même 
croyait qu’une fonction continue se  

devait d’être dérivable sauf éventuellement en  
quelques points isolés. Heureusement, Karl 
Weierstrass régla la question en trouvant, en 
1872, un exemple de fonction continue mais 
qui, à l’inverse de la croyance, n’est dérivable 
qu’en un nombre restreint de valeurs.

Fonction blanc-manger
On peut construire une fonction de ce genre 
sur l’intervalle [0; 1]. Il s’agit d’une courbe 
fractale3. On se doute bien qu’une courbe de 
ce genre ne s’écrira pas de façon simple et im-
pliquera d’additionner une infinité de termes. 
La première étape de la construction consiste 
à définir les fonctions en « dents de scie ». 
Ces fonctions sont constituées de droites de 
pente 1 et -1 placées successivement sur des 
intervalles de longueur constante. 

DossierPlanète Terre

3.	 Voir Les Fractales, dans Accromath, Vol. 1,  
été-automne 2006.

f :           

f(x)

x

f(x) = |x|

Fonction valeur absolue

O
ℝ ℝ 

Les promeneurs ne se 
regarderont pas dans les 

yeux en arrivant en même 
temps au point O.

DS0

0

1/2

1

DS1

0 1

1/4

DS2

0 1

1/8

Fonctions dent de scie (DS).

Le nombre de dents est toujours une 
puissance de 2 et le sommet des dents 

est 1/2 n + 1.

Karl Weierstrass 
(1815-1897)
Weierstrass est un mathé- 
maticien allemand né à 
Ostenfelde, dans le nord de 
l’Allemagne. Jeune, il est 

intéressé par les mathématiques mais son 
père le force à entreprendre des études en 
droit et en finance. Weierstrass n’apprécie  
guère ce domaine et suite à quelques  
années de débauche, il décide d’entre-
prendre des études en mathématiques. Ce 
choix s’avéra fructueux puisqu’il excelle 
au point de recevoir des offres d’emploi 
d’une multitude d’universités. Ses travaux 
sur les fonctions analytiques et elliptiques 
font de lui un des fondateurs de l’analyse  
moderne. Comme professeur à l’Université  
de Berlin, il supervise plusieurs étudiants qui 

deviendront célèbres : Cantor, Frobenius,  
Schwarz, Klein, Lie, etc. Il entretient aussi  
une correspondance avec la mathématicienne  
russe Sofia Kovalevskaya et réussit à lui  
obtenir un doctorat honorifique ainsi qu’un  
poste dans une université, faisant d’elle la 
première femme à enseigner les mathéma-
tiques à ce niveau dans le nord de l’Europe.  

Karl Theodor Weierstrass était, aux dires 
de son collègue Hermite, le législateur 
de l'analyse. Ce qualificatif de législateur  
n'est pas associé aux études de droit que 
Weierstrass a mené, mais à la rigueur  
nouvelle qu'il a imposé : qu'a-t-on, et que 
n'a-t-on pas le droit de faire en analyse ?
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Et ainsi de suite, de façon à ce que le nombre 
de dents de scie soit toujours une puissance 
de deux. Nous voulons ensuite additionner 
toutes ces fonctions afin de créer une courbe 
ayant le plus de points de non dérivabilité  
possible alors que les fonctions DSi sont 
toutes continues. On introduit donc les  
fonctions Bn qui sont la somme des n  
premières fonctions en dent de scie : 

B DSn i
i

n

0

∑=
=

.

En regardant la fonction B comme la limite 
des Bn pour n allant à l’infini, on obtient la 
fonction blanc-manger (pour sa ressem-
blance avec le dessert). Cette fonction est 
continue mais nous avons introduit une telle 
quantité de sommets qu’elle n’est dérivable 
en aucun point puisqu’on y a ajouté, avec 
chaque DSi , 2

i points où la fonction n’est pas 
différentiable. Cauchy avait donc tort! 

Supposons encore une fois que vous vous 
déplacez sur cette courbe. Votre trajectoire 
sera bien définie et ne comportera aucun 
saut mais à chaque moment, votre direction  
sera inconnue. Déroutant, non? S’agit-il d’une  
anomalie ou d’une fonction qui possède  
de l’importance? Pour les curieux, le mou-
vement brownien, qui fera l’objet d’un  
article dans un futur numéro, donne aussi 
des courbes ayant cette caractéristique. D’ici 
là, bon appétit! 

Conclusion
Comme on le voit, à l’aide des définitions 
modernes on peut construire une fonction 
continue qui n’est dérivable en aucun point, 
chose que certains précurseurs auraient  
probablement considérée comme une hérésie  
à leur époque.

B1

0 1

DS0

0 1

DS1

0 1

+ =

B2

0 1

DS0

0 1

DS1

0 1

+

+

=

DS2

0 1

DS0

0 1

B0

0 1

=

=

DS0

0 1

DS1

0 1

+

+

DS2

0 1
+

+
. . . 

DS3

0 1

B

0 1
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À diverses périodes de l’histoire, les mathématiciens se sont plu,  
à découvert ou en catimini, à utiliser des grandeurs  
« infiniment petites » pour soutenir leurs intuitions,  

voire leurs raisonnements. Un exemple intéressant se retrouve  
chez Kepler lorsqu’il revisite, près de vingt siècles après Archimède, 

certains des résultats du grand mathématicien grec. 

Malgré sa concision, le traité De la mesure  
du cercle est important en raison de la  
vision riche et pertinente qu’il propose de 
cette figure élémentaire, mais fondamentale, 
qu’est le cercle.1 Archimède y introduit une 
relation un peu étonnante, voire inattendue, 
alors qu’il relie l’aire A et la circonférence C 
d’un cercle par la formule

       
A rC

1
2

,=

où r représente le rayon du cercle en cause. 
L’argument utilisé par Archimède pour valider  
ce dernier résultat est en soi des plus inté-
ressants. Mais il ne nous renseigne aucune-
ment sur la façon dont Archimède en serait 
venu à « mettre le doigt » sur cette relation 
particulière. Son argument justifie bien sûr le  
résultat hors de tout doute, mais il n’en  
fournit ni motivation, ni explication. Comment  
diable Archimède a-t-il reconnu le triangle 
rectangle de cathètes r et C  ? Autant que 
je sache, on ignore quel cheminement a pu  
mener le Syracusain à son résultat.2 

Bernard R. Hodgson 
Université Laval

Le présent texte vise dans un premier temps 
à montrer comment, si on est prêt à accepter 
l’existence de segments de droite de longueur 
« infiniment courte » — ce qui, il convient de 
le souligner, est plutôt audacieux comme  
hypothèse —, il est alors possible de proposer 
un argument assez simple menant d’emblée au 
résultat d’Archimède.  Un tel type de segment  
permet en effet de voir le cercle comme une 
espèce de « polygone avec une infinité de  
côtés », ce qui mène à une approche qui, on 
le verra, peut s’avérer assez naturelle, intui-
tivement parlant.  Dans un deuxième temps, 
il sera question de transposer ces intuitions 
du contexte 2D au 3D, permettant ainsi de 
retrouver certains résultats fondamentaux à 
propos de la sphère.

Un regard képlérien sur  
le résultat d’Archimède
L’idée de considérer le cercle comme un poly-
gone régulier à un « nombre infini de côtés »,  
chacun « infiniment petit », se retrouve  
apparemment pour la première fois de  
façon explicite chez le philosophe allemand  
Nicolas de Cues (1401-1464), penseur influent  
de la fin du Moyen Âge. Il introduit cette vision  
dans le cadre de travaux (infructueux)  
portant sur la quadrature du cercle. Mais il 
faut attendre l’astronome allemand Johannes 
Kepler (1571-1630) avant qu’une telle 
approche infinitésimale ne soit véritablement 
mise à profit.

C’est bien sûr pour ses travaux d’astronomie,  
et principalement les trois lois du mouvement  
planétaire qui portent aujourd’hui son nom, 
que Kepler est connu. On lui doit cependant  
de nombreuses contributions en mathé-
matiques, portant notamment sur les  

1.	� Voir les deux textes « Regard archimédien sur le cercle »  
de Marie-France Dallaire et Bernard R. Hodgson dans 
Accromath (vol. 7, été-automne 2012, pp. 24-29 et vol. 
8, hiver printemps 2013, pp. 32-37).

2.	� Voir à ce sujet les commentaires aux pp. 35-36 dans 
Accromath, vol. 8, hiver-printemps 2013.

r

C

C

Regard archimédien sur le cercle et la sphère :

le clin d’œil de Kepler
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logarithmes, les coniques, 
les polyèdres réguliers 
étoilés et l’empilement de 
sphères.3 Il a aussi laissé 
sa marque dans le calcul 
d’aires et de volumes, où 
il n’hésite pas à adopter 

une vision infinitésimale en découpant une 
région donnée en « petits » morceaux d’aire 
ou de volume connus, dont il fait ensuite la 
« somme ». Cette technique est remarquable-
ment mise en action dans son traité Nova 
stereometria doliorum vinariorum (Nouvelle 
stéréométrie4 des tonneaux de vin), dans  
lequel il calcule le volume (exact ou approximé)  
d’une flopée de solides, dont des solides 
de révolution. Kepler lui-même raconte les  
circonstances plutôt amusantes dans  
lesquelles il a été amené à rédiger ce traité 
sur la mesure de solides géométriques (voir 
encadré Kepler, bon mari et père de famille). 
Il s’y intéresse notamment au cylindre, au 
cône, à la sphère, ou encore à des formes 
qu’il appelle la pomme ou le citron (obtenues  
respectivement, étant donné une corde  
non-diamètre dans un cercle, par la révolution  
du grand arc de cercle ou du petit arc de 
cercle autour de cette corde).

Afin de préparer le terrain pour aborder ses 
problèmes de stéréométrie, Kepler commence 
par rappeler certains résultats d’Archimède à 
propos notamment du cercle, du cône, de la 
sphère et du cylindre. Il souligne cependant la 
difficulté de lire Archimède « dans le texte » : 
s’il est vrai, écrit-il dans son préambule,  
qu’Archimède a fourni dans ses « petits 
livres » des démonstrations « parfaites à tous 
les titres », elles sont néanmoins réservées à 
« quelqu’un [qui] n’a pas de l’aversion pour 
leur lecture subtile ». C’est pourquoi il les  
reprend de manière personnelle. 

Kepler amorce donc sa démarche avec le 
cercle, redémontrant tout d’abord que la  
circonférence est au diamètre dans un  
rapport « presque comme 22 à 7 ».  Poursuivant  

sa relecture du traité De la mesure du 
cercle, il compare ensuite l’aire du cercle 
avec le carré du diamètre (il s’agit donc du  
rapport 11/14 introduit à la proposition 2 de ce  
traité).6  C’est dans ce cadre que Kepler aborde  
la proposition 1 d’Archimède exprimant l’aire 
du cercle en fonction du rayon et de la  
circonférence :

Archimède se sert d’une démonstration  
indirecte qui conduit à l’impossible.  
Pour moi le sens est celui-ci. La circon-
férence du cercle BG a tout autant de  
parties que de points, pense une infinité;  
chacune d’elles peut être considérée 
comme la base d’un certain triangle isocèle  
de jambes égales à AB, de sorte qu’ainsi  
les triangles se trouvent en nombre infini  
dans l’aire du cercle, tous 
se réunissant dans le 
centre A par les sommets.  
Que la circonférence du  
cercle BG soit étendue  
sur une droite et soit BC égale à elle 
et perpendiculaire à AB. Donc toutes 
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Kepler, bon mari et père de famille
La Nouvelle stéréométrie des tonneaux  
de vin a été publiée à Linz en 1615. Dans la 
dédicace de ce traité adressée à deux de ses 
protecteurs autrichiens, Kepler mentionne 
la célébration récente de son (second)  
mariage — il était veuf et père de trois  
enfants — et le fait qu’il en était venu à  
s’interroger sur la façon dont le marchand 
de vin mesurait le volume des tonneaux 
qu’il lui vendait. Il souligne qu’à ses yeux, 
« il était convenable au devoir de mari et 
de bon père de famille que je veille au sujet 
de la boisson nécessaire ». S’étonnant de la 
technique du marchand, qui explorait « avec 
une et même [verge de mesure] tous les tonneaux indistinctement 
sans discrimination, sans respect de la forme, sans raisonnement 
ou calcul », Kepler affirme qu’« il ne [lui] sembla pas inconvenant, 
étant nouvel époux, » de mieux comprendre « cette mesure abré-
gée très nécessaire à la chose domestique, et d’explorer les fonde-
ments selon les lois géométriques, s’il y en avait quelques-unes ».5 

3.	� Voir, en lien avec ce dernier sujet, le texte « Savez-vous 
empiler des oranges ? » par André Ross, Accromath, 
vol. 3, hiver-printemps 2008, pp. 20-21. On y trouve 
également un encadré portant sur Kepler.

4.	� Du grec stereos, solide, et metron, mesure. La stéréo-
métrie porte donc sur la mesure des corps solides.

5.	� Les sources dont sont tirées les citations de Kepler 
sont indiquées dans la section Pour en savoir plus !, en 
3e de couverture.

6.	� À propos de cette proposition 2, voir la Section  
problèmes dans Accromath, vol. 8, hiver-printemps 
2013.

Nouvelle  
stéréométrie
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les bases imaginées de ces triangles 
en nombre infini ou secteurs seront  
sur la droite BC, placées successivement. 

Kepler explique ensuite que le triangle ABC 
peut être vu comme formé d’une infinité de 
triangles, tous de sommet A et de base l’une 
des parties de BC. Or chacun de ces triangles 
provient d’un des triangles isocèles formant 
le cercle. Comme ils ont tous même hauteur  
AB et des bases identiques, ils sont tous 
égaux en aire, et de même aire que chacun 
des triangles isocèles constituant le cercle. Et 
donc, poursuit Kepler,

Le triangle ABC égalera tous les secteurs 
du cercle, et donc sera de même aire que 
le cercle, qui consiste en tous. Cela revient 
à la réduction d’Archimède à l’impossible. 

Kepler observe finalement que le rectangle 
ABHD, où H est le milieu de BC, est lui aussi  
de même aire que le cercle.  Les deux figures  
suivantes reprennent les dissections du 
cercle suggérées par les propos de Kepler.  
Dans le premier cas, le cercle est décomposé 
en secteurs qui sont ensuite déformés tout 
en préservant leur aire de manière à former 

sant les secteurs.7 Mais on peut voir ces 
bosses comme s’aplanissant lorsque les arcs  
deviennent infiniment petits, de manière à 
former un véritable triangle.

Dans l’autre cas, les secteurs formant le cercle 
sont plutôt assemblés en un « quadrilatère  
festonné ». On aurait un rectangle en passant 
à une vision infinitésimale.

Et si on passait à la sphère?
Mais Kepler n’en reste pas là. Il s’intéresse  
ensuite aux mesures de divers corps solides, 
reprenant nombre de résultats présentés par 
Archimède dans son traité De la sphère et du 
cylindre. 

S’agissant du volume de la sphère, voici ce 
qu’écrit Kepler, toujours dans sa Nouvelle 
stéréométrie :

En effet par analogie avec ce qui a été 
dit au théorème II [en lien avec l’aire du 
cercle], le corps de la sphère contient en soi 
comme une infinité de cônes allant avec la 
sphère par les sommets dans le centre, par 
les bases dont les points se tenant sur la 
surface entretiennent la succession. 

Autrement dit, Kepler voit la sphère comme 
si elle était faite d’une  
infinité de cônes, chacun  
de base très petite  
(infinitésimale) et s’ap- 
puyant sur la surface,  
et ayant tous leur 
sommet au centre de 
la sphère. 

DossierHistoire

7.	� Le mot feston est à l’origine un terme d’architecture 
désignant une guirlande de fleurs et de feuilles  
retombant en forme d’arc. Aussi utilisé en broderie  
(col « à festons »), il renvoie plus généralement à une 
suite d’arcs accolés.

Kepler, selon ses propres dires, considère  
donc chaque point du cercle comme la 
base d’un triangle isocèle. On pourrait  
rendre cette idée en imaginant  
un « microscope infinitésimal » dont 
le grossissement infini permettrait de voir les segments infini-
ment petits formant le cercle.  En faisant un « super-zoom » sur un 
point du cercle, on y voit la base d’un petit triangle isocèle dont le  
sommet est le centre du cercle — situé infiniment loin à cette 
échelle infinitésimale.  De plus, la hauteur h du triangle est, à l’œil 
nu, le rayon r du cercle, puisque la base est infiniment courte.  L’aire 
du cercle, comme l’observe Kepler, devient donc le demi-produit  
du rayon par la somme de toutes les bases (c’est-à-dire par la  
circonférence).

Coup d’œil dans un super-microscope

r h
r

r

un « triangle » de même aire que le cercle.  
Il s’agit d’un « triangle festonné », sa base 
étant formée d’une succession d’arcs définis-
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Le volume de la sphère 
est donc la somme 
de tous les volumes 
de ces cônes. Or, on 
peut imaginer ceux-ci 
être « déployés » pour  
former une sorte de 
tapis hérissé, les bases 
des cônes constituant  
le « dessous » du tapis  
et les sommets des 
cônes devenant autant 
de pointes. 

La surface du tapis est  
bien sûr de même  
grandeur que la surface  
de la sphère, et la hau-
teur de chaque cône  
est le rayon de la 
sphère. Comme chaque  
cône a pour volume le 

tiers du produit de sa base par sa hauteur  
(voir encadré Le volume du cône), on en conclut 
que le volume V de la sphère est donné par

V rS
1
3

,=

où r est le rayon de la sphère et S sa surface. 
Dit autrement, c’est comme si tous les cônes 
formant ce tapis étaient transformés, le  
volume de chacun demeurant invariant, en 
un seul cône dont la base a la même aire 
que la surface de la sphère (c’est-à-dire 

l’ensemble des bases de tous les petits cônes) 
et dont la hauteur est le rayon de la sphère. 

On aura noté ici, dans ce contexte 3D, la  
parfaite analogie avec l’aire du cercle en 2D.  
Il s’agit là d’une analogie qu’Archimède a  
lui-même observée — de manière tout à fait 
audacieuse, il faut le dire. Dans son fameux  
traité La méthode, il offre en effet le  
commentaire suivant en lien avec des résultats  
qu’il vient d’établir concernant le volume 
d’une sphère en rapport avec un certain 
cône, d’une part, et ce même volume exprimé  
selon le volume d’un cylindre circonscrit, de l’autre :

(Ce commentaire est examiné plus en détail  
dans la Section problèmes.) On notera au 
passage que le traité La méthode, longtemps  
perdu, n’était pas connu à l’époque de  
Kepler, n’ayant été redécouvert qu’au début du 
20e siècle. La vision que propose l’astronome  
allemand de la sphère comme étant constituée  

9.	 Archimède, La méthode. Voir Paul Ver Eecke,  
Les œuvres complètes d’Archimède, tome II (p. 488). 
Liège, Vaillant-Carmanne, 1960.

Revenons aux figures festonnées que nous venons 
d’introduire pour accompagner l’argument de Kepler 
sur l’aire du cercle. Jusque dans quelle mesure est-il  
raisonnable d’accepter qu’en considérant des secteurs  
de cercle de plus en plus étroits (éventuellement  
infiniment étroits), on obtiendra des figures lisses, sans 
bosse, se comportant comme il se doit ? Dit autrement, 
pourquoi sommes-nous confiants que le parallélo-
gramme festonné se transformera tout bonnement en 
un beau rectangle ?

Ces questions sont loin d’être banales et on peut  
facilement tomber sur des situations où les figures  
géométriques auraient « à la limite » un comportement  
un brin étonnant, voire vraiment troublant. Un tel  

phénomène est examiné dans la Section problèmes. 
Voir aussi le texte « Preuves et certitudes » de Jean-Paul 
Delahaye (Accromath, vol. 3, hiver-printemps 2008, 
pp. 22-25), et notamment l’encadré « Vérification des 
preuves » (p. 24), où l’auteur « démontre » que 2 2= .  
Or, la fausse preuve alors utilisée repose sur une  
figure dont la nature paraît a priori ressembler comme 
deux gouttes d’eau à celle du parallélogramme festonné  
ci-contre. Plutôt gênant…

Il n’est pas facile de mettre de l’ordre dans de tels  
dilemmes. De fait, il a fallu un long moment avant que les  
mathématiciens n’apprennent à manipuler correctement  
le délicat concept de « passage à la limite ». Cette notion 
joue d’ailleurs aujourd’hui un rôle central dans de larges 
pans des mathématiques post-secondaires.

8.	  Nicolas Boileau (1636-1711), L’Art poétique, Chant premier, v. 56.

« Ce ne sont que festons, ce ne sont qu’astragales. »8

En laissant les cônes adhérer  
à la « pelure », on a un tapis  
de fakir. Après avoir réuni 
tous les sommets des 
cônes en un même point, 
on augmente à l’infini le 
nombre de cônes, la base 
de chacun devenant infini-
ment petite.

En aplanissant la « pelure »  
de la sphère, on obtient un 
tapis échancré.

« J’avais eu l’intuition que, puisque tout cercle 
équivaut au triangle dont la base est égale à la 
circonférence du cercle et la hauteur égale au 
rayon, toute sphère équivaut au cône dont la 
base est équivalente à la surface de la sphère, et 
dont la hauteur est égale à son rayon. »
Archimède, La méthode.9
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Ses exigences de rigueur lui interdisaient en 
effet de faire intervenir dans ses raisonne-
ments des objets mathématiques de nature 
aussi vague, leur substituant plutôt la célèbre 
technique de double preuve par contradic-
tion pour établir l’égalité de deux quantités.11 

Pendant des siècles, le consensus général 
parmi les mathématiciens voulait qu’une 
longueur infinitésimale ne saurait exister en 
tant que telle. Un tel objet pouvait relever 
d’une vue de l’esprit sans doute inspirante à 
maints égards, mais ce n’était qu’une façon 
de parler (pour reprendre les mots de Gauss 
à propos du concept d’infini).  Cette ques-
tion a soulevé des difficultés notoires au fil 
des âges, notamment lors de la création du 
calcul différentiel et intégral au 17e siècle.  
Elle n’a vraiment été réglée, mathématique-
ment parlant, qu’au cours des années 1960 
dans le cadre de l’analyse non standard. Tout 
naturellement, dans un tel contexte, le cercle 
devient un polygone avec une infinité de 
côtés infinitésimaux.  

d’une infinité de petits cônes est donc  
a priori indépendante de celle du Syracusain.

Si d’aventure on est en possession par  
surcroît d’une formule du type S = 4πr2 pour 
la surface de la sphère (résultat démontré par 
Archimède), on en tire immédiatement la re-
lation bien connue pour son volume exprimé 
en fonction du rayon :

V r
4
3

.3= π

Causons rigueur
La vision du cercle que propose Kepler revient  
à le considérer comme un « polygone avec 
une infinité de côtés ». Si séduisante que 
puisse être cette approche, s’agit-il pour 
autant d’une démarche rigoureuse? Une 
telle vision repose en effet sur l’intuition de 
longueur « infiniment courte »,10 et s’il n’est 
pas trop difficile de se figurer un segment de 
droite à la fois fini et très petit (par exemple  
de longueur 10–777 m), qu’en est-il d’un  
segment « vraiment infiniment petit » ?  

Tout repose, ultimement, sur la conception 
que nous adoptons d’une droite et des points 
qui la composent.  Archimède, à cet égard, 
rejetait l’existence de segments infiniment 
petits (voir encadré La propriété d’Archimède).  

10.	�Un « polygone » formé d’une infinité de côtés de 
longueur très petite, mais finie, aurait en effet un 
périmètre infini, ce qui ne convient évidemment pas 
pour rendre le cercle.

11.	�Voir à ce propos Accromath, vol. 8, hiver-printemps 
2013, p. 35.

Le fait que le volume de tout cône soit égal au tiers du 
volume du cylindre ayant même base et même hauteur  
était tenu pour bien connu par Archimède. Ainsi ne fait-il  
que le mentionner brièvement dans la préface de La 
quadrature de la parabole, l’attribuant aux géomètres 
l’ayant précédé. Dans la préface du traité De la sphère 
et du cylindre, il parle cette fois explicitement d’Eudoxe,  
et il devient encore plus précis dans La méthode, 
lorsqu’il étudie le volume de la sphère (proposition 2), 
renvoyant aux Éléments d’Euclide. Le volume du cône 
fait en effet l’objet de la proposition 10 du Livre XII 
des Éléments. Sans surprise, la démonstration donnée 
par Euclide repose sur l’expression du volume d’une  
pyramide en fonction d’un prisme la contenant  
(Éléments, proposition XII.7).  

Kepler se penche sur ce résultat au théorème 4 de sa 
Nouvelle stéréométrie, théorème portant sur le volume 
tant de la pyramide que du cône. Le cas de la pyramide, 
qui repose sur une dissection géométrique directe du 
prisme la contenant, sert de point d’appui pour le cône, 

Kepler argumentant à nouveau selon un point de vue 
infinitésimal :

En effet analogiquement la même démonstration 
peut être appliquée, si tu examines attentivement 
que le cercle qui est la base du cylindre et du cône est  
divisé depuis le centre en un nombre infini de triangles 
sur lesquels sont placés au-dessus tout autant de 
prismes et de parties du cône. 

Chaque triangle infinitésimal formant le cercle définissant  
le cylindre est donc vu comme base à la fois d’un prisme 
(triangulaire infinitésimal) constituant un fragment du 
cylindre, ainsi que d’une pyramide représentant une 
partie du cône, d’où le rapport 1 à 3 pour les volumes 
du cône et du cylindre.

Le volume du cône

© Posner Memorial Collection
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L’héritage de Kepler
Kepler n’était pas dupe : tout en étant 
clairement fier de ses intuitions basées sur  
l’infiniment petit, il était conscient que 
celles-ci n’étaient pas aussi solidement 
étayées que les raisonnements d’Archimède. 
Mais la « subtilité » de la démarche archimé-
dienne fait en sorte que les analogies que  
Kepler propose sont à ses propres yeux utiles 
et pertinentes. 

Il n’y a aucun doute que l’approche de Kepler  
a exercé une influence sur ses successeurs, 
notamment sur Bonaventura Cavalieri (1598-
1647) qui, quelques années après la publica-
tion de la Nouvelle stéréométrie de Kepler, se 
lance dans l’élaboration de sa méthode des 
indivisibles, publiée en 1635. La route était 
ainsi tracée vers le développement prochain 
du calcul différentiel et intégral.

La vision usuelle d’une droite repose sur l’idée qu’étant 
donnés deux de ses segments, on peut reproduire le plus 
court à répétition (un nombre fini de fois, il va sans dire) 
de manière à surpasser le plus grand.  Autrement dit, 
pour des longueurs a et b avec a < b, il existe toujours  
un nombre naturel n tel que na > b. Ce principe,  
maintenant appelé propriété d’Archimède, est introduit 
au postulat 5 du traité De la sphère et du cylindre du  
Syracusain. Les nombres réels représentent un exemple 
fondamental d’ensemble archimédien : pour tout réel 
positif r, si petit soit-il, on peut trouver un naturel n tel 
que, disons, nr > 1.

Un segment « infiniment petit », plus court que toute 
longueur « réelle », serait de longueur inférieure à  
1/n, pour tout naturel n.  Un tel segment, moindre que 
tout fragment déterminé par deux points distincts de 
la droite numérique réelle, ne correspondrait pas à un 
morceau de cette droite. En acceptant son postulat,  
Archimède bannit donc le concept d’infiniment petit du 
cadre géométrique où il travaille — du moins officiellement.   
Mais qui sait si une vision infinitésimale n’aurait pas ali-
menté ses réflexions intimes…?

La profession de jaugeur  
de vin était autrefois vue 
comme fort importante  
en Europe, notamment en 
raison des taxes perçues  
par les autorités sur divers  
produits de consomma-
tion liquide, tels le vin, 
la bière ou les huiles.  
Notons à cet égard que le 
mot tonnage (qui signifie  
la capacité de transport  
d’un navire de commerce)  

désigne à l’origine, vers 1300, un droit payé sur le vin en 

tonneau. On trouve mention, à 
cette même époque, de l’appel-
lation jaugeur de vin dans des 
documents concernant la ville 
de Paris. En raison de l’absence 
de normes quant aux dimen-
sions des tonneaux, l’évaluation 
de leur contenance était sou-
vent difficile et se faisait à l’aide 
de méthodes approximatives. 
L’ouvrage de Kepler a contribué 
à rendre plus précises certaines 
des techniques de jaugeage des 
tonneaux de vin.  	

La propriété d’Archimède

Le jaugeur de vin

Jaugeur de vin 
(wijnroeier en néerlandais) Tiré du Manuale  

Arithmeticae et 
Geometrice Practicae 

d’Adriaan Metius  
(Amsterdam, 1633)
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Rubrique des

Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences 
et Technologies de Lille

L’hôtel  
paradoxal

Un hôtel infini dont les chambres sont  
numérotées par les entiers 0, 1, 2, 3, ... est 
complet pour la nuit. 

(A) Arrive un client : « pas de problème » lui 
répond le responsable de l’accueil « installez-
vous dans la chambre 0, je demande au client 
de la chambre 0 de passer dans la chambre 
1, à celui de la chambre 1 de passer dans la 
chambre 2, etc. ». L’accueil dispose bien sûr 
d’un téléphone infinitaire qui permet de  
téléphoner simultanément à toutes les 
chambres en demandant  
au client de la chambre 
n de passer en n + 1. 
Le nouveau client peut 
donc être accueilli, et cela 
sans qu’aucun client ne soit 
privé de chambre. 

(B) Dix minutes plus tard 
arrive un car (bien sûr infini)  
de nouveaux clients qui de-
mandent à passer la nuit dans 
l’hôtel. « Pas de problème »  
répond le responsable de 
l’accueil au chauffeur du car. 
Il utilise son téléphone infini-
taire pour demander au client de la 
chambre n de passer dans la chambre 
2n. Il indique alors au chauffeur 
du car que le voyageur numéro i  
(i = 0, 1, 2, ...) de son autocar peut  
disposer de la chambre 2i + 1 – qui est 
effectivement libre puisque toutes les 
chambres de numéro impair ont été 
libérées. Chaque nouvel arrivant  

a trouvé à se caser et aucun de ceux qui  
occupaient l’hôtel (pourtant complet avant  
l’arrivée du car) n’a été chassé ! 

Cela semble étonnant, mais relisez bien les 
situations décrites en (a) et en (b), rien n’y est 
vraiment absurde. L’infini permet ce genre 
de petit miracle. Le nouveau problème est 
lié à cet hôtel infini, appelé Hôtel de Hilbert 
en l’honneur de David Hilbert, un des plus 
grands mathématiciens du XXe siècle. 

(C) Une demi-heure plus tard arrive un groupe 
plus important encore, car constitué d’une 
infinité d’autocars chacun ayant à son bord 
une infinité de passagers. La question est :  
Comment le responsable de l’accueil doit-il 
procéder pour résoudre le problème posé par 
cette brusque arrivée de clients (une infinité  
d’autocars infinis !) et offrir une chambre à  
chaque nouvel arrivant sans chasser aucun 
de ses clients ?
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Solution du paradoxe précédent

Le réveil
La solution
Rappel de l’énoncé. Vous êtes le sujet d’une expérience 
dont le protocole est le suivant. Le dimanche soir, on vous 
endort et on lance une pièce de monnaie non truquée. Si la 
pièce tombe sur FACE, le lendemain (lundi) on vous réveille 
et l’on a un entretien avec vous. Si c’est PILE, on vous 
réveille, on a un entretien avec vous, et on vous rendort 
en vous soumettant à un traitement qui provoque une 
amnésie totale de la journée du lundi, et enfin le mardi, on 
vous réveille à nouveau et l’on a un entretien avec vous. 
Lors des entretiens, on vous demande « quelles probabilités 
attribuez-vous à FACE et à PILE pour le lancer de pièce du 
dimanche (qui est restée en place cachée sous un carton) ?».  
Deux raisonnements semblent possibles. Premier raison-
nement : « Je suis certain que la pièce est normale. Je n’ai 
aucune information en plus de celles dont je disposais le 
dimanche soir avant de m’endormir. Avant de m’endormir,  
la probabilité est 1/2 pour chaque éventualité FACE ou 
PILE. Donc, quand je suis réveillé lors de l’expérience, je 
dois attribuer la probabilité 1/2 à chaque éventualité ».  
Deuxième raisonnement : « Imaginons qu’on fasse l’expé-
rience 100 fois en opérant 100 semaines de suite. Dans 
environ la moitié des semaines (50), je serai réveillé le lundi 
après un tirage FACE. Les autres semaines (50 environ) PILE 
aura été tiré et je serai réveillé le lundi et le mardi (il y aura 
donc 100 réveils environ). Au total, lors des 100 semaines, 
je serai réveillé environ 150 fois et, sur ces 150 réveils, 
FACE sera la bonne réponse 50 fois, et PILE sera la bonne 
réponse 100 fois. À chaque fois que je suis réveillé, la  
probabilité que la pièce lancée le dimanche soit tombée sur 
FACE est donc de 1/3, et pour PILE c’est 2/3. Ma réponse 
est donc : 1/3 pour FACE, et 2/3 pour PILE !  ». Quel est le 
bon raisonnement et quelle est précisément l’erreur dans 
le raisonnement faux ? 

Solution. Ce paradoxe (appelé « paradoxe de la Belle au 
Bois Dormant ») ne semble pas avoir trouvé de solution 
définitive et les partisans des deux options échangent leurs  
arguments aujourd’hui encore sans réussir à se mettre 
d’accord (chercher « sleeping beauty paradox » sur internet). 
Cependant, ma préférence va nettement vers la seconde 
solution à cause de l’argumentation suivante. Alors que 
le second raisonnement semble en tout point acceptable, 
le premier raisonnement pourrait bien être défectueux et 
n’est donc pas suffisant pour conclure 1/2 pour Pile et 1/2 
pour Face. En effet, pour évaluer une probabilité ou, plus 

généralement, pour connaître la valeur numérique d’un 
paramètre que l’on mesure, il faut prendre en compte les 
modifications ou déformations de la grandeur que l’on 
mesure. Si, par exemple, vous mesurez la taille d’un timbre 
poste avec un double-décimètre placé au-dessus d’une 
loupe recouvrant le timbre, la valeur que vous trouverez 
sera exagérée par rapport à la réalité ; on parle de « l’effet de 
loupe ». Vous trouverez par exemple 2 cm alors que le timbre 
mesure réellement 1 cm. Autre exemple de déformation,  
si vous voulez mesurer « la proportion de poissons ayant 
une taille inférieure à 50 cm » dans un lac, en pêchant un 
échantillon de 100 poissons avec un filet dont les mailles 
ont une taille de 20 cm, vous allez trouver une valeur bien 
inférieure à la réalité, car votre filet laisse passer tous les 
poissons de moins de 20 cm. On parle d’un « effet de filtre ». 
Ici, lorsque vous vous soumettez au protocole expérimental,  
vous mesurez la probabilité de Pile et de Face en examinant  
la pièce le dimanche avant qu’elle soit lancée et vous trouvez  
1/2 pour Pile, 1/2 pour Face. Il se trouve qu’ensuite cette 
propriété de la pièce (pour ce qui concerne le tirage du 
dimanche soir) est soumise à une sorte d’effet de loupe 
qui double vos observations de Piles (puisque, lorsque Pile 
est tiré, vous l’observez le lundi et le mardi) alors que ce 
n’est pas le cas lorsque Face est tiré. Comme dans le cas 
de la loupe – c’est-à-dire pour celui qui observe le timbre à  
travers la loupe – la probabilité observée et mesurée par 
vous est 2/3 pour Pile et 1/3 pour Face, bien que réellement  
– pour celui qui ne regarde pas à travers la loupe, c’est-à-dire  
pour celui qui n’est pas pris dans le protocole expéri-
mental – la probabilité est de 1/2 pour Pile et de 1/2 
pour Face. En conclusion : si vous acceptez ma façon de  
raisonner, lorsqu’on vous réveille vous devez répondre 
2/3 pour Face, 1/3 pour Pile parce que vous êtes dans le 
protocole et donc soumis à un effet de 
loupe. Mais cela n’empêche pas, 
bien sûr, que si on soumettait 
la pièce à un test, la pièce 
donnerait 50% de Piles 
et 50% de Faces. Le 
second raisonnement 
est bon alors que le 
premier confond ce 
qui est mesuré « sur 
la loupe » avec l’objet 
situé sous la loupe.
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Modélisation des glaciers
Calculer la hausse moyenne du niveau de la 
mer si toute la glace de l’Antarctique fondait 
et si l’eau de fonte était répartie uniformé-
ment sur la surface des océans en utilisant 
les données suivantes : La calotte Antarctique 
actuelle a une superficie de 14 000 000 km2 
et mesure en moyenne 2 km d’épaisseur; par 
ailleurs, la Terre peut-être considérée comme 
une sphère de rayon 6 371 km dont 70 % de 
sa surface est couverte par les océans; fina-
lement, l’eau étant plus dense que la glace,  
1 m3 de glace fondue génère 0,9 m3 d’eau.

L-systèmes
Montrer que si a (n) est le nombre 
d’instructions à l’étape n, alors on a la  
formule de récurrence :

a(n +1) = a(n) + 8×2n.

De manière générale, montrer que :

a(n) =2n+3− 7.

Regard archimédien 
1.	� Simple comme 1 – 2 – 3. Étant donné 

un cercle de rayon r, on peut envisager  
plusieurs solides de hauteur r ayant ce 
cercle pour base. Parmi eux se trouvent 
le cône et le cylindre, dont le rapport des 
volumes est 1 : 3. Trouver un troisième 
solide « chouette » de même base et même 
hauteur venant se glisser entre les deux, 
de sorte que le rapport des volumes des 
trois solides soit 1 : 2 : 3.

2.	� On a cité à la p. 35 un extrait du texte 
dans lequel Archimède exprime l’analogie 
qu’il fait entre l’aire d’un cercle et d’un 
certain triangle, d’une part, et le volume 
d’une sphère et d’un certain cône, d’autre 
part. Voici le passage entier où le grand  
Syracusain tient ces propos :

Considérant que toute sphère est quadruple  
du cône dont la base est égale au plus grand 
cercle et la hauteur égale au rayon de la 
sphère, j’ai conçu que la surface de toute 

sphère équivaut à quatre de ses plus grands 
cercles; car j’avais eu l’intuition que, puisque 
tout cercle équivaut au triangle dont la base 
est égale à la circonférence du cercle et la 
hauteur égale au rayon, toute sphère équivaut  
au cône dont la base est équivalente à la 
surface de la sphère, et dont la hauteur est 
égale à son rayon.1

a) �Dans ce passage, Archimède vise à établir 
un certain résultat. Lequel ?

b) �L’argument utilisé ici par Archimède repose 
sur deux résultats énoncés explicitement 
dans son texte, l’un qu’il a démontré à la 
proposition 2 du traité La méthode (qui 
précède ce passage), et l’autre qu’il accepte 
par analogie. Quels sont ces résultats ?

c)	� Montrer comment la conclusion d’Archi- 
mède découle de ces deux résultats.

3.	� On a évoqué (p. 35) le fait que les « passages  
à la limite » peuvent parfois soulever des 
difficultés. Voici une autre situation du 
même acabit.

	� Soit un demi-cercle de rayon 1 et de 
diamètre AB. On peut se rendre de A à B le 
long de ce demi-cercle — il s’agit d’un trajet  
de longueur π. Mais on peut aussi aller le 
long d’un premier demi-cercle reliant A au 
milieu de AB, puis d’un autre demi-cercle 
allant de ce point milieu à B — quelle est la 
longueur de ce nouveau trajet?  Ou encore 
le long de quatre demi-cercles dont les 
diamètres respectifs mesurent le quart de 
AB. Et ainsi de suite.  

	� Quelle difficulté va apparaître « à la limite » ?

Section problèmes

BA

r

r

r
r 1.	� Archimède, La méthode. Voir Paul Ver Eecke, Les 

œuvres complètes d’Archimède, tome II (p. 488).  
Liège, Vaillant-Carmanne, 1960.



Pour en s  voir plus!

Mathématiques de la planète Terre

	 L’évolution des glaciers, modélisation et prédiction
		  On peut visionner le film réalisé sur ce sujet, primé à l’unesco dans le cadre de la compétition de modules de  
		  musées mpt 2013 :
		  http://imaginary.Org/film/the-future-of-glaciers
		  Le film est aussi disponible en francais sur 
		  http://player.Vimeo.Com/video/63665120		

	 L-Systèmes : les équations des plantes
		  http://algorithmicbotany.org/papers/abop/abop.pdf
		  Images utilisées :
		  http://www.visoflora.com/images/original/visoterra-branche-de-sapin-pectine-65.jpg
		  http://i44.servimg.com/u/f44/16/14/96/09/00615.jpg 

Histoire

	 Regard archimédien sur le cercle et la sphère : le clin d’œil de Kepler
		  • �Les citations de Kepler sont tirées principalement de 
			�   KÉPLER, Jean, Nouvelle stéréométrie des tonneaux. (Traduction de Jean PEYROUX) Paris,  

Librairie A. Blanchard, 1993.
			�E   lles ont parfois été légèrement modifiées en s’inspirant de l’extrait de la Nova stereometria doliorum  

vinariorum paru en anglais dans 
			�   STRUIK, Dirk J., dir., A Source Book in Mathematics, 1200-1800. Princeton University Press, 1986.
			�   La version originale en latin, datant de 1615, est accessible en ligne sur le site de la Posner Memorial  

Collection de la bibliothèque de l’Université Carnegie Mellon, à l’adresse http://posner.library.cmu.edu/Posner/.  
C’est de cette version que sont tirées les figures accompagnant ici les propos de Kepler (pp. 33 et 36).

		  •	� Les raisonnements infinitésimaux « à la Kepler » font l’objet de commentaires dans un texte portant sur  
l’analyse non standard et paru dans 

			�   DAVIS, Philip J. et HERSH, Reuben, L’univers mathématique. Paris, Gauthier-Villars, 1985.
			�   La validité de tels raisonnements est abordée selon une perspective pédagogique fort intéressante dans  
			�   BOILEAU, André et GARANÇON, Maurice, L’aire : une notion plus riche qu’il n’y paraît. Envol 104 (1998) pp. 37-44.
		  •	� La notion de « microscope infinitésimal » est un stratagème pédagogique utilisé par H. Jerome KEISLER dans 

l’approche infinitésimale qu’il propose dans son livre Elementary Calculus : An Infinitesimal Approach  
(3e édition). Dover, 2012.

			�C   e livre est également téléchargeable gratuitement en ligne via le site de son auteur :   
http://www.math.wisc.edu/~keisler/.

		  •	� Les figures accompagnant l’encadré sur la profession de jaugeur de vin sont tirées de 
http://leeuwenhoek.64ksoftware.com/content/how-be-wine-gauger

			�C   ette page fait partie d’un site entièrement consacré au savant et commerçant néerlandais Antoni van 
Leeuwenkoek (1632-1723), célèbre entre autres pour ses travaux sur le microscope. Il fut nommé en 1679 
jaugeur de vin de la ville de Delft, poste qu’il occupa jusqu’à la fin de ses jours et qui apparemment lui laissait 
de nombreux temps libres pour ses travaux scientifiques. 

		�	�   Le lecteur intéressé par le jaugeage du vin trouvera plus de renseignements dans l’article suivant :	
Meskens, Ad, « Wine gauging in the late 16th- and 17th-century Antwerp ». Historia Mathematica 21 (1994) 121-147.
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