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Si l'on regarde un ananas, les
écailles semblent former des
spirales. Si on prend le temps
de les compter, on en
observe 8 dans un sens et
13 dans l'autre. Promenons-
- nous dans les bois et prenons le
temps de ramasser des cones de
coniféeres. Regardons-les du dessous.
ls présentent tous des spirales
dans les deux directions. Le
nombre de spirales dépend de
1§, I'espéce de conifere. Pour le pin
~ e i blanc, on observe 3 spirales

4> ~{" Suite de Fibonacci

’A‘. La suite de Fibonacci est la suite célebre :

: - 1,1,2,3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...
solution d'un probléme sur la croissance
de lapins posé par Léonard de Pise dans
le Liber Abaci, publié en 1202. Dans cette

o suite, tout nombre est la somme des deux
_ précédents :
2=1+1,3=1+2, 5=2+3, 8=3+5, etc.
Prenons deux nombres consécutifs de la
suite de Fibonacci, a, et a, ,, et consi-
dérons la suite des quotients :

b _ an+1
n~ q
n

dont les premiers termes sont :

;

Biok

On peut montrer que la suite b, converge
vers le nombre d'or':
o 1+\/g .
2
Nous admettrons ce résultat dont la
preuve demande un peu de travail.

1. Voir Nautile, nombre d'or et spirale dorée, en page 8 de
ce numéro et I'encadré Léonard de Pise en page 19,
vol. 3, hiver-printemps 2008.

On observe des spirales dans
divers végétaux. Pourquoi

la nature semble-t-elle

tant apprécier ces formes?

dans un sens et 5 dans l'autre. Les cones
d'autres variétés de coniféres peuvent avoir
5 spirales dans un sens et
8 dans l'autre, ou encore
8 dans un sens et 13
dans lautre. Vous {
remarquerez que les
spirales sont plus
faciles a compter dans
un sens que dans l'autre!
Nous pouvons faire la
méme expérience aveclesfleurs
de tournesol. Il existe des
fleurs avec 13 spirales #&48
dans un sens et 21 dans
I'autre, ou encore avec
21 spirales dans un sens
et 34 dans l'autre, ou
méme avec 34 spirales
dans un sens et 55 dans
l'autre. L'observation de cette particularité
remonte au XIX¢ siecle.
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Dans tous les cas, les nombres Entre deux nombres rationnels,

. .

de spirales dans un sens et dans il'y a un nombre irrationnel et ".. ..°°
I'autre sont deux nombres entre deux nombres irrationnels, sececedecccne
consécutifs de la suite de il'y a un nombre rationnel. .." "..
Fibonacci! Mais pourquoi? Avant méme de savoir démontrer que Tt est un ‘ :

Ce n'est que récemment que Douady et Couder
ont donné une explication au processus
de formation des spirales par le biais d'une
modélisation mathématique produisant les
résultats décrits plus haut.

Nous allons décrire l'idée de base qui
sous-tend cette explication concernant la
fleur de tournesol. Les graines de cette fleur
sont appelées primordia. Lors de la crois-
sance de la fleur, elles se forment au centre
et s'en éloignent ensuite vers I'extérieur. Quel
est I'angle entre deux primordia consécutifs?
La nature s'arrange pour que les primordia
remplissent tout I'espace disponible. Si l'angle
entre deux primordia était de la forme :

£2n,

aq

soit un multiple rationnel de 2m, alors
les primordia s'aligneraient sur g rayons
faisant un angle de 2m/q entre eux. Dés
qu'on s'éloignerait du centre, il resterait du
vide. Donc, il vaut mieux choisir un multiple
irrationnel de 2w comme angle entre deux
primordia consécutifs. Mais lequel? Nous
allons discuter du fait que tous les irration-
nels ne sont pas égaux et que certains sont
plus «irrationnels » que d'autres !

Nous avons ['habitude de représenter les
nombres réels comme les points d'une droite
et nous connaissons la propriété suivante :

nombre irrationnel, les anciens cherchaient a
I'approximer par des nombres rationnels p/q:

22 333 335

—,—,—, efc
7 106 113

Lorsqu'un nombre o est irrationnel, il n'est

égal a aucune fraction p/q. Chaque fois qu'on

trouve une fraction p/q qui I'approxime, on

peut se demander quel est le reste :

r-a-£

q
Ce reste r peut étre aussi petit que l'on veut.
Pour obtenir un reste plus petit il faut choisir
une fraction p/q avec p et g plus grands.

Donc, ce qui nous intéresse, c'est
la taille du reste r en fonction de
la taille de p et q.

On dira qu'un nombre irrationnel o est mal
approximé par les rationnels si toute suite

p,lq, d'approximations rationnelles de o est

telle que la suite des restes :
e C
rn — o - P satishait | >
n dn

ol Cet B sont des constantes positives.
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Un tel nombre irrationnel est appelé
diophantien. Dans le cas con-
traire, si o est bien approx-
imé par les rationnels, il est
dit liouvillien. Mais, com-
ment peut-on décider si
un nombre irrationnel est
diophantien ou liouvillien? I
existe un outil tres puissant :
la fraction continue du nombre
irrationnel.

Fraction continue

Avant de définir la fraction continue du
nombre irrationnel dans le cas général, regar-
dons le nombre d'or.

Coupe d'un pied 0= T+ \/g .
de céleri - 2

Nombre reel
et fraction continue
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Il est racine de I'équation caractéristique
¢> - ¢ - 1 = 0, ce qui nous donne
2= ¢ + 1.Sinous divisons par ¢, on obtient :

o=ty 0

Remplacons I'occurrence de ¢ au dénomina-
teur par la valeur donnée par (*) :
1
O=T+——.
1
T+—

0

En itérant, on obtient :

o=te—

1+




On voit bien qu'on est conduit a la limite a
écrire une fraction infinie :
1
0=1+

1
1
* 1

1

14

1+

1+

C'est I'écriture de ¢ comme fraction continue.
Si, au lieu de regarder la fraction continue,
on s'arréte apres un nombre fini d'itérations
et qu'on néglige le terme 1/, on obtient les
approximations successives :

35813

1! 0 T T T
2 35 8
qui sont précisément les quotients de deux
nombres consécutifs de Fibonacci!

Nous avons dit qu'un nombre irrationnel
a une écriture comme fraction continue
infinie. La réciproque est aussi vraie : si on a
une fraction continue infinie :

o=0,+

Qg+

alors elle représente un nombre irrationnel.
Toute suite {a,} d'entiers positifs est
permise. Prenons maintenant une réduite
p,lq, correspondant a tronquer la fraction
continue apres a,. Il est facile de se convaincre
que, plus a,,, est grand, plus la différence
entre o et la réduite p /g, est petite, et
mieux o. est approximé par les rationnels. Au
contraire, plus a,, , est petit, et moins bonne
est I'approximation. Quand I'approximation
est-elle la moins bonne? Quand tous les a,
sont égaux a 1!

Nous venons de montrer
que le nombre d'or est le nombre
irrationnel le moins
bien approximé par
des nombres rationnels.

Revenons a la formation des spirales dans
la fleur de tournesol. Le premier primordium
apparait d'un coté de l'apex, par exemple a
droite, et s'en éloigne. Le second apparait
du coté opposé, soit a gauche. Le troisieme
apparait en haut ou en bas. C'est ce qui déter-
minera le sens des spirales. Aprés un certain
nombre de primordia, l'angle entre deux
primordia consécutifs tend vers le nombre
d'or.

Stéphane Douady et Yves Couder ont pro-
posé la modélisation suivante du phénomene
en se basant sur les régles de Hofmeister qui
caractérisent la croissance botanique :

1. les primordia naissent sur le bord de I'apex
et s'en éloignent radialement;

2. les primordia apparaissent périodiquement;

3. un nouveau primordium nait dans le plus
grand espace disponible laissé par les
précédents.

Pour modéliser la propriété 3, Douady et
Couder ont utilisé des gouttes d'un ferrofluide
qui se repoussent mutuellement. L'expérience
qu'ils ont faite est la suivante. On remplit un
récipient cylindrique d'huile. On fait tomber
au centre du récipient des gouttelettes de
ferrofluide. Un champ magnétique minimum
au centre et maximum a Il'extérieur attire les
gouttelettes vers la paroi externe du récipient.

Ceeur
de tournesol
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La simulation
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Un modele

Au centre du plat, se trouve une petite
protubérance simulant l'apex et forcant les
gouttes a glisser sur ce qui simule le bord de
I'apex. Comme les goutelettes se repoussent
entre elles, la nouvelle gouttelette glisse sur
le bord de la protubérance du coté ou I'espace
disponible est le plus grand. Ceci détermine
la direction radiale dans laquelle elle va
migrer vers la paroi externe du récipient. Ces
gouttelettes se comportent donc exactement
comme lesprimordiaqu'onadécritsci-dessus.

On observe alors deux ensembles de spirales,
l'une dans un sens et l'autre dans le sens
inverse. Les nombres respectifs de ces spirales
sont toujours deux nombres consécutifs de la
suite de Fibonacci. Lesquels? Cela dépend de
la vitesse a laquelle les gouttelettes migrent
vers le bord du récipient, du rayon de I'apex,
et également de l'intervalle de temps entre
deux gouttelettes consécutives (voir encadré :
simulation).
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