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e T ,_et il voyage a une vitesse constante
qu'il revient un jour au point de départ;

Quelle est sa trajectoire?
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Commouon

dans le monde scientifique

Le célebre explorateur spatial Platellan est de retour.
Parti il y a quinze ans pour un voyage d’exploration qui
ll devait le mener aux confins de 1’univers, il a voyagé
dans la méme direction durant toute ces années. Quelle

ne fut pas sa surprise Jorsqu’il a constaté qu’il étaitreve-
nu sur Terre sans avoir fait demi-tour. Tous les plastro-
nomes réunis en congres ont tenté d’expliquer c€ phé-
nomene. La théorie retenue lors de ce congres est celle
lon cette théorie, notre univers

du professeur Platilei. Se
norme « ballon ». Un ballon

serait une maille sur ul ¢
serait un objet ayant les mémes caractéristiques qu’un

cercle mais possédant une dimension de plus. K
igure 1 : La terre ci -
, N ; . e circulair
nont pas tardé 2 mettre cette rgf’g’;{;t dans un univers Sph,;,-gl/fge ﬁ/St une
théorie en équation. Ce ballon, auquel ils ont donné le  étai voyager en ligne droite . Platellan
q était en réalité un grand cercle s 87 rajectoire
e sur la sphere.

nom de « sphere » et qu'ils désignent par Sy serait
décrit par 1"équation : e
DI - nivers pourrait étre un t [
. ore T3
le rayon de la sphere (figure 1). jion 3 _defini comme prOZuTit di dltr'n?n_
S'xS'™xS' de troi [ i por
ois copies du cercle unitai
i aire par
rLapportaux unltesdegrandeurastronomiqie
R€2 c'er(_:le unitaire est la partie du plan-
| Qecrlte par I'équation x? + y? = 1. Par ana
F;)Zgl;le Eore T3 est une partie de l'espace
xR?xR? = R8 de dimension 6.

~
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La fom\ne de I'univers

Sphere ou beignet?

Plusieurs scientifj

univers pourrait
3 dans R* donnée

ques considérent que notre

Ctre une sphere $3 de dimensjon
par I’équation -

\ )c2+y2+22+u?~=R2

ou R est le rayon de la sphere,

. ‘ tt t z . on
T 9 ette théor €
€mise en question au cours degs 18 B

derniéres années.

& Figure 3 : )
LAY \q\:\q’ @-‘1& Le carré est enroulé
0 pour former un

; cylindre. Celui-ci

! est étiré et enroulg,

1 ses extréemités sont

5 . ! jointes pour former

ques adherent 3 ype nouvelle : un tore.

:

1

1

1 Si I’Univers est limité,
alors pourquoi doit-i] atre sphérique? (20

On peut éviter de parler de dimensions si ( &. OO
grandes en imaginant que la droite R est / / '
enroulée sur le cercle S (figure 2). Puisque (0; 0) (n;\o] (2m: 0)

le cercle de rayon 1 a une circonférence de ~(0; 2m) ~mom)  ~2m2n)
2w radians, les nombres réels a intervalle 21 (:0)

sont identifiés I'un avec l'autre. Deux voya-
geurs sur la droite réelle, I'un en x et I'autre
en x', sont au méme endroit si :

X—x'=2m
On peut procéder de facon analogue pour le
tore T3. Considérons une feuille carrée cons-
tituée d'une membrane élastique et dont les (; 0)
cotés sont de longueur 27 radians. On peut
rouler cette feuille pour en joindre les cotés
et former un cylindre. En étirant ce cylindre, / \
on peut en joindre les extrémités (figure 3).
L'image de I'axe OX est marqué par le cercle
horizontal et celui de OY par le cercle vertical. AR

(0; 0)

(2m; 0)

1 1 1 -
21 AT 6 R
Figure 2 : La droite enroulée sur le cercle.
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En supposant que l'univers soit un tore,
dans quelle direction doit-on lancer un vais-
seau spatial pour qu'il revienne a son point
de départ en conservant toujours la méme
direction?

Supposons que le point de départ soit (0; 0)
et que I'équation de la trajectoire soit :

Gy =ty =(tu,; tl)y).
Si v = (1;0) alors la trajectoire est le cercle
horizontal sur le tore de la figure 2.

Si v =(0; 1), la trajectoire est le cercle verti-
cal sur le tore de la figure 2.

Si v = (1; 2), la trajectoire passe au point
(rt; 2m) sur le coté supérieur du carré qui est
identifié avec le point (rt; 0) sur le c6té inférieur.

En continuant dans la méme direction, on
passe par le point (27; 21t) ~ (0; 0) apreés avoir
fait deux tours, donc on arrive au point de
départ (figure 4).

Nous laissons a titre d'exercice d'identifier
la trajectoire correspondant a la vitesse
v = (3; 2) et de déterminer le temps néces-
saire pour arriver au point de départ.

On peut aussi vérifier que la vitesse
v =(1;2/3) donne la méme trajectoire
que la vitesse v = (3; 2), mais que le temps
d'arrivée est triplé.

Il semble alors que la forme d'une tra-
jectoire dépend seulement du rapport
v Ju, (représentant la tangente de I'angle
d'inclinaison de la droite dans le carre).

Si ce nombre est rationnel, c'est-a-dire,
s'il est une fraction de deux nombres entiers
mfn, il semble qu'on revient au point de
départ. Cependant, si m et n sont relative-
ment premiers, plus I'écart est grand entre m
et n, plus le temps de retour est long et plus
la trajectoire est dense sur le tore, dans le
sens qu'elle passe proche de chaque point du
tore. Que se passe-t-il siv /v, estun nombre

irrationnel, par exemple \/E?

. f),@ ) ’L&
o

(0; 2m)

0.0 (o) @m0 X
(m; 0)

e

(0;0)

Figure 4 :La trajectoire correspondante a la
vitesse (2,1).

Le théoréme ci-aprés conduit a certaines
réflexions  troublantes concernant nos
perspectives de voyager dans un univers
toroidal et de revenir un jour sur la Terre.
Le choix du vecteur de vitesse est soumis
aux erreurs numériques donc nous n‘avons
pas le pouvoir de choisir notre o d'une facon
exacte. On sait que I'ensemble des nombres
rationnels est dénombrable et I'ensemble des
nombres irrationnels ne I'est pas. Dans un
sens, il y a beaucoup plus de nombres irra-
tionnels que de rationnels. La probabilité
qu'un nombre choisi au hasard sur la droite
réelle soit rationnel est zéro ; la probabilité
que ce soit un irrationnel est 1. Par con-
séquent, en partant dans un vaisseau comme
décrit dans I'exemple, la probabilité qu'on
revienne au point de départ est nulle. Est-ce
que cela semble déprimant? Peut-étre, mais
d'un autre coté, la conclusion b du théoréeme
1 implique que la probabilité qu'on revienne
éventuellement a € prés du point de notre
départ est 111l s'agit donc de choisir € a la
mesure de notre tolérance a I'erreur et d'étre
patient parce que ce retour peut prendre
beaucoup de temps.



Théoréeme

Soitae="v, /v,
a) Le vaisseau revient au point de départ en
un temps fini si et seulement si o € Q.

b) Si o € Q alors sa trajectoire est dense
dans T2, dans le sens que pour tout point
(x5 ¥o) dans le tore et tout € > 0, la
trajectoire passe a € pres de (x,; y,).

Démonstration :

Vu que seul le ratio o est important pour la

forme de la trajectoire, nous pouvons simpli-

fier les calculs en supposant que v, = 1, donc

v =(1; o).

a) L'hypothése que le vaisseau revientau point
de départen un temps t> 0 est équivalente
a dire que (x(8); y(t) = (t; to) ~ (0; 0).
Ceci veut dire qu'il existe des nombres
entiers m et n tels que :

() =t=2nmety(t) = to. = 2mm.
Etant donné que t == 0, on peut substituer
t dans la derniére équation et on obtient
2nmo = 2mm, équivaut a oo = min € Q.

b) Soit (x; y) un point donné. Vu que v, = 1,
la coordonnée x(t) prend la valeur x; un
nombre infini de fois aux temps :

t = Xg Xpt2T, Xp+4T, X)+6T, ...
Donc, il suffit de montrer que la coordon-
née y(t) de la trajectoire se trouve a € pres
du point y, sur le cercle S dans un temps
donné par t, = x, +2km pour un certain
entier k. Soit :

0, = y(t) = x,0 + 2kmoL.
k=0,1,2,3,..0nveut montrer I'existence
de k tel que O, se trouve dans un arc :

A = (y,-€; yy+€) du cercle.

Voyager en dimension 4 | Tomasz Kaczynski ¢ Université de Sherbrooke

La longueur de l'arc A est 2e radians
(voir la figure 5 a gauche). Notons que la
longueur d'arc entre deux angles consécu-
tifs de la suite de 6, est ©,,, - 6, = 2no.
modulo 2r et elle ne dépend pas de k. Par g,
lasuite ©,,0,,0,, ... estinfinie, donc les arcs
[6,; 8,,,] doivent couvrir tout le cercle et
I'un de ces arcs doit rencontrer A.

Cas 1: 2w < 2¢

Dans ce cas, l'arc [0,; 8,,,] qui intersecte
A est plus court que A donc l'un de ces
points limites, 6, ou 6, , doit étre dans A.

Cas 2 : 2mo > 2¢

Dans ce cas, il se peut que I'arc [6,; 0, ,]
qui intersecte A contienne A dans son
intérieur, donc ni 6, ni O, , nesont dans A.
Cependant, pour un entier nsuffisamment
grand, 2m/n < 2e.Vu que le cercle peut étre
couvert par narcs de longueur 21t/n et que
la suite de 0, est infinie, il existe ou moins
deux indices j > i tels que 6, et ; se trou-
vent dans le méme arc de longueur 27t/n.
Soit B < 2mt/n la longueur de I'arc le plus
court qui joint 6, et ej (voir la figure 5 a
droite). Alors :
ej—6/-=B+ 2mm ~ B,

ou m est un entier. Nous remplagons la
suite originale de 0, par sa sous-suite

Yy = O = kB + 2mm ~ kB.
La suite y, a la propriété
Yeo1 - Vi~ B < 2m/n < 2¢;
donc les argument du Cas 1 montrent

I'existence de k tel que vy, = ek[j_,) se trouve
dans l'arc A.

Figure 5 :
Les arcs discutés

dans le théoreme :

Cas 1 a gauche
et cas 2 a droite.
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