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Editoriol

Mathématiques de la planéte Terre est le théme d'une année internationale
en 2013, MPT 2013, sous le patronage de I'UNESCO. C'est une occasion formi-
dable de découvrir simultanément notre planéte et de nouvelles applications des
mathématiques. Dans ce numéro, nous vous présentons quelques applications
des mathématiques a des questions qui ont une portée planétaire. Le théme
des mathématiques de la planéte Terre est si vaste que nous n'en effleurerons
que quelques aspects, mais nous vous invitons a consulter les archives de la
revue ou tous les articles pertinents ont été identifiés a I'aide de I'icone. Ainsi, le
numéro Hiver-Printemps 2011 contenait des articles sur la météo et le climat.
Dans ce numéro, nous avons plutdt privilégié le theme de la planéte supportant la
vie avec un article sur les populations de prédateurs et de proies en interaction,
et deux articles sur la modélisation de maladies infectieuses. Cette modélisation
suggére des stratégies de contréle de la propagation des épidémies. Ce volet est
complété par les portraits de Vito Volterra et Edmond Halley qui se sont tous
deux, a leur maniere, intéressés a I'évolution des populations.

Les mathématiques nous permettent aussi de comprendre ce que nous ne
pouvons voir. Nous verrons dans ce numéro comment des « lunettes mathéma-
tiques » ont permis en 1936 a Inge Lehmann de découvrir le noyau interne de la
Terre. Ces mémes lunettes mathématiques nous permettent d'explorer si notre
Univers est plat.

Nous sommes bien loin d'avoir fait le tour des sujets que I'on pourrait traiter,
mais nous vous présenterons d'autres sujets dans le prochain numéro. Et
comme 2013 est une année internationale, nous ne sommes pas les seuls a nous
pencher sur le théme. Nous vous invitons a visiter le site www.mpt2013.org
etay découvrir le matériel disponible si vous désirez aborder le théme dans votre
classe. Le site s'enrichira au fur et a mesure que I'année avancera et que des
partenaires mettront en ligne leur matériel. Déja, une équipe de chercheurs
francais prévoit publier un petit texte par jour : « 1 jour, 1 bréve » sur une
foule de sujets. Vous-méme, le theéme vous stimulera-t-il a créer des activités
d'enrichissement pour votre classe ?

Dans le dossier Histoire, nous vous proposons l'article Regard archimédien
sur le cercle : quand la circonférence prend une bouffée d'aire de
Marie-France Dallaire et Bernard R. Hodgson.

Bonne lecture!

Christiane Rousseau
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Pas facile d’explorer I'intérieur de la Terre ! Le rayon de la Terre est d'environ
6 360 km et les forages les plus profonds atteignent 12 km.
On sait que sous la crotte terrestre se trouve du magma liquide :

c'est la lave qui sort des volcans lorsqu'ils sont en éruption.

Mais que trouve-t-on plus profondément ? Il faut utiliser des moyens

indifeets pour le decouvrir. Nous allons voir comment Inge Lehmann

‘ g utilisé des observations sur les ondes sismiques
ouv tern

. pour decouvrirle noyau interne de la Terre.

Christiane Rousseau
Université de Montréal

COMMENT INGE LEHMANN A DECQUVERT

LE NQYAU INTERN/ES
DE: L&A TERRED

otre connaissance de la structure interne
de notre planéte est venue par étapes. Le grec
Eratosthéne a calculé approximativement la
circonférence terrestre en comparant I'angle
du Soleil avec la verticale en différentes villes.
Puis, grace a Newton et sa loi de |a gravitation
universelle, on peut estimer la masse de la
Terre a partir de la force gravitationnelle que
la Terre exerce sur les corps a sa surface. Ceci
nous renseigne sur le fait que la densité de la
partie interne de la Terre est beaucoup plus
élevée que la densité que nous observons a
la surface. o

SN .

e el
Les séismes generent pIu5|eurs types d'ondes,
dont des ondes dé') pressmn ou. ondes P, et
des ondes de C|sa|||ement ou fondes S. Les
ondes de pression 5 propagent aussi bien
dans les milieux sohdes'que‘dans les milieux

liquides, alors que les ondes de cisaillement
sont arrétées par les milieux liquides.

Au tout début du 20¢ siecle, Richard Dison
Oldham en a déduit que la Terre avait un
intérieur liquide sous la crolte terrestre.
L'intérieur de la Terre est formé du manteau
jusqu'a une profondeur d'environ 2 890 km
et du noyau.

Puis, le sismologue Beno Gutenberg a découvert
en 1912 la frontiere entre les deux par
observation d'une discontinuité dans Ia
vitesse de propagation des ondes sismiques.

C'est en 1936 qu'lnge Lehmann a découvert
le noyau interne. Prés de 30 ans plus tard,
Freeman Gilbert and Adam M. Dziewonski
ont établi que ce noyau interne était solide !
Et ce, encore une fois, par des arguments
indirects.

Lorsqu'un tremblement de terre se produit,
on commence par localiser son épicentre
par des méthodes de triangulation, a partir
de la connaissance des instants ou différents
sismographes ont enregistré la secousse.

Si les ondes sismiques ont une vitesse constante,
alors elles se propagent en ligne droite
comme sur la figure en haut de la page suivante.

Le temps de parcours des ondes sismiques est
alors proportionnel a la distance parcourue,
ce qui nous donne la fonction de la seconde
figure de la page suivante, selon I'angle au
centre entre le point de départ et le point
d'arrivée de I'onde sismique.

Au moment ou Inge Lehmann a commencé
ses travaux, il était connu que le manteau
terrestre, d'une épaisseur d'environ 2 890 km
entourait un noyau. Pour expliquer la décou-
verte d'Inge Lehmann, nous allons utiliser le
modéle simple qu'elle-méme a présenté dans
un de ses articles. Nous allons donc négliger
la mince crolte terrestre et supposer que les
ondes sismiques se propagent a la vitesse de
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Trajectoire des ondes

dans un milieu homogene
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Temps de parcours des ondes en fonction
de I'angle au centre avec le point de sortie
pour la moitié supérieure

10 k}fn/s dans le manteau terrestre et 3 la
vitesé\‘e de 8 km/s dans le noyau. Que se
passext-il alors quand les ondes pénetrent
dans | noyau ? Elles sont réfractées (voir loi
de la réfraction de la lumiére dans I'encadré).
On ne donne le temps de parcours que pour
les raydns de la moitié supérieure de la Terre.

Inge Lehmann
(1888-1993)

Inge Lehmann a fait des
études en mathématiques
avant de travailler pour
I'Institut royal de géodésie
du Danemark. Elle avait acces
aux données sur les ondes
sismiques générées par les grands trem-
_ blements de terre, telles qu'enregistrées
par différentes stations sismographiques
autour du globe.

Loi de la réfraction de la lumiere
Lorsqu'un rayon lumineux (ou une onde) passe d'un premier
milieu homogéne ou il se propage a la vitesse v, a un deuxiéme
milieu homogene ou il se propage a la vitesse v,, il change de
direction. Si, dans le premier milieu, il fait un angle 0, avec la
perpendiculaire a la surface de démarcation des deux milieux alors,
dans le deuxieme milieu, il fait unangle 6, avec

cette méme perpendiculaire, ou 6, est tel que 0 E

sin®; _sin6,
Vi 7

Puisque sin®, =sin61v—2, ()
vy

on en déduit 6,.

Les ondes sont réfractées
dans un milieu non uniforme.

Voici donc la trajectoire des rayons. Que
remarque-t-on? Qu'il y a deux arcs bruns
dans lesquels on ne détecte aucune onde
sismique! Les extrémités de ces arcs
correspondent a des angles au centre de 112°
et 154°. Sur la sphere, ces arcs engendrent
une bande annulaire. La figure suivante
représente le temps de parcours des ondes
sismiques en fonction de I'angle au centre
de sortie de l'onde : on remarque que, pour
certains angles, deux ondes peuvent ressortir
au méme point, mais leur temps de parcours
permet de les distinguer.

Trajectoire des ondes
dans un milieu avec
un noyau externe

Temps de parcours
des ondes en
fonction de I'angle
au centre avec le
point de sortie pour
la moitié supérieure
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La découverte du noyau
interne de la Terre

C'étaitle modeéle connudelaTerre, et pourtant
Inge Lehmann remarqua qu'on avait détecté
des ondes sismiques dans la bande annulaire...
Le modéle n'était donc pas bon. Nous allons
étudier le modele proposé par Inge Lehmann
pour expliquer les observations.

Dans ce modele, elle a divisé le noyau en deux
parties : un noyau externe comme ci-dessus,
et un noyau interne dans lequel les ondes se
propagent plus rapidement a la vitesse de 8,8
km/s, et dont le rayon est environ 2/9 de celui
de la Terre. Pour connaitre la trajectoire des
ondes, il faut donc utiliser I'équation (*) de
I'encadré de la loi de réfraction de la lumiére,
avec v, =8etv,=88.

Mais que se passe-t-il si sin®, est assez proche

de 1, c'est-a-dire si I'onde arrive presque

tangentiellement sur le noyau interne?

Le coté droit de I'équation (*) peut dépasser 1!

Il ne peut donc étre égal a sin 0, ! Cela signifie

que l'onde ne peut pénétrer dans le noyau

interne... Que se passe-

B t-il alors? L'onde est

réfléchie sur le noyau

interne en suivantlaloi

de la réflexion, c'est-

a-dire avec l'angle

d'incidence égal a

I'angle de réflexion, comme sur la figure
a gauche.

Cela peut sembler surprenant mais, en fait,
cela ne I'est pas tellement. Le principe de Fer-
mat (voir encadré) unifie les lois de la ré-
flexion et de la réfraction de la lumiere en
une seule loi.

Voici donc comment se propagent les
ondessismiquesdansle modeled'inge
Lehmann. Les rayons noirs sont
réfractés dans le noyau exté-
rieur et réfléchis sur le noyau
intérieur et les rayons bruns
sont simplement réfractés

dans les noyaux extérieur et

Trajectoire des ondes
dans un milieu avec des
noyaux externe et interne

intérieur. On peut aussi calculer le temps de
parcours des différentes ondes en fonction
de leur angle de sortie. Le voici pour la moitié
supérieure de la sphére :

1200 -
1000 [~
800 -
600 -

400 -

0““5‘0““1(‘)0““1;0‘
Temps de parcours des ondes en fonction
de I'angle au centre avec le point de sortie
pour la moitié supérieure

On remarque des sauts dans les temps de
parcours. Aussi, on ne peut distinguer les
ondes réfléchies des ondes réfractées sur la
seule base de leur temps de parcours. Il faut
des outils plus fins pour les distinguer.
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Résoudre un probleme
inverse

L'étude du modele de Lehmann nous a fait
comprendre le type de problémes que doivent
résoudre les géologues et géophysiciens :
reconstruire l'intérieur en fonction de don-
nées observées a la surface. C'est le contraire
de ce que nous avons fait lorsque nous avons
utilisé un modéle de I'intérieur pour calculer
ce que nous devrions enregistrer en surface.
On dit que l'on doit résoudre un probléme
inverse.

Il est trés courant que l'on soit appelé a
résoudre un probléme inverse : c'est le cas
par exemple pour la construction d'images
par un scanner a résonance magnétique.
Un tel instrument construit des images
dans un plan correspondant a une coupe du
corps humain. Le scanner envoie des rayons
au travers du corps le long des différents
diamétres. Ce que le scanner mesure, c'est
la quantité d'énergie absorbée le long de
chacun de ces diametres. Il utilise cette
information pour construire une image en
solutionnant un probleme inverse.

Sans cette reconstruction mathématique, le
scanner ne serait d'aucune utilité. On voit
donc l'importance de mettre des lunettes
mathématiques pour aller explorer ce
qui est hors de notre portée visuelle ou
expérimentale.

Faire les calculs
pour vérifier I'exactitude
du modéle de Lehmann

La figure de la structure interne a été tracée
avec Mathematica. Chaque étape est simple
et ne requiert que des outils de géométrie
euclidienne ou de géométrie analytique, mais
mettre le tout ensemble et calculer les fonc-
tions temps de parcours demande un peu
de programmation que nous vous encoura-
geons a faire comme exercice personnel.

()] Accronoth  vol. s« hiver— printemps 2013



Utiliser les mathématiques pour comprendre

comment éradiquer une maladie :

I'exemple de la dracunculose (ou ver de Guinée)

nous montre la bonne voie.

Comment peut-on dans les faits éradiquer une maladie ?
Et pourquoi n'y parvient-on pas mieux ? \

LE§ MATHI::MATII:ILIES POUR

IRADIQUER
UNE MALADY

Robert Smith? | Noys avons un piétre bilan dans I'éradication
Université d'Ottawa | joo aladies. En effet, dans toute I'histoire
de I'humanité, seules deux maladies ont été
éradiquées : la variole (éradiquée en 1977) et
la peste bovine (maladie affectant les bovins,
éradiquée en 2011). Notre « modeéle de réfé-
rence initial » pour I'éradication des maladies
est donc basé sur la méthode utilisée dans
ces deux cas: un vaccin efficace.

La dracunculose, une maladie parasitaire
causée par le ver de Guinée (voir encadré),
nous amene a réviser cette vision et pourrait
nous diriger vers une nouvelle voie. Pendant
les années cinquante, cette maladie affectait
cinquante millions de personnes en Afrique,
en Asie et au Moyen Orient. Aujourd'hui,
elle est presque éteinte, avec moins de 2000
cas répartis dans seulement quatre pays
d'Afrique. La maladie fut éradiquée au Ghana
en 2011 et la majorité des cas répertoriés se
trouvent actuellement au sud du Soudan
a cause de la guerre civile soudanaise. Cet
ancien fléau est presque chose du passé.

Alors, que s'est-il
passé 7 Comme |la
dracunculose se propage
dans l'eau, il convient d'examiner

les différents moyens d'éradiquer cette
maladie. Les solutions possibles incluent la
production d'un vaccin, la prise de médicaments
pour traiter les symptomes, l'utilisation de

Nombre de cas et de pays produits chimiques pour tuer les parasites,
1986 : ~3 500 000 cas, ' : : : o
21 pays Igdoonn de meilleures .prathues _hygle
2011: 1 060 cas, niques, ou encore la mise sur pied de

4 pays

programmes de sensibilisation aupres de la
population visanta modifier le comportement
des gens. Malheureusement, aucun médica-
ment ni vaccin n'existe pour la dracunculose.
Les autres moyens peuvent-ils se révéler
efficaces ? Voyons, alors, ce que les mathé-
matiques nous disent.




Les mathématiques pour éradiquer une maladie | Robert Smith? ¢ Université d'Ottawa

Le ver vit dans le pied

pendant une année é'ﬂi/gé%%beion

o inspirée de la
entiere. méthode de
traitement de
la dracunculose
utilisée pendant
I"antiquité.

Ceci témoigne du fait que cette
maladie est trés ancienne.
Qu‘on parvienne enfin
a éradiquer, ou presque,
la dracunculose est donc
une trés grande réussite.
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Malgré son jeune age, la modélisation ma-
thématique des maladies infectieuses a déja
contribué adegrandesréussites.En particulier,
I'utilisation de modéles mathématiques s'est
avérée fort efficace dans le controle du palu-
disme, I'éradication de la variole, la gestion de
la population de moustiques, la prévision des
changements climatiques et la préparation
aux urgences. La modélisation est tres efficace
pour examiner |'effet de variables mesurables
telles que l'utilisation de médicaments, de
vaccins ou d'insecticides. Elle est moins efficace
lorsque les variables sont compliquées et
imprévisibles, tels les étres humains.

Intégrer le comportement humain aux modéles
mathématiques est un travail complexe
qui exige une compréhension des facteurs
éthiques, sociologiques et biomédicaux
inhérents au défi de combattre une maladie.
Il faut faire appel a la recherche interdiscipli-
naire, et franchir les barrieres traditionnelles
entre les sciences sociales, naturelles et
médicales.

2

parasite
d'origine
hydrique

S P C
susceptibles porteurs contagieux

Pour créer un modele mathématique de la
propagation d'une maladie, il faut regrouper
les individus et les autres éléments qui parti-
cipentau phénomeéne en catégories, et étudier
les mouvements ou les effets d'une catégorie
a l'autre - en d'autres termes, décrire ce qui
entre et ce qui sort pour chacun des compar-
timents associés aux différentes catégories.
La quantité d'éléments (ou d'individus) dans
chacune de ces catégories constitue I'une des
variables considérées. Au regard de la dra-
cunculose, on répartit la population humaine
en trois sous-catégories : les contagieux (C),
les porteurs du ver (P) et les autres individus,
susceptibles d'étre infectés (S). Notons que la
maladie n'est pas mortelle. Alors, lorsqu'on
parlera du taux de déces, il s'agira du taux de
décés habituel. La premiére catégorie est celle
des individus susceptibles d'étre infectés.
lIs sont confrontés a trois possibilités : ils
peuvent naitre, ils peuvent étre infectés, ou ils
peuvent mourir. De méme, pour les individus
infectés, deux issues sont possibles : soit ils
deviennent contagieux, soit ils meurent. Quant
aux individus contagieux, soit ils guérissent,
soit ils meurent. Nous avons également
une population de vers: le parasite nait
lorsqu'un individu contagieux met le pied
dans I'eau potable (I'eau fraiche le soulage)
et il meurt bientdt apres.

En considérant tous ces éléments, nous
développons un systeme d'équations diffé-
rentielles qui décrit les taux de variation de
chaque variable. Ce systéme est un type de
« moteur du changement ». Avec une clé de
démarrage (les conditions initiales), nous
pouvons ensuite utiliser notre moteur pour
prévoir l'avenir. Cette méthode fonctionne
si nous avons fait I'effort de bien agencer la
mécanique des interactions.

La modélisation ressemble
a la cartographie

Une carte ne doit pas étre une représentation
parfaite de |a réalité — ca serait une surcharge
d'informations. Il nous faut plut6t un portrait
des caractéristiques pertinentes a une échelle
utilisable. De méme, la modélisation ne
prétend pas imiter parfaitement la réalité,
elle sert plutét comme carte de route pour
bien naviguer dans l'avenir.



Quel moyen devrait-on
privilégier pour éradiquer
une maladie ?
Jusqu'ou devrait-on aller ?

Cette question a contrarié les officiels de Ia
santé du début du vingtiéme siécle lorsqu'ils ont
essayé d'éliminer le paludisme aux Etats-Unis
et au Canada. Sir Ronald Ross fut lauréat
du prix Nobel pour avoir démontré que le
paludisme se propage par les moustiques
(plutdt que par les vapeurs toxiques, comme
on le pensait auparavant). Toutefois, cette
découverte engendra un certain désespoir
puisqu'on s'est rendu compte qu'il serait
impossible d'éliminer tous les moustiques.
Par ailleurs, cela ne serait méme pas souhai-
table puisque les moustiques jouent un role
important dans les écosystémes. La véritable
percée de Ross fut la découverte qu'il ne faut
pas tuer tous les moustiques, mais seulement
un nombre critique d'entre eux.

C'est essentiellement le
« point de bascule »
d'une maladie : si chaque individu
contagieux infecte plus d'une
personne, la maladie se propagera.
Cependant, si chaque individu
contagieux infecte moins d'une
personne, la maladie finira
par disparaitre.

Ce parametre s'appelle R, le taux de propaga-
tion de base. Si nous pouvons estimer R, grace
a notre modele mathématique et ensuite
déterminer quels parameétres le réduiront a
moins de 1, nous aurons complété notre travail.
Avec ces mesures de controle en place, la
maladie sera éventuellement éradiquée. R,
nous aide a comprendre quelles mesures de
controle seront utiles et avec quelle intensité
on devrait les appliquer.

Pour illustrer ce point, considérons notre
modele pour la dracunculose. Il s'agit d'un
systéme d'équations différentielles. Si on se
donne des conditions initiales pour les quatre
catégories de populations, résoudre le systéme
nous donnera la taille des quatre populations
S(e), ), At et 1), au temps t. L'état idéal,

sans maladie, est I'équilibre £, correspondant
a I'absence d'infection, c'est-a-dire :

C=Pt)=V(=0
et aucun changement dans le systéme,
c'est-a-dire :

S=C(g=P()=V(=0.
Comme nous visons a éradiquer la maladie,
alors il faut que toutes les solutions S(#),
Qt), PO et V() convergent vers I'équilibre
sans maladie!. Comment établissons-nous
les conditions nécessaires pour ceci? La
procédure est comme suit :

® Nous calculons £, en fixant les dérivees

a zéro a ce point. Cela nous donne
(So Gy Py Vo)=(IT/p, 0, 0, 0).

e Dans un cours de calcul, on voit que la
dérivée d'une fonction en un point décrit
le comportement de la fonction au voisi-
nage de ce point. Par exemple, si la déri-
vée est positive la fonction est monotone
croissante, etc. Avec plus d'une équation,
nous faisons essentiellement la méme
chose, sauf que maintenant nous avons
une matrice de dérivées.

® Si on avait une seule équation linéaire
y' = ay, avec le point d'équilibre y= 0 et
la solution y = y,e%, nous demanderions
que a soit négatif pour que les solutions
atteignent le point d'équilibre y = 0. Avec
une matrice, nous généralisons ceci en
calculant les valeurs propres.

e Si les valeurs propres sont toutes néga-
tives, les solutions iront a I'équilibre £ en
dimension 4.

e Cependant, il se peut que les valeurs
propres soient complexes et, dans ce cas,
nous ne regardons que la partie réelle. Si
la partie réelle est négative, les solutions
s'approcheront de .

* Donc, pour trouver R, on demande que
la plus grande partie réelle d'une valeur
propre soit nulle.

1. Le fait d'imposer a Stt) de se stabiliser aussi

libere le modele de la prise en compte des
variations dans la taille de la population (en
la supposant relativement stable) et permet
au systeme de converger rapidement vers
un état d’équilibre.

Les mathématiques pour éradiquer une maladie | Robert Smith? ¢ Université d'Ottawa
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Ainsi nous prenons un probléme de calcul
(un systeme d'équations différentielles) et
nous lui appliquons de I'algébre (les valeurs
propres d'une matrice) pour dériver une
condition de seuil : Ry< 1.

Dans notre cas, le calcul donne que le rapport
de reproduction de base est

P ITopy
) = .
plo+p) (e +pu,

Nous sommes en mesure de controler trois
facteurs : augmenter le nombre de campagnes
de sensibilisation (ce qui réduirait le taux de
naissance du parasite y), réduire la transmission
(ce qui réduirait B) et chlorer I'eau (ce qui
augmenterait le taux de décés du parasite p,).
On voit que R, dépend de tous ces para-
metres, et ainsi, si on applique un des moyens
évoqueés ci-haut, R, devrait diminuer.

Cela dit, ce n'est pas parce que chaque action
aide qu'on parviendra a éradiquer la maladie.
Par ailleurs, chague parametre variera en
pratique puisque certains vers donneront
naissance a plus de parasites que d'autres ou
que certaines personnes auront plus de chance
d'étre infectées. Il faut donc prendre en consi-
dération les variations dans nos parametres.
Heureusement, déterminer ['éventail des
valeurs des paramétres est plus facile que de

Persistance

100 J celd

(<ol

S 102

2

L

=]

Re]

x 10744

>

©
10
200

Taux de mortalité 20
du parasite, u,

choisir une valeur précise. On contréle trois
paramétres, soit 7y, B et w,. Alors, faisons
varier nos trois parameétres de contrdle sur
de grands intervalles tout en fixant tous les
autres parametres a leurs valeurs moyennes.

Tuer le parasite n'est pas
trés efficace. Pourquoi ?

Regardons la figure ci-dessous. Augmenter
le taux de décés des parasites implique se
déplacer le long de I'axe p, vers l'arriere. Mais
la surface de niveau est assez plate et il faut
se déplacer loin vers l'arriere pour descendre
sous la surface. Réduire la capacité de trans-
mission implique descendre verticalement
dans la direction de I'axe . Mais I'échelle est
logarithmique, alors cela prendrait beaucoup
plusde temps que ce que I'on croit. Cependant,
on constate une pente abrupte de la surface
lorsque v est petit. On peut facilement
descendre sous la surface en changeant
légérementla valeur de'y parce que le spectre
des valeurs possibles de 1y est beaucoup plus
grand que celui des autres parametres. Ce
fait suggére que nous devons étre en mesure
d'éradiquer la maladie en adoptant une seule
stratégie, celle de réduire le taux de nais-
sance du parasite.

50 000

Taux de natalité
du parasite, y

La surface de niveau Ry(yB.m,) = 1. Au-dessus de la surface, la valeur de R, est
supérieure a 1 etla maladie continuera. Sous la surface, la valeur de R, estinférieurea 1etla
maladie sera éradiquée.



Et comment peut-on y parvenir ?
Par I'éducation, bien sar !

Chaque personne qui ne met pas son
membre infecté dans un point d'eau potable,
empécheleverquil'habitedepondredansli'eau
ce qui fait 100 000 parasites de moins ! Pour
éradiquer la maladie, il faut donc se concerter
pour joindre les communautés éloignées afin
de les renseigner sur la maladie et son cycle
de transmission.

Bref, pour éradiquer une maladie, il existe
d'autres voies que la seule attente de la
découverte d'un vaccin. Nous n'avons des
vaccins que pour 2% de toutes les mala-
dies. Tant les médicaments que les vaccins
dépendent de percées scientifiques qui coltent
des millions de dollars et dont la réalisation
n'est jamais garantie. Par contre, les campagnes
de sensibilisation coltent relativement peu,
et sont tres efficaces lorsqu'elles sont réalisées
correctement. De plus, on peut commencer
dés maintenant. Bien s0r, changer les
comportements par I'éducation est un défi
en Soi.

Le cycle de la dracunculose

L'homme boit I'eau non filtrée
contenant des crustacés

La larve franchit deux

et devient une larve L.

avec une larve L.
stades dans le crustacé ‘ f-—‘ 9 n

N

L, la larve est absorbée
par un crustacé.

e

Ver femelle émergeant de la
peau, un an apres l'infection.

A

L, la larve est libérée dans I'eau au
point d'émergence du ver femelle.

Un programme de sensibilisation
culturellement adapté qui cible
bien son public a le potentiel de

changer des sociétés entiéres,
comme ce fut le cas
avec la dracunculose.

La modélisation mathématique peut nous aider
a déterminer quels facteurs seront les plus
importants. Nous avons presque éradiqué
la dracunculose, une des plus anciennes
maladies de I'numanité, grace aux seuls chan-
gements de comportements et a I'éducation.
Lorsque la dracunculose sera éradiquée,
nous pourrons en tirer des lecons et les
appliquer a d'autres maladies ou I'éducation
peut étre efficace, notamment le VIH. Les
messages doivent étre soigneusement élaborés
et ciblés, mais lorsqu'ils sont bien faits, ils ont
le potentiel de faire ce qu'aucun traitement
n'a réussi a fairejusqu'a présent: faire
régresser une épidémie globale en utilisant le
pouvoir de I'¢ducation.

Larves libérées a la mort du crustacé
Les larves pénétrent dans I'estomac
et traversent la paroi intestinale

de I'héte. Elles arrivent a maturité
et se reproduisent.

Une femelle fertilisée migre
a la surface de la peau, provoque
une phlycteére et libére les larves

A\ Etape infectieuse
ﬂ Etape disgnostique

© The Carter Center

Le cycle du ver de guinée, Image produite par le US Center for Disease Control and Prevention

© US Centers for Disease Control and Prevention

Les mathématiques pour éradiquer une maladie | Robert Smith? ¢ Université d'Ottawa
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La lutte pour la vie © «
Il'y a prés d'un siecle le mathématicien italien
Vito Volterra a élaboré un modele décrivant
I'evolution de deux populations dans un
"méme écosystéme, l'une étant la: proie de
I'autre. Ce modéle est fondamental en biologie.

Des sardines et des‘ requins...

La découverte de Volterra commence par une
histoire de péche! Apresi.la premiere guerre

5 \rinondiale, de 1914 3 1918, le zoologiste.Umberto

'‘Anconna ¢tudia les effets de la guerre sur
la“péche de la sardine dans les ports de la
mer Adriatique. Le résultat de cette étude
surprenait : alors que pendant la querre
la péche a la sardine avait diminué, la part
de celles-ci dans les captures, qui aurait dd
augmenter, avait pourtant baisseé au profit.de
leurs prédateurs dont les requins, ceyqui e\
paradoxal. C'est ce quesl'on constate dans le
tableau et le graphigue enbas de page repré-
sentant la proportion de prédateurs dans les
prises de 1910 a 1922.

Proportions de prédateurs (requins, raies, etc.)
et de proies débarquees au port de Trieste

Prédateurs et proies
Port de Trieste

)
S 5

= Proies

N B~ O ©
o O

o

Proportion (%)

tionneWopulation elle-méme. Cela se

Obtient-on des données comparables dans les
autres ports de péche? Le tableau et le gra-
phigue de la page suivante montrent que dans
le port de Fiume, le méme paradoxe se répete.

D'Aconna demanda a son beau-pere, Vito
\Volterra, qui €tait un des grands mathéma-
ticiens de I'époque, s'il pouvait trouver une
explication mathématique a ce phénomene.

Comment cohabitent

les espeéeces? A
L'objectif de Volterra était de découvrir les
fonctions S(f) et R(f) représentant respec-
tivement les populations de sardines et de
requins au temps t Les wariations de ces
populations, sont décrites par ce ce qu'on
appelle en mathématiques les « dérivées » ou
« taux deyvariation instantanée » des fonctions

recherchées S() et R(f). On note ces taux.

de variation, respectivement S'(t) et R'(2).
Ce sont ces taux de variation queNoIterra
commenca par évaluer. -

Les sardines

Pour la population de sardines, Volterra
identifia deux facteurs principaux provoguant
a variation S'(1) de la population.

Unyfacteur positif : la variation est propor-



Des prédateurs et leurs proies | Philippe Etchécopar ¢ Cégep de Rimouski

traduit par le terme aS(), ol a est le taux de
croissance des sardines en I'absence de requins.

Un facteur négatif : la possibilité pour les
sardines d'étre dévorées augmente avec le
nombre de requins et de sardines en présence.
La variation, négative, est proportionnelle au
produit des deux populations. Cela se traduit
par le terme -bS(t) R(t) ou b représente en
quelque sorte la voracité des requins.

Globalement la variation de la population
des sardines en présence des requins se tra-
duit par I'¢quation

S'(9 =aS(t) - bS(1) R(D.

Les requins

Pour la population des requins la variation
R'(t) dépend aussi de deux facteurs principaux.

Un facteur négatif : s'il n'y avait pas de
sardines pour se nourrir, la population des
requins déclinerait proportionnellement a Ia
population elle-méme, ‘ce qui se traduit par
le terme R'(f) = -c R(?) ou cest un facteur de
mortalité dd a la famine.

Un facteur positif : la présence de sardines,
nourriture desrequins, tend afaire augmenter
leur population selon le terme d S(t) R(t) ou d
représente en quelque sorte I'apport des sardines

Lawvariation de la population des requins est alors :

R(ty=-cR() + dS(HR(Y "~

Pévolution globale des ‘populations de
sardines et de requins est donc donnée
par les.deux équations suivantes dites « de
Lotka=Volterra », car découvertes indépen-
dammentparAlfred James Lotka (1880-1949)

- qun travaillait sur les interactions de plantes

et d'herbivores : Yy
S'(0=aS(t) - bSO R
R'( ) =-cR(8) + dS(H) R(Y)

-’H\ "\ prédateurs. Lorsque la population

w.cycle d'un certain “équilibre dyna-

e sardines est de 2000 et.celle des
A _requins-est de 1000.

Proportions de prédateurs (requins, raies, etc.)
et de proies débarquées au port de Fiume

Proies

Prédateurs et proies
Port de Fiume

o © O
o O O

40

Proportion (%)

N

En mathématiques ces équations sont dites
« différentielles » car elles incluent le temps
comme variable unique, les fonctions S()
et R(f) et leurs fonctions dérivées S'(1) et
R'(f). Les solutions de ces équations, que
I'on représente facilement avec un logiciel

de calcul symbolique ou avec Excel, sont lesw

fonctions S(f) et R(f) que Volterra recher-
chait pour comprendre le probléme soumis
par.d'Anconna. Les parametres a, b, c et d
sont obtenus. par observation. Ici, les valeurs
de.a, b, cet dsont arbitraires.

L'évolution des prédateurs
et des proies v

Sur le graphique en bas a droit on voit I'évolution
des proies (en vert) et des prédateurs (en
rouge). Les proies augmentent d'abord ce
qui, en conséquence augmente le nombre
des prédateurs. A un certain niveau le
nombre croissant de prédateurs entraine
Sune diminution des proies, ce qui, a son
tour,«implique une diminution des

de requins <aura suffisamment
diminué, celle des sardines pourra
croitre de nouveau. C'est un nouveau

ol

IS

w

N

mique. Cette évolution se retrouve
sur les graphiques des fonctions
S(1) et R(D. Ici, la population initiale
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Un équilibre stable entre

les requins et les sardines
est-il possible?

Un équilibre stable est-il possible entre des
prédateurs et des proies? Pour qu'il y ait
équilibre il faut évidemment que les varia-
tions des populations des sardines et des
requins soient nulles. Les populations sont
donc en équilibre si :

S'H=aS[H-bSR(MH=0
R'(H=-cR(O+dS()R(Y=0
Avec les conditions précédentes, la résolution

de ces équations, en factorisant R(t) et S(1)
donne :

S() = c__004 _
d 0,000 05
etR)=2=—21  _5 00,
b 0,000 05

L'état d'équilibre de chacune des populations
est donc lié¢ aux parametres de l'autre!

Oscillations autour

de I'équilibre

Un logiciel de calcul symbolique, ou Excel,
donne la courbe dont les points représentent
I'évolution dans le temps des populations
de sardines, en abscisse, et de requins, en
ordonnée. Nous obtenons deux courbes
correspondant a des conditions initiales
différentes (figure de I'encadré), pour la courbe
extérieure et pour la courbe intérieure. Ces
courbes sont fermées. Les fleches indiquent le
sens de I'évolution au cours du temps. Cette
évolution oscille autour du point d'équilibre
(800; 2000) déterminé précédemment.

Et les effets de la péche?

La péche modifie les équations de Lotka-
Volterra qui décrivent un état naturel. Son
effet est négatif et il est proportionnel a la
population : plus il y a de poisson, plus la
récolte est abondante. Cet effet se traduit par
les termes -pS(1) et -pR(1) que I'on introduit
dans les équations de Lotka-Volterra p étant
le pourcentage de capture des poissons par
rapport a la population totale des poissons
disponibles. La péche n'étant pas soumise
a des quotas, le pourcentage est identique
pour les deux espéces, la quantité capturée
par les filets étant proportionnelle a la
présence de chacune :

S'(t)=aS(t) -pS(H - bS(t) R(Y)
R'(H) = -cR(t) -pR(H + d S(1) R(1)
Ici aussi, il y aura un état d'équilibre dans un

contexte de péche si les variations des popu-
lations sont nulles :

S =aS(H-pS()-bS(HR(Y =0
R'(t) =-cR(8) -pR() + dS(H R(Y =0

En résolvant ce systéme de deux équations
nous obtenons un équilibre lorsque :

S=FP_CLP
d d d
etR=2"P=-2_P
b b b

Nous constatons que les états d'équilibre
en temps de péche sont proches de ceux a
I'état naturel, aux termes p/d et -p/b pres. Le
terme positif p/d favorise les sardines tandis
que le terme négatif -p/b défavorise les
requins.

Il est donc normal qu'un retour vers I'état
naturel, c'est-a-dire une baisse de la péche,
favorise de nouveau les requins et défavo-
rise les sardines. Volterra explique donc les
observations apparemment paradoxales de
d'’Anconnal

Le modele est-il fiable?

Le modéle de Volterra est évidemment une
interprétation simplifiée de la réalité. Par
exemple, en |'absence de requins la crois-
sance des sardines, aS(), serait exponentielle
et illimitée. Pour tenir compte des ressources
limitées du territoire il faut ajouter le facteur

()
K

proposé par le mathématicien Verhulst.
La croissance en l'absence de prédateurs

devient
S(0)= aS(t)(1—%)

ou K représente la population maximum que
le territoire peut supporter, en effet lorsque
S()=K, S'=0, la population ne varie plus! Si
on tient compte du facteur de Verhulst, dans
certaines conditions, les prédateurs peuvent
disparaitre ! Volterra ne tient pas compte non
plus du fait qu'il est trés rare que seules deux
populations soient en présence dans une
méme niche écologique!
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L'évolution des populations
de lynx et de lievres
au Canada’

Un exemple connu d'une évolution de
prédateurs et de proies est celui des lynx et des
lievres au Canadadont le graphique estdonné
ci-contre. Les chiffres sont ceux des prises
répertoriées sur un siecle par la compagnie
de la Baie d'Hudson pour son commerce des
fourrures.

1. Voir « Génie des maths » de I'Ecole Polytechnique &
'adresse ci-dessous
http://www.genie-des-maths.polymtl.ca/
http//www.genie-des-maths.polymtl.ca/exemple.zhp?no=7

Prises de Tynx et de lievres, commerce des fourrures de la compagnie de la Baie d'Hudson
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André Ross
Professeur
de mathématiques

Vito Volterra

1860-1940

Vito Volterra est surtout connu pour ses travaux sur les

équations intégro-différentielles, la dislocation des cristaux

et la dynamique des populations. Il fut un opposant résolu au

fascisme, n'hésitant pas a renoncer aux honneurs académiques

Vito Volterra
1860-1940

e mathématicien et physicien italien Vito
Volterra est né le 3 mai 1860 a Ancone, capitale
d'une région d'ltalie centrale située sur la cote
Adriatique et appelée les Marches. Orphelin
de pere a deux ans, sa meére plongée dans
la pauvreté trouve d'abord refuge chez un
oncle. lls vivent quelque temps a Turin, puis
s'installent a Florence.

Vito commence I'é¢tude des mathématiques a
'age de 11 ans et se plonge dans les Eléments
de géométrie d'Adrien-Marie Legendre (1752-
1833) et le Traité d'arithmétique de Joseph
Bertrand (1822-1900).

A 13 ans, il lit De la Terre a la Lune de Jules
Verne (1828-1905). Inspiré par cette lecture,
il cherche a calculer la trajectoire d'un
projectile balistique de la Terre vers la Lune
en considérant les champs gravitationnels
de la Terre et de la Lune. Pour ses calculs, il
développe une approche visant a considérer
une multitude de tres courts intervalles de
temps a l'intérieur desquels il peut considérer
plusieurs parametres comme des constantes.
Il s'agit la des premiers balbutiements
du développement et de la résolution
d'équations intégro-différentielles.

Espérant le détourner des mathématiques et
le voir entreprendre une carriere dans le com-
merce, sa famille le met en contact avec un
cousin, Edoardo Almagia, qui est ingénieur
civil et docteur en mathématiques. Contrai-
rement aux attentes familiales, ce cousin
constate que le jeune Vito est tres doué
pour les mathématiques et I'encourage dans
cette voie. Il convainc la famille de laisser
Vito suivre sa voie. Il intervient en sa faveur
aupres d'Antonio Roiti (1843-1921)" qui offre

par conviction politique.

a Vito un travail d'assistant au laboratoire
de physique de [l'université de Florence,
méme si celui-ci n'est pas encore étudiant
a l'université et qu'il poursuit ses études
préparatoires.

En 1878, il entre a l'université de Pise et, en
1882, obtient un doctorat en physique sous
la direction d'Enrico Betti (1823-1892)2 avec
une these portant sur I'nydrodynamique.

En 1883, il est nommé professeur en mécanique
rationnelle a I'Université de Pise. Dés cette
époque, il s'intéresse aux équations fonc-
tionnelles (voir encadré), c'est-a-dire les

équations dont les inconnues sont des
fonctions, et notamment aux opérateurs
intégro-différentiels, ce qui en fait un des
fondateurs de I'analyse fonctionnelle3.

A la mort de Betti en 1883, il devient
professeur de physique mathématique a Pise
et occupe ensuite la chaire de mécanique
a Turin, avant d'étre nommé a la chaire de
physique mathématique a Rome en 1900. |l
y réalise des travaux sur la dislocation des
cristaux.

Vers les années 1925, le biologiste et naturaliste
italien Umberto d'Ancona (1896-1964),
son futur gendre, lui propose un probleme
d'application des mathématiques a la biologie.
Le probléme consiste a modéliser mathé-

1. Membre de I’Accademia dei Lincei et du Conseil national
de I'instruction publique.

2. Né en Toscane, Enrico Betti est titulaire de la chaire
d‘analyse et géométrie de Pise en 1859 et de la chaire
de physique mathématique en 1864. Il est connu pour
ses contributions a l'algébre et a la topologie, ainsi qu’aux
théories de I'élasticité et du potentiel.

3. L'analyse fonctionnelle est la branche de I'analyse mathé-
matique qui étudie les espaces de fonctions.
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Vito Volterra

Equation fonctionnelle

Une équation fonctionnelle est
une identité satisfaite par une
fonction ou des fonctions déter-
minées. Par exemple, l'identité

fF(X)F(y) =f(xy) Vx,y e R

est satisfaite pour la fonction
fx) = X2

car, par les propriétés des

puissances, nous avons pour

toute paire de nombres x et y,
fAY) = x2y? = (xy)? = flxy).
La fonction f(x) = eX est une

solution de I'équation fonc-
tionnelle

f(x)fly)=f(x+y) Vx,ye R

Une fonction est la solution
d'une équation fonctionnelle,
si elle satisfait ['égalité
indépendamment des valeurs
assignées aux variables xet y.

Ensemble de Smith-Volterra-Cantor

La construction de cet ensemble est analogue a celle
de I'ensemble de Cantor. On retire de I'intervalle [0; 1]
I'intervalle ouvert qui en constitue le quart central.
Les frontiéres de ce quart central sont 1/2 - 1/8 = 3/8
et 1/2 + 1/8 = 5/8. L'ensemble résultant est alors :

0 3/8 5/8 1

On retire a nouveau le quart central ouvert des inter-
valles restants,

0 5/32 7132 38 5/8 25/32 27/32 1
L'ensemble de Smith-Volterra-Cantor est I'ensemble des

points qui restent en répétant ce processus a l'infini.

5/8

58 25/32  27[32

La longueur totale correspondant aux points retirés est alors :
I 1 /4 1

B R =7 —_

4816 32 1-12 2

Dans I'ensemble initial de Cantor# la longueur totale
correspondant aux points retirés est :
__ B
T 1-2/3

4. Voir Les fractales, Accromath, vol. 1 été-automne 2006.
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Jusqu'a il y a deuxsiecles, Iés scier tfi ques présumaient qué | ‘Univers étditb[dt

c'est-a-dire que la distance la plus courte entre deyx points doit étre
mesuree sur une ligne droite. Mais /e développement de /a geometr/e et une,
" meilleure ComprehenSIon des liens entre lo’géométrie et la phySIque ont

* suscité-des doutes & propos de cette croyance. Cet article décrit
que/ques—unes des tentatives de reponse a la question intrigante :

L’UmVers est-il plat7

o y FIorm Diacu
PIMS et

Dossierriancte Terre

Université de Victoria |,

Il semble que la premiere pérsomne’ qU| se soit
pose des questions a propos de la géométrie
de l'espace fut lé mathématicien allemand

Karl Friedrich Gauss. Avant lui, personne ne

doutait que la distance la plus courte entre
deux points soitautre que la ligne droite. Mais,

| en 1820, Gauss s'est demandé s'il ne faudrait

pas plutdt mesurer cette distance le long
d'un arc d'un cercle, comme nous le faisons
entre deux pointssurla Terre, ou encere suivre
un autre chemin. Il s'est posé cette question
de facon naturélle. aprés avoir découvert
quelques propriétés géométriques inattendues.

Gauss . travaillait sur des triangles sur la°

sphere, triangles qui ne ressemblent pas du

- tout aux triandles planaires. Il a mesuré ‘la
" distance entre deux points le long de I'arc le

plus court du-grand cercle qui les contient.

|- Lorsque ces points ne sont pas antipodaux,

un tel cercle est unique. Dong, trois points A,

B, C de fa sphere qui ne sont pas trop loin

les uns des autres peuvent étre connectés

‘deux a deux par des arcs de grands cercles,

formant ainsi un triangle sphérique avec
des cotés q, b, c et des angleé o, B, v. Il faut
remarquer, cependant, quelque chose d'insolite
en Observant_la figure ci-contre : la Somme

“des angles d'un tel triangle n'est pas

constante, mais.lle est toujours plus grande

*| que T

B cxemple,

' . «Est-ce que X espace phySIque est plat 2 !

Trlangles sphériques
Si on fait des expériences mentales avec
des triangles sphériques, on peut découvrir
quelques faits intéressants. Pensons d'abord
a un triangle avec A et B sur I'équateur et C
au pole nord. Les deux arcs des méridiens qui
intersectent I'tquateuren Aet B le font
aangledroit,alorsot=B =
Puisque vy a une valeur
positive, cela signifie que
o+ B + vy estplus
grand que 7.
Ce fait est surprenant
parce que la somme
des angles d'un triangle
planaire est toujours
€gale a m Mais, ce n'est
pas tout. En éloignant un peu le
point A de B le long de I'équateur, la valeur
de l'angle y augmente, et ainsi la somme
des angles augmente, ce qui veut dire
que cette somme n'est pas ¢
constante pour tous les
triangles  sphériques,
comme c'est le cas
pour les triangles dans
un plan. Néanmoins,
on peut prouver
que cette somme est
toujours supérieure a T.
Plus le triangle est petit
cependant, plus la valeur de
cette somme s'approche de 7, une propriété
a laquelle on peut s'attendre parce qu'un
petit triangle sphérique ressemble plus a un

oc+[3+y=%E

0t+[3+1(=371t

¥ triangle planaire. Il y a beaucoup d'autres

propriétés intéressantes a découvrir : par
les seuls triangles semblables
sont ceux qui sont congruents, et l'aire du |
triangle dépend des valeurs des angles.




Considérons eun ,aufre aspect géométrique,
la courbure. Les petites sphéres sont plus
courbées que les grandes, et nous pouvons
“exprimer cette propriété en termes du rayon,
B R, par la formule de la courbure, k = 1/R?,
e que l'on doit également & Gauss et que I'on
appelle solvent courbure de Gauss. Autrement
dit, la valeur de 1a courbure k est la méme
pour tous les points d'une spheére.

. Mais existe-t-il des surfaces de
courbure negat/ve constante7

Si nous prenohs une sphére avec un-

rayon - imaginaire ‘de /R, ou I'.= \/—_1

" alors la courbure de cet objet sera

$ k = -1/R2. A I'époque de Gauss, I'existence
d'un tel objet s'est imposée suite au travail de
Johann Heinrich Lambert, un mathématicien

* suisse qui a précédé Gauss. Ces idées, cependant,

ne se sont cristallisées que suite au travail-de

~ deux autres mathématiciens, Janos Bolyai,

- un Hongrois, et Nikolai Lobatchevski, un
. Russe, qui;de fagon indépendante, ontchacun
. obtenu des conclusions. semblables dans

les années 1830, se rerdant compte que la,

géomeétrie d'un objet tel que la sphere d'un
rayonimaginaireavaitdusens. Aujourd'hui, ce
domaine s'appelle la géométrie hyperbolique,

eliptique, dont une version s'applique a la
sphére ordinaire.

- Gauss, cependant avait ||ntU|t|on de la
- géométrie hyperbohque et a compris que

phére de rayon imaginaire, aujourd'hui
appelée sphére hyperbolique, sera toujours
inférieure a 7. De plus, il a compris que la sphére
W de dimension 2 pourrait avoir un analogue
eede dimension 3, qu'on appelle également la
A S-sphere, et que nous pouvons consideérer
v 2omme une 3-sphére hyperbolique.

a ne pas confondre avec la géométrie .

a somme des angles des triangles sur une |

L]

5 : L'Univers est-il plat? ‘| Florin Diacu ¢ PIMS &t Université de Victoria

Courbure gaussienne

La courbure gaussienne de la petite sphére est plus grande que
celle de la grande sphére. Pour nous, la Terre a une courbure si
petite que, a moins de la voir du cosmos, on a I'impression qu'elle
est plate.

Sphere de rayon 2

Sphere de rayon 1

=~

~ o~

constante

=1/4
constante

Le cylindre a une courbure de Gauss nulle : nous pouvons le
construire avec une feuille de papier sans I'étirer ni la tordre. La
courbure de Gauss d'un hyperboloide a une nappe est négative en
8 tout point, mais non constante.
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Ne tentez pas d'imaginer ces objets géomé-
triques de dimension 3. Nous pouvons les
comprendre uniquement par des analogies
et des techniques mathématiques qui
dépassent cet article.

Néanmoins, Gauss ne pouvait
exclure la possibilité que notre
univers ait la forme d'une
3-sphére ou d'une 3-sphére
hyperbolique. C'est pourquoi il
voulait trouver une facon de
déterminer la géométrie de
l'espace ambiant.

Ensuite, I'nistoire devient assez floue, et
nous ne savons pas si la démarche suivante
de Gauss fut motivée par son désir de
comprendre |'espace physique ou bien pour
s'acquitter de ses obligations en tant que
directeur de I'observatoire astronomique de
Gottingen. Néanmoins, en 1820, il inventa
un nouvel instrument topographique,
qu'on appelle I'héliotrope, qu'il utilisa pour
mesurer les angles d'un triangle formé par
les sommets de trois montagnes prés de
Gottingen : Inselberg, Brocken et Hoher
Hagen. Il fit cette expérience pour vérifier
si l'espace est hyperbolique ou elliptique,
autrement dit, s'il correspond a des triangles
dont la somme des angles est plus petite ou
plus grande que T, respectivement. Mais ses
expériences €chouérent, les résultats
¢tant trop proches de 7 pour étre
concluants a cause de la marge
d'erreur dont il fallait tenir
compte avec ses instru-
ments de mesure.

On peut imaginer que la méthode de Gauss
fournirait une réponse pour des triangles plus
grands, mais I'échelle qu'il faudrait utiliser
pour réaliser cette expérience rend l'idée
impraticable. Nous ne pouvons pas mesurer
les angles des triangles formés par les étoiles
pour la simple raison que nous ne pouvons
pas atteindre ces objets cosmiques. Alors
quelle est la solution ?

Les physiciens ont essaye d'utiliser des expé-
riences basées sur la radiation de fond, mais
ces expériences ont €galement été infruc-
tueuses. De plus, leurs expériences sont basées
sur certaines hypothéses a propos de l'univers
qui ne sont pas forcément vraies. Cela dit, le
consensus parmi les scientifiques aujourd'hui
est que si l'espace physique n'est pas plat,
une possibilité dont la plupart d'entre eux
doutent, il doit étre presque plat, c'est-a-dire
que sa courbure, qu'elle soit positive ou
négative, est presque nulle.

Avant de suggérer qu'une autre direction
de recherche potentielle peut nous mener
a la réponse, mentionnons que, dans les
remarques ci-dessus, Nous sommes passes
de maniere tacite de la mécanique classique
a la théorie de la relativité. La question de
fond, cependant, soit comment mesurer la
distance entre deux points, est indépendante
du modele qu'on utilise. Nous allons donc
revenir au point de vue classique, selon
lequel le temps, I'espace et la force sont des
entités indépendantes.

Isaac Newton imaginait que la gravité était
une force qui fait tomber les pommes au sol
tout en gardant la Lune en orbite autour de
la Terre. Lorsqu'il s'est demandé comment
exprimer cette force de facon mathématique,
il pensait qu'il fallait qu'elle soit propor-
tionnelle au produit des masses; et il devait
expliqguer comment cette force varie en
fonction de la distance. Il était clair que
plus la distance était grande, plus la force
était petite, mais a quoi ressemblait
la relation mathématique précise ? Pour
répondre a cette question, il a probablement
imaginé comment l'aire, A, d'une sphére varie
avec le rayon, R, notamment A =mnR% etil a
conclu que la force devrait étre inversement
proportionnelle a A.
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Les conséquences de cette découverte ont
dépassé toutes les attentes. Newton a écrit
son chef-d'ceuvre, les Principia mathematica,
ce qui a permis la dérivation des lois de
Kepler comme une conséquence mathéma-
tique de la gravitation, donnant aux astronomes
les outils nécessaires pour calculer les
orbites de tous les corps célestes. La prévision
précise du retour d'une certaine comete,
faite par un ami de Newton, Edmund Halley,
a consacré la mécanique céleste au sommet
de la pyramide scientifique.

Mais, peu aprés leur découverte de la géométrie
hyperbolique, Bolyai et Lobatchevski ont
compris qu'il doit exister un lien important
entre la géométrie et les lois de la physique.
lIs ont chacun demandé a Gauss de facon
indépendante si l'univers pouvait étre
hyperbolique. Ils ont donc suggéré I'étude
de la gravitation dans lI'espace hyper-
bolique. Dans I'esprit de Newton, ils ont
proposé une force qui devrait étre inversement
proportionnelle avec laire d'une sphere
hyperbolique, mais ils n'ont pas creusé la
question plus avant. Leurs grandes réussites,
bien en avance sur leur temps, n'ayant jamais
été reconnues de leurs contemporains, Bolyai
et Lobatchevski n‘ont pas voulu poursuivre
leurs recherches dans cette direction.

Peu aprés la mort de Bolyai et de Lobachevsky,
certains mathématiciens, tels Peter Gustav
Lejeune-Dirichlet, Ernest Schering, Rudolf
Lipschitz et Wilhelm Killing, ont pris connais-
sance de cesnouvellesidées. Scheringatrouvé
une expression gravitationnelle dans I'espace
hyperbolique. Voici les grandes lignes de
sa pensée. L'aire, A d'une sphere de rayon
r dans la 3-sphere hyperbolique unité est
A = 4msinh?r, comme les géomeétres avaient
déja calculé, ou sinh dénote la fonction
sinus hyperbolique (voir encadré). Alors, la
force doit étre proportionnelle a 1/sinh?r, ol
rreprésente la distance entre les corps.

En utilisant un raisonnement semblable,
Killing a proposé plus tard que dans la
3-sphere usuelle, la force gravitationnelle est
proportionnelle a 1/sin?r. La loi des masses
reste la méme.

sinh(x)

1/sinh?(x)

Mais la véritable recherche sur le mouvement
de plus de deux corps est beaucoup plus
récente. La motivation pour cette recherche
est fortement liée a la question avec laquelle
nous avons commencé cet article : quelle est
la géométrie de I'espace physique ?

L'idée est la suivante : si on peut
prouver mathématiquement que
certaines orbites de corps célestes
sont caractéristiques d'un seul
des espaces elliptique, plat ou
hyperbolique, on peut peut-étre
comprendre la nature de l'univers
grdce aux seules observations

astronomiques.
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Par exemple, si on observe dans le ciel un
certain type de mouvement qui ne se trouve
que dans l'espace hyperbolique, on saura
que l'espace doit étre hyperbolique. Ainsi,
I'ildée de mesurer des triangles pour découvrir
la géométrie de l'univers, et de devoir, pour
ce, parcourir de longues distances, fut rem-
placée par l'idée de s'asseoir sur la Terre et
de faire des observations astronomiques
concernant le mouvement des corps célestes.

Au 18¢ siecle, le mathématicien francais
Joseph-Louis Lagrange découvrit que dans
I'espace plat, trois corps célestes ont parfois
des orbites intrigantes. Présumant que leurs
masses sont m,, m,, m,, ils peuvent se déplacer
comme s'ils se trouvaient aux sommets
d'un triangle équilatéral qui tourne a vitesse
constante autour de son centre de masse.
La distance entre les corps étant constante
pendant le mouvement, on appelle ces
orbites, des équilibres relatifs. Il s'avére que le
cas du triangle équilatéral est tres particulier
puisque, pour tous les autres polygones
réguliers convexes tels le carré ou le penta-
gone régulier, les masses doivent étre égales.

C'est seulement dans le cas du triangle
équilatéral que les masses peuvent prendre
n'importe quelle valeur. Des équilibres relatifs
lagrangiens furent découverts dans le sys-
teme solaire. C'est le cas de chacun des
triangles équilatéraux formés par le Soleil,
Jupiter, et un des astéroides du groupe troyen.

Pour qu'une orbite puisse apparaitre dans la
nature, il ne suffit pas que des calculs mathé-
matiques prouvent son existence. |l faut aussi
que 'orbite soit stable, ce qui veut dire que les
orbites dans le voisinage resteront toujours
a proximité dans le futur. Dans le cas que
nous avons mentionné, cela implique que les
triangles qui sont presque équilatéraux doivent
garder cette méme forme et avoir la méme
vitesse qu'un équilibre relatif lagrangien.
Il est important de noter que les orbites
lagrangiennes sont seulement stables si une
masse est grande (ici, le Soleil) et une autre
est trés petite (ici, I'astéroide), ce qui est
exactement ce qu'on observe dans le systeme
solaire. Lorsqu'il s'agit de masses de taille
comparable, le mouvement est instable.
Par conséquent, il ne peut pas exister dans
I'espace physique qu'on présume plat ici.

Astéroides




La recherche récente démontre toutefois que
dans les espaces elliptiques et hyperboliques,
les orbites lagrangiennes existent seulement
si m, = m, = m,. Ceci s'explique par le fait
que la sphere et la sphere hyperbolique ont
moins de symétries que I'espace plat. De plus,
ces orbites sont instables lorsque les triangles
sont petits, tandis qu'elles deviennent stables
lorsque les triangles sont plus grands, mais
cecise produit seulementa une échelle encore
plus grande que l'univers. Bref, trouver
de telles orbites dans la nature releve de
I'impossible. Donc, puisque des équilibres
relatifs lagrangiens avec des masses inégales
existent autour de nous, nous sommes tentés
de conclure que l'espace est plat. Cette
conclusion, cependant, est un peu prématurée.
Les orbites lagrangiennes que nous observons
ne sont pas des triangles équilatéraux exacts,
et nous ignorons si des orbites de cette
forme avec des masses inégales existent dans
I'espace elliptique ou hyperbolique.

Alors, a ce point nous n‘avons
qu'un indice, et non une preuve,
que l'espace est plat au niveau de
notre systéme solaire.

Méme si on avait une preuve, cela ne voudrait
pas dire grande chose parce que le systeme
solaire est la pointe de l'iceberg comparé au
reste de l'univers.

Cependant, le principe de déterminer la nature
de l'espace physique par des observations
demeure valide, et nous ne pouvons pas
exclure la possibilité de trouver des orbites
dans l'avenir, tant dans I'espace mathématique
que dans l'espace réel, qui pourraient nous
dévoiler la géométrie de I'univers. Comprendre
les équations qui décrivent le mouvement
des corps célestes dans les espaces plats,
elliptiques et hyperboliques demeure donc un
sujet de recherche important, qui occupera
certainement des générations de mathéma-
ticiens a venir. Entre temps, la réponse a la
question originale pourrait se trouver tout a
fait ailleurs.

Les efforts que nous faisons pour comprendre
certaines questions mathématiques engen-
drent d'autres questions, qui servent toutes a
développer cette science. Sans de tels efforts,
les mathématiques, la science, la technologie
et notre culture et civilisation entiéres ne
seraient pas aussi développées qu'elles le
sont aujourd'hui. Travailler sur un sujet, aussi
spécialisé soit-il, trouver le bonheur dans
cette recherche pour le seul plaisir de chercher
la réponse qu'on ne trouvera peut-étre
jamais, est peut-étre la plus grande mani-
festation de liberté intérieure qui soit. Seuls
ceux qui saisissent cet état d'esprit peuvent
se dévouer a la recherche mathématique.

L'Univers est-il plat? | Florin Diacu ¢ PIMS et Université de Victoria
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Edmond Halley

1656-1742

Lorsqu'on entend le nom de Halley, on pense al'astronome etala

comete de Halley. Cependant, ce savant s'est intéressé a plusieurs

questions scientifiques dont celle des taux de mortalité.

imond Halley
1656-1742

astronome, ingénieur et scientifique pluri-
disciplinaire britannique Edmond Halley est
né en 1656 dans un village voisin de Londres.
Le pere de Halley est un riche savonnier et
marchand de sels qui a bati sa fortune sur
les récentes horreurs de la peste bubonique,
épidémie qui a donné aux Londoniens le goGt
de I'nygiéne corporelle. Il consacre beaucoup
d'argenta l'¢ducation de son fils qui manifeste
une grande curiosité et un vif intérét pour la
science. Dans ses mémoires, Halley écrit :

Dés mes plus jeunes années,

Jje me suis adonné a I'étude de
l'‘astronomie qui m'apportait un
plaisir si grand qu'il est impossible
de I'expliquer a qui n'a pas fait
cette expérience.

Il est probable que Halley s'est intéressé
a l'astronomie a I'dge de 10 ans, suite a
I'apparition spectaculaire dans le ciel
londonien des deux grandes cométes de 1664
et 1665. Ces apparitions étaient d'autant
plus spectaculaires pour un garcon de son
age que la superstition populaire rendait Ia
premiere responsable de la grande peste de
Londres et la seconde du grand incendie qui
ravagea la capitale.

En 1672, Halley entre au Queen's College
d'Oxford. Il rencontre |'Astronome royal
d'Angleterre, John Flamsteed, en 1675.
Celui-ci I'aide a publier, a I'age de dix-neuf
ans, son premier article scientifique dans
les Philosophical Transactions, revue de la
Royal Society de Londres, aujourd'hui encore
premiere société savante du Royaume-Uni.

Halley a également des échanges scienti-
fiques avec Isaac Newton (1643-1727). lI
s'adresse a celui-ci pour discuter du probleme

consistant a calculer 'orbite d'une planéte
soumise a une force centripete constante qui,
a sa connaissance, n'avait jamais été résolu.
Newton lui déclare avoir déja résolu ce
probleme. Reconnaissant l'importance de
la découverte, Halley réussit a convaincre
Newton de publier ses travaux. L'ouvrage est
publié sous le titre Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica (Principes mathématiques
de philosophie naturelle). Halley s'occupe de la
relecture du manuscrit, en écrit la préface et
finance la publication de I'ouvrage.

Halley est surtout connu pour avoir le
premier déterminé la périodicité de la comete
de 1682, qu'il fixe par calcul a 76 ans environ.
Lors du retour de cette comete, le 13 mars
1759, elle est baptisée de son nom. C'est

Comeéte de Halley



I'une des rares cometes qui portent un autre
nom que celui de la premiere personne qui
I'a observée.

Statistiques de Breslau

Edmond Halley considérait que le calcul de
I'espérance de vie effectué lors de I'analyse
par Graunt (John, 1620-1674) des chroniques
nécrologiques des villes d'Angleterre était
entachée d'un biais important a cause de
la grande fluctuation de la population de
Londres. La cité était en pleine croissance
et le nombre de gens qui partaient des
campagnes pour immigrer a Londres pouvait
avoir un effet non négligeable sur les conclu-
sions de l'analyse. Il se mit a la recherche
d'une ville ou la population était relativement
stable, dont la variation était due simplement
aux taux de natalité et de mortalité. Il fallait
de plus que les certificats de naissance
et de décés soient émis et conservés
pour tous les citoyens. La ville de Breslau
en Pologne (aujourd'hui Wroclaw) répondait
aux exigences de Halley. Les certificats de
décés étaient compilés mensuellement
et comportaient plusieurs détails comme
I'heure et la date du décés. Ces données'
n'avaient jamais €té soumises a une analyse
statistique et l'information contenue dans
ces dossiers était complete pour une période
de cing années consécutives.

Le tableau en bas de page donne le nombre de
personnes vivantes en fonction de I'age compilé
lors de cette étude. Voici quelques-unes
des observations de Halley.

1.Lle taux de natalité a Breslau était en
moyenne de 1 238 naissances par année
et le taux de mortalité de 1 174 décés par
année. Parmices 1238 naissances, il y avait
238 déces des la premiére année.

2. Sur les 1238 naissances annuelles, seulement
692 enfants atteignaient I'dge de sept
ans, soit un taux de mortalité infantile
d'environ 44 %.

3. Le taux de mortalité pouvait étre établi
pour chaque groupe d'ages. Ainsi, entre
9 et 25 ans, le taux de mortalité est
d'environ 1% par année.

1. Ces données lui ont été fournies par le pasteur
et théologien Caspar Neumann, né a Breslau.

| André Ross ¢ Professeur de mathématiques

4. Halley a également montré comment
calculer la probabilité qu'un individu d'un
age donné vive une autre année ou jusqu'a
un age quelconque. Il prit I'exemple d'un
homme de 40 ans. Il y a dans ses relevés
445 individus de 40 ans et il ne reste que
377 individus de 47 ans. Il considére alors
que la probabilit¢ qu'une personne de
40 ans vive jusqu'a 47 ans est :

377 0,847 191 .. = 84,7%.
445

Il se demande également : si on considére
un individu d'un age donné, a quel age ses
chances d'étre encore vivant sont-elles de
509%? Par exemple, si on considere dans
sa table un individu de 25 ans, il y en a 567
et parmi ceux-ci, 282 atteindront I'age de
57 ans. La probabilité qu'un individu de
25 ans atteigne |'age de 57 ans est donc
de 50%.

5. Halley constate de plus que sur les
1 238 naissances, il reste 616 personnes
vivantes a I'age de 17 ans. La moiti¢ des
personnes décedent donc avant d'avoir 17 ans.

Les analyses de Graunt et de Halley ont
permis de mettre en évidence de I'information
cachée dans I'ensemble des données. C'est le
role du statisticien de recueillir des données
statistiques et de mettre en évidence
I'information qui s'y cache. Ces études sur
les taux de mortalité ont été approfondies
par les compagnies d'assurance-vie qui ont
commenceé a se former a la fin du XVII€ siécle.

TABLE DES DONNEES DE BRESLAU

(11 000 610 490 324
pll 855 604 481 313
<N 798 598 472 302
2y 760 592 463 292
By 732 586 454 282
oy 710 579 445 272
A 692 572 436 262
<N 680 567 427 252
670 560 417 242
661 558 407 232
653 546 397 222
646 589 387 212
640 531 377 202
634 523 367 192
628 515 357 182
622 507 346 172
616 499 335 162

152
142
131
120
109
98
88
78
68
58
49
41
34
28
23
19
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Les maladies infectieuses existent depuis le début de
I'humanité, accablant de facon périodique la
population humaine. Au dix-neuviéme siécle, par
exemple, la variole a provoqué la mort de plus de

300 millions de personnes. La pandémie de grippe de
1918-19 a affecté plus de 500 millions de personnes

— un tiers de la population humaine de cette époque —
et a tué entre 20 et 50 millions de personnes. La peste
noire (1340-1771) a colité la vie & plus de 75 millions
de personnes. Plus récemment, plus de 25 millions de
personnes ont trouvé la mort depuis les années 1980 a
cause du virus de I'immunodéficience humaine (VIH).
Enfin, entre 1 et 2 millions de personnes succombent au
paludisme chaque année.

_ Abba B. Gumel | Historiquement, on utilise les mathématiques (dans le contexte présent
Université du Manitoba |\ ait référence particulierement a la modélisation mathématique
et a I'analyse) pour mieux comprendre la dynamique de transmission
des maladies infectieuses et apprendre a les controler. Cette application
des mathématiques remonte au travail de Daniel Bernoulli, qui utilisa
des méthodes mathématiques et statistiques pour étudier I'impact
potentiel du vaccin contre la variole en 1760. Dans les années 1920,
Sir Ronald Ross, médecin de formation, utilisa la modélisation
mathématique pour proposer des méthodes efficaces de contréle du
paludisme. Il a notamment démontré qu'on peut éradiquer la maladie
si la population de moustiques est maintenue au-dessous d'un certain
seuil, découverte qui lui a valu le Prix Nobel de médecine. Plus
récemment, les mathématiques ont contribué a élaborer des politiques
de santé publique efficaces contre la propagation de maladies émer-
gentes et ré-émergentes qui représentent un danger important pour
la santé publique, telles le VIH [ SIDA, la grippe (par exemple les
récentes pandémies de grippe aviaire et de grippe porcine), le
paludisme, le SRAS, la tuberculose, etc.

La modélisation mathématique permet aux agents de santé publique
de comparer, de planifier,d'exécuter, d'évaluer et d'optimiser différents
programmes de détection, de prévention, de thérapie et de controle.
Elle aide également a identifier les tendances et a faire des prévisions
générales. A titre d'exemple, on cherche & prévoir le nombre de cas
d'infection; le taux de mortalité ; le nombre de personnes qui auront
besoin d'étre hospitalisées; la rapidité de la propagation ; le pic de
I'infection ; le moment ou la maladie s'éteindra; le pourcentage de la
population devant étre vaccinée; comment prioriser l'usage de
ressources limitées, tels les stocks limités du Tamiflu au début de la
pandémie de grippe porcine en 2009.
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Propagation et contrdle du VIH : un modéle mathématique
Abba B. Gumel ¢ Université du Manitoba

Cet article vise a expliquer I'utilisation des mathématiques tant pour
modeéliser la propagation d'une maladie que pour évaluer des stratégies
permettant de limiter sa propagation. Considérons le virus de
I'immunodéficience humaine (VIH). Nous avons entendu parler du
VIH, I'agent qui cause le syndrome de l'immunodéficience acquise
(SIDA), pour la premiere fois dans les années 1980. Depuis ses
débuts, la maladie a eu un impact dévastateur sur la santé globale et
le développement humain. Non seulement s'agit-il d'un probleme de
santé publique grave, mais la pandémie VIH/SIDA a aussi des consé-
quences considérables sur tous les secteurs sociaux et économiques
de la société. Elle aggrave la pauvreté, réduit les occasions d'étudier,
ravage la force de travail, laisse un grand nombre d'orphelins, et exerce
une pression énorme sur des systeémes de santé et de services sociaux
déja fortement sollicités. Des données récentes de I'Organisation
mondiale de la santé et UNAIDS révelent qu'environ 34 millions
de personnes dans le monde sont atteintes du VIH, et plus de 30 millions
de personnes sont mortes de causes reliées au SIDA depuis vingt ans.
Le VIH/SIDA représente la sixieme cause de mortalité globalement, et
la troisieme cause de mortalité dans les pays pauvres, ou on estime
que 3,4 millions d'enfants sont infectés du VIH/SIDA.

Le VIH est transmis d'une personne a l'autre de différentes facons:
la transmission sexuelle, le partage de seringues par les utilisateurs
de drogues par voie intraveineuse, la transmission de mére a I'enfant
(transmission verticale), et la transmission par transfusion de sang
contaminé. De nombreuses stratégies préventives et thérapeutiques
contre le VIH ont été mises en ceuvre visant a ralentir sa propagation.
Ces stratégies incluent le dépistage volontaire du VIH, l'usage de
préservatifs, des programmes de sensibilisation pour promouvoir
des pratiques sexuelles plus sécuritaires, la circoncision, l'usage de
microbicides vaginaux et l'usage de médicaments antirétroviraux (ARV).
Si l'usage répandu des ARV, surtout le traitement antirétroviral
hautement actif (HAART), a réduit de facon importante le nombre
de cas de VIH dans les pays riches, ces médicaments ne sont pas
universellement accessibles dans les pays pauvres : dans ces pays,
seulement 47 9 des personnes avaient acces aux ARV en 2010.

Un vaccin sécuritaire et efficace contre le VIH n'existe pas
encore.

Le cycle de réplication du VIH

Le VIH entre dans le corps humain en infectant les
cellules cibles, appelées cellules T CD4*. Le virus pénetre
le noyau de ces cellules et s'y reproduit, produisant
de plus en plus de virus VIH (appelés des virions). La
présence du VIH dans le corps d'un étre humain infecté
déclenche une réponse immunitaire vigoureuse pour

lutter contre la maladie. Un diagramme schématique du

cycle de réplication du VIH se trouve a la Figure 1.

La progression de l'infection du VIH se fait en trois
¢tapes: I'étape primaire, I'¢tape asymptomatique, et
I'étape du SIDA. Pendant I'¢tape de linfection 4 P
primaire, le virus infecte un grand nombre de _~
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2 o / 9 Figure 1
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cellules T CD4+ et se reproduit rapidement. Il
yaalors une charge virale élevée dansle sang.
Environ deux a quatre semaines aprés avoir été
exposé au virus, le systtme immunitaire
réagit contre l'infection en produisant des
cellules T tueuses (les cellules T CD8*) et des
anticorps produits par les cellules B. Cette
forte réponse immunitaire conduit norma-
lement a une réduction importante de la
charge virale.

Un individu infecté par le VIH peut vivre
sans symptoémes pendant plusieurs années.
Cependant, la réplication du VIH persiste a un
bas niveau, et le niveau des cellules T CD4*
est en baisse constante. A cette étape, le taux
d'évacuation du VIH est invariablement plus

grand que le taux de réplication. Pendant
I'¢tape du SIDA proprement dit, le systéme
immunitaire se détériore, et l'individu développe
une perte d'immunité a de nombreux autres
agents pathogenes. La charge virale du VIH
augmente de facon importante, tandis que
le nombre de cellules T CD4* diminue sous
un seuil critique. Un individu infecté par
le VIH est trés contagieux pendant I'étape
primaire ainsi que pendant I'étape du SIDA,
tandis qu'il I'est moins pendant ['étape
asymptomatique.

Le taux d'infection dépend du nombre de
contacts effectifs (contacts pouvant mener 2
une infection) entre un individu susceptible
et un individu infecté. Ce taux est représenté
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par le paramétre 3 (défini comme le nombre
moyen de contacts entre une personne
susceptible et des individus infectés par unité
de temps, multiplié par la probabilité d'infection
par contact). Le parametre 0 <€ < 1 représente
I'efficacité des préservatifs et a représente
I'observance de l|'usage des préservatifs.
Linfection peut étre transmise par des
individus infectés des cing classes infectées :
les parametres i, m,, mqet m; donnent le
potentiel d'infection respectif des différentes
classes d'individus infectés. Les individus
appartenant aux classes infectées /, et /.
passent a I'é¢tape du SIDA en développant
les symptomes cliniques du SIDA a un taux
de ©. Une fraction v des individus infectés
de la classe /, participe a des programmes
de sensibilisation et de suivi psychologique,
rejoignant ainsi la classe /.. Les parametres
Ty et T sont des taux de traitement. Le taux
de mortalité naturelle est de W dans toutes les
classes; a cela s'ajoute un taux de mortalité
de & pour les individus atteints du SIDA et non
traités (classes M,, M. Pour les personnes
traitées, le taux de mortalité n'est que de dy, ou
0 <y < Treprésentel'efficacité du traitement
pour réduire la mortalité provoquée par le
SIDA parmiles patients soignés. Le traitement
a donc beaucoup d'avantages : ralentissement
du taux de mortalité, réduction du potentiel
de transmissibilité, progression ralentie du
SIDA et, par conséquent, amélioration de
la qualité de vie. Nous présumons que les
individus infectés qui participent a des
programmes de sensibilisation et de suivi
psychologique modifient de facon positive leur
comportement, notamment en abandonnant
des pratiques a risque qui peuvent mener a la
transmission de la maladie.

On peut ensuite se servir du modele pour
évaluer les différentes stratégies de controle
potentielles : les parametres sur lesquels on
peut agir sont :

® |'usage des préservatifs :e et o

® |a sensibilisation: y, ¢

® e traitement pharmaceutique : T, et T,

Schéma du modele

I,
A

Personnes infectées
sans suivi
psychologique (/, )

Humains
susceptibles (S)

Personnes atteintes

sans suivi
psychologique (M, )

Personnes
traitées (M,)

L'analyse mathématique
et les simulations

Avantd'utiliserle modéleilestbondelevalider
en comparant ['évolution des populations
des différentes classes avec les données déja
observées sur le VIH. Il s'avere que ce modele
simule les données observées dans la propa-
gation du SIDA au Nigéria pendant la période
1991-2005 (graphique de la page suivante).
On peut observer dans ce graphique que la
maladie (nombre d'infections) a atteint son
sommet autour de I'an 2000, déclinant par
la suite. Ce déclin peut étre imputé a deux
causes : 'usage des ARVs et des mesures pré-
ventives, telles I'usage de préservatifs et des
programmes de sensibilisation et de suivi
psychologique.

u

Personnes infectées
avec suivi
psychologique (/)

Personnes atteintes
avec suivi
psychologique (M)
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Un jeune garcon sudafricain
atteint du SIDA qui participe
& un spectacle pour la
Journée mondiale de lutte
contre le SIDA.

—— Observations au Nigéria

= Prévisions du modéle

Dans le modéle, en absence du VIH (c'est-a-dire,
si nous mettons tous les compartiments
infectés dans le modéle a 0), la population
tend vers un équilibre stable donné par

Eo=(S Iy Je My, McI7)

= H,O,O,O,O,O .
u

On peut contréler la maladie de fagon
efficace ou méme I'éradiquer en parvenant a
cette solution apres un certain temps. C'est ce
qui s'est passé lorsque le SRAS s'est déclaré
en 2003 dans la région de Toronto: on a
atteint cette solution aprés environ six mois.
Les agents de santé publique cherchent a
connaitre la meilleure stratégie, ou la meil-
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leure combinaison de stratégies de contréle
a employer pour atteindre cette solution,
ainsi que le temps d'attente, selon les
stratégies, pour l'atteindre. L'analyse mathé-
matique fournit la réponse. Typiquement, il
faut calculer un certain seuil épidémiologique
du modele, appelé le nombre de reproduction,
noté R, Pour calculer ce seuil, on doit
déterminer les valeurs propres d'une certaine
matrice : pour le modéle décrit plus haut, la
matrice aura six lignes et six colonnes et la
formule obtenue pour R, est compliquée,
mais elle nous permet de tester comment la
dynamique de la maladie change quand on
varie les parametres. La voici :

_ Bli—ea)A
© KKKK K

ou A=K,K,K;(K;5+myo)
+icYK;3Ks (K, +meo)
+m;o(TyK,K, +TYKs).

Le seuil, R, mesure le nombre moyen de
nouvelles infections générées par un individu
infecté typique de la communauté. Donc, si
le nombre R, est inférieur a 1, en moyenne
chaque individu infecté infectera moins
d'une autre personne. Dans ce cas, en général,
la maladie régressera au sein de la population
pour s'éteindre avec le temps. Par contre,
si le taux de reproduction R, est supérieur
a 1, chaque personne infectée infectera en
moyenne plus d'une personne. Par conséquent,
la maladie s'établira dans la communauté
et y deviendra endémique. Du point de vue
mathématique, il faut que R, < 1 pour assurer
un contréle efficace ou I'¢limination de la
maladie au sein de la communauté. Cette
exigence est aussi suffisante pour la plupart
des modeles.

Lorsqu'une épidémie se déclare, les agents
de santé publique cherchent a quantifier Ia
valeur de R, et a élaborer des stratégies
efficaces pour réduire Ry & une valeur
inférieure a 1, telles I'usage de préservatifs et
les programmes de sensibilisation et de suivi
psychologique.



On faitdessimulationsinformatiques du modele
pour évaluer l'impact des trois stratégies
de controle (usage des préservatifs, programmes
de sensibilisation et de suivi psychologique et
traitements pharmaceutiques) administrées
seules ou en combinaison. Une stratégie
universelle fait appel aux trois stratégies de
contréle. Trois niveaux d'application, bas,
moyen et haut, sont considérés. Les simulations
sont réalisées en utilisant un ensemble réaliste
de parameétres, déja utilisés pour valider le
modele, comme dans la figure de la page 29.
Les résultats de la simulation sont présentés
dans le tableau ci-contre.

Le tableau démontre que le temps nécessaire
jusqu'a I'élimination du VIH diminue lorsque
R, est plus petit. Quelle lecon peut-on en
tirer 7 Nous apprenons que, si on administre
une stratégie universelle hautement efficace,
on peut éliminer le VIH au sein de la commu-
nauté au bout d'environ 23 ans. Mais cette
stratégie est colteuse et peu de pays aux
prises avec un grand nombre de cas du VIH
peuvent la mettre en ceuvre, a cause de leurs
ressources financieres limitées. Nous constatons
également que la maladie peut étre éradiquée
sur une période un peu plus longue, voire 32 ans,
lorsqu'il y a, soit un haut niveau de suivi
psychologique, soit un haut niveau de suivi
psychologique couplé a l'usage de préservatifs
(il faut noter que la valeur de R, est plus
basse dans ce dernier cas). Quelle est alors
la différence entre les deux cas et y a-t-il un
avantage a avoir un R, inférieur? Le temps
d'éradication de la maladie n'est pas le seul
point a considérer ; il faut tenir compte
également du nombre de personnes infectées
pendant la période intermédiaire précédant
I'éradication. Ce nombre est beaucoup plus
petit lorsque la valeur de R, est basse. Nous
voyons aussi qu'on peut éradiquer la maladie
au bout de 30 ans avec un haut niveau de
traitement pharmaceutique. L'avantage de
cette stratégie est qu'en général les individus
qui sont traités ne meurent pas de la maladie
et sont en mesure de vivre une vie presque
normale.

Valeur du nombre
de reproduction
associé (R

Stratégie

Haut niveau
d'utilisation

: 0,8283
de préservatifs

Temps jusqu’a
I’élimination
du VIH (années)

Niveau moyen de

suivi psychologique 0,7890

Haut niveau de

suivi psychologique 03619

Traitement modéré

aux ARV 0,5644

Haut niveau de

traitement aux ARV 04924

Niveau moyen de
suivi psychologique
et utilisation de
préservatifs

Haut niveau de
suivi psychologique
et utilisation de
préservatifs

Bas niveau d'une
stratégie universelle

Niveau modéré d'une
stratégie universelle

Haut niveau d'une
stratégie universelle

On voit donc comment le modeéle fournit des
outils pour le personnel médical et les agents
de santé publique, ainsi que pour les gouver-
nements, afin de leur permettre de formuler
des politiques de santé publique efficaces
pour combattre la propagation de maladies
tout en tenant compte des ressources
préventives et thérapeutiques disponibles.
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De la mesure du cercle,
1 Zﬁablit trois proposi-
e figure fondamentale.
i a déja été présentée
Archimeéde introduit
riques fines permettant
onférence C d'un cercle en
de son diametre d':

SEd<C<3ld.
71 7

Dans son tra
Archiméde (~28
tions a propos d
Dans l'une d'e
dans Accro

Nous nous intéressons ici a la toute premiére
proposition du traité,2 ou I'auteur relie d'une
maniere fort originale I'aire du cercle a son
périmetre. L'énoncé de ce résultat se lit
comme suit :

Tout cercle équivaut au triangle rectangle dans
lequel I'un des cotés de I'angle droit est égal au
rayon du cercle, et la base (c'est-a-dire I'autre
c coté de I'angle droit),
€gale au périmetre.

Histoire

1. Voir notre texte Regard archimédien sur le
cercle : la quéte du fameux 22/7, Accromath,
vol. 7, été-automne 2012, p. 24-29.

2. La deuxieme proposition de ce méme traite
est présentée dans la Section problémes.

ici d'équivalence selon l'aire. A
1ede ne se préoccupe pas de
enmetre du cercle aurait

est ¢
noter
la- man
été « rec
segment de
cOtés du trianc “

pour acquis qu'u |

Si on se permet une notatio oderne -
n'ayant évidemment pas cours a I'époque
hellénistique -, la proposition 1 peut se lire
comme suit. Etant donné un cercle de rayon
ret de circonférence C, son aire A est donnée
par la formule

A=er.
2

Réécrivant cette derniére sous la forme

on peutaussi paraphraser en présentant I'aire
du cercle comme étant celle d'un rectangle
dont les cotés sont respectivement le demi-
diametre et le demi-périmétre du cercle.

C

3. Comme la base du triangle vaut nd, il ne
saurait étre question, par exemple, de la
tracer a la regle et au compas. Voir a ce
sujet I'encadré Une pseudo-quadrature
du cercle.
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pour nous qui sommes habitués a
jours au cercle en termes de
21rou A =mr?, le résultat
as trop €tonnant: une
algébrique suffit en
e ces deux €égalités.
ndre que tel n'était
slequel évoluait le
t donc intéressant
sur la preuve qu'il

imede

ui aiment a l'occasion
uveaux, appellent /oi de
fait suivant: étant donné
¢s (disons, X et Y), alors de trois
oses l'une : soit qu'elles soient égales, soit
que l'une soit plus grande que l'autre, ou
I'inverse. En symboles,

X=YouX>YouX<Y.

Pour montrer qu'on a bel et bien Xet Yégaux,
il suffit donc d'éliminer les deux autres
possibilités. Cette observation est au ceeur
de la démarche proposée par Archiméde.
L'argument se fait ainsi en deux étapes : il
s'agit d'un double raisonnement par I'absurde.

Afin de simplifier la notation, nous remplacons
I'expression rCl2 par A, l'aire du triangle
mentionné dans I'énoncé de la proposition 1.
Il nous faut donc prouver que A= Ar.

Dans un premier temps, nous supposons
au contraire que A > A; et montrons que ce
scénario ne tient pas la route. Comme la
différence A - A; est positive, il est possible
d'inscrire consécutivement dans le cercle
d'abord un carré, puis un octogone régulier,
ensuite un 16-gone,... ,jusqu'a ce qu'on arrive
a un certain polygone régulier inscrit dont
I'aire differe de celle du cercle d'une quantité
moindre que I'excédent de A sur A;.

4. Une généralisation, bien sdr, de la notion
de dichotomie.

Sion désigne par A, I'aire de ce dernier poly-
gone inscrit, on a donc

A-A<A-A,
c'est-a-dire A, > A;.
Mais l'aire de tout polygone régulier peut
s'exprimer comme étant le demi-produit
de son apothéme a par son périmétre p. Or
clairement, dans le cas du polygone inscrit
en cause, I'apothéme est inférieur au rayon
du cercle, tandis que le périmétre, comme
celui de tout polygone inscrit dans le cercle,
est certainement plus petit que la circonfé-
rence du cercle. Bref, on a

1 1
A=—ap<-rC=A,
=5 p 5 T

ce qui vient s'opposer a l'inégalité
A, > A; établie précédemment. Cette contra-
diction nous amene a rejeter I'hypothese
voulant que A > A;.

g

| “ARCHIMEDES PHILOSOPHE
Gre. Chep. 33, f
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Dans un deuxieme temps, Archimede procede
de facon analogue pour éliminer la possibilité
quonait A<A;. Comme on suppose maintenant
que l'aire du triangle en cause est supérieure
a celle du cercle, on va donc considérer des
figures elles-mémes plus grandes que le
cercle. Cest ainsi qu'Archimede introduit
cette fois des polygones réguliers circonscrits
ayant successivement 4, 8, 16, ... cotés, le
nombre de cotés doublant jusqu'a ce que
l'on trouve un certain polygone régulier
circonscrit dont I'aire surpasse celle du cercle
d'une quantit¢é moindre que la différence
A; - A, qui par hypotheése est positive. (La
figure ci-contre montre un carré et un
octogone réqgulier circonscrits au cercle.)
Appelant A, I'aire de ce polygone circonscrit,
onadoncA.-A<A;-A desorteque A . <A

Laire A, s'obtient par le demi-produit de
I'apothéme de ce polygone circonscrit par
son périmétre. Or, le coté d'un polygone
circonscrit €tant tangent au cercle, son
apothéme est égal au rayon r. Et comme
son périmetre est supérieur a la circonférence,
on a forcément

A> A =%rC.

On a ainsi obtenu deux inégalités
(A < Aret A.> A;) qui se contredisent I'une
I'autre, ce qui mene au rejet de I'nypothése
A<A.

Et finalement, comme I'aire du cercle ne peut
étre ni plus grande ni plus petite que celle
du triangle rectangle, les deux aires A et A;
doivent donc étre égales. Bingo!

Une méthode épuisante...
mais efficace

Il convient de s'arréter un instant a la fagcon
dont Archiméde justifie son résultat. Ainsi,
il utilise le fait qu'en prenant des polygones
réguliers (inscrits ou circonscrits) avec un
nombre de plus en plus grand de cotés, on
obtient des figures dont I'aire se rapproche
autant que l'on veut de l'aire du cercle. Ce
fait, qui peut sembler intuitivement évident,
demande néanmoins a étre justifié. Il repose
sur l'idée de continuité dans I'univers des
nombres, qui rend possible de froler arbi-
trairement prés un nombre donné. A cette
fin, Archimede, qui ne dispose pas de notre
concept de nombre réel, s'appuie sur un

)i

résultat d'Euclide (E/éments X.1) stipulant
qu'en retranchant d'une certaine grandeur
plus de sa moitié, et du reste plus de sa moitig,
et ainsi de suite, on obtiendra une grandeur
moindre que n'importe quelle grandeur donnée
a l'avance.® Dans la preuve qui précede, il
n‘est pas trop difficile de voir, dans le cas
des polygones inscrits, que chague passage
au polygone régulier suivant diminue de plus
de la moitié I'aire de la région entre le cercle
et le polygone inscrit (voir encadré Les poly-
gones inscrits épuisent le cercle). Le cas des
polygones circonscrits, un peu plus délicat,
est traité dans la Section problémes.

5. En termes modernes, le résultat d’Euclide est relié au

fait que la série géométrique

est convergente et a pour somme 1. Ainsi, le total
de ce que I'on retranche d'une grandeur donnée s'en
approche arbitrairement, de sorte que ce qui reste de
cette grandeur devient aussi petit que I'on veut.

/

La figure qui accompagne habituellement
la proposition d’Archiméede combine
les deux étapes de la preuve.




Photo : Stefan Zachow (ZIB), disponible sur www.mathunion.org
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Le processus général qui consiste a approximer
une figure donnée par une séquence de
figures s'en approchant de plus en plus en
est venu a étre désigné par l'expression
méthode d'exhaustion® Développée par
Eudoxe de Cnide (env. ~408-~355), la méthode
d'exhaustion permettait jadis de contourner
l'usage d'un calcul infinitésimal .. alors
encore absent du paysage mathématique! Le
mot exhaustion renvoie a I'idée d'« épuiser »
une figure, de la «vider complétement ».
Ainsi on peut voir les polygones inscrits venir
gruger le cercle par l'intérieur, jusqu'a s'en
approcher d'aussi prés que I'on veut. Mais a
noter qu'en fait on n'« épuise » pas vraiment
le cercle dans une sorte de « passage a la
limite»: on s'en approche simplement
jusqu'a ce qu'on ait atteint un stade intermé-
diaire ol on peut observer une contradiction.

Le rythme de I'argument d'Archimede, qui
procéde par une double recherche de contra-
diction, est assez particulier. Le raisonne-
ment par [‘absurde, on le sait, est trés présent
parmi les outils de justification mathématique :
on établit la validité d'un faiten montrant que
sa non-validité mene a une situation contra-
dictoire. L'archétype d'un tel raisonnement
est la preuve de l'incommensurabilité¢ de
la diagonale et du coté du carré, qui se
retrouve chez Aristote lui-méme (voir I'encadré
Argumenter par'absurde). Archiméde a régu-
lierement utilisé le raisonnement par I'absurde,
y allant méme d'une double preuve par
contradiction, comme il le fait ici, pour
¢tablir I'égalité de deux quantités.

6. Selon I'expression introduite, semblerait-il, par le
mathématicien flamand Grégoire de Saint-Vincent
(1584-1667). Du latin exhaustio, action d’épuiser
ou de vider.

Mais comment diantre
Archimeéde a-t-il trouvé
ce résultat?

Si puissantes et importantes que soient les
méthodes d'exhaustion et de (double) raison-
nement par 'absurde, il s'agit de techniques
de justification et aucune d'elles ne peut
servir afin de découvrir le résultat a justifier :
leur emploi est vain sans la conjecture préalable
du résultat dont la démonstration demeure a
fignoler. Ainsi, on peut se demander comment
Archimede en est venu a considérer la relation

1
A=—rC.
2
Le fait est qu'on ne le sait pas.?

8. Dans son traité intitulé La méthode relative aux
théorémes mécaniques, Archiméde expose justement
une technique de son cru basée sur la physique (plus
précisément la statique) afin d'identifier des formules
arithmétiques servant a décrire certaines relations
géomeétriques. Mais il n’est alors pas question de ses
travaux sur le cercle.

Notons qu'il est possible que le résultat présenté a la
proposition 1 ait été connu avant Archiméede, mais on
ne dispose pas de faits probants a cet égard. Ainsi,
au 4¢ siecle de notre ere, Pappus d'Alexandrie utilise
ce résultat (voir La Collection mathématique, Livre

IV, propositions 26-27) afin d'expliquer comment une
courbe attribuée a Hippias (5° siecle av. J.-C.) peut
servir pour transformer un cercle donné en un carré de
méme aire. La courbe en question en est venue pour
cette raison a étre désignée comme la quadratrice.
Les noms de Dinostrate (4° siecle av. J.-C.) et de
Nicomede (3¢ siécle av. J.-C.) sont associés a cette
approche, qui ne respecte cependant pas les critéres
d'une construction a la regle et au compas

(voir I'encadré Une pseudo-quadrature du cercle).
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La mort d’Archiméde

Longtemps réputée
pour remonter a
I"’Antiquité romaine,
cette mosaique
serait en fait une
ceuvre ne datant
que de quelques
siecles.

Elle fait partie
de la collection
du musée
Liebieghaus

de Francfort.
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Une justification possible,
voire plausible, serait d'ima-
giner un véritable « passage
a la limite ». On a mentionné
plus haut comment il est
facile de se convaincre que
I'aire de tout n-gone régulier
s'exprime comme étant le
demi-produit de son apo-
théme et de son périmetre.
Or, quand n devient tres
grand, on « voit » bien I'apo-
théme d'un n-gone inscrit dans un cercle
s'approcher du rayon, tandis que le périmetre
s'approche de la circonférence.

«A la limite », I'apotheme est le rayon et le
périmetre coincide avec la circonférence.
Autrement dit, lorsque n — o0, 0n a

1 1
—ap — —rC.
2 P 2

Si séduisant que soit ce raisonnement intuitif,
on n'en a aucune trace dans la littérature
de I'Antiquité. Mais les choses changent
quelques siecles plus tard, alors qu'on
n'hésite plus a penser au cercle comme étant
la « limite » de polygones réguliers avec de
plus en plus de cotés, voire carrément une
sorte de «polygone avec une infinité de
cOtés ». Mais cela est une tout autre histoire...
dont on parlera dans un prochain numéro
d'Accromath.



Regard archimédien sur le cercle | Marie-France Dallaire et Bernard R. Hodgson ¢ Université Laval
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A propos de I'approximation %dQ

La technique chinoise qui consiste a calculer 'aire d'un cercle en multipliant
le carré de son diametre par 3 puis en divisant par 4 est présentée, sans
justification véritable, dans un traité de la Chine ancienne, Les Neuf chapitres
sur les procédures mathématiques (probléme 32 du chapitre 1). Ce classique
de la littérature mathématique chinoise remonte a I'époque de la dynastie
Han (~206 & 220). On y indique simplement, dans des commentaires rédigés
quelques siecles plus tard, que le cercle occupe les 34 d'un carré dans lequel
on l'aurait inscrit, mais sans plus d'explication. Les commentateurs mention-
nent aussi qu'une valeur plus précise sera obtenue en multipliant le carré
du diametre par 11 puis en divisant par 14 - voir a ce sujet la proposition 2
d'Archimede présentée dans la Section problémes.

Indépendamment de la valeur approximative 3 pour T, on peut motiver

I'approximation
pp A~ %dz

a l'aide d'une figure ou le cercle est pris en sandwich

entre un carré circonscrit et un carré inscrit. Le premier '/\'
carré a pour aire d?, tandis que l'autre en vaut claire- §l

ment la moitié (cela se voit « a I'ceil nu », n'est-ce pas?),

de sorte que la valeur 34 suit en prenant simplement la
moyenne arithmétique de ces deux aires .

N




Le reveil
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mﬁ’ubrique des I

Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences
et Technologies de Lille

Vouséteslesujet d'une expérience dont le but
est de tester vos capacités de raisonnement.
Voici le protocole de I'expérience. Le dimanche
soir, on vous endort et on lance une piece de
monnaie non truquée que Vous avez pu examiner.

Sila piece tombe sur FACE, le lendemain (lundi)
on vous réveille et 'on a un entretien avec vous.

Si c'est PILE, le lundi on vous réveille, on a
un entretien avec vous, puis on vous rendort,
on vous soumet a un traitement qui provoque
une amnésie totale de la journée du lundi,
et enfin le mardi on vous réveille a nouveau
et I'on a un entretien avec vous (vous ignorez
donc que ce second entretien se déroule le
mardi). Lorsdesentretiens, on vousdemande :
— quelles probabilités attribuez-
vous a FACE et a PILE ? Deux
raisonnements semblent
possibles. Premier raison-

nement : « Je suis certain
que la piéce est
normale et d'ailleurs
je m'en suis assureé.
Quand je suis

réveillé, je n'ai

aucune infor-

mation en plus

de celles dont je

disposais le dimanche soir avant de m'en-
dormir. Avant de m'endormir, la probabilité est
1/2 pour chaque éventualité FACE ou PILE.
Donc, quand je suis réveillé lors de I'expé-
rience, je dois attribuer la probabilité 1/2 a
chaque éventualité. Je réponds donc que la
probabilité pour que la piece soit tombée
sur FACE est 1/2, et c'est aussi 1/2 pour PILE. »

Deuxieme raisonnement : « Imaginons qu‘on fasse
I'expérience 100 fois en opérant 100 semaines
de suite. Dans environ la moitié des semaines
(50), je serai réveillé le lundi aprés un tirage
FACE. Les autres semaines (50 environ), PILE
aura ete tiré et je serai réveillé le lundi et le
mardi (il y aura donc 100 réveils environ). Au
total lors des 100 semaines, je serai réveillé
environ 150 fois et, sur ces 150 réveils, FACE
sera la bonne réponse 50 fois, et PILE sera la
bonne réponse 100 fois. A chaque fois que je
suis réveillé, la probabilité que la piece lancée
le dimanche soit tombée sur FACE est donc
de 1/3, et pour PILE c'est 2/3. Ma réponse est
donc : 1/3 pour FACE, et 2/3 pour PILE. »

Deux raisonnements parfaitement rigoureux
conduisent a deux résultats différents. C'est
absurde ! Quel est le bon raisonnement

et quelle est précisément I'erreur dans le
raisonnement faux ?




Solution du paradoxe précédent

La solution

IVlonsieur A. propose a Monsieur B. le marché
suivant : ils vont comparer les longueurs
de leurs cravates et celui qui aura la plus
longue cravate la donnera a l'autre qui
se retrouvera donc avec deux cravates.
Monsieur B. raisonne ainsi : « Ma cravate
a pour longueur L. Si ma cravate est la plus
longue, ce qui a une chance sur deux de
se produire, je la perds donc je perds une
cravate de longueur L.

Sinon je gagne la cravate de Monsieur A.
dont la longueur est L"avec L' > L Donc :
une fois sur deux je perds L et une fois sur
deux je gagne plus que L En moyenne, je
suis gagnant, comme si une fois sur deux
je perdais un euro et qu'une fois sur deux je
gagnais deux euros. J'accepte donc I'offre ».

Pourtant le jeu est parfaitement symétrique
et donc A. peut raisonner de la méme facon
et conclure que le jeu lui est favorable. Ce
n'est pas possible : un jeu ne peut pas étre
favorable aux deux joueurs car ce que |'un
gagne, l'autre le perd. Comment sortir de
cette contradiction ?

Plusieurs analyses de ce paradoxe ont été
proposées dont la plus simple est la suivante :
B. se trompe quand il dit qu'il y a une
chance sur deux que la cravate de A. soit
plus longue que la sienne.

Si, une fois le pari accepté, sa cravate était
choisie au hasardainsique celledeA., il serait
possible de dire qu'il y a une chance sur deux
que la cravate de A. soit plus longue, mais au
moment du pari, la longueur de la cravate
de B. est déja fixée et connue de lui, et c'est
cette longueur comparée a la répartition
des longueurs des cravates en circulation
qui permet, selon les cas, de conclure qu'il faut
accepter ou pas la proposition. Imaginons
par exemple que la longueur de la cravate

s 9
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de B. soit 1 m et que, parmi ,‘
toutes les cravates vendues, il /‘
y en ait 55% de plus de 1 m et

459 de moins de 1 m, alors il /‘
est clair que B. doit accepter.

Le principe d'indifférence

(considérer qu'en I'absence de ‘
données précises, les proba-

bilités entre les différents /
cas sont égales) conduit

fréqguemment a des erreurs

ou a des contradictions et donc il faut s'en
méfier. Le paradoxe de la cravate est un de
ces cas, en voici un autre, plus simple.

En choisissant une lettre de ['alphabet
au hasard, quelle est la probabilité Pr de
tomber sur un A ?

Réponse 1 :il y a 26 lettres, donc Pr=1/26
(application du principe d'indifférence aux
26 possibilités A, B, ... Z).

Réponse 2 :ilyaunechancesur2quelalettre
soit une voyelle (application du principe
d'indifférence entre les deux possibilités
voyelle/consonne) et il y a une chance
sur 6 pour qu'une voyelle soit un A, car
il'y a6 voyelles A E I, 0, UetY (principe
d'indifférence entre les 6 voyelles), donc en
combinant les deux, cela fait une chance
sur 12 : Pr=1/12.

Réponse 3 : Pr = 1/13 car, dans les lettres
d'un texte en francais, il y a a peu prés un A
toutes les 13 lettres (principe d'indifférence
appliqué aux lettres rencontrées dans des
textes en francais). En réalité, en I'absence
de précision, il est impossible de trancher
entre les diverses applications du principe
d'indifférence qui conduisent a des résultats
contradictoires. Comme dans le cas des
cravates, trop peu d'informations sont
disponibles pour qu'on puisse raisonner en
termes probabilistes.
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Figure 3

Noyau de la Terre

La figure ci-contre illustre le changement
de direction d'un rayon lumineux traversant
deux milieux différents.” La vitesse de la
lumiére dans ces milieux est représentée
respectivement par v, et v,. Montrer que le
rayon lumineux emprunte le chemin le plus
rapide pour aller du point A au point B.

Quand la circonférence
prend une bouffée d’aire

1. La deuxiéme proposition du traité
De la mesure du cercle d'Archiméde se
lit comme suit : Le rapport du cercle au
carré de son diamétre est celui de 11 a 14.
(I faut ici entendre qu'on s'intéresse a
I'aire du cercle.)

Montrer comment ce résultat peut étre
établi a partir de la proposition 1 du
méme traité et de l'approximation 22d/7
pour la circonférence du cercle établie par
Archimeéde a la proposition 3.

2. Soit un rectangle de cotés a et b. Montrer
comment, en utilisant seulement le compas
et la régle (non graduée), il est possible
de « quarrer » le rectangle, c'est-a-dire de
construire un carré de méme aire.

(Tuyau : I s'agit donc de construire, régle
et compas, le coté de ce carré, c'est-a-dire
un segment de longueur \/ab.)

3. On revient ici sur une étape de I'argument
d'Archimede, quand vient le temps de
montrer que l'aire du cercle ne peut étre
inférieure a celle du triangle rectangle en
cause. Il est alors question d'augmenter le
nombre de cotés des polygones réguliers
circonscritsau cercledonné«jusqu'aceque
I'on trouve un certain polygone régulier
circonscrit dont I'aire surpasse celle du
cercle d'une quantité moindre que la
différence A, - A » (voir p. 34). Mais
est-on certain que ce phénomeéne va
toujours se produire? Autrement dit, fes
polygones circonscrits se rapprochent-ils
« aqutant que l'on veut» du cercle? Ce
probleme vise a montrer que oui. On
utilise  pour cela un principe de
raisonnement déja évoqué dans le texte

(voir la section Une méthode épuisante...
maislefﬁcace], a savoir la proposition X.1
des Eléments d'Euclide (voir p. 34).

Dans le cas qui nous intéresse, il s'agit
donc de montrer que lorsque I'on double
le nombre de cdtés d'un certain polygone
régulier circonscrit, I'exces de son aire sur
le cercle se trouve ainsi diminué de plus
de la moitié. Nous proposons de vérifier ce
fait dans le passage du carré a I'octogone
régulier.

A cet effet, nous partons du carré circon-
scrit (figure 1 & gauche) et considérons
I'excédent du carré sur le cercle. Comme la
figure est symétrique, nous nous concen-
trons sur une partie seulement de celle-ci,
a savoir le coin supérieur gauche. On
s'intéresse donc a l'aire de la région HEAF,
délimitée par les segments HE et HF ainsi
que par I'arc de cercle EAF, ot Eet Fsont les
points ou les cotés du carré sont tangents
au cercle.

Le passage a l'octogone régulier circonscrit
(figure 2) fait intervenir le coté I) de cet
octogone, tangent au cercle en A (voir
zoom a la figure 3). Montrer qu'en retran-
chant le triangle HIJ, on supprime plus de
la moitié de l'aire de la région HEAF.

(Tuyau : Le probleme revient ultimement
a comparer les triangles HAJ et AJF. Or
observons que le premier est un triangle
rectangle, tandis que l'autre est isocele —
examiner a cet égard le quadrilatére OAJF)

1. Le phénomeéne de la réflexion semble avoir été connu des

I’Antiquité, comme le révele I'anecdote des miroirs ardents
d’Archimede. (Voir a ce sujet le texte de Christiane Rousseau
et Yvan Saint-Aubin dans Accromath vol. 2, hiver-printemps
2007, p. 2-5.) En 984, dans un ouvrage sur les miroirs et
les lentilles, le mathématicien arabe ibn Sahl (940-1000)
présente le résultat de ses travaux sur la réfraction. En
Europe, ce phénoméne a été étudié pour la premiere fois
par Willebrord Snell (1580-1626), puis par René Descartes
(1596-1650). On associe le nom de ces deux hommes & la
loi de la réfraction. Cependant, c’est Pierre de Fermat (1601-
1665) qui, en développant le principe de « moindre temps »,
est le premier & donner un fondement rigoureux a cette loi.
Le principe de moindre temps a été depuis reformulé et
développé pour devenir le « principe de moindre action ».
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Histoire

Regard archimédien sur le cercle : quand la circonférence prend une bouffée d'aire

¢ | e texte du traité De la mesure du cercle d’Archiméde (avec quelques commentaires) est paru en francais
dans VER EECKE, Paul, Les ceuvres complétes d’Archimede, tome 1 (p. 127-134), Liege, Vaillant-Carmanne,
1960. Il est disponible sur internet via le site « Le kangourou des mathématiques » a I'adresse
http.//www.mathkang.org/maths/txtarchimede.html

e Une référence classique sur Archimede et son ceuvre est JAN DIUKSTERHUIS, Eduard, Archimedes,
Princeton University Press, 1987.

¢ | ‘ouvrage d'André Thevet Les vrais pourtraits et vies des hommes illustres grecz, latins et payens
est disponible sur Gallica, la bibliotheque numérique de la Bibliotheque nationale de France, a I'adresse
http://gallica.bnf.fr

e || en est de méme de I'Encyclopédie de Diderot et d'Alembert.
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