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Editoriol

Nous avons voulu rendre hommage & Evariste Galois, né il y a 200 ans, en
octobre 1811. Malgré son destin tragique, Galois a ouvert de nouvelles
avenues en mathématiques. Dans ses articles sur la résolution des équations,
il a développé la notion de groupe pour déterminer une condition nécessaire
et suffisante pour que les solutions d'une équation puissent s'exprimer a l'aide
de radicaux, condition a laquelle ne satisfait pas I'équation du cinquiéme degré.
Le mathématicien norvégien Niels Henrik Abel, né en 1802, a également
démontré que I'équation du cinquiéme degré n'est pas résoluble a l'aide des
radicaux en développant une autre approche, moins générale. Nous avons tenu
a présenter un portrait de ces deux mathématiciens dont la vie a été tres bréve,
mais trés féconde.

Le numéro débute avec un article de Christiane Rousseau Des coquillages aux
pelages. Certains coquillages et le pelage de certains animaux présentent des
motifs intriguants qui sont a la fois semblables et différents d'un individu a
I'autre d'une méme famille. Pourquoi ?

Dans le second article, Géométrie des nombres, Marc Laforest et André Ross,
présentent un rappel des configurations géométriques des nombres
par les pythagoriciens. Parmi les suites de nombres ainsi obtenues, il y a peu
de nombres premiers. Cependant, on peut construire des suites de nombres
satisfaisant un  méme principe géométrique comme les nombres
triangulaires centrés et les nombres carrés centrés qui comportent plusieurs
nombres premiers. Le mathématicien Godfrey Harold Hardy a énoncé
la conjecture selon laquelle la suite des nombres de la forme
n?+ 1 comporte un nombre infini de nombres premiers. Le mathématicien russe
Viktor Bunyakovsky a présenté une conjecture plus générale portant sur les
suites de nombres générés par un polyndme quadratique irréductible.

Nous présentons un portrait du mathématicien indien Srinivasd Raméanujan,
passionné par les nombres et qui a collaboré avec G.H. Hardy. Mort trop jeune,
a 32 ans, il a laissé les « Carnets de Rdmanujan » qui sont encore étudiés par les
spécialistes de la théorie des nombres.

Dans l'article Bibliothéque de Babel, librement inspiré par I'ceuvre de Jorge Luis
Borges, Philippe Etchecopar et Annie Claude Prud’'Homme nous rappellent que
l'infini est source de paradoxes et de mystéres et que les grands nombres défient
notre imagination et les dimensions de notre univers.

Dans I'article Que signifie « Dimension » ?, Christiane Rousseau nous sensibilise
a la maniére dont le mathématicien s'y prend pour définir de nouveaux concepts.

Dans la Rubrique des paradoxes, Jean-Paul Delahaye nous présente « Impossible
de gagner ». La solution au paradoxe précédent, « Mona Lisa au photomaton »
fait appel a la notion de groupe.

Bonne lecture!
André Ross
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arAoplications

En fait, les scientifiques ne comprennent
pas bien les mécanismes derriére ces phéno-
menes. lls proposent donc des modeéles et
comparent les résultats des simulations des
modeles avec les observations expérimen-
tales. Lorsque les simulations d'un modele
ressemblent beaucoup aux observations
expérimentales, ils concluent que le modele
est une explication plausible du phénoméne.
Le fait remarquable avec ces différents phé-
nomenes est qu'un méme type de modele
permet de fournir simultanément des explica-
tions plausibles pour plusieurs d'entre eux. Ce
modele, d'origine chimique, a €té proposeé par

Cymbiola innexa REEVE

il es

Dl

En nous penchant sur les motifs des coquillages, nous allons
découvrir qu'il existe un lien avec les motifs des pelages des animaux,

la disposition des feuilles sur la tige d'une plante et I'apparition des
membres ou organes dans le développement d’'un embryon.

Alan Turing en 1952 dans un article célebre,
«The chemical basis of morphogenesis ». I
fait intervenir deux substances chimiques
ou morphogeénes, I'une appelée activateur,
et l'autre inhibiteur, qui réagissent l'une
avec l'autre, et qui diffusent au travers des
cellules. On parle donc de réaction-diffusion.

Nous reviendrons sur ce type de modele,
mais nous allons commencer par scruter
les motifs du coquillage bien particulier,
Cymbiola innexa REEVE, et essayer d'ima-
giner la démarche d'un scientifique. Ce
coquillage remarquable a des motifs tres
complexes qui vous rappelleront peut-étre
ceux du triangle de Sierpinski.

Triangle de Sierpinski

1. Voir I'article Point fixe de Banach dans
Accromath, hiver-printemps 2010, page 20.
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Motif analogue
a celui de Cymbiola innexa REEVE

Intriguant n’est-ce pas?

Nous allons voir comment construire un
modéle qui nous génére le triangle de
Sierpinski,etcomment|'adapter pour produire
des motifs comme celui en haut de la page

qui ressemble étrangement au motif de
Cymbiola innexa REEVE.

Voyons d'abord comment générer un triangle
de Sierpinski infiniment long2. On commence
par se donner les régles suivantes de I'addi-
tion modulo 2 :

0+0=0,
0+1=1+0=1
1+1=0.

On va considérer un pavage du plan par des
petits carrés de méme coté. A chaque carré
on attribue, soit la valeur 0, soit la valeur 1.
Un carré sera orange si on lui attribue la
valeur 1, et jaune sinon. Dans la rangée
supérieure on met un carré orange et tous
les autres carrés sont jaunes. A partir de
cela, on va déterminer une régle de coloriage
pour le demi-plan situé sous cette rangée. La
régle est la suivante. La couleur de chaque
carré est la somme modulo 2 des valeurs
numeériques attribuées aux couleurs des deux
carrés de la rangée supérieure qui le touchent
par le coin. Lillustration ci-contre donne les
images a diverses étapes de la procédure
jusqu'a une image avec 128 rangées, qui
ressemble a un triangle de Sierpinski infini
vers le bas.

CONSTRUCTION D’UN TRIANGLE DE SIERPINSKI

En nous reculant entre chaque étape

pour que les carrés deviennent tres petits a la limite.

Etape 2 Etape 10

-

Etape 3 Etape 11

-

Etape 4 Etape12
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Etape 5 Etape 13

>

Etape 6 Etape 14

Etape 7 Etape 15 .:-::.':._
A

Etape 8 Etape 16

Etape 9

2. Nous avons trouve ce modele dans un docu-
ment non signé de l'université de Provence
intitulé « Les formes fractales dans la nature ».
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Applications

Nous pouvons répéter le méme jeu mais en
partant de quelques carrés sur la premiere
rangée, choisis aléatoirement, au lieu de partir
d'un seul carré orange. Nous obtenons par
exemple le motif ci-dessous différent du motif
en haut de la page 3 parce que construit avec
des conditions initiales différentes.

Etrange ? Quel est le lien entre ce
modele simple et la pigmentation
de Cymbiola innexa REEVE ?

En fait, le premier lien est simple: le
coquillage croit par son bord, en ajoutant
des rangées successives aux rangées déja
formées. Donc, ce que nous suggére ce
modele, c'est que le processus de pigmentation
est completement déterminé selon une régle
simple par la pigmentation de la premiére
rangée qui, elle, est aléataire.
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Autre motif analogue a celui de Cymbiola innexa REEVE
Voir animation sur le site.

Mettons maintenant une premiere équation
sur notre modeéle. Si on note x(n, m) la couleur
de I'¢lément nde la rangée m, on a la formule
de récurrence :

Formule de récurrence :
x(n,m+1)=x(n-1,m)+x(n+1, m) (mod2)

A quoi peut correspondre une telle formule ?
Rappelons qu'en introduction, on a suggéré
un modele de réaction-diffusion avec deux
substances chimiques. Lactivateur produira
le pigment, mais seulement quand il est en
présence de l'inhibiteur. Si on associe 1 a
I'activateur et 0 a l'inhibiteur, alors les regles
d'addition modulo 2 ont du sens :

0+0 =0,
O0+1=1+0 =1,
1+1 =0,

puisqu'on peut les interpréter comme
a+a =1
a+i =i+0a =g,
i+i=]
ol aest I'activateur, et j, I'inhibiteur.

Cela ne suffit pas pour justifier la formule de
récurrence donnée plus haut. Une justification
de cette régle est plus difficile et fait appel
aux dérivées partielles. Nous la réservons
donc pour l'encadré a la page suivante.

Quel est le lien avec les motifs
des pelages des animaux ?

Aprés ce dont nous avons discuté pour les
motifs des coquillages, vous ne serez pas
surpris qu'un modele de réaction-diffusion
puisse aussi expliquer les motifs des pelages
des mammiféres. Le phénomeéne a été étudié
par James D. Murray. La découverte de ce
dernier est qu'il n'est pas nécessaire d'avoir
un modele pour chaque motif. Le méme
modéle peut produire aussi bien les rayures
du zébre ou du tigre que les taches du
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Oliva porphyria

Conus marmoreus

Applications

léopard ou du cou de la girafe. Le motif qui se
développe dépend de la taille et de la forme
de la surface a ce moment-1a. Ainsi, on peut
avoir une queue rayée avec un corps tachete,
mais pas le contraire. Le tigre et le Iéopard

ont des motifs différents parce que la
pigmentation se produit, pour l'un, quand
I'embryon est petit, et pour l'autre, quand il
est grand (voir texte de Stéphane Durand?).

Des pelages et coquillages
aux embryons et aux feuilles
des plantes

Lors des premiéres divisions cellulaires,
toutes les cellules de I'embryon sont iden-
tiques, etI'embryon, de forme sphérique. Puis,
on voit apparaitre des amorces de membres,
organes, etc,, et les cellules se différencient.
L'hypothése sur laquelle les biologistes

4. htto;www.crm.umontreal.ca/math2000-1/pub/
leopard.html

travaillent remonte a l'article d'Alan Turing
(voir page suivante), sur I'origine chimique de la
morphogénése, soit I'ensemble des lois qui
déterminent le développement de la forme
et la structure des tissus, des organes et des
organismes. Turing a €mis I'nypothése qu'au
départ deux réactants chimiques sont en
équilibre stable et qu'il n'y a pas de motif.
Mais les réactants se mettent a diffuser.
Cette diffusion rend I'équilibre instable.
En fait, un rien déstabilise le systeme

.. qui perd sa symétrie. L'analogie couramment

donnée est celle avec les dunes de sable.

Pourquoi se forment-elles sous I'action
du vent? Prenons au départ une surface
de sable presque parfaitement plane et
faisons souffler le vent a sa surface. |l
suffit de quelques petites irrégularités pour
que celles-ci arrétent d'autres grains de
sable. Les irrégularités grossissent, et plus
elles sont grosses, plus elles ralentissent le
sable, ce qui les fait encore grossir. C'est a
cause de cette instabilité qu'on n'observe
jamais dans la nature des paysages de sable
plats, mais plutdt des dunes. Cette méme
explication de Turing est utilisée pour la
formation des motifs, puisque la position
d'équilibre pour laquelle les réactants sont
uniformément distribués est instable. C'est
aussi l'explication sur laquelle travaillent
les scientifiques pour les différentes phases
de I'embryogénése, dont la gastrulation et
I'organogénése, lorsque les cellules ou les
régions de I'embryon se différencient. Ces
différenciations se produiraient au moment
ou la diffusion déstabilise I'équilibre des
réactants chimiques. Il en est de méme pour
la phyllotaxie, soit I'ordre des feuilles sur la
tige d'une plante, ou encore la disposition
des éléments d'un fruit ou d'une fleur. La
naissance d'une feuille pourrait étre expliquée
par la déstabilisation de la symétrie cylin-
drique de la tige dans un processus de
réaction-diffusion. La validation biologique
reste encore a faire, mais le modéle est trés
séduisant.

Pour terminer, mentionnons que Hans Meinhardt
a proposé des modéles de réaction-diffusion
expliquant les motifs de beaucoup d'autres
coquillages, dont Conus marmoreus, Oliva
porphyria, ou encore Lioconcha castrensis.
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Alan Mathison Turing (1912-1954)

Alan  Mathison Turing
¢tait un mathématicien
anglais, né a Londres le 23
juin 1912. Son pere était
un fonctionnaire d'admi-
nistration coloniale. Un
an apres la naissance, sa
mere alla rejoindre son
pere aux Indes, laissant le jeune Alan a des amis qui se
chargerent de son education.

Dés ses débuts a I'école, il se démarque par son intérét
pour les sciences et les mathématiques. Sa carriere de
mathématicien débuta au King's College de I'Université
de Cambridge en 1931. En recevant son diplome , il fut
fait « fellow » du King's College. Durant les années
1937-1938, il s'installe a I'Université Princeton ou il
travaille sous la direction d'Alonzo Church. Il y déve-
loppe ce que Church a appelé la « machine de Turing ».

Cette invention s'inscrit dans le contexte du débat
sur la notion de « calculabilité » : qu'est-ce qu'une
fonction calculable? C'est une fonction pour laquelle
on peut donner un algorithme qui la calcule. Mais,
qu'est-ce qu'un algorithme? C'est un ensemble de
regles de calcul qu'on peut appliquer mécaniguement.
Si on peut les appliquer mécaniquement, on peut
imaginer construire une machine qui va les exécuter.
A I'époque, Turing avait déja développé des machines
pour résoudre des problemes spécifiques : a chaque
probléme sa machine. Quant a elle, la machine de
Turing, une machine théorique, est universelle. A
la maniere des ordinateurs modernes qu'elle a
permis d'entrevoir, elle peut effectuer n'importe quel
algorithme sur n'importe quelle entrée : il suffit de
coder les instructions de 'algorithme, ainsi que l'entrée,
dans un format adéquat.

Ce concept était révolutionnaire pour I'¢poque. Ce qui
est d'autant plus remarquable, c'est que la machine
de Turing, si puissante sur le plan théorique, est tres
simple. Elle consiste en un ruban infini qui est une
suite de cases dans lesquelles on inscrit un nombre
fini de symboles dans un nombre fini de cases. Chaque
programme consiste en un nombre fini d'instructions.
Au départ, I'entrée est inscrite dans les cases du ruban.
La machine est munie d'un pointeur qui regarde une
case a la fois. Sur cette case, il effectue une instruction
du programme si une instruction pertinente existe,
puis passe a une case adjacente. Il s'arréte quand il ne

peut plus effectuer d'instruction, et on it le résultat du
calcul sur le ruban.

Durant la deuxiéme guerre mondiale, Alan Turing
utilisa ses compétences mathématiques dans le
décodage des messages allemands, encodés par la
machine Enigma qui modifiait continuellement la clé
d'encodage des messages. Il fut un des acteurs principaux
de ces travaux menes a Bletchley Park, le centre secret
du service britannique du chiffre. En 1942, il retourne
aux Etats-Unis pour tenter de percer le secret des codes
japonais. Il y rencontre Claude Shannon qui développait
la théorie de I'information.

En 1952, Turing a élaboré un modele biomathématique
de la morphogenése, tant chez I'animal que chez le
végeétal. Il fit paraitre un article, « The chemical basis
of morphogenesis » (Philosophical Transactions of the
Royal Society of London, aolt 1952), ou il propose trois
modéles de formes (Turing patterns). Dans les années
1990, des expériences de chimie ont confirmé expéri-
mentalement les modéles théoriques de Turing.

Aprés avoir reconnu son homosexualité, en 1952, il fut
l'objet de persécutions et sa carriere fut brisée. Il fut
écarté des plus grands projets scientifiques, méme si
ses compétences avaient été reconnues en 1951 alors
qu'il est devenu membre de la Royal Society.

[l fut accuse d'indécence et de perversion sexuelle et
subit un proces trés médiatisé, et comme on hésitait a
le condamner a la prison a cause des services rendus
durantlaguerre,onluioffritle choixentrel'incarcération
et une castration chimique, réduisant sa libido. Il choisit
la castration. En 1954, il meurt d'un empoisonnement
au cyanure. L'enquéte qui s'ensuivit conclut au suicide.
Selon certaines sources, le moyen d'ingestion du poison
aurait été une pomme partiellement mangée retrouvée
prés du corps de Turing et qui aurait été imbibée de
cyanure, mais on n'a aucune certitude car la pomme n'a
pas eté analysee. Andrew Hodges quia écrit la biographie
de Turing a émis I'nypothése que celui-ci a choisi ce
mode d'ingestion précisément pour laisser a sa mere la
possibilité de croire a un accident. Nombreux sont ceux
qui ont souligné le lien entre sa méthode de suicide et
le film Blanche-Neige et les Sept Nains, duquel il avait
particulierement apprécié la scene ou la sorciere crée
la pomme empoisonnée, au point de régulierement
chantonner les vers prononcés par la sorciére

« Plongeons la pomme dans le chaudron, pour qu'elle
s'impregne de poison ».

N Accronmuoth ol 7« hiver - printemps 2012




Le célebre mathématicien
anglais Hardy raconte
'‘anecdote suivante :
visitant le mathématicien
/ndlen Ramanujan a I'hopital, je lui dis
que le numéro de mon taxi, 1729, n'était
pas intéressant et que j'espérais que ceci
ne soit pas de mauvais augure. « Non »,
me répondit Ramanujan, « c'est un
nombre trés intéressant; c'est le plus petit
nombre qui peut s'écrire de deux maniéres
comme la somme de deux cubes :
1729=13+122=93+10°n.

; Marc Laforest
Ecole Polytechnigue
de Montréal

Les nombres ne sont pas tous nés égaux, non
seulement au sens mathématique, mais aussi
au sens figuré. Comme l'illustre l'anecdote
mettant en vedette les mathématiciens Hardy
et Rdmanujan, les nombres ont souvent
des propriétés qui ne sont pas détectables
au premier coup-d'ceil. Habituellement, on
parle des nombres pairs, impairs et pre-
miers, mais il y a bien d'autres jolis nombres,
comme les nombres de Fibonacci, les
nombres amicaux, les nombres parfaits, etc.
Les nombres sont particulierement élégants
quand ils dénombrent les points qui forment
une figure géométrique.

André Ross
Professeur
de mathématiques

Les pythagoriciens étaient particulierement
fascinés par les nombres construits géomé-
triquement a partir de l'unité. En partant de la
figure la plus simple, celle avec un seul point,
ils construisaient une série de figures sem-
blables en répétant la méme opération pour
passer de l'une a l'autre. Dans l'illustration a
gauche, on ajoute
successivement une

Nombres triangulaires

13 6 10 . :
o o o o ligne de points
1 00 00 appelée gnomon’,

1+2 pour obtenir la pro-

1+2+3+4  chaine figure trian-

;3 21 gulaire. Le nombre

00 °°° de points dans la

000 Q00 ee+ p-itme figure sap-
0000 Q0000 o

00000 0000C¢ pelle  le n-ieme

1+2+3+4+5 Q00000 nombre triangulaire.

1+2+3+4+5+6

1+3+5+7+9

Les nombres carrés sont un autre exemple de
nombres obtenus par l'ajout d'un gnomon.
Dans ce cas, la configuration des points
ajoutés forme une équerre.

Nous présentons dans la page « Problemes »
d'autres familles de nombres semblables
formant des polygones réguliers a k cotés.

Si un nombre est associ¢ a un rectangle
(qui n'est pas simplement une droite), alors

Nombres rectangulaires

Q0 Q00 0000
Q9 Q00 0000
(¢ X&) Q00 0000
6=3x2 9=3x3 12=3x4
Q0000 9000000
Q0000 000000
Q0000 000000
15=3x%x5 18=3x%x6
Q000000
Q000000 ...
Q000000

21=3x7

1. Héron d’Alexandrie (~75 a ~150) donne la
définition suivante : un gnomon est la chose
qui ajoutée a quelque chose d‘autre, figure ou
nombre, forme un tout semblable a ce a quoi
elle a été ajoutée.
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André Ross ® Professeur de mathématiques
d .

55, 66, 78, 91, 105, 120, Nombre triangulaire de ran

136, 153, 171, 190, 210, O Ocinﬁ
. B 43:: {ococ
Jolis, n'est-ce pas ? Mais 2 7= lo000o©
peut-étre trop beaux car . ﬁj_/
le seul nombre premier
mb I €S qu'on retrouve parmi ces 90000 g:::::
° \#ni:]t&premmrs termes est 4 gg::: 5 ggg::O
2 00000 ©
la largeur et la hauteur du rectangle sont Existe-t-il d'autres nom- T w
des facteurs de ce nombre. Par conséquent,  bres premiers parmi les 6
les nombres rectangulaires et les nombres  nombres triangulaires? (« X - 0?
carrés ne sont jamais des nombres  Pour le savoir, il ne saurait N ?O: . n(n+1)
premiers. Peut-on trouver d'autres confi-  étre question d'énumérer : ° : 00 I= 5
gurations, plus complexes, qui représentent  |es nombres triangulaires Q000

des nombres premiers? et de vérifier si chacun
Nous verrons dans le reste du texte que st premier ou non. On

cette question nous ménera a découvrir des  peut aisément obtenir une formule générale
nombres trés jolis et des phénomenes beau- en terme uniquement de n pour decrire les

coup plus riches qu'on pourrait I'anticiper. nombres triangulaires T,. Il suffit de procéder
i i géométriquement en construisant une figure
Les nombres triangulaires plus simple contenant la figure originale. En

Comme l'indique la figure des nombres trian-  ayant recours a des triangles rectangles pour
gulaires en page précédente, le n® triangle est  représenter les nombres triangulaires, on peut
obtenu du triangle précédent en y ajoutant  reproduire ces triangles avec une rotation de
un c6té de longueur n. Algébriquement, en  180° comme dans la figure ci-contre. En les
notant T le n® nombre triangulaire, on ob-  plagant cote-a-cote, les points de la nouvelle
tient la formule de récurrence : figure forment un rectangle de largeur

T=T_ +n n+ 1 et de hauteur n. La figure nous permet

. donc de déduire que :
Un calcul rapide avec cette formule nous a

permet d'obtenir les 20 premiers nombres Tn:”(”"']]

triangulaires : 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 2
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Nombres
triangulaires
centrés
premiers

1

4

10

19

31
46
64
85
109
136
166
199
235
274
316
361
409
460
514
571
631
694
760
829
901
976

1 054
1135
1219
1 306
1 396
1489
1 585
1 684
1786
1 891
1999
2 110
2 224
2 341
2 461
2 584
2710
2 839
2 971
3 106
3244
3 385
3529
3676

Nombres
carres
centrés

premiers

1

5

13
25

41

61
85
113
145
181
221
265
313
365
421
481
545
613
685
761
841
925
1013
1105
1 201
1 301
1 405
1513
1625
1741
1 861
1985
2 113
2 245
2 381
2 521
2 665
2 813
2 965
3121
3 281
3 445
3613
3785
3 961
4141
4 325
4 513
4 705
4 901

Pour que T, soit un nombre premier, il faut
que n/2 ou que (n+ 1)/2 soit égal a 1. Seuls
les nombres T, = 1 et T, = 3 satisfont a cette
condition. Le seul nombre triangulaire
premier est donc 3.

Nombres triangulaires centrés
Onpeutdévelopperd'autressuitesde nombres
ens'inspirantdeladémarche pythagoricienne.
Au lieu d'ajouter une ligne de points a partir
du nombre 1, entourons-le d'un triangle.

Nombres triangulaires centrés

En poursuivant ainsi, le n® triangle est obtenu
en entourant le triangle précédent par un
triangle dont chaque coté possede n points.
Ces nombres, notés t,, sont appelés nombres
triangulaires centrés. En général, le nombre
total de points le long du périmetre de ce
nouveau triangle est :

3(n-1),
si I'on tient compte que les points aux

extrémités sont partagés par deux cotés. La
formule de récurrence est :
t =t _,+3(n=1).

Les cinquante premiers nombres triangulaires
centrés sont donnés dans la colonne a
gauche. Les nombres triangulaires centrés
semblent donc beaucoup plus mystérieux
que les nombres triangulaires car, dans cette
liste, on retrouve treize nombres premiers.

Nombres carrés centrés

En procédant de facon analogue, on peut
construire les nombres carrés centrés. On
entoure le nombre 1 d'un carré, puis on
entoure celui-ci d'un autre carré comportant
un point de plus sur ses cotés, et ainsi de suite.

Nombres carrés
centrés

1 5
°

13

En général, le nombre total de points le long
du périmetre de ce nouveau carré est :

4(n-1),

Ces nombres, notés c,, sont appelés nombres
carrés centrés.

La formule de récurrence est :

c,=¢C,,+4n-1)

La colonne de droite permet de voir que
parmi les cinquante premiers nombres carrés
centrés, il y a vingt-et-un nombres premiers.
La répartition des nombres premiers dans la
suite des nombres carrés centrés semble plus
dense que dans la suite des nombres triangu-
laires centrés.
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Densité des nombres premiers
La densité J](n) des nombres premiers dans
une suite de n nombres est le rapport :

nombre de nombres
premiers dans la suite

nombre de nombres
dans la suite

Pour les 10 premiers termes de la suite des
nombres triangulaires centrés, la densité est :

3
Ht(10)=_
10
En compilant la densité pour les suites
de nombres illustrés a gauche, on obtient le
tableau suivant.

n | I1(n) | TT(n)
10 | 0,300 | 0,600
20 | 0,300 | 0,500
30 | 0,23 | 046
40 | 0,250 | 0,475
50 | 0,260 | 0,420

On remarque que la densité diminue lorsque
le nombre de termes augmente. Est-ce que la
densité des nombres premiers [ ,(n) et [T (n)
s'approchera de zéro lorsque n augmentera?
Plus concretement, est-ce qu'il existe un
nombre infini de nombres premiers parmi les
nombres triangulaires centrés ou les nombres
carrés centrés?

Comme pour les nombres triangulaires,
il est impensable de faire l'inventaire des
nombres premiers parmi les nombres trian-
gulaires centrés ou parmi les carrés centrés
pour répondre a la question. Tentons de
dégager une forme générale de ces nombres.

Des réarrangements
et des formules

Dans la figure en haut a droite les points
sont regroupés pour former trois triangles de
taille T,_, etil reste un point. On peut calculer
t, a l'aide de la formule que nous avons déja
obtenue pour T, que :

t,=1+3T,, 14300

_2+3(n*=n) _3n"=3n+2
2 2

Pour les nombres carrés, on obtient :
c,=2n*-2n+1.

Les nombres triangulaires
centrés et premiers

La forme générale des nombres triangulaires
centreés, t _3n2—3n+2

"2
ne posséde pas une factorisation naturelle
comme les nombres triangulaires T, car le

polyndme au numérateur est irréductible. En
effet, le discriminant

b2 —4ac=(-3)2-4x3x2=-15

est négatif et, selon la formule quadratique,
le polyndme ne posséde aucune racine réelle.
Cela explique le fait que certains nombres
triangulaires centrés sont premiers. A I'aide
d'un ordinateur on peut compter les nombres
premiers parmi les nombres triangulaires
centrés. On peut alors calculer la densité
de nombres premiers parmi les n premiers
nombres triangulaires centrés.

Ce pourcentage est affiché en fonction de n
dans la figure en bas de page dont I'abscisse est
gradué selon une échelle logarithmique. Bien
que ce ne soit pas entierement convaincant, il
semble que les nombres premiers représentent
éventuellement entre 5% et 10% des nombres
premiers parmi les nombres triangulaires
centrés. Plus on avance dans le graphigue,
plus la tendance se clarifie. Malheureusement,
personne n'a encore réussi a démontrer
qu'il existait un nombre infini de nombres
triangulaires centrés et premiers.

Nombre triangulaire
centré
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Nombres premiers
parmi d’autres figures

En construisant les nombres triangulaires
centrés et les nombres carrés centrés, on a
obtenu plusieurs nombres premiers. Si on dé-
veloppait une autre série de figures dont le
nombre de points sur le périmétre était pro-
portionnel a n, alors le nombre de points a
I'intérieur serait nécessairement décrit par
une fonction polynomiale quadratique de n,
car ce nombre serait proportionnel a l'aire de
la figure.

Combien de ces figures compteraient un
nombre premier de points? Est-ce qu'un
nombre infini de ces figures comportent un
nombre premier de points?

Plus généralement, si on considere un
polyndme quadratique irréductible avec des
coefficients entiers, p(n), est-ce que p(n)
serait premier pour un nombre infini de
valeurs de n ? La réponse a cette question
générale est inconnue méme pour le polyndme
extrémement simple p(n) = N + 1 qui
représente un point de plus que le nombre de
points dans un carré. Ce sont donc les voisins
immédiats des nombres carrés n?.

Conjecture de Bunyakovsky
Cette question a été étudiée par le mathéma-
ticien russe Viktor Bunyakovsky qui, en 1857,
a enonce :

Soit un polynéme irréductible p
avec des coefficients entiers pour
lequel le coefficient du monéme
de degré le plus élevé est positif,
et soit d le plus grand facteur
commun de la suite

p(1), p(2), p(3), p(4), ...
Alors la suite

p(1)  p(2) p(3) p(4)
d ' d'd'd'"

posséde un nombre infini
de nombres premiers.

La conjecture de Bunyakovsky n'a jamais été
démontrée et les techniques connues a ce
jour portent a croire que ce probléeme restera
hors de portée pour encore plusieurs décennies.
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Si la conjecture de Bunyakovsky était
démontrée, en l'appliquant au polynéme
p(n)=3n? - 3n + 2, on prouverait qu'il existe
une infinité de nombres triangulaires centrés
premiers et en appliquant a p(n)= 22 - 2n + 2,
on prouverait qu'il existe une infinité de
nombres carrés centrés premiers.

La question plus générale de l'existence de
nombres premiers de la forme an? + bn + ¢

remarqué que le polyndme n? — n + 41
était une excellente source de nombres
premiers et les mathématiciens anglais Hardy et
Littlewood avaient émis quelques conjectures
concernant les nombres premiers de la forme
4n? + bn + c. Il est fascinant que les mathéma-
tiques puissent si aisément nous permettre
d'observer des choses bien qu'elles soient
difficiles a comprendre. Il faut croire qu'il y a

est trés élégante. Euler Iui-méme avait

de la beauté dans l'inconnu.

Godfrey Harold Hardy (1877-1947)

Godfrey Harold Hardy
(1877-1947) est un ma-
thématicien britannique
qui a surtout travaillé en
théorie des nombres et
en analyse. |l fut lauréat
de la Médaille Sylvester
en 1940 et de la médaille
Copley en 1947.

Enfant unique de parents qui étaient maitres d'école,
maisissusde familles pauvres, Hardy recut une excellente
éducation dans les meilleures écoles de la Grande-
Bretagne grace a son talent. Par contre, il sentit
toujours une certaine distance entre lui et ses confreres
de classe issus de milieux aisés. |l vécut seul toute sa vie
dans les chambres d'invités de Cambridge et d'Oxford.

Homme a la fois géné et humble mais confiant et
ayant des opinions arrétées, Hardy pouvait apparaitre
excentrique. |l se défendait de faire des mathémati-
ques utiles, considérant méme que son théoreme de
Hardy-Weinberg sur la variation des alléles en génétique,
aujourd'hui considéré comme un résultat important et
fondamental en biologie, n'était pas tres intéressant.

Hardy fut professeur a Cambridge de 1931 a 1942, puis
a Oxford. Mathématicien treés doué, a la fois intuitif
et rigoureux, Hardy était un excellent communicateur.
Tout au long de sa carriere, il a collaboré avec les
mathématiciens les plus connus de son époque, mais
ses collaborations avec J. E. Littlewood et S. Ramanujan,
ont été particulierement fructueuses.

C'est en 1911 qu'il entreprit une longue collaboration
avec J. E. Littlewood sur des sujets en analyse et en
théorie analytique des nombres. lls firent plusieurs
découvertes et établirent plusieurs conjectures impor-

tantes en théorie des nombres. Une de ces conjectures
prédit que parmi les nombres entiers de la forme n? + 1,
il y a une infinité de nombres premiers (voir page
précédente). La collaboration de Hardy et Littlewood fut
un facteur majeur dans le développement de la théorie
des nombres en un ensemble de conjectures. Ils ont
gnonce conjointement une conjecture sur les nombres
premiers jumeaux.

Son autre collaboration importante fut celle avec le
mathématicien indien Srinivasa Ramanujan qu'il fit
venir en Angleterre en 1914. Malgré leurs différences
culturelles, leur ascétisme et leur amour des mathé-
matiques en firent de bons amis et collégues. Dans un
interview, Paul Erdés demanda a Hardy quelle était sa
plus grande contribution aux mathématiques. Celui-ci
répondit sans hésitation « la découverte de Ramanujan ».

En 1940, Hardy a publi¢ A Mathematician's Apology,
un essai sur l'esthétique des mathématiques. Dans cet
ouvrage, Hardy présente ses réflexions sur ses travaux
en mathématiques pures et le livre se termine par la
célebre phrase :

« The mathematicians patterns, like those of the
painter'sor the poet's, mustbe beautiful, theideaslike the
colours or the words, must fit together in a harmonious
way. Beauty is the first test: there is no permanent
place in the world for ugly mathematics’. »

1. Les modeles mathématiques, comme ceux du peintre
ou du poete doivent étre beaux, les idées comme
les couleurs et les mots doivent s’ajuster de facon
harmonieuse. La Beauté est la premiére exigence; il
n'y a pas de place permanente dans I'univers pour
des mathématiques laides.

a Accronmuoth ol 7« hiver - printemps 2012
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L'histoire du jeune mathématicien Srinivasa Ramanujan est une

des plus incroyables en sciences. Regorgeant d'originalité et de

passion pour les mathématiques, mais pauvre et isolé en Inde, il

a dd surmonter de nombreux obstacles avant que son talent soit

reconnu et qu'il puisse étre libre de poursuivre ses recherches.

Son legs a la société est unique et continue encore aujourd'hui

de stimuler la recherche.

Srinivasd Raménujan
1887-1920

rinivasa Aiyangar Ramanujan est né en
Inde le 22 décembre 1887, dans une famille
pauvre mais brahmane', donc déja vouée
aux études. Brillant éléve a I'¢lémentaire, il
termina premier de son école dans plusieurs
disciplines, dont l'anglais, la géographie et
I'arithmétique.
A son entrée au secondaire, il se passionne
pour les mathématiques et redécouvre méme
quelques théorémes.

En 1906, il s'inscrit au collége Pachaiyappa a
Madras, ouil excelle encore en mathématiques
mais obtient des résultats médiocres dans
les autres disciplines. Comme auparavant,
ses journées entiéres sont consacrées a ses
propres recherches en mathématiques. Sans
grande surprise, il rate sa certification deux
années de suite et doit retourner chez ses
parents.

Srinivasa

A I'age de 16 ans, Ramanujan recoit le livre
de George S. Carr, intitulé A Synopsis of
Elementary Results in Pure and Applied
Mathematics. Ce livre peu orthodoxe conte-
nait une liste de plus de 5 000 théorémes et
identités, le tout présenté de maniere linéaire,
succincte, presque sans explication du
comment et du pourquoi. Au cours des
années suivantes, ce livre devient son seul et
unique tuteur et guide du monde des séries
infinies, des fractions continues, des fonc-
tions elliptiques et, plus particulierement, de
la théorie analytique des nombres.

En 1904, a la fin de son secondaire, Ramanujan
recoit une bourse prestigieuse du nom de
K. Ranganatha Rao, un riche mathématicien
dusud de I'Inde, afin de poursuivre ses études
au Government College a Kumbakonam.
Malheureusement, la passion qui I'enflamme
le pousse a ignorer les autres matieres. |l
échoue lamentablement les examens dans
ces matieres, perd sa bourse et, sa famille
¢tant incapable de payer ses études, il se
retrouve contraint de les abandonner. Humili¢
et déshonoré par les nombreux sacrifices
que ses parents ont fait pour lui, il s'enfuit
pendant plus d'un mois.

1. Caste indienne regroupant les prétres,
les enseignants et les hommes de loi.

mere de Ramanujan organise son
marlage en juillet 1909. Etant un brahmane
trés traditionnel, Ramanujan croit que cet
évenement représente le début d'une nou-
velle étape de sa vie. |l entreprend alors de
trouver un mécéne qui pourrait lui trouver
un emploi modeste mais lui permettant de
poursuivre ses recherches. Pauvre, décou-
ragé et affaibli par la maladie et la faim, il
voyage en Inde d'une personne importante a
I'autre tentant d'obtenir des audiences. Il vit
de la charité des étrangers et de ses anciens
collegues de classe, tout en continuant de
faire des recherches originales. A chaque
fois qu'il se présente, il offre ses deux cahiers
de résultats en guise de preuve de sa réelle
intelligence et de I'originalité de ses résultats.
Malheureusement, ses résultats sont souvent
si complexes que les gens le prennent pour
un fou ou un charlatan.

En 1911, 2gé de 23 ans, il fait paraitre le
probléeme suivant dans le Journal of the
Indian Mathematical Society, nouvellement créé.

?:\/1+2\/1+3\/1+4\/1+...

Plusieurs mois plus tard, n'ayant recu aucune
réponse, probablement a cause de la diffi-
culté liée aux radicaux successifs, Ramanujan
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donne la réponse, 3. Il a formulé le probleme
plusieurs années auparavant sous la forme
d'un théoréme plus général :

x+1=\/1+x\/1+[x+1)\/1+[x+2)\/m

On peut substituer a x n'importe quel nombre
entier, la réponse est x + 1.

En 1912, il obtient un emploi stable comme
fonctionnaire au comptoir de Madras. |l
est encouragé par ses collegues a envoyer
ses résultats a d'éminents mathématiciens
britanniques?, ce qu'il fait en envoyant des
lettres contenant des listes de théorémes.

Le mathématicien Godfrey Harold Hardy est
le seul qui, en 1913, prit le temps d'examiner
en détail vingt résultats que lui avait envoyés

aman

Ramanujan. Aprés une longue discussion avec
son collegue John Littlewood, il conclut que
Ramanujan ne pouvait étre qu'un « homme
de génie », les formules proposés « devraient
étre vraies, parce que personne n'eit pu avoir
I'ildée de les concevoir fausses ».

Hardy invite alors Ramanujan a se rendre
en Angleterre et les deux mathémati-
ciens entreprennent une collaboration tres
fructueuse qui dura cing ans. En 1917, Rama-
nujan est le premier mathématicien indien
a étre nommé membre du Trinity College
et de la Société Royale de Londres. Durant
son séjour en Angleterre, la renommeée
de Ramanujan n'a cess¢ de croitre, mais sa
santé s'est détériorée tres vite, en partie a
cause de son régime strictement végétarien
difficile a satisfaire dans I'Angleterre rationnée
par la guerre. En 1919, il retourne en Inde
gravement atteint de la tuberculose et d'une
carence en vitamines.

[l ' meurt le 26 avril 1920, a 32 ans, laissant
derriere lui des livres entiers de résultats non
démontrés (appelés cahiers de Rdmdanujan)
qui auraient pu rester inconnus sans l'inter-

2. L’Inde est une colonie britannique
depuis le 18¢ siecle. Elle obtient son
indépendance en 1947.

vention du mathématicien Hardy. Les carnets
continuent d'étre étudiés de nos jours, étude
rendue difficile par le fait que Ramanujan
utilisait des notations personnelles. Le
contenu des carnets porte principalement
sur la théorie analytique des nombres.

Ramanujan est célebre pour ses formules
sommatoires impliquant des constantes
telles que s et e, des nombres premiers et la
partition d'un entier introduite en collabora-
tion avec Hardy. On lui doit la formule

Tt~‘H2143 =3,141592 653..
22

dont les 8 premiéres décimales sont celles de
T, ainsi que le nombre « presque entier »

€™ - = 19,999 099 791 895...

ujan

Il a également déterminé divers développe-
ments de 7 en séries comme :

1 _i({Zn)!]3(42n+5]

T _n=0 212n+4[n!)6

ou :
9 801(2 (4n)! (1103+26 390n)

Ve o (n)(08)"

Nombres taxicab

L'anecdote du taxi a donné lieu a une suite
de nombres appelés « nombres taxicab ».
Le n-iéme nombre taxicab, noté Ta(n) ou
Taxicab(n), est le plus petit nombre qui
peut étre exprimé comme une somme de
deux cubes positifs non nuls de n facons
distinctes. Les trois premiers sont :
Ta(1)=2=13+13
Ta(2) =1729=13+123 =93+103
Ta(3) = 87539319 = 16733 + 43633

= 22833 + 42333

= 25533 + 41433
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La bibliothéque de Babel2

Je me retrouvai dans une galerie hexagonale
dontles murs étaient cachés par des étagéres
de livres. Au centre de cette galerie, un puits
permettait de voir, au dessus et en dessous,
d'autres galeries hexagonales a perte de vue.
Elles étaient reliées par des labyrinthes de
couloirs et d'escaliers en colimacon.

Un vieillard, probablement un bibliothécaire,
contemplait le puits. Je m'approchai.

- Qui étes-vous et ol sommes-nous ?

- Je suis Jorge de Burgos® et nous sommes
dans une des galeries de la Bibliothéque de
Babel.

- Comment fait-on pour sortir d'ici ?

- On ne peut sortir d'ici. Cette Bibliotheque
est infinie, c'est I'Univers dans lequel les
hommes naissent, vivent et meurent.

Je compris qu'il croyait en l'existence de

I'infini actuel. En me montrant les miroirs

jalonnant les galeries et multipliant les

images, il ajouta :

- Ces miroirs qui multiplient les images
rappellent que la Bibliothéque est infinie.

1. Selon la Bible, pour atteindre Dieu et connaitre
ses mystéeres, les hommes, qui parlaient alors
la méme langue, entreprirent de construire
une tour qui atteindrait le Ciel. Pour les punir
de vouloir I'égaler, péché d’orgueil, Dieu mul-
tiplia les langues entre les hommes afin qu'ils
ne se comprennent plus.

2. Librement adapté par les auteurs de I'article
avec la collaboration d’André Ross.

3. Umberto Eco, dans son roman Au nom de la
rose, rend hommage a Borges : le vieux biblio-
thécaire aveugle s'appelle Jorge de Burgos!

Je protestai.

- lIs créent lillusion de I'infini, mais ce
n'est pas l'infini. Puisqu'il y a des murs, Ia
Bibliothéque est finie et on peut en sortir.

- Derriére ces étagéres formant un hexagone,
il y a d'autres étageres formant un autre
hexagone, jusqu'a l'infini. Nous sommes au
centre de la Bibliothéque. Dans un espace
infini, on est toujours en son centre et
les frontieres sont inaccessibles. Chaque
hexagone est contenu dans un autre
hexagone, la Bibliothéque est infinie, c'est
I'Univers.

Les livres

Il se rendit compte de mon scepticisme et me

montra les livres.

- La Bibliothéque est infinie puisque le
nombre de livres qu'elle contient est infini.

C'est impossible, murmurai-je, I'infini ne peut

contenir 'infini, il ne peut y avoir différentes

grandeurs d'infini.

Sans m'entendre, il poursuivit :
- Tous les livres ont été concus grace aux

nombres entiers sans lesquels aucun
univers n'est possible.

J'en ouvris un au hasard. Il était composé
d'un labyrinthe de lettres sans aucune
signification. Ici et 1a, je crus cependant
reconnaitre quelques mots, sans liens ni sens.

- Les livres semblent tous du méme format ?

- Les livres ont tous 410 pages de 40 lignes
chacune avec 80 caractéres par ligne.

= -F_Hi.‘_ _'-_____:.—COp yr, -
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La réponse m'apparut sans que j'aie a faire
d'effort.

- Chaque livre est donc composé de
1312 000 caractéres ?

Intrigué par l'incohérence du texte que j'avais
sous les yeux, je demandai :

- Comment ont été rédigés ces livres ?

- Chaque caractére a €té pris au hasard
parmi un alphabet de 22 lettres et de
3 signes de ponctuation.

- Je ne comprends pas!

- En épuisant toutes les possibilités de lettres
et de signes de ponctuation, on a obtenu
tous les livres possibles de 410 pages.
lIs figurent tous dans la Bibliotheque!

Il prit le livre que j'avais dans les mains.

- Prenons ce livre, il existe 25 possibilités
pour le choix du premier caractére puis
25 possibilités pour le second, donc

25 x 25 = 252
possibilités pour les deux premiers caractéres.
Je répliquai :
- Pour un livre de 1 312 000 caractéres,

cela fait donc 25" 312 090 possibilités de
caractéres®.

- Exactement et, a chaque possibilité,
correspond un livre qui est rangé dans la
Bibliotheque.

- Mais alors, le nombre de livres est fini, la
Bibliothéque n'a pas besoin d'étre infinie!
Je suis quand méme surpris, le nombre
d'atomes dans [l'univers est évalué a
environ 108, I y aurait moins d'atomes
que de livres ?

Sans entendre mes protestations, il poursuivit :

-Pour contenir tous ces livres, il a fallu
construire des étageres dont la longueur
totale est infinie.

A ces mots, je pensai avoir trouvé comment
sortir de la Bibliothéque, il n'y avait qu'a longer
les étagéres, d'étages en étages, jusqu'au
bout. Je voulus évaluer le temps nécessaire.

4. L'infini est source de paradoxes et de myste-
res alors que les grands nombres, qui défient
les dimensions de notre univers, ne sont que
des nombres. Dans ce texte, librement ins-
piré par I'ceuvre de Borges, infini et mathé-
matiques se cétoient pour nous permettre
d’explorer une bibliotheque mythique.

Si chaque livre a une épaisseur de 0,02 m,
la longueur totale des étagéres de la Biblio-
théque est :
| = 0,2 x251312000 — 4 5101834095 .
C'est énorme, il me faudrait parcourir la
Bibliothéque trés rapidement. Je me
rappelais que la vitesse de la lumiére est de
300 000 km/s. A raison de 1 000 métres par
kilomeétre, de 3 600 secondes par heure, 24 h
par jour et 365 jours par année, cela faisait
1000 x 300 000 x 3 600 x 24 x 365
=9 460 800 000 000 000

=946 x 10> m,
En divisant la longueur des étageres par celle
d'une année lumiere, j'obtiens

4,23 x 101834073 g,

Je savais que la dimension de I'Univers

est d'environ 1,5 x 10'° al. La longueur des
¢tageres était donc de

282 % 101 834 069
fois la dimension de l'univers!!!

Jeus le vertige en pensant que cette
longueur était dérisoire par rapport a celle
nécessaire pour ranger tous les livres n'ayant
pas 410 pages.
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Autres Bibliotheques
possibles

Je lui dis :

- Il existe peut-€tre des bibliotheques a coté
de celle-ci dont les livres comptent plus
de 410 pages ou moins de 410 pages.
L'Univers est peut-étre constitué¢ d'une
infinité de Bibliothéques.

Le vieux bibliothécaire refusait d'admettre

qu'il puisse exister d'autres bibliotheques

paralléles®. La Bibliothéque de Babel étant
infinie, il ne pouvait exister aucune autre
bibliotheque. Il admettait cependant que la

Bibliothéque eut pu étre congue différemment.

5. En 1600, Giordano Bruno fut accusé d’héré-
sie par I'Inquisition et condamné au bacher
pour avoir soutenu la pertinence d'un uni-
vers infini, qui n'a pas de centre, peuplé
d'une quantité innombrable de soleils et de
mondes identiques au nétre.

- On aurait pu remplacer la Bibliothéque de
Babel par un simple « nombre univers ». Ne
serait-ce pas plus beau ainsi, demanda-t-il?

Le destin des hommes
et le sens de I'Univers

Je pris alors conscience que des milliers de
personnes se bousculaient dans les escaliers
et les couloirs.

- Que font ces gens?

- Tous ces gens sont en quéte du sens de leur
vie. Il cherchent « leur Livre », le livre de leur vie.

Cette quéte me semblait illusoire étant donné
le nombre de livres de la Bibliothéque.

- lls espérent vraiment le trouver ?
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Jorge Luis Borges 1899-1986

Jorge Luis Borges est un écrivain
et poete argentin, né a Buenos
Aires en 1899 et mort a Genéve
en 1986. C'est un des plus grands
écrivains du siécle dernier.

Apres la Premiére Guerre mondiale,
la famille Borges habite en Suisse
durant trois ans et déménage

“ par la suite en Espagne. En 1921,
Borges retourne en Argentine et s'engage dans diverses
activités culturelles. Il commence a écrire des nouvelles
etdes contes a la fin des années 1930 et publie I'Histoire
universelle de I'éternité.

En 1946, a cause de ses positions contre la politique
péroniste, il perd l'emploi dans une bibliotheque
municipale de Buenos Aires qu'il occupe depuis 1938. |l
occupe alors un emploi d'inspecteur des lapins et
volailles sur les marchés publics jusqu'a l'instauration
du gouvernement qui chasse Juan Peron du pouvoir

en 1955. Le nouveau gouvernement nomme Borges
directeur de la bibliothéque nationale et celui-ci
devient également professeur a la faculté de Lettres de
Buenos Aires.

En 1961, il recut le prix international des éditeurs qu'il
partage avec Samuel Beckett. Cette reconnaissance a
suscité l'intérét des lecteurs anglophones et ses ceuvres
ont commencé a étre traduites en 1962. Il recut le prix
Cervantes en 1979, le prix Balzan en 1980 et la Légion
d'honneur en 1983. Il fut nommeé plusieurs fois pour le
prix Nobel de littérature, mais ne I'a pas obtenu.

Ce sont des recueils de nouvelles, dont « Fictions », d'ou
est tirée « La Bibliothéque de Babel », qui I'ont rendu
célebre. Toute sa vie il s'est interrogé sur la réalité du
monde qu'il voyait comme un labyrinthe ou erraient
les hommes. L'infini, du temps comme de l'espace le
fascinait. Les mathématiques l'intéressaient comme un
monde d'idées pures transcendant le notre.

- Oui, mais c'est peine perdue. Les
mathématiques prouvent avec certitude
que leur Livre existe bel et bien et ils ne
peuvent s'empécher de le chercher. Mais,
les mathématiques prouvent aussi qu'il est
inaccessible! La probabilité de trouver leur
livre est nulle puisque le nombre de livres
est infini. Les hommes sont prisonniers de
la Bibliotheque, leur avenir leur échappe,
méme s'il est déja écrit quelque part.

Je n'étais pas d'accord. La probabilité de

trouver un tel livre était trés proche de 0

mais elle n'était pas nulle car le nombre de

livres quoique tres grand était fini.

Il ajouta :

- Parmi tous les livres possibles, il y en a
au moins un qui explique les mysteres
fondamentaux de I'humanité : I'origine de
la Bibliothéque et du Temps.

- Devant ces pélerins errant inlassablement,
pas aprés pas, dans les couloirs en quéte
de leur Livre et du Livre expliquant le secret
de ['Univers, tout en sachant ces livres
inaccessibles, comment ne pas voir l'infini
potentiel des nombres ou, unité apres
unité, la fin restera toujours inaccessible?

- Et ce Livre Total qui est la clef, le résumé
parfait de tous les autres mais qui est
inaccessible, comment, reprit-il, ne pas y
voir I'infini en acte.

Je répliquai :

- Et si, tout compte fait, il fallait se résoudre
ace que seule la
quéte donne
un sens a sa
vie, son objet
¢tant a jamais
inaccessible ?

Sans porter

attention & mes

propos, Jorge de

Burgos conclut en

revenant au

chatiment imposé
aux hommes
orgueilleux

de Babel:

« Toi qui me

lis, es-tu sar de
comprendre ma
langue? »
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Christiane Rousseau
Université de Montréal
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Quelle est I'aire
du tapis de Sierpinski?

_.VYV.,VYV. vVyv. Nyv.

Tapis de Sierpinski

Le tapis de Sierpinski s'obtient par itération :
on commence avec un triangle et on enléve le
triangle du milieu. Il reste trois triangles. Dans
chacun on enléve le triangle du milieu, etc.

Nous laissons pour la section problémes
de vérifier que I'aire du triangle de Sierpinski
est nulle!

ALl

Triangle initial

AL

Triangle initial

itérée 1 itérée 2

itérée 1 itérée 2

S
Commsat mesure t-on la taille d'un objet geometr/que7 Pour des
sous-efsembles du plan"on utilise le per/metre le d/ametre'*f aire,

i -re » -
etc Ces concepts ne suff/sent pas pour des objets aussi complexes
. ¥ —— —
que & fractals méme éluli ne sont pas sans intérét. Comment quan-
tifier la CompleXIte des fractals 2 ’La dimension permet de le faire.
Nous allons nous concentrer sur deux fractals : le tapis de S/erpm:s'kl

Mie base%le a sa Meur et le flocon d.e,von Koch."u

;.,;v*

~Dime

‘U’luj 9 2

Quelle est la longueur
du flocon de von Koch?

Flocon de von Koch

Lui aussi s'obtient par itération. A chaque
¢tape de ['itération on remplace un segment
par un groupe de quatre segments, chacun
de longueur égale au tiers de la longueur du
segment initial.

Nous laissons pour la section problémes de
vérifier que la longueur du flocon de von
Koch est infinie!

Ces fractals sont bien étranges! Effective-
ment, savoir que la longueur du flocon de
von Koch est infinie nous dit que l'objet est
complexe puisqu'il est situé dans un domaine
fini. Avant de donner plus d'information sur
ces objets en les décrivant a I'aide de leur
dimension, commencons par donner une
application.

1. Cet article est la version frangaise d’une
vignette écrite pour le projet Klein :
www.kleinproject.org
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La nature se sert de

ces propriétés étranges!

De méme que le flocon de von Koch est une
courbe fractale de longueur infinie dans une
surface finie, on peutimaginer qu'une surface
d'aire infinie soit logée dans un volume fini.
En s'arrétant aprés quelques étapes dans
une construction itérative comme les préce-
dentes, on peut donc obtenir une trés grande
aire. Eh bien, la surface externe de l'intestin
gréle est d'environ 0,5 m? alors que sa
surface interne est de I'ordre de 300 m?!

Intestin

Cette trésgrande surface permet de maximiser
I'absorption intestinale. Il en est de méme de
la surface des alvéoles a I'extrémité des bron-
chioles dans les poumons qui est d'environ
100 m2. Puisque l'arbre des bronches est de
nature fractale, la surface totale des alvéoles
est trés grande, permettant ainsi de maximi-
ser les échanges gazeux.

Comment peut-on décrire
formellement le concept
de dimension?

On commence avec notre intuition qui nous
suggére que les courbes lisses sont de dimen-
sion 1, les surfaces lisses de dimension 2, et les
volumes pleins de dimension 3. Donc, toute

bonne définition de la notion de dimension
doit donner 1 pour les courbes lisses, 2 pour
les surfaces, et 3 pour les volumes pleins.

Voici une méthode pour définir la dimension
d'un objet du plan : on recouvre un objet
avec de petits carrés identiques. Considérons
le cas d'une courbe.

e Sion prend des carrés de coté deux fois
plus petits, on a besoin d'environ deux fois
plus de carrés pour recouvrir la courbe.

® Sjon prend des carrés de coté trois fois
plus petits, on a besoin d'environ trois fois
plus de carrés pour recouvrir la courbe.

® Sion prend des carrés de coté n fois plus
petits, on a besoin d'environ n fois plus de
carrés pour recouvrir la courbe. Remar-
quons que n=n'.

Regardons maintenant le cas d'une surface.

® Sion prend des carrés de coté deux fois
plus petits, on a besoin d'environ quatre
fois plus de carrés pour recouvrir la surface.

® Sj on prend des carrés de coté trois fois
plus petits, on a besoin d'environ neuf fois
plus de carrés pour recouvrir la surface.

® Sion prend des carrés de coté n fois plus
petits, on a besoin d'environ n? fois plus
de carrés pour recouvrir la surface.

g Accronuth Vol. 7 ® hiver — printemps 2012
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Applications

On voit donc que la dimension semble étre
I'exposant. Cette maniére de voir nous ameéne
a définir la dimension ainsi.

Un sous-ensemble du plan
est de dimension d si,
quand on prend des carrés de
coté n fois plus petits, on a besoin
d'environ nd fois plus de carrés
pour recouvrir le sous-ensemble.

Deux remarques :

® Nos carrés auraient pu étre penchés. lIs
auraient aussi pu se chevaucher sans que
cela ne change la dimension obtenue.

® Au lieu de carrés on aurait pu utiliser seu-
lement des rectangles avec un rapport
donné de la longueur sur la largeur sans
que cela ne change la dimension obtenue.

Tous les objets n'ont pas nécessairement de
dimension si la « densité » de I'objet varie lors
de zooms successifs. Mais les objets auto-
similaires comme les fractals ont en général
une dimension qui, le plus souvent, n'est pas
un entier.

Calculons maintenant

la dimension du triangle

de Sierpinski

avec notre définition.

¢ On a besoin d'un carré de coté égal a

la base du triangle de Sierpinski pour le
recouvrir.

® On a besoin de trois carrés de coté égal
a la moitié de la base du triangle de
Sierpinski pour le recouvrir.

¢ On a besoin de neuf carrés de coté égal au
quart de la base du triangle de Sierpinski
pour le recouvrir.

® On a besoin de 27 carrés de coté égal
au huititme de la base du triangle de
Sierpinski pour le recouvrir.

Remarquons que :

g3 log3 log3
3=21,9=4" 27=8" etc
En effet,
logd gy b3

2I092 —e log2 _ eIog3 =3'

ce qui suggeére que
_log3 _ 1,585.
log2

Passons maintenant
au flocon de von Koch.

Ce n'est pas tout a fait aussi simple! En
effet, si on utilise des carrés dont le coté a
la longueur d'un segment d'une itérée dans
la construction du flocon, alors certains
carrés recouvriront un segment, tandis que
prés d'une pointe du flocon un méme carré
pourra recouvrir deux segments. Tout serait
tellement plus simple si on utilisait a chaque
étape autant de « tuiles » que de segments
dans l'itérée du flocon de von Koch! C'est ici
que notre seconde remarque entre en jeu !
On va utiliser des tuiles rectangulaires dont
la longueur est un segment d'une itérée et la
largeur trois fois moindre.
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Alors, a chaque itérée, on aura autant de rec-
tangles que de segments et, si ces rectangles
sont placés sur l'extérieur, ils couvriront les
nouvelles pointes du flocon que nous ne
manquerons pas d'ajouter dans les itérées
suivantes.

Ainsi, a chaque itérée, on a besoin d'autant
de rectangles que de segments. Au départ,
le triangle avait trois segments. A chaque
itérée, on a multiplié le nombre de segments
par 4 et donc, on a multiplié le nombre de
rectangles par 4. On a aussi utilisé des
rectangles de coté 3 fois plus petits. Puisque
log4
4=3"%3,
alors on conclut que la dimension du flocon
de von Koch est
dzloﬂzma
loa3

La dimension donne une mesure de la
complexité etfou de la densité d'un objet
fractal. Les deux objets que nous avons
considérés sont « plus qu'une courbe et
moins qu'une surface ». Ceci se traduit par
le fait que leur dimension est supérieure
a 1, mais inférieure a 2. De plus, on sent
que le triangle de Sierpinski est plus dense
que le flocon de von Koch qui ressemble a
une courbe épaissie. De fait, sa dimension
fractale est supérieure.

La notion de dimension est un outil utile
pour les scientifiques.

Par exemple, le réseau
de capillaires n'est pas le méme
au voisinage d'une tumeur
qu'ailleurs dans le corps.

Les scientifiques tentent de quantifier ceci
a I'aide de la dimension fractale, de maniére a
améliorer les diagnostics que I'on peut réaliser
par le biais de seules images médicales.

Il est connu que les athlétes de haut
niveau sont plus sensibles a I'asthme
que la population en général.

Pourquoi? Le mathématicien Benjamin
Mauroy a étudié la structure de l'arbre des
bronches et tenté de caractériser le poumon
idéal. La trachée-artére se divise en deux
bronches, chacune d'elles se divisant en deux
bronches, etc.

En tout, il y a 17 niveaux de bronches avant
d'arriver aux acini ou se font les échanges
gazeux entre l'air et le sang. Si les bronches
sont trop étroites, alors la pression augmente
quand l'air pénétre au niveau suivant, ce qui
accentue la force nécessaire pour respirer.
Mais si elles sont trop larges, alors le volume
des bronches augmente trop. Le poumon
optimal devrait donc avoir le volume minimal
nécessaire pour que la pression n‘augmente
pas quand l'air pénétre dans les bronches.
Le poumon humain a un volume supérieur a
celui du poumon idéal. Pourquoi? Ce poumon
idéal est dangereux en cas de pathologie,
comme |'asthme, causant une diminution du
diamétre des bronches ou bronchoconstriction.
Donc, le poumon humain posséde une
marge de sécurité qui nous protége en cas
de bronchoconstriction. Mais, les poumons
des athlétes de haut niveau sont plus prés du
poumon idéal, ce quiexplique leur plus grande
vulnérabilité. Peut-étre qu'une pression
supérieure améliore la descente de lair
jusqu'aux acini et favorise les échanges gazeux ?

Accronuoth  vol. 7« hiver— printemps 2012
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André Ross
Professeur
de mathématiques

Galoisestné il ya 200 ans, le 25 octobre 1811 a Bourg-la-Reine.

|l 'est mort en duel le 31 mai 1832. Durant cette vie trés bréve

dans laquelle les mathématiques et la politique s'entremélent et

malgré ce destin tragique, il a eu le temps de faire une décou-

verte qui a apporté de grands changements en algebre.

Evariste Galois
1811-1832

es parents de Galois faisaient partie de la
petite bourgeoisie qui avait été favorisée par
la Révolution grace a la sécularisation des
¢écoles cléricales le 2 novembre 1789. Son
pere Nicolas-Gabriel était directeur de I'école
du village et devint maire de Bourg-la-Reine
lors des Cent-Jours'. Sa mere, Adélaide Marie
Demande, venait d'une famille de juristes et de
magistrats. Elle s'est occupée de I'éducation
primaire de ses trois enfants, Nathalie, 'ainée,

Evariste et Alfred, le cadet. Cette éducation
€tait centrée sur les humanités, en particulier
le latin et le grec.

En 1823, la famille emménage dans un loge-
ment derriere le College Royal Louis-le-Grand
4 Paris, ou Evariste fait son entrée 4 12 ans. Il
y débute son engagement politique. Au cours
du premier trimestre, les éléves soupconnent
le nouveau proviseur de vouloir rendre la
gestion du college aux Jésuites, qui sont
le fer de lance de la réaction de droite qui
suivit I'abdication de Napoléon en 1814. Les
gléves protestent en refusant de chanter a Ia
chapelle et de porter un toast a Louis XVIII
lors d'un banquet de I'école. Quarante éleves
sont renvoyés, ce qui contribue a alimenter la
méfiance de Galois envers l'autorité. En 1826,
il est autorisé a s'inscrire en Mathématiques
¢lémentaires et absorbe tres facilement les
Eléments de géométrie de Legendre (Adrien-
Marie, 1752-1833).

Il se passionne alors pour les mathématiques,
délaissant les autres matiéres, mais il se
classe quand méme deuxieme en grec, grace
a la formation recue de sa mére. En 1828, il

1. Les Cent-Jours désigne la période de
I’Histoire de France comprise entre le 18" mars
(retour en France de I'empereur Napoléon [¢7)
et le 22 juin 1815 (seconde abdication)

assimile le traité d'algebre, celui d'analyse
et les mémoires de Lagrange (Joseph-Louis,
1736-1813) sur la résolution des équations
et les fonctions analytiques. Cette méme
année, il est lauréat au Concours général de
mathématiques. Il décide alors de se prépa-
rer en solitaire au concours d'entrée a I'Ecole
Polytechnique, dont les concurrents sont
habituellement de trois ans plus agés. Il est
recalé au concours tenu a I'été 1828.

A la rentrée de 1828, le professeur Louis-
Paul-Emile Richard (1795-1849), qui dirige
la classe préparatoire de Mathématiques
Spéciales a Louis-le-Grand, admet Galois dans
son cours, méme si celui-ci n'a pas encore
son baccalauréat. Le professeur explicite
clairement au reste de la classe les solutions
que Galois donne aux problémes posés.

Le 1¢" mars 1829, Galois publie son premier
article dans les Annales de mathématiques
pures et appliquées de Gergonne (Joseph
Diaz, 1771-1859). Cet article porte sur le
développement périodique en fractions
continues des racines d'un polynéme. Galois
y démontre que :

Si une des racines d'une équation de degré
quelconque est une fraction continue immé-
diatement périodique, cette équation aura
nécessairement une autre racine également
périodique que ['on obtiendra en divisant
l'unité négative par cette méme fraction
continue périodique écrite en ordre inverse.

En mars 1829, il remet a Cauchy (Augustin
Louis, 1789-1847) les premiéres ébauches
d'un Mémoire sur les conditions de résolubi-
lité des équations par radicaux.



Le 2 juillet, le pére de Galois se suicide a la
suite d'une cabale menée par ses adversaires
politiques qui prénent un retour a I'Ancien
Régime. Deux semaines plus tard, secoué par
ce drame, Galois échoue une seconde fois au
concours d'entrée a Polytechnique. Il décide
alors d'entrer a I'Ecole Normale.

Cauchy, qui avait demandé a Galois de réviser
son mémoire pour l'inscrire au grand prix
de mathématiques de |'Académie, remet le
mémoire de Galois a Fourier (Jean Baptiste
Joseph, 1768-1830), secrétaire perpétuel de
I'Académie des Sciences. Fourier emporte le
manuscrit chez lui et meurt peu aprés. Le
manuscrit est perdu et le prix est décerné a
Abel (Niels Henrik, 1802-1829) mort I'année
précédente et a Jacobi (Charles Gustav Jacob,
1804-1851).

la quéte de méthodes générales de
résolution des équations avait débuté avec
Al-Khawarizmi, qui a développé diverses
procédures a partir de notions géomeétriques
des Eléments d'Euclide. A I'époque de Galois, des
méthodes générales avaient été découvertes
pour exprimer les solutions des équations
de degré 2, 3 et 4 a l'aide des radicaux. Depuis
prés de trois cents ans, les mathématiciens
cherchaient a exprimer les solutions des
équations de degré cing a l'aide de radicaux.
Galois prit connaissance de ce probleme a
la lecture de textes de Lagrange. I résolut
définitivement la question en proposant une
condition nécessaire et suffisante pour la
résolubilité d'une équation par radicaux. Une
équation de la forme

A+ b+ e+ bx2+ex+ =0

ne pouvant satisfaire cette condition, il
démontrait ainsi que sa résolution a I'aide de
radicaux est impossible.

En 1824, Charles X succéde a Louis XVIII
et le gouvernement accumule les mesures
impopulaires - dont la dissolution de la Garde
Nationale, créée en 1789, car ses membres
ont manifesté contre le gouvernement,
et la suppression de la liberté de la presse.
Ces mesures provoquent trois journées de
révolution, appelées les « trois glorieuses »,
les 27, 28 et 29 juillet 1830. Le directeur
de I'Ecole Normale fait verrouiller les portes
pour empécher les éleves de participer

| André Ross ¢ Professeur de mathématiques

Procédure de résolution
par Al-Khawarizmi

Al-Khawarizmi explique la solution
de I'équation x* + 10x = 39 de la
facon suivante :

. un carré et dix fois la racine
donne 39 unités. Pour résoudre,
on prend la moitié des racines.
Dans le probléeme, le nombre de
racines est 10 et la moitié est 5 qui,
multiplié par lui-méme, donne
25. Une quantité qui ajoutée a 39
donne 64. La racine de ce nombre

est 8 et en soustrayant la moitié
des racines, on obtient 3 qui est
une racine de ce carré et le carré
est 9.

Géométriqguement, cela donne :
X 5

Aire :
X - 10x + 25 = 64

aux manifestations comme le font ceux de

Polytechnique, ce qui accroit la frustration
de Galois. Charles X quitte Paris et le duc
d'Orléans lui succede sous le nom de Louis-
Philippe, grace a des manceuvres des députés
libéraux qui sont jugées frauduleuses par les

républicains.

A cause de son implication politique, Galois
est emprisonné deux fois. Acquitté la
premiére fois, il est condamné a six mois
la seconde fois pour port illégal de I'uni-
forme de la Garde Nationale. En mars 1832,
il est transféré dans une clinique a cause de
I'épidémie de choléra qui sévit a Paris. Durant
son séjour a cette clinique, il a une breve
liaison avec la fille d'un interne. Il semble que
c'est suite a la rupture de cette liaison qu'il
a été provoqué en duel. Le 29 mai, il révise
les textes de ses travaux mathématiques et
demande a son ami Auguste Chevalier de les

faire éditer.

Le matin du 30 mai, aprés le duel, il est
abandonné dans un champ, griévement
blessé. Relevé par un paysan, il est conduit a
I'nopital Cochin, ou il décede de péritonite le
31 dans les bras de son jeune frere Alfred.

Dix ans plus tard, Alfred et Auguste Chevalier
convainquent Joseph Liouville (1809-1882)
de lire un des articles de Galois écrit en 1830.
Liouville le présenta a la communauté scien-
... J'espere
intéresser I'Académie en lui annoncant que
dans les papiers d'Evariste Galois j'ai trouvé
une solution aussi exacte que profonde de ce
beau probléme : Etant donnée une équation
irréductible décider si elle est ou non réso-

tifique en 1843 en ces termes: «

luble par radicaux. »
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Tout comme Galois, Niels Henrik Abel s'est intéressé tres jeune

au probléeme de la résolution des équations du cinquiéme degré,

mais il s'est également intéressé aux fonctions elliptiques. Tout

comme Galois, il est mort tres jeune sans avoir eu le temps de

réaliser ses ambitions. Galois est mort dans les bras de son jeune

frere, Abel dans les bras de sa fiancée.

Niels Henrik Abel
1802-1829

iels Henrik Abel est un mathématicien
norvégien né le 5 aoGt 1802, a Frindoé pres
de Stavanger. Il est connu pour ses travaux
en analyse mathématique sur la semi-
convergence des séries numériques, des
suites et séries de fonctions, sur les critéres
de convergence d'intégrale généralisée et sur
la notion d'intégrale elliptique; en algebre,
sur la résolution des équations.

Abel s'attague alors a un des problémes
importants de I'époque : comment résoudre
les équations du cinquieme degré a l'aide des
radicaux. Croyant avoir trouvé la solution, il la
soumetaHolmboé eta Hansteen (Christopher,
1784-1873), professeur de mathématiques
appliquées a [I'Université d'Oslo. Ceux-ci
ne détectent pas d'erreur et le manuscrit est
envoyé au mathématicien danois Degen

Niels Hennk Abel

Abel, deuxieme d'une famille de sept enfants,
passa ses premieres années dans un pays
frappé par la famine du fait du blocus
continental, Napoléon ayant contraint les
couronnes de Norvege et du Danemark a
rejoindre sa coalition contre I'Angleterre. Son
pere, Soren Georg Abel, éduqua lui-méme ses
deux fils ainés jusqu'en 1815, puis les envoya
a l'école Cathédrale de Christiania. Dans cette
école, le latin, le grec et la religion étaient
enseignés a l'ancienne, avec punitions et
chatiments corporels. Abel n'y échappe pas
et, a l'automne 1816, il quitte provisoire-
ment I'école. La situation évolue en 1817 a
la suite du renvoi du professeur Hans Peter
Bader, consécutif au déces d'un éléve. L'école
recrute un jeune enseignant ouvert aux idées
nouvelles et intéressé par les mathéma-
tiques, Bernt Michael Holmboé. Celui-ci fait
travailler les éléves individuellement en leur
proposant divers problémes. Abel se prend au
jeu et découvre qu'il est capable de résoudre
des problémes qui sont trop difficiles pour les
autres éleves. Il se passionne alors pour les
mathématiques, y consacre tout son temps
et assimile les ouvrages de mathématiques
que Holmbog lui préte. Ce dernier écrit dans

le carnet scolaire d'Abel de 1815: « Un
don mathématique exceptionnel ». L'année
suivante, il note : « ... s'il vit, il sera probable-

ment un grand mathématicien ».

(Charles-Ferdinand, 1766-1825), qui ne
détecte pas de faute non plus. Connais-
sant I'ampleur du probléme, Degen suggére
cependant a Abel de clarifier son texte et de
produire des exemples. Il en profite pour lui
suggérer de s'attaquer a une branche des
mathématiques ayant plus d'applications,
les fonctions elliptiques. En développant
des applications numériques, Abel constate
rapidement que sa solution des équations du
cinquieme degré n'est pas applicable dans
tous les cas.

En 1821, Abel entre a l'université ou il a des
notes médiocres, sauf en mathématiques
ou ses notes sont excellentes. Au printemps
1823, il recoit une bourse pour aller présenter
ses travaux aux mathématiciens danois. Il y
rencontre Degen qui est impressionné par les
résultats d'Abel sur les intégrales elliptiques.
[l 'y fait €également la connaissance d'une
jeune danoise, Christine Kemp, surnommée
Crelly, avec qui il entretient par la suite une
correspondance amoureuse. De retour de
son voyage, il se plonge a nouveau dans le
probleme de la résolution des équations du
cinquieme degré et il prouve I'impossibilité
de les résoudre par des radicaux. Apprenant
qu'une famille d'un village a une journée de
voyage d'Oslo cherche une gouvernante, il
propose a Crelly de faire application pour se
rapprocher, ce qu'elle fait.



Il obtient ensuite une bourse pour deux ans
afin de se rendre a Paris, puis a Gottingen
pour y rencontrer Gauss. Parti a I'été 1825
avec deux de ses amis, il fait un détour
par Berlin ol il rencontre Crelle (Auguste
Léopold,1780-1855) qui songe a créer un
journal de mathématiques, le Journal de
Crelle, et sollicite la collaboration d'Abel. De
novembre 1825 a feévrier 1826, Abel rédige
six articles, dont I'un contient la preuve de
I'impossibilité de ['‘équation du cinquiéme
degré par radicaux. Dans un autre article, il
démontre le critére de sommabilité d'Abel sur
les séries semi-convergentes.

En mars 1826, Abel quitte Berlin et rejoint
Paris au mois de juillet en faisant un détour
par Freiberg, Dresde, Vienne et Venise.

Encore inconnu, Abel ne parvient pas a entrer
en contact avec les mathématiciens francais
dont il a lu les livres, Adrien-Marie Legendre,
Siméon Denis Poisson et Augustin Louis
Cauchy. Pour se faire reconnaitre, il dépose a
la fin du mois d'octobre aupres de I'Académie
des sciences un mémoire intitulé Recherches
sur une propriété générale d'une classe trés
large de fonctions transcendantes. Ce travail
aboutita une formule générale pour addition-
ner deux intégrales elliptiques. Le rapporteur
désigné, Cauchy,impressionné parlalongueur
du mémoire et la technicité du contenu, en
remet la lecture a plus tard. Dans I'attente
d'une invitation qui ne viendra pas, Abel peut
lire une nouvelle édition augmentée du Traité
des fonctions elliptiques de Legendre. || rédige
alors deux articles pour le Journal de Crelle
intitulés Recherche sur les fonctions ellip-
tiques (mémoire 1 et mémoire 2) et publiés
en 1827 et 1828. Lassé et a court d'argent,
il quitte finalement Paris en décembre 1826.

De retour en Norvege, Abel ne peut obtenir
de poste stable a l'université, et doit accepter
un travail de répétiteur dans une académie
militaire récemment créée. Quelques mois
seulement aprés son retour, il contracte la
tuberculose. C'est a ce moment que Jacobi
publie ses premiers résultats sur les inté-
grales elliptiques : d'abord un théoréme sur
les transformations rationnelles dans ces
intégrales, puis une formule d'inversion.
En mai 1828, Abel généralise le résultat de
Jacobi sur les transformations rationnelles.
Ce dernier est enthousiaste et fait a Legendre
I'tloge d'Abel.

| André Ross ¢ Professeur de mathématiques

Abel s'exprime ainsi : « [...] on se proposait de résoudre les équations sans
savoir si cela était possible. Dans ce cas, on pouvait bien parvenir a la
résolution, quoique ce ne fiit nullement certain [..] Au lieu de demander
une relation dont on ne sait pas si elle existe ou non, il faut se demander

si une telle relation est en effet possible. »

En 1826, Abel part du résultat et suppose qu'il existe une formule, fonc-
tion rationnelle de radicaux, qui donne la solution d'une équation de
degré 5. Il sait qu'elle est a méme d'exprimer 5 racines différentes et
qu'en conséquence, elle posséde un comportement précis vis-a-vis des
permutations des variables, déja étudiées par Vandermonde, Lagrange
puis Cauchy. Il démontre que ce comportement introduit une absurdité.

Malgré ses succés en mathématiques, Abel
se sent bien seul a Oslo et a 'approche de
No€l, il envisage de se rendre a Froland poury
retrouver Crelly, ce que lui déconseillent son
médecin et ses amis. Pour se rendre a Froland,
il faut faire un voyage de plusieurs jours en
traineau, mais Abel ne peut résister au deésir
de voir celle qu'il aime pour Noél. Il écha-
faude avec elle des projets d'avenir, mais, le
9 janvier, alors qu'il doit repartir pour Oslo, il
est pris de violentes quintes de toux et crache
le sang. Le médecin appelé a son chevet
prescrit le repos complet. La santé d'Abel
s'améliore quelque temps pour se détériorer
a nouveau. Il meurt le 6 avril 1829.

A I'occasion du bicentenaire de la mort d'Abel,
I'Académie norvégienne des sciences et des
lettres, en collaboration avec la Société euro-
péenne de mathématiques et I'Union mathé-
matique internationale, a créé le prix Abel qui
est décerné tous les ans. Le prix récompense
un travail de premier ordre dans le domaine
des mathématiques. Le travail sélectionné peut
avoir permis de résoudre des problémes fon-
damentaux, apporté des techniques riches de
conséquences, des principes synthétiques, ou
avoir ouvert de nouveaux champs d'investiga-
tion. Le montant du prix est d'environ un million
de dollars.
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Impossible
de gagner

mﬁ’ubrique aes I

Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences
et Technologies de Lille

Il s'agit d'un paradoxe di au mathématicien
prestidigitateur P. Diaconis.

On vous propose le jeu suivant dénommé

La prochaine est rouge :

- on bat les cartes d'un paquet de 32 cartes ;

- le meneur de jeu retourne les cartes une a
une ;

-a un moment, librement choisi par vous,
vous arrétez le meneur de jeu et vous
annoncez : « la prochaine carte est rouge » ;

g Accronmoth  vol. 7« hiver— printemps 2012

- le meneur retourne la carte, si vous avez
raison vous avez gagne, sinon Vous avez
perdu.

Vous pouvez utiliser la méthode que vous

voulez et, par exemple, attendre que presque

toutes les cartes soient passées. Vous

pouvez méme attendre qu'il ne reste
plus qu'une seule carte.

Notez bien cependant que vous
ne pouvez pas choisir entre
rouge et noire (sinon, en
attendant qu'il ne

reste qu'une carte, vous gagneriez a chaque
fois) : vous étes obligé de parier sur rouge
et lorsqu'il ne reste qu‘une seule carte vous
étes donc obligé de dire « la prochaine carte
est rouge ». La stratégie évidente consistant
a attendre la derniére carte vous garantit de
gagner une fois sur deux au moins (ce qui
n'est pas mal). La stratégie consistant a parier
des la premiére carte donne aussi une chance
sur deux de gagner. Il ne faut donc ni se
précipiter, ni trop attendre pour avoir une
probabilité de gagner supérieure a 1/2.
Puisqu'on voit défiler les cartes (elles restent
visibles une fois retournées), et qu'on est
donc bien informé de ce qu'il reste dans le
paquet des cartes a venir, il semble a peu pres
évident qu'il doit exister une méthode pour
gagner plus d'une fois sur deux. Le paradoxe
est que ce n'est pas le cas : quelle que soit
la méthode que vous adopterez, vous ne
gagnerez jamais plus d'une fois sur deux (ni
d'ailleurs moins d'une fois sur deux). Vous
en doutez ? Proposez donc une méthode et
testez-la. Vous constaterez sans doute qu'elle
ne vous permet pas de gagner plus d'une
fois sur deux. Essayez de démontrer par
un raisonnement mathématique rigoureux
que c'est bien ainsi, et envoyez-moi votre
raisonnement.

Si vraiment vous découvrez une stratégie qui
vous donne mieux qu'une chance sur deux de
gagner, je suis prét a jouer avec vous.

Il faut que vous soyez sir de vous car nous
jouerons a 2 contre 3 : a chaque partie, vous
engagerez 3 euros et moi 2.



Solution du paradoxe précédent

Le paradoxe était graphique. Une série de
9 images A, B, C, D, E, F, G, H, | était pro-
posée. Chacune était obtenue a partir de Ia
précédente en réduisant la taille de I'image
de moitié et en replacant cote a cote quatre
réductions pour obtenir une image de la
taille initiale. L'image A était une copie de
la célebre Mona Lisa, I'image B comportait
4 Mona Lisa... comme si elle avait été pho-
tographiée par un photomaton. L'image C
en comportait 16. L'image D en comportait
64, etc. On précisait que le nombre de pixels
¢tait conservé d'une image a l'autre car les
pixels étaient seulement déplacés.

Etrangement, I'image | (la neuvieme) était
identique a I'image A (la premiére), qui était
donc « revenue » comme par miracle ! Il
s'agissait d'expliquer cet étrange paradoxe
graphique.

La solution est mathématique et s'appli-
querait a toute transformation déplacant
les pixels d'une image. Puisque seuls des
déplacements de pixels sont opérés d'une
image a l'autre, cela signifie que la trans-
formation est ce qu'en mathématiques on
appelle une permutation des pixels.
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a

RESULTAT DE LA TRANSFORMATION

a b d

C

TRANSFORMATION

Déplacements

R

b

Echange

C

Solution du paradoxe précédent

Notons p cette permutation. Sur le dessin
de la page précédente, on a :

B = plA), C= plp(A), etc.

On sait que les permutations d'un ensemble
fini constituent un groupe®, ce qui signifie
(entre autres choses) qu'il existe un entier
k, tel que p opéré k fois est la transforma-
tion identité (c'est-a-dire l'opération qui
ne change rien). Cela explique pourquoi on
revient a l'image initiale.

Ce résultat peut sembler un peu abstrait, en
réalité il est facile : lorsque I'on opére des
modifications d'ordre bien précises et qu'on
les recommence, on finit toujours par reve-
nir a son point de départ. Voici un exemple
simple qui fera comprendre I'idée.

Dans une liste de 5 objets, on échange le
premier et le troisieme, et, en
méme temps, on fait passer
le deuxieme en position 4,
celui qui est en position 4

est mis en position 5 et celui
d qui est en position 5 est mis
en position 2 :

abcde — ceabd.

Si, partant de abcde, on
recommence sans cesse cette
transformation, on obtient
successivement les agence-
ments deécrits dans l'illustration en bas de
page. On est revenu au point de départ en
6 étapes.

Troisieme
transformation

Deuxiéme
transformation

Quatrieme
transformation

Avec nos pixels, la situation était analogue,
et donc on était certain deés le départ que
I'image initiale réapparaitrait. Pour justifier
qu'elle réapparait a la huitieme itération
exactement (ni avant, ni aprés) il faut entrer
dans le détail de la définition de la trans-
formation du photomaton. L'image utilisée
comporte 256 lignes et 256 colonnes
(numérotées de 0 a 255). La transformation
du photomaton consiste a réaliser I'opération
suivante sur les numeéros des lignes : on
prend les lignes de rang pair qu'on fait
suivre de celles de numéro impair. De
méme, pour les numéros des colonnes (cela
explique l'apparition de quatre versions
en plus petit de I'image initiale). Le pixel
(0, 0) reste donc en position (0, 0); le
pixel (1, 0) passe en position (128,0) ; le
pixel en position (1, 1) passe en position
(128, 128) ; le pixel en position (4, 5) passe
en position (2, 130), etc. (pour un numéro
pair 2k on passe a k, pour un numeéro impair
2k + 1 on passe a 128 + k). L'étude de cette
transformation n'est pas trés difficile (elle
peut aussi étre simulée par ordinateur) et
conduit au résultat qu'en huit étapes exac-
tement chaque pixel est revenu a sa place.
Pour plus de détails voir le lien internet :

http://www.lifl.fr/~mathieu/transform

abcde - ceabdsadceb scbade s aecbdscdaeb_sabcecde

Premiere
transformation

Sixieme
transformation

Cinquieme
transformation



Transformation du photomaton

2k — k
2k+1 — 128+k

(0,1) — (0, 128)

(0,0) — (0,0)
(2k+1,2K) — (128+k, k)
T P Y %
(1./0) b (128, 0) " L
| |
1, 1) —1(128, 128)

(2K, 2k+1)) — | (k, 1

28+k) ;

(2k+1, 2k+1)| —[(128+k, 128+

k)

Structure de groupe

Un groupe est un ensemble d'éléments qui
est muni d'une opération satisfaisant les
propriétés suivantes. Le résultat de l'opé-
ration doit étre un élément de I'ensemble
(propriété de fermeture). De plus, I'opération
doit étre commutative, associative, elle doit
avoir un élément neutre et chaque élément
de I'ensemble doit avoir un inverse pour
I'opération. Ces propriétés sont exactement
celles que possede I'opération d'addition
des nombres entiers.

Considérons I'ensemble
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11}.

Définissons une opération d'addition des
éléments de cet ensemble basée sur le
principe de I'« horloge » illustrée a droite.
On a alors :

11+1=0,9+3=0,etc.

*Note de la rédaction

M+1=0

On remarque qu'a partir de n'importe
quelle heure, si on additionne, par exemple,
quatre de facon répétitive, on revient
inévitablement a la méme « heure ». C'est
le méme principe que la transformation du
photomaton.

On peut montrer que I'ensemble,
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11}

muni de I'addition sur le principe de cette
horloge, a une structure de groupe.

.8 TimeCircle 4,
J o6 8

2+4=06

kK T
10 2

-9 . 3-

.8 Timelircle 4,

J 6 5

6+4=10

.8 TimeCircle 4,
J 6 5
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Géomeétrie des nombres

La construction méme des nombres triangu-
laires T, nous porte a croire que ces nombres
relativement simples posséderont plusieurs
propriétés intéressantes. Voici quelques-unes
de ces propriétés, présentées en ordre de
difficulté, mais a la portée de tous avec un
peu de temps libre et de patience.

1. La somme de deux nombres triangulaires
consecutifs est toujours un nombre carre,

T +T, =n2
2. Tous les nombres triangulaires T, appa-
raissent dans le Triangle de Pascal, et
plus spécifiquement le long de deux

diagonales.

3. Déterminer la formule de récurrence et la
formule générale pour le n-ieme nombre
pentagonal centré. Montrer que la formule
générale est un polyndbme quadratique
irréductible divisée par un nombre entier.

Nombres pentagonaux
centrés

4. Déterminer la formule de récurrence et la

formule générale pour le n-ieme nombre
hexagonal centré. Montrer que la formule
générale est un polyndme quadratique
irréductible divisée par un nombre entier.

Nombres hexagonaux
centrés

. Montrer que tous les nombres octogonaux

centrés sont des nombres carrés. (Les
nombres octogonaux centrés sont les
nombres polygonaux centrés a huit cotés.)

. Montrer que tous les nombres nonagonaux

centrés sont des nombres triangulaires.
(Les nombres nonagonaux centrés sont les
nombres polygonaux centrés a neuf cotés.)

. Montrer que le carré du nombre triangulaire

de rang n est égal a la somme des cubes
des n premiers entiers.

T2=134+224+33+- -+

Dimension

1. Montrer que l'aire du tapis de Sierpinski

est nulle. A AAA
AALL

Rappel. Le tapis de Sierpinski s'obtient par
itération infinie: on commence avec un
triangle et on enléve le triangle du milieu.
Il reste trois triangles. Dans chacun on
enleve le triangle du milieu, etc. Le tapis
de Sierpinski est la limite de ce processus.

. Montrer que la longueur du flocon de von

Koch est infinie.

Rappel. Le flocon de von Koch s'obtient
par itération. A chaque étape de l'itération
on remplace un segment par un groupe
de quatre segments, chacun de longueur
égale au tiers de la longueur du segment
initial. Le flocon de von Koch est la limite
de ce processus.



o plus!

Applications des mathématiques

Coquillages et pelages

MAUROY, Benjamin, Géométrie pulmonaire, dans La Recherche hors-série, 365 énigmes mathématiques,
décembre 2007, pp. 48-51.

Formes fractales dans la nature,

http.//gsite.univ-provence.fr/gsite/Local/pluriscience/dir/etudiants/Les % 20formes % 20fractales % 20dans %20
la % 20nature % 20dossier.doc

Autres coquillages :

http.//strombus.free.fr/Genre % 20Volutacea/volutacea.html
Fractales de Sierpinski
http.//www.mathcurve.com/fractals/sierpinski/sierpinski.shtml

Logique mathématique

Géomeétrie des nombres

http://villemin.gerard.free. fr/Wwwgvmm/Geometri/NbGeomet.htm
http.//fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_triangulaire
http.//fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_triangulaire_centré

Portrait d’'un mathématicien
Ramanujan
http.//fr.wikipedia.org/wiki/Srinivasa_Ramanujan
htto.//www.pi314.net/fr/ramanujan.php

Logique mathématique

Bibliothéeque de Babel
BORGES, Jorge Luis, « Fictions » Collection Folio, # 614, Gallimard 2010
Tangente Hors Série # 28 « Mathématiques et littérature »
VERDIER, Norbert « L’infini en mathématiques » Flammarion, collection Dominos 1997

La nouvelle « Bibliotheque de Babel »
http://zombre.free.fr/pages._indispensables/bibliotheque_babel.htm

Un site québécois sur Borges
http.//collectifdebabel.blogspot.com/2009/07/la-bibliotheque-de-babel-le-texte.htm/
Sur I'infini

http.//images.math.cnrs.fr/L-infini-est-une-droite-comme-les.html

Un article de Jean-Paul Delahaye
http.//www2.lifl.fr/~delahaye/dnalor/InfiniParadoxal.pdf

Applications des mathématiques

Dimension
http.//fr.wikipedia.org/wiki/Dimension
http.//www.dimensions-math.org/Dim_fr.htm



COMPETITION INTERNATIONALE

DE MODULES VIRTUELS POUR UNE EXPOSITION OPEN SOURCE

Nous vous invitons a participer a une compétition de modules virtuels pour une exposition « Open Source »
organisee dans le cadre de l'initiative mondiale de MPT2013 et ses partenaires.

Les modules peuvent étre soumis sous trois
formes:

© un module expliquant comment
réaliser un module physique dans
un musée

e un module interactif pouvant étre
regardé sur la Toile ou dans un musée

© un film ou une exposition d'images

Les modules pourront étre reproduits
et utilisés partout dans le monde par les
musées, écoles, etc.

La compétition est ouverte de janvier 2012
au 15 septembre 2012.

Les gagnants seront annoncés a l'automne 2012.
Les gagnants des premier, deuxieme et
troisieme prix recevront des montants
respectifs de : dhnstitats mathematinues
5000 $US o Amiigue du Mo
3000 $US

2 000 $US

[\ (0

planete
“Terre

Bonne chance a tous!

Pour plus d'information

Accromath est une publication de I'Institut des sciences
mathématiques (ISM) et du Centre de recherches mathéma-
tiques (CRM). La revue s’adresse surtout aux étudiantes et
étudiants d’école secondaire et de cégep ainsi qu'a leurs
enseignantes et enseignants.

INY

Institut des sciences mathématiques

L’Institut des sciences mathématiques est une institution
unique dédiée a la promotion et a la coordination de I'ensei-
gnement et de la recherche en sciences mathématiques au
Québec. En réunissant huit départements de mathématiques
des universités québécoises (Concordia, Université Laval,
McGill, Université de Montréal, UQAM, UQTR, Université
de Sherbrooke, Bishop’s), I'lnstitut rassemble un grand
bassin d’expertises en recherche et en enseignement des
mathématiques. L’Institut anime de nombreuses activités
scientifiques, dont des séminaires de recherche et des
colloques a l'intention des professeurs et des étudiants
avancés, ainsi que des conférences de vulgarisation
données dans les cégeps. Il offre également plusieurs
programmes de bourses d’excellence.

L'ISM est financé par le Ministére de I'Education, du Loisir
et du Sport du Québec et par ses huit universités membres.

GRAND GAGNANT . -
Prix spécial

de la ministre 2009

Education,
Loisir et Sport

WWW.mpt2013.0f

CENTRE
DE RECHERCHES
MATHEMATIQUES

Le Centre de recherches mathématiques est un centre
national pour la recherche fondamentale en mathématiques
et ses applications. Les scientifiques du CRM comptent
plus d’une centaine de membres réguliers et de stagiaires
postdoctoraux. Lieu privilégié de rencontre, le Centre est
I’héte chaque année de nombreux visiteurs et d’ateliers de
recherche internationaux.

Les activités scientifiques du CRM comportent deux volets
principaux : les projets de recherche qu’entreprennent ses
laboratoires, et les activités thématiques organisées a
I’échelle internationale. Ces derniéres, ouvertes a tous les
domaines, impliquent des chercheurs du CRM et d’autres
universités. Afin d'assurer une meilleure diffusion des résul-
tats de recherches de ses collaborateurs, le CRM a lancé en
1989 un programme de publications en collaboration avec
I"’American Mathematical Society et avec Springer.

Le CRM est principalement financé par le CRSNG
(Conseil de recherches en sciences naturelles et en génie
du Canada), le FQRNT (Fonds québécois de recherche sur la
nature et les technologies), I'Université de Montréal, et par
six autres universités au Québec et en Ontario.
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