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Rubrique des
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           Un modèle statistique  

Gestion      desstocks de 
               poissons

Nosarticles
• Les sphères de Dandelin
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• Mathématiques de la tasse de thé
• La carte du cerveau	
• �Aller en ligne droite  

sur une planète qui tourne



Dans ce numéro...
nous présentons deux articles sur le thème du numéro précédent, Changements 
climatiques et développement durable en lien avec le programme de recherche 
mené conjointement par treize instituts de recherche en Amérique du Nord  
pendant les années 2010-2011. 

Thierry Duchesne et Louis-Paul Rivest signent le premier de ces articles intitulé  
Un modèle statistique pour la gestion des stocks de poissons. En 
prenant en exemple le stock d’aiglefins du banc Georges, les auteurs présentent le  
modèle mis de l’avant par Schaefer en 1954 pour la gestion durable des stocks  
de poisson. 

Dans l’article Aller en ligne droite sur une planète qui tourne, Denis Gilbert 
nous sensibilise aux effets de la force de Coriolis sur les déplacements de masses 
d’air et d’eau sur une planète en rotation.

Le numéro débute avec un article de Dmitry Novikov, Christiane Rousseau et 
Yvan Saint-Aubin, Les sphères de Dandelin. Les travaux de Dandelin sur les 
coniques ont permis de concilier diverses façons de définir l’ellipse, la parabole et 
l’hyperbole  en établissant une relation entre les sections coniques d’Apollonius,  
et les définitions que l’on utilise en géométrie analytique pour déterminer  
l’équation de ces courbes. 

Germinal Pierre Dandelin avait comme confrère de classe Adolphe Quételet que 
l’on présente dans le dossier Portrait d’un mathématicien. Après avoir été initié 
à l’utilisation que les astronomes faisaient des statistiques et des probabilités 
dans le contrôle des erreurs de mesure en astronomie, Quételet a eu l’intuition 
que les phénomènes humains et sociaux présentaient probablement les mêmes 
régularités dans leur distribution que les phénomènes naturels. Il a ainsi ouvert 
la voie à l’utilisation des statistiques pour l’étude de ces phénomènes. En plus de 
ses travaux en statistiques, Quételet a effectué des recherches sur les caustiques, 
ces courbes que l’on obtient par réflexion ou par réfraction en optique. L’article 
Mathématiques de la tasse de thé donne un aperçu de ce type de courbes et 
de quelques-unes de leurs caractéristiques.

Dans l’article La carte du cerveau du dossier, Application des mathématiques, 
Nicolas Doyon nous décrit comment il faut avoir recours à un changement 
de coordonnées pour implanter dans le cerveau une électrode qui permet de  
diminuer les effets du Parkinson.

Dans la Rubrique des paradoxes, Jean-Paul Delahaye nous présente 
« Mona Lisa au photomaton » qui décrit une modification très intriguante de 
la célèbre peinture.

Bonne lecture!

André Ross
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La parabole, l’ellipse 
et l’hyperbole sont des 

coniques. Elles tiennent leur 
nom du fait qu’elles peuvent 

être obtenues comme sections 
d’un cône par un plan. Ce nom 
date d’Apollonius au troisième 

siècle avant Jésus-Christ.  
Le mathématicien belge 

Germinal Pierre Dandelin 
donna en 1822 une très jolie 

preuve reliant cette définition 
des coniques aux autres que l’on enseigne 

habituellement aujourd’hui.
Les premiers personnages 
entrent en scène
L’ellipse, la parabole et l’hyperbole seront 
les personnages principaux 
de ce texte. Puisqu’on les 
étudie depuis plus de deux 
millénaires, il n’est guère sur-
prenant qu’il y ait plusieurs façons 
de les présenter. Probablement la plus simple  

est celle à l’aide de liquides 
dans des verres. Si un verre, 
reposant sur son pied (et 
parfaitement cylindrique!),  
contient un liquide, alors 
la face du liquide que 
nous voyons est circulaire.  
Si le verre est maintenant  
incliné, cette figure  

s’allonge. La courbe le long de laquelle  
se rencontrent le liquide et la paroi du verre  
est appelée une ellipse. Pour être plus festifs,  
étudions maintenant une coupe à champagne  
(parfaitement conique!). À nouveau, si 
la coupe repose sur son pied, le liquide  
décrit un cercle. Et si on l’incline, la face 
du liquide s’allonge encore. Est-ce que 
la courbe où se rencontrent le liquide  
et la paroi de la coupe est encore une ellipse?  
Il est certainement possible de répondre 
à cette question en précisant la définition  
imagée de l’ellipse que nous venons de donner.  
Une telle définition est le sujet du premier  
encadré. Mais une autre définition sera utile 
dans l’article. La voici.

Dmitry Novikov 
Weizmann Institute  

of Science

Christiane Rousseau
Yvan Saint-Aubin 

Université de Montréal
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Deux clous plantés sur une surface  
plane et un bout de corde seront  
nécessaires. Une seule contrainte :  

le bout de corde doit être plus 
long que la distance entre les  

clous. Une fois les  
extrémités de la corde  
attachées aux clous, on 

tend la corde à l’aide d’une mine de crayon 
que l’on fait ensuite glisser sur la feuille en 
maintenant la tension dans la corde. La courbe  
oblongue ainsi tracée est une ellipse. Le  
second encadré propose la définition 
formelle des co-
niques à l’aide 
de deux foyers. 
Exercice mental :  
il existe une distance  
entre les clous qui permet, de cette façon, de 
tracer un cercle. Quelle est cette distance?

Holà! direz-vous peut-être. Comment le  
liquide dans la coupe à champagne peut-il  
décrire une ellipse selon cette nouvelle  
définition? Y a-t-il des clous et un bout de  
corde imaginaires qui le forcent à épouser  
la paroi du verre selon la même courbe  
qu’aurait tracée la mine du crayon?  
La question est sérieuse, mais elle devra attendre.
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Un cône de révolution est construit comme suit. Donnés  
un cercle C dans un plan et un point S sur la 
perpendiculaire au plan passant par le centre O 
du cercle, l’union des droites passant par S et un 
point P du cercle est un cône de sommet S. Chacune 
des droites SP, appelée DP , est une génératrice du cône. 
La droite OS est appelée l’axe du cône. 

Dans le texte, nous avons utilisé la surface visible d’un 
liquide dans une coupe à champagne pour définir  
l’ellipse. Cette surface fait partie d’un plan et c’est celui-ci  
que nous utiliserons pour définir les coniques de façon 
générale. Nous nous limiterons à des plans sécants au 
cône et ne passant pas par S. Ils sont de trois types. Si 
leur pente est inférieure à la pente du cône, ils couperont  
le cône suivant une ellipse. S’ils sont parallèles à une  
génératrice du cône, ils couperont le cône suivant une 
parabole. Et si leur pente est supérieure à la pente du 
cône, ils couperont le cône suivant une hyperbole.

De nouveaux personnages 
surprise se joignent  
à la scène
Retournons à la coupe pour une 
seconde expérience par la pensée.  
Le champagne est versé, les 
bulles perlent. Imaginons, pour 
simplifier, une bulle unique  
logée au fond du verre. 
Lorsqu’elle est fine, cette bulle  
repose loin de la surface du  
liquide (stade I). Plus elle gonfle 
tout en restant collée aux parois de  
la coupe, plus elle s’en appro-
che (stade II). Et si elle ne crève 
pas en rencontrant la surface du  
liquide, elle la traversera en y 
traçant un cercle (stade IV). 
Il existe un moment unique,  
durant son gonflement, où la 
bulle ne touche la surface du  
liquide qu’en un point (stade III). 
Nous donnerons un nom à la 
bulle à ce moment précis : elle 
sera une sphère de Dandelin. 

Exercice mental : imaginons 
maintenant une très grande coupe et un 
peu de liquide en son fond. Plutôt que de  
gonfler une bulle à l’intérieur du liquide, 
pensons plutôt à une énorme sphère dans la 

Les sphères de Dandelin  |  Dmitry Novikov, Christiane Rousseau et Yvan Saint-Aubin

coupe et qui ne touche pas au liquide. Puis 
dégonflons cette sphère en l’approchant du  
sommet du cône jusqu’à ce qu’elle touche  

le liquide en un seul point.  
Cette sphère se méritera aussi  
le nom de sphère de Dandelin.  
Convainquez-vous qu’il n’y a 
qu’une sphère, obtenue par ce 
processus, qui touche le liquide  
en un point et le cône le long 
d’un cercle.

Les sphères de Dandelin seront 
le lien entre les deux définitions  
de l’ellipse que nous venons de 
rappeler. 

L’outil de Dandelin
Une propriété étonnante  
caractérise toutes les bulles  
reposant au fond de la coupe.  
(Clairement les sphères de  
Dandelin sont de celles-ci.) Pour 
l’introduire, échangeons l’image  
fragile des bulles pour cel-
le bien solide d’une sphère  
de rayon fixé. Glissons cette  
sphère dans la coupe de cham-

pagne jusqu’à ce qu’elle ne puisse plus être  
approchée du sommet du cône. En cette  
position, elle touche à la coupe, non pas en 
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un ou deux points, mais bien en tous les 
points d’un cercle. Ce cercle de tangence est 
tracé légèrement gonflé sur la figure, comme 
si c’était un mince boyau. Chacun des points 
de ce cercle est à même distance du sommet 
P du cône. À l’aide de la figure, cet énoncé est 
assez évident et n’est qu’une autre formulation  
du résultat suivant :

Deux segments de même origine P 
et tangents à une sphère donnée  

à leur autre extrémité  
ont la même longueur.

Convaincus? Sinon, voici la preuve!

Considérons une sphère centrée en 
O de rayon R et soit PQ un 

segment tangent à la sphère 
en Q. Alors, la longueur |PQ| 

ne dépend que de la distance  
|PO| de P au centre O de la sphère. 

Pour le voir, plaçons-nous dans le plan 
passant par P, Q et O. Il coupe la sphère 
suivant un grand cercle de rayon R. 
Le segment PQ est tangent à ce cercle et 
donc, perpendiculaire au rayon OQ. Alors, par 
le théorème de Pythagore 

|PQ|2 + |OQ|2 = |PO|2,

ce qui donne 

|PQ|2 = |PO|2 – R2.

Deux définitions réconciliées
La définition de l’ellipse comme section 
d’un cône et celle à l’aide de deux foyers  
peuvent maintenant être réconciliées à l’aide 
des sphères de Dandelin.

Prenons un plan ∏ sécant au cône et non 
parallèle à une génératrice. (Le plan est celui 
contenant la surface du liquide de la coupe 
de champagne.) 

Deux sphères de Dandelin sont utilisées : une 
première au-dessus du plan sécant (obtenue 
en dégonflant une grande sphère jusqu’à ce 
qu’elle touche le plan en un point) et une  
seconde sous ce plan (obtenue en gonflant 
une petite bulle reposant au sommet du 
cône). Ces deux sphères, tracées en bleu, sont 
donc tangentes à la fois au cône et au plan ∏. 
Dandelin a montré que les deux points de 
tangence des sphères avec le plan ∏ sont les 
deux foyers de l’ellipse. 

Avant de poursuivre, nous vous invitons à 
revoir les définitions géométriques des deux 
premiers encadrés. Après, pourquoi ne pas 
étudier la figure où deux sphères de Dandelin  

DossierApplications

Une définition classique des coniques suit la construction à l’aide de clous et d’une 
corde du texte. Les points où sont plantés les clous sont les foyers et la longueur de 
la corde est notée d. 

Une ellipse de foyers F1 et F2 est le lieu géométrique des points P du plan tels 
que la somme des distances de P à F1 et F2 est une constante d : 

|PF1| + |PF2| = d. 
Une hyperbole de foyers F1 et F2 est le lieu géométrique des points P du plan tels que 
la valeur absolue de la différence des distances de P à F1 et F2 est une constante d : 

||PF1| – |PF2|| = d.

F 1F 2

P

F 1

F 2

P

Les définitions des coniques à l’aide de deux foyers
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Les sphères de Dandelin  |  Dmitry Novikov, Christiane Rousseau et Yvan Saint-Aubin

sont tracées pour l’ellipse? Nous ne voudrions  
pas vous priver du plaisir de découvrir la 
preuve par vous-mêmes.

Voici donc la preuve du fait que :

la section du cône avec le plan ∏ 
est une ellipse dont les foyers sont 

aux points de tangence avec ∏ 
des deux sphères simultanément 

tangentes au cône et à ∏.
Suivez sur la figure le déroulement de la 
preuve. Soit C1 le cercle de tangence de la 
première sphère avec le cône et C2 le cercle 
de tangence de la deuxième sphère avec le 
cône. Ces cercles sont dans des plans perpen-
diculaires à l’axe du cône et donc, la distance  
entre les deux cercles le long d’une généra-
trice du cône est une constante que nous  
appellerons d. Appelons F1 et F2 les points de 
tangence des deux sphères avec le plan ∏. 
Soit E la courbe d’intersection du plan ∏ avec 
le cône. Pour montrer que E est une ellipse, 
nous allons montrer que, pour tout point P 
de E,

PF PF d1 2+ = .

La génératrice DP du cône passant par P coupe 
les cercles C1 et C2 en A1 et A2 respectivement. 
L’outil de base de Dandelin assure que deux 
segments de même origine P et tangents à 
une sphère donnée en leur point extrême, 

ont la même longueur. Ainsi, comme PF1 et 
PA1 sont tangents à la première sphère en F1 
et A1 respectivement, on a

|PF1| = |PA1|.

De même, PF2 et PA2 sont tangents à la 
deuxième sphère en F2 et A2 respectivement, 
et on a 

|PF2| = |PA2|.

De plus A1, P et A2 sont alignés. Donc,

 PA PA d1 2+ = .

On en déduit que |PF1|+ |PF2| = d, et donc 
que E est une ellipse. 

Le divin géomètre
Le titre de divin géomètre est bien naturel  
pour les grands géomètres grecs : Thalès,  
Pythagore, Euclide, Archimède ou Apollonius. 
Mais l’épithète est également utilisé pour  
Sir Isaac Newton. Peu de gens ont lu les  
Principia Mathematica où Newton propose 
les lois de la mécanique et de la gravitation  
universelle. On pourrait croire que Newton  
y utilise le calcul différentiel et intégral dont 
il est un des pères avec Leibniz. Il n’en est 
rien. Du calcul différentiel, il utilise certes le 
concept de limite du rapport de deux quantités  
et il parvient habilement à expliquer comment  
ce concept peut avoir un sens même lorsque 
les deux quantités deviennent évanescentes 
(tendent vers zéro). Mais l’outil central des 

Étant donné un point F, une droite ∆, et un nombre e ≥ 0, une conique de 
foyer F, de directrice ∆ et d’excentricité e est le lieu géométrique des points 
P du plan tels que 

où Q est la projection orthogonale de P sur ∆. La conique est une hyperbole si 
e >1, une parabole si e = 1, et une ellipse si e <1, le cas e = 0 étant le cas particulier 
du cercle. Ainsi les trois familles de coniques sont couvertes par cette définition.

Une ellipse et une hyperbole ont chacune deux foyers et deux directrices,  
contrairement à la parabole qui n’a qu’un foyer et qu’une directrice, l’autre foyer 
et l’autre directrice étant à l’infini. Le cercle est le cas limite où les deux foyers sont 
confondus et les deux directrices sont à l’infini. 

Définition géométrique d’une conique 
à l’aide d’un foyer et d’une directrice F1F2

∆1∆2

P

P '

Q

Q'

F1

F2

P

P '

∆1

∆2

Q
Q'

F

P

∆
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trois livres des Principia est la géométrie. Les 
premières sections du premier livre explorent 
les diverses lois qui pourraient régir l’attraction  
gravitationnelle. Si la Nature avait choisi  
une force décroissant avec l’inverse de la  
distance, c’est-à-dire en 1/r, l’orbite de la 
terre pourrait toujours être elliptique, mais le 
Soleil serait en son centre plutôt qu’en un de 
ses foyers. Et des orbites en spirale seraient 
possibles, si la force gravitationnelle était en 
1/r3. Si Newton conclut pour une décroissance 
avec le carré de la distance (en 1/r2), c’est 
entre autres qu’elle est la seule qui permette 
de démontrer les lois que l’astronome Kepler 
a obtenues empiriquement. Newton donne de 
tous ces énoncés des preuves géométriques.  
Et les sections coniques jouent un rôle central  
dans ses arguments puisque la force  
gravitationnelle (en 1/r2) implique que la 
trajectoire d’une planète soumise à une force  
gravitationnelle centrée en un point F est une 
conique dont F est un foyer!

La définition des coniques à l’aide de deux 
foyers unifie les familles des ellipses et des 
hyperboles, mais ne permet pas d’inclure les 
paraboles. Malgré cela, elle permet à Newton  
de faire certaines de ses preuves pour les  
ellipses puis d’affirmer que le résultat vaut 
aussi pour les hyperboles. Mais il existe une 
autre définition des coniques qui, en plus de 
décrire les ellipses et les hyperboles, s’applique  
aisément aux paraboles. C’est la définition 
à l’aide d’un foyer et d’une directrice (voir  
encadré). Évidemment le divin géomètre 
l’utilise aussi!

Newton offre souvent plus d’une preuve des 
théorèmes qu’il juge capitaux. Sa Proposition XI  
énonce que, si un corps décrit une ellipse 
dont un des foyers est le centre de la force 
centripète (de la force gravitationnelle), alors 
cette force est en 1/r2. Après la preuve, il 
suggère : « With the same brevity with which 

we reduced the fifth problem to the parabola  
and hyperbola, we might do the like here : but 
because of the dignity of the problem and 
its use in what follows, I shall confirm the  
other cases by particular demonstrations.»1 
Pourquoi n’essayons-nous pas de réconcilier  
la définition à l’aide d’un foyer et d’une  
directrice à celle d’Apollonius?

Une troisième définition  
réconciliée
À nouveau, notre but est de montrer que :

une section d’un cône par un plan 
ne passant pas par le sommet du 

cône est une conique 

mais cette fois-ci nous utiliserons la troisième 
définition à l’aide d’un foyer et d’une directrice.  
Ainsi, nous devrons trouver une droite (la direc- 
trice) et un point (le foyer) qui caractérisent 
l’intersection du plan et du cône selon la  
troisième définition. La figure ci-dessous est 
tracée pour le cas de la parabole.

Soit ∏ le plan de coupe. On considère une 
sphère de Dandelin tangente simultanément 
au plan de coupe en un point, F, et au cône 
en un cercle, C. Le cercle C est contenu dans 
le plan ∏1. Soit ∆ la droite d’intersection des 
plans ∏1 et ∏. Nous affirmons que la courbe 
d’intersection du cône et du plan ∏ est une 
conique de foyer F et de directrice ∆ obtenue 
selon la troisième définition.

Soit P un point sur la courbe d’intersection 
et Q sa projection sur ∆. Nous devons 
montrer que 

PF
PQ

e= ,

DossierApplications

1.	� Dans ce Problème, ainfi que dans le Probl. 5. 
on pourroit fe contenter d’appliquer la conclu-
fion trouvée pour le cas de l’ellipfe à celui de 
la Parabole & de l’hyperbole; mais à cause de 
l’importance de ce Probléme, & de l’étendue 
de fon ufage dans les Propofitions fuivantes, 
j’ai cru qu’il ne feroit pas inutile de démontrer 
en particulier les cas de la parabole & de 
l’hyperbole. Traduction de la Marquise du 
Chastellet, Principes mathématiques de la 
philosophie naturelle, chez Desaint & Saillant 
et Lambert (1761).
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où e est une constante indépendante de P. 
Soit R la projection de P sur ∏1. L’angle PQR 
est égal à l’angle entre les plans ∏1 et ∏. 
Appelons le b. Considérons maintenant la 
génératrice Dp du cône passant par P. 
Elle coupe le cercle C en A et passe par le 
sommet du cône. L’angle RPA est égal à 
l’angle entre Dp et l’axe du cône que nous 
appellerons a. Notons que les angles a et b 
sont indépendants du point P sur la courbe 
d’intersection. Les triangles PQR et RPA sont 
rectangles. Donc, 

PR
PA

= cos ,α

et	 PR
PQ

= sin .β

On en déduit

PA
PQ

= sin

cos
.

β
α

D’autre part, l’outil de Dandelin donne  
|PA| = |PF |, et on a terminé si on prend 
e =sinb/cosa.

Les sections avec d’autres 
surfaces que le cône
Le cône n’est pas la seule surface dont les 
sections par un plan sont des coniques. C’est 
le cas de toutes les quadriques. Dans quel 
cas peut-on adapter les preuves ci-dessus ?  
La méthode de Dandelin fonctionnait  
parce que le cône était une surface  
de révolution qui est une réunion de  
génératrices. Le deuxième ingrédient  
était le suivant : lorsqu’on considérait deux 
sphères tangentes au cône le long de 
deux cercles, ces deux cercles découpaient  
sur chaque génératrice des segments de 
longueur constante. Tous ces ingrédients  
sont réunis pour le cylindre (voir problèmes), 
et aussi pour l’hyperboloïde à une nappe. 

Des surfaces comme le cône, le cylindre et  
l’hyperboloïde à une nappe qui sont la réunion  
d’une famille de droites sont appelées  
surfaces réglées. Dans le cas de l’hyperboloïde 
à une nappe, on a deux familles de généra-
trices passant par chaque point de la surface. 
Regardez les figures, amusez-vous à énoncer  
les résultats sur la forme des sections de  
l’hyperboloïde à une nappe par un plan et à 
faire la preuve par la méthode de Dandelin. 

Les sphères de Dandelin  |  Dmitry Novikov, Christiane Rousseau et Yvan Saint-Aubin

Germinal Pierre Dandelin
1794-1847
Germinal Pierre Dandelin a été très influencé par son camarade de  
classe et ami Lambert Adolphe Jacques Quételet. Ils ont travaillé ensemble  
en géométrie analytique. Le dernier résultat que nous avons montré, à 
l’effet que les droites d’intersection des plans de tangence des sphères 
avec le plan ∏ sont les directrices de la conique, est attribué à Quételet. 
Dandelin et Quételet ont tous deux été élus à l’Académie Royale des 
Sciences et des Belles-Lettres de Bruxelles en reconnaissance de leurs 

travaux en géométrie analytique. Plus tard, Quételet est devenu directeur de l’Observatoire royal 
de Bruxelles et secrétaire permanent de l’Académie Royale belge. Ses travaux les plus significatifs  
sont en statistique, qu’il a contribué à établir comme standard scientifique, en particulier dans les  
sciences sociales.

Hyperboloïde 
à une nappe
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Adolphe Quételet est reconnu pour avoir appliqué les méthodes 

développées par les astronomes à l’étude des êtres humains et 

des comportements sociaux.  

Adolphe Quételet
Le mathématicien, astronome, naturaliste, 
statisticien et sociologue belge Adolphe  
Quételet est né à Gand en 1796 et est mort à 
Bruxelles en 1874. Étudiant au Lycée français  
de Gand, il a comme camarade de classe 
Germinal-Pierre Dandelin (1794-1847) avec 
lequel il se lie d’amitié. Ils s’intéressent tous 
deux aux sciences et à la littérature et ont 
rédigé conjointement des pièces de théâtre, 
des poèmes, des fabliaux et des romances. 
Quételet a obtenu un doctorat en mathé-
matiques de l’Université de Gand en 1819.  
Une partie de sa thèse portait sur les sections  
coniques. Ce mémoire lui vaut d’être 
reconnu, avec Dandelin, comme auteur des 
théorèmes qui relient les définitions des  
sections d’un cône par un plan aux défini-
tions de d’ellipse, d’hyperbole et de parabole  
utilisées en géométrie analytique1. Une autre 
partie de sa thèse est un mémoire intitulé  
Démonstration et développement des  
principes fondamentaux de la théorie des 
caustiques secondaires2.
Quételet a enseigné les mathématiques à 
Gand et à Bruxelles à partir de 1819. Dans 
les années 1820, il réussit à convaincre 
l’administration du royaume des Pays-Bas, 
dont fit partie la Belgique jusqu’en 1830, de 
construire un observatoire astronomique à 
Bruxelles. Pour préparer ce projet, il a passé 
quelques mois à l’Observatoire de Paris, en 
1823, pour y rencontrer les astronomes  
Alexis Bouvard, François Arago, Pierre Simon 
de Laplace, Joseph Fourier et Siméon Denis 
Poisson. Ce séjour eut une importance  
décisive sur sa carrière, il s’est alors initié 
à l’usage que les astronomes faisaient du 
calcul des probabilités dans le contrôle des 

erreurs de mesure en astronomie. Quételet 
s’est demandé si les phénomènes humains 
et sociaux ne présentaient pas les mêmes 
régularités dans leur distribution que les 
phénomènes naturels. En relevant les 
mensurations de conscrits français et en 
analysant celles de 5 000 soldats écossais 
présentées en 1817 dans la revue Edinburgh 
Medical Journal, Quételet a constaté que les 
données biométriques de l’homme, comme 
le poids, la taille, le périmètre thoracique, 
se répartissaient selon une courbe normale. 
C’est pourquoi il est considéré comme l’un 
des fondateurs de l’anthropométrie et de la 
biostatistique. Il a constaté que ces données 
oscillaient autour de valeurs moyennes et 
que ces valeurs moyennes tendaient à être 
constantes. Quételet devint ainsi le premier 
à utiliser la courbe normale autrement que 
pour la répartition d’erreurs en astronomie et 
en physique. Il a ensuite étendu ces notions 
à l’ensemble des caractéristiques physiques 
en créant la notion d’homme moyen qu’il a 
présentée en 1835, dans son ouvrage intitulé  
Sur l’homme et le développement de ses  
facultés ; Essai d’une physique sociale. 

L’homme moyen d’une population est, selon 
Quételet, un individu dont les caractéris-
tiques physiologiques sont chacune égales 
à la moyenne des caractéristiques physio-
logiques de l’ensemble des individus de la 
population.

De plus, en appliquant les lois des probabilités  
aux phénomènes humains, il a démontré la 
constance des taux de criminalité, la régu-
larité des suicides par année et du nombre de 
mariages selon l’âge. 

1. �Voir Les sphères de Dandelin dans ce 
numéro.

2.	� Voir Mathématiques de la tasse de thé 
dans ce numéro.
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Adolphe Quételet  |  André Ross •  Professeur de mathématiques

Adolphe Quételet
Ne serait-il pas absurde de croire 

que pendant que tout se fait 
d’après des lois si admirables, 
l’espèce humaine seule reste 

abandonnée aveuglément  
à elle-même, et qu’elle ne possède 
aucun principe de conservation? 

Nous ne craignons pas de dire 
qu’une pareille supposition serait 

plus injurieuse à la divinité  
que la recherche même  

que nous proposons de faire.

Quételet, Du système social et des 
lois qui le régissent, 1848. 

Les études de Quételet sur la constance 
numérique des crimes ont suscité une large 
discussion philosophique sur les notions de 
liberté et de déterminisme social. Comment  
concilier le libre arbitre avec le fait que 
le nombre de crimes ou de mariages est  
constant d’une année à l’autre ?

En 1832, à la demande du gouvernement 
belge, Quételet a assisté à la réunion de 
l’Association britannique pour l’Avancement 
des Sciences. Il y présenta une communica-
tion sur les étoiles filantes et le magnétisme 
et suggéra de créer une section spéciale de 
statistique. En 1834, il a participé à la mise 
sur pied de la Royal Statistical Society de 
Londres et de la Section statistique de la British 
Association for the Advancement of Science  
et fut nommé secrétaire permanent de 
l’Académie royale de Belgique. 

Fondateur de plusieurs sociétés et journaux 
de statistique, dont les Transactions of the 
Statistical Society of London en 1837, il s’est 

impliqué dans la création d’une coopération 
internationale entre statisticiens. En 1841, il 
fut président fondateur du premier bureau 
statistique gouvernemental au monde, créé 
sur son insistance, la Commission Centrale 
de Statistique (qui est devenue le Conseil 
Supérieur de Statistique en 1946). En 1846, 
il a organisé le premier recensement belge à 
caractère scientifique. 

Il fut élu président du bureau provisoire du 
premier congrès international de statistique  
organisé à son instigation en Belgique  
en 1853. Ses participations ultérieures aux 
différents congrès de statistique furent 
l’occasion pour lui de défendre le principe 
d’une statistique scientifique reposant sur le 
calcul des probabilités. Ce principe a amené 
le congrès de Florence de 1867 à créer une 
section spéciale chargée de s’occuper de ce 
problème. Par ailleurs, Quételet chercha à 
promouvoir l’uniformisation des méthodes 
de collecte de données, de traitement et 
de présentation des résultats d’analyse,  
proposant à cette fin un plan de collecte 
international des données de la population.

Quételet a posé les bases de la statistique 
moderne et publié différents mémoires 
sur les lois de la natalité et de la mortalité,  
la taille et le poids chez l’être humain selon 
les âges, le penchant au crime aux différents 
âges, ce qui l’a amené à élaborer un système 
sociologique où il fit figure de novateur en 
appliquant la statistique aux phénomènes 
humains.

Les outils d’analyse de Quételet, calculs de 
moyennes et examen rudimentaire de séries 
chronologiques, ont été largement dépassés 
par les outils mathématiques inventés par les 
biométriciens anglais de la fin du XIXe siècle, 
Francis Galton, Karl Pearson et Ronald Fisher 
à qui l’on doit les notions de variance, de  
corrélation, de régression et le test du chi-deux.
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Les phénomènes optiques  
fascinaient déjà les philosophes  
de l’Antiquité. Leur étude est le  

domaine le plus ancien des sciences  
physiques. Certains chercheurs  

en ont fait leur tasse de thé.

Lorsque la lumière du Soleil se 
réfléchit sur le bord d’une tasse de thé, elle 
forme à la surface du liquide une courbe. 

Quelle est cette courbe et 
pourquoi en est-il ainsi ?

On sait que les rayons lumineux  
sont réfléchis de telle sorte  
que l’angle de réflexion est égal 
à l’angle d’incidence formé  
avec la normale à la courbe.  
Dans le cas d’une surface  
incurvée, la normale à la courbe  
en un point est perpendiculaire  
à la tangente à la courbe en  
ce point.

La tasse agit comme un miroir cylindrique.  
Les rayons incidents provenant du Soleil 
sont parallèles mais, après réflexion, ils ne 
le sont plus. Ils continuent cependant leur  

André Ross 
Professeur retraité
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cheminement en ligne droite et dessinent 
une courbe. En fait, la courbe que l’on perçoit 
est définie par l’ensemble de ses tangentes. 

Une courbe formée par la réflexion des rayons 
lumineux sur une surface ou par la réfrac-
tion des rayons lumineux traversant un mileu 
transparent est appelée caustique qui vient 
du latin « causticus » et du grec « kaustikos »  
qui signifie « qui brûle ». Cette appellation  
vient du physicien allemand Ehrenfried  
Walther von Tschirnhausen (1651-1708) 
dont les recherches ont porté sur l’optique  
géométrique et la fabrication de lentilles et de  
miroirs pour l’astronomie. 

Lorsque les rayons 
lumineux sont issus  
d’une source à une  
distance infinie, les 
rayons lumineux  
sont parallèles, on 
a une caustique au 
Soleil. La caustique 
au Soleil de la tasse  
de thé ou d’un miroir  
cylindrique est une néphroïde1.  En fait, sous 
sa forme mathématique la caustique au  
Soleil est complétée par symétrie, on ne voit 
donc que la moitié de la néphroïde dans une 
vraie tasse de thé.

1.	� Le nom néphroïde est tiré du grec néphros 
qui signifie rein. La courbe ressemble en 
effet à celle d’un rein.

Tan
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Normale à la surface 

de réflexion

Angle 
d’incidence

Angle 
de réflexion

Le rayon de soleil qui frappe  
le miroir cylindrique au point E 
est réfléchi avec un angle 
de réflexion égale à l’angle  
d’incidence.

Réflexion 
sur une surface courbe

Réflexion de rayons parallèles 
sur une surface cylindrique
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Pourquoi les rayons de soleil, une fois réfléchis  
sur la surface cylindrique, délimitent-ils la 
courbe décrite par la trajectoire d’un point 
fixe sur la circonférence d’un cercle de rayon r 

qui roule sans glisser à l’extérieur de la circonférence  
d’un cercle de rayon 2r? Pour le voir, commençons 

par analyser cette courbe. 

 

Dans la figure de gauche, on a la situation de départ. Les 
deux cercles se touchent en un point, que l’on marque 
sur les deux cercles : M sur le petit cercle de centre P, et A 
sur le grand cercle de centre O. Dans la figure de droite, 
le premier cercle a roulé sans glisser le long du grand 
cercle et les deux cercles se touchent maintenant en un 
point C. On considère la courbe tracée par le point M : 
on dira plutôt la courbe décrite par M. 

Comme le cercle a roulé sans glisser, les arcs AC et CM 
sont de la même longueur. Et comme le rayon du petit 
cercle est la moitié de celui du grand cercle, l’angle AOC 
est la moitié de l’angle CPM : en effet, la longueur d’un 
arc de cercle est égale à la mesure de l’angle au centre 
(en radians) multipliée par le rayon du cercle. 

Considérons maintenant un rayon de soleil, parallèle à AO, 
et qui vient frapper la tasse (le cercle rouge) au point E. 
On veut montrer que ce rayon, une fois réfléchi, passe  
par M et qu’il est tangent à la courbe décrite par M. 

Soit a = m(∠AOC), la mesure de l’angle AOC : alors 
m(∠SEP)= a puisque SE est parallèle à AO. Aussi puisque 
m(∠CPM)= 2a alors m(∠CEM)= a car un angle inscrit 
vaut la moitié de l’angle au centre. Le rayon de soleil  
est bien réfléchi en direction de M puisque l’angle 
d’incidence est ainsi égal à l’angle de réflexion. 

Il nous reste à voir pourquoi EM est bien tangent à la 
courbe décrite par M. Le prouver est un peu plus délicat 
mais on s’en convainc facilement : en effet, ∠CME est 
un angle droit car CE est un diamètre, et le mouvement 
de M à ce moment est perpendiculaire à CM car CM agit 
comme un levier autour duquel tourne le point M. 

Une courbe surprenante
Le défi est de déterminer l’équation de la 
caustique d’une courbe algébrique. Quelles 
sont les caractéristiques géométriques de la 
courbe ? Peut-on l’engendrer autrement ?

La trajectoire d’un  
point fixe sur la  
circonférence d’un  
cercle de rayon r 
qui roule sans 
glisser à l’extérieur  
de la circonfé-
rence d’un cercle  
de rayon 2r est 
une néphroïde. 
C’est la caracté- 

ristique étudiée par Christiaan Huygens 
(1629-1695), dans son traité d’optique  
intitulé Traité de la Lumière, qu’il a d’ailleurs 

démontré. Ce résultat, prouvé de nos jours  
en géométrie différentielle, peut cependant 
être démontré simplement. 

L’équation paramétrique de la néphroïde est :

x r

y r

( ) cos cos

( ) sin sin

θ θ θ

θ θ θ

= − ( )[ ]
= − ( )[ ]

3 3

3 3

Les courbes engendrées par un point sur un 
cercle qui roule sans glisser à l’extérieur d’un 
autre cercle sont appelées des épicycloïdes. 
La néphroïde est une épicycloïde à deux 
points de rebroussement.

O
A

M P O
A

C M
P

O

ES

A

C M

P

α

α

2α

α
Rayon 
du Soleil

r

2r

r
2r

Cercle de base et cercle roulant
de la néphroïde 
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Caustique  
au flambeau
Une caustique au flambeau est une caustique 
obtenue par des rayons lumineux issus d’une 
source à une distance finie. Quételet les dési-
gnait par l’appellation caustique secondaire.  
La caustique au flambeau de la tasse de thé 
dont la source lumineuse est un point de la 
circonférence de la tasse est une cardioïde.
On classe la cardioïde parmi les épicycloïdes  
puisque cette courbe est également la  

trajectoire d’un point fixe sur la  
circonférence d’un cercle de rayon r qui 
roule sans glisser à l’extérieur de la  
circonférence d’un cercle de même rayon r. 
C’est une épycycloïde à un point de  

rebroussement.

De la même manière que cela a été fait pour 
la néphroïde, on peut montrer que la causti-
que obtenue est bien la cardioïde selon cette 
dernière définition. 

L’équation paramétrique de la cardioïde est :

x r

y r

( ) cos cos

( ) sin sin

θ θ θ
θ θ θ

= − ( )[ ]
= − ( )[ ]

2 2

2 2

DossierApplications

La notion d’épicycle remonte à l’Antiquité. Les astronomes  
grecs Hipparque (~190 à ~120) et Ptolémée (environ 90 
à 168) avaient déjà utilisé la trajectoire d’un point sur 

un cercle en rotation  
pour tenter de décrire le 
mouvement des planètes  
qui semblaient parfois  
ralentir, s’arrêter et  
repartir en sens inverse. 

Pour tenter d’expli-
quer ce comportement,  
Hipparque a développé 
les notions d’épicycle et 
de déférent. L’épicycle  
est un cercle en rotation  
à une vitesse constante 
dont le centre se déplace  
à vitesse constante sur 
la circonférence d’un 
autre cercle appelé  
déférent. La trajectoire 

de la planète est expliquée par la trajectoire d’un point 
sur la circonférence de l’épicycle.

L’appellation épicycloïde est due à l’astronome danois 
Ole Christensen Rømer (1644–1710), qui a travaillé à 
l’Observatoire de Paris à partir de 1671. Rømer a effectué  
des travaux sur les profils des dents d’engrenages. Il 
cherchait à minimiser l’aire des surfaces de contact, de 
façon à minimiser la friction entre les dents. Dans ces 
recherches, il a découvert, en 1674, une courbe qu’il 
a appelé épicycloïde et il a démontré qu’en dessinant 
les dents d’un engrenage avec des  
segments courbes d’épicycloïde, deux 
roues d’engrenages tournent avec une 
friction minimale, donc avec moins de 
perte d’énergie. Ce profilage de dents 
d’engrenage est utilisé depuis.

Comme astronome, Rømer a étudié  les éclipses du  
satellite Io de Jupiter, il a remarqué que celles-ci se  
produisaient parfois à l’heure prévue selon les lois 
de Kepler, parfois 10 minutes en avance et parfois  
10 minutes en retard. Il a trouvé l’explication de ce  
mystère, en considérant les positions respectives de  
la Terre et de Jupiter par rapport au Soleil. Cette  
découverte a permis de développer une méthode pour 
calculer la vitesse de la lumière.

Épicycle et épicycloïde

Cardioïde, caustique  
au flambeau 

de la tasse de thé

Réflexion de rayons  
issus d’une source sur la circonférence 

rr

Cercle de base 
et cercle roulant
de la cardioïde 

Mouvement rétrograde

Épicycle et déférent 
Trajectoire d’une planète
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Mathématiques de la tasse de thé  |  André Ross • Profresseur retraité

Caustiques d’une parabole
On sait que les rayons 
lumineux issus d’une 
source à l’infini et  
parallèles à l’axe d’une  
parabole sont réfléchis 
au foyer de celle-ci. De 
même, si la source est 
au foyer, les rayons 
émis sont parallèles 
à l’axe de la parabole.  
C’est cette propriété 
qui est utilisée dans 
les antennes para-
boliques, dans les  
phares d’automobile et  
les lampes de poche.   
Dans ce cas, la caustique  
est un point. 

Quelle est la caustique 
si les rayons lumineux  
sont perpendiculaires  
à l’axe d’un miroir  
parabolique ?

La figure ci-contre illustre le comportement 
des rayons perpendiculaires à l’axe de la  
parabole. Les rayons réfléchis définissent une 
courbe appelée cubique de Tschirnhausen, 
son équation est :

27ay2 = x2(9a – x).

Une caustique dans le  
paysage québécois
La caustique de la fonction exponentielle 
d’équation

y = aex/a

est la courbe appelée chaînette. Elle 
ressemble un peu à une parabole  
mais ce n’en est pas une. Pour une 
même longueur, la parabole est plus 
« pointue » que la chaînette. C’est la 
forme prise par un fil pesant flexible  
suspendu entre deux points, comme les  
câbles d’Hydro-Québec.

Une épicycloïde est formée d’arcs isométriques (appelés  
arches) séparés par des points de rebroussements. On 
caractérise une épicycloïde par q le rapport simplifié 
du rayon du cercle de base R sur le cercle roulant r. Une 
fois simplifié, ce rapport s’écrit q = a/b.  Ainsi, pour une 
cardioïde, le rapport est 1 puisque les rayons des deux 
cercles sont égaux et pour une néphroïde, le rapport 
est 2 puisque R = 2r. On peut aussi voir ce rapport de 
la façon suivante : a représente le nombre de rotations 
du cercle roulant nécessaires pour ramener le point  
mobile à sa position de départ (donc le nombre  
d’arches) alors que b représente le nombre de fois que 
le cercle roulant fait le tour du cercle de base pour  
revenir au point de départ. Pour que le cercle de  

base revienne à sa  
position de départ,  
q doit être un 
nombre rationnel.  
L’angle entre deux 
points de rebrous- 

sements est . 

La description paramétrique d’une épicycloïde est :

Équation de l’épicycloïde

q = 1 q = 2 q = 3

0
1

0
2

01 0 0

1

12

2

3

4

q = 3/2 q = 5/3

Arche fondamentale et paramètre q

r
R

Cercle de base et cercle roulant 

F

F

Exponentielle

Chaînette Rayons incidents
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Le maintien de la biodiversité des bancs marins est un enjeu de taille 
dans un contexte où la demande pour les produits de la mer est  

toujours en croissance et où la technologie permet de localiser et de 
capturer cette ressource relativement facilement. Un contrôle strict 
des quantités de poissons pêchés doit être exercé afin de maintenir 

l’équilibre fragile des écosystèmes.

Un principe utile pour la gestion des pêches 
est celui du rendement équilibré maximal (en 
anglais « maximum sustainable yield »). C’est 
la quantité maximale de poissons qui peut 
être pêchée dans une population sans mettre 
en péril sa survie. Déterminer ce rendement 
équilibré maximal permet d’atteindre l’objectif  
de pêcher le plus possible, sans toutefois  
tomber dans la surpêche qui entraînerait 
la disparition de la population de poissons. 
Mais, la distinction entre une pêche équilibrée  
qui maximise le rendement et une surpêche  
est souvent difficile à faire. Des modèles  
mathématiques et statistiques sont utiles 
pour établir cette frontière. Ils interviennent 
dans les calculs des quotas de pêche. L’objectif  
de cet article est de présenter un modèle  
simple qui a beaucoup été utilisé par les  
gestionnaires de la pêche.

Modèle de Schaefer
Nous nous intéressons à la biomasse,  
exprimée en tonnes, de la population de  
poisson. Le modèle mis de l’avant par Schaefer  
en 1954 fait intervenir deux paramètres. Il y 
a d’abord M la biomasse maximale qui peut 
vivre en permanence sur un certain site ; plus 
un environnement est riche en nutriments, 
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plus sa valeur de M est élevée. Le deuxiè-
me paramètre est r, le taux intrinsèque de 
croissance. Ce paramètre est associé au taux 
de reproduction des poissons de la population.  
Une grande valeur de r signifie que la 
population se reproduit bien et que les jeunes 
poissons survivent aux prédateurs. Le modèle  
donne la biomasse à l’année n + 1, Xn+1, en 
fonction de Xn, la biomasse à l’année n. X0 est 
la biomasse à l’année 0 ; on suppose souvent 
que la population n’était pas exploitée à ce 
moment et que X0 = M, la biomasse maximale. 
Si la pêche annuelle s’élève à C tonnes, la 
biomasse à l’année n+1, Xn+1, connaissant la 
biomasse à l’année n, Xn s’écrit

X X r X
X
M

Cn n n
n

+ = + −






 −1 1 , ,

dans la mesure où Xn+1 est supérieure à 0. 
Pour bien comprendre ce modèle supposons 
d’abord que la population n’est pas exploitée, 
c’est-à-dire que C = 0. A l’année n la popula-
tion s’accroît de 

r X
X
Mn

n1−






.

Probabilités, statistiques et populat ions de poissons
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Si l’espèce ne disparaît pas, sa biomasse doit converger vers une 
certaine valeur x lorsque n devient de plus en plus grand. Cette 
valeur stationnaire de x est une solution de l’équation suivante 

x x r x
x

M
C= + −







 −1 .

En simplifiant, cette équation peut s’écrire comme

rx
M

r x C
2

0− + = .

C’est une équation du deuxième degré ; elle a une solution réelle si 
et seulement si le déterminant est positif ou nul. On a donc

r
r C
M

2 4 0− ≥  ⇔  r r
C

M
−







 ≥4

0   

⇔ r
C

M
− ≥4

0  ⇔ C
r M≤
4

Ainsi, la plus grande valeur possible de C est rM/4. Lorsque 
l’on remplace C par rM/4 dans l’équation qui définit x, cette 
dernière devient :

r x
M

r x
r M

r
M

x Mx
M

r
M

x
M

2

2
2

4
0

4
0

2

− + =

− +






 =

−






 =

2

0

et sa solution est x = M/2.

Ainsi en l’absence de pêche, si X0 est plus 
petit que M, la population va croître tranquil-
lement jusqu’à atteindre sa capacité limite M. 

Si C est très grand, par exemple C =M, l’équation 
précédente donne X1 = 0. Ceci signifie que 
la population est disparue à l’année 1 à  

cause de la surpêche. Le rendement équilibré  
maximal est la plus grande valeur de C qui 
n’entraîne pas sa disparition. Cette valeur, 
calculée dans l’encadré ci-contre, est

C r
M=
4

.

En conclusion, lorsque l’on applique le prin-
cipe du rendement équilibré maximal selon le  
modèle de Schaefer les prises annuelles sont 
de C =rM/4. La taille de la population est alors 
de x =M/2. Pour vérifier ces résultats on pose 
Xn = M/2 et C = rM/4 dans l’équation pour le 
modèle de Schaefer. On obtient

X X r X
X
M

C

M
r

M
r

M M

n n n
n

+ = + −






 −

= + − =

1 1

2 4 4 2
,

ainsi la taille de la population ne change pas 
d’une année à l’autre dans ces conditions.

Exemple : la population  
d’aiglefin du banc Georges
Des études scientifiques ont montré que le  
modèle de Schaefer, avec M = 129 000 t 

et r = 0,4, s’applique bien à la 
population d’aiglefin du 

Probabilités, statistiques et populations de poissons  |  Thierry Duchesne et Louis-Paul Rivest • Université Laval

banc Georges (voir l’encadré sur le stock 
d’aiglefin du banc Georges). La capture  
annuelle qui donne un rendement équilibré 
maximal est

C = × =0 4
129 000

4
12 900, t.

 

Probabilités, statistiques et populat ions de poissons

Dérivation de la capture optimale  
pour le modèle de Schaefer
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A chaque année on peut donc prélever 
jusqu’à 10 % de la population, selon le prin-
cipe du rendement maximal. Cette pêche ne 
compromet pas la survie de la population;  
elle va se faire de sorte que la biomasse se  
stabilisera à

129 000

2
64 500 t.=

Ce modèle est déterministe. Sachant qu’à  
l’année 0, X0= 129 000 t et que la pêche 
annuelle prélève C= 12 900 t, on peut déterminer 
exactement la biomasse à chaque année.  
Le graphique à la page précédente  
montre l’évolution de cette biomasse,  
de l’année 0 où X0 = 129 000 t, à l’année 
500 où X500 = 65 000 t. Après 500 années la 
valeur limite de 64 500 t est presque atteinte. 

Évidemment pour atteindre la limite de  
64 500 t, la biomasse au temps 0, X0, doit 
nécessairement être supérieure ou égale à sa 
valeur limite de 64 500 t. Si, par exemple, on 
a X0 = 50 000 t alors 

De même X2 = 48 636 t ; ainsi la suite des 
Xn est décroissante et tend vers 0 lorsque n 
croît. Dans ce cas, la 
 

biomasse initiale est insuffisante  
pour soutenir une pêche annuelle de 12 900 t ;  
ce niveau de pêche entraîne la disparition de 
la population. 

Vers un modèle 
plus réaliste
L’exemple précédent  
illustre que le rende- 
ment équilibré maximal  
calculé à partir du 
modèle de Schaefer  
est fragile. Si, à une  

année donnée, une mortalité imprévue fait 
baisser la biomasse sous la barre de M/2, une 
exploitation selon ce principe entraînera une 
disparition de la population. Il est donc utile  
de modifier le modèle de Schaefer pour y  
incorporer des fluctuations annuelles aléa-
toires et imprévisibles et de déterminer les 
prises optimales dans ces conditions. C’est ce 
qui est fait dans le prochain paragraphe.

En pratique la taille d’une population de  
poisson ne dépend pas seulement de la 
pêche. La disponibilité de nourriture ou 
la présence de prédateurs à une année  
donnée ont également une influence. Ces  
variables sont souvent difficiles à mesurer ; il 
n’est pas possible de les intégrer à un modèle 
déterministe. Pour en tenir compte on ajoute 
une composante aléatoire au modèle qui  
représente la variabilité environnementale.  
Appelons Vn la variabilité environnementale 
pour l’année n. 

Un nouveau modèle de Schaefer avec varia-
bilité environnementale s’écrit

X X r X
X

M
C Vn n n

n
n+ = + −






 −





1

1
.

Si on pose Vn = 1 pour tout n, on re-
trouve le modèle déterministe de Schaefer.  

En général Vn est une 
« variable aléatoire » qui 

peut prendre plusieurs 
valeurs, avec des pro-

babilités différentes. Ici 
on va considérer le cas 
simple où il y a trois  
valeurs possibles pour 

Vn , soit 0,5, 1 et 1,5. La valeur 
Vn = 0,5 correspond à une mauvaise 

année où la population perd 50 %  
de son effectif à cause de conditions  

environnementales difficiles. Par  
symétrie Vn =1,5 est associé à une bonne 
année où la population croît d’un 50 %  
additionnel. Finalement, Vn  = 1 correspond 

à une année standard où le modèle  
déterministe s’applique. Nous 

associons aux valeurs 0,5,  
1 et 1,5 des probabilités  

de 0,25, 0,5 et 0,25 res-
pectivement.

X1 50 000 0 4 50 000 1
50 000

129 000
12= + × × −







 +, 9900

49 348= t.
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Dans un modèle stochastique chaque année  
a sa propre valeur de Vn déterminée « au hasard » 
indépendamment des valeurs de Vn pour les 
autres années. La valeur de Xn dépend donc 
de X0 et des variabilités environnementales 
pour les n premières années. En fait Xn est 
dans ce contexte une variable aléatoire qui 
peut prendre plusieurs valeurs avec diffé-
rentes probabilités. Un tel modèle est appelé  
« stochastique », par opposition à déterministe.

Dans un modèle avec variabilité environ-
nementale, une pêche annuelle égale au  
rendement équilibré maximal, C =rM/4, 
permet-elle de préserver l’espèce à long terme ? 

La réponse est non. À long terme, on souhaite-
rait que la biomasse se rapproche de la valeur  
limite du modèle déterministe. Quelques  
années difficiles avec des Vn de 0,5 vont, à 
un moment donné, amener la valeur de Xn 
sous la barre des M/2 ce qui pourrait amorcer 
une lente et inexorable descente vers 0 telle  
qu’illustrée à la section précédente. En résumé 

si etX M C r
M

0 4
= =

dans le modèle avec variabilité environne-
mentale, on pourrait atteindre la valeur  
Xn = 0 après un certain nombre d’années.

Le problème avec des prises annuelles fixes 
est que des mauvaises conditions environ-
nementales font parfois baisser la taille de 
la population ; une pêche déterminée par le 

rendement équilibré maximum du modèle  
déterministe ne permet pas à la population  
de se renouveler et entraîne sa disparition à 
brève échéance. Pour ce modèle, une pêche 
annuelle constante n’est pas souhaitable. 
Il faut donc établir les prises à l’aide d’un 
taux de pêche p ; la capture à l’année n est 
alors pXn, une proportion fixe de la biomasse 
disponible. Dans ce cas le principe du  
rendement équilibré maximal cherche la  
valeur de p pour la quelle les prises pXn sont 
« en moyenne » les plus grandes possibles. 
Nous étudions maintenant la détermination  
de cette valeur de p dans le cadre d’un 
modèle de Schaefer stochastique.

Modèle de Schaefer avec  
variabilité environnementale
On obtient ce nouveau modèle en rempla-
çant les captures C par des captures relatives 
pXn dans le modèle précédent. On obtient

X X r X
X

M
pX V

X r p r

n n n
n

n n

n

+ = + −





 −







= + − −

1
1

1
XX
M

Vn
n







.

Un taux de pêche p supérieur à r, le taux de 
reproduction intrinsèque de l’espèce, entraine 
l’extinction de la population. Il faut donc 
que p < r. Comment choisir p ? Un candidat 
possible est le taux de pêche correspondant 
à la quantité de poissons pêchés pour un  

Dans un modèle mathématique, une variable aléatoire 
V est une quantité qui peut prendre plusieurs valeurs.  
On considère ici le cas où il y a 3 valeurs possibles,  
disons x1, x2 et x3, avec probabilités p1, p2 et p3 où p1 
+ p2+ p3 =1.  On écrit Pr(V = xj) = pj pour j = 1, 2, 3.  
L’espérance µ et la variance σ2 de V sont des carac-
téristiques importantes qui déterminent les propriétés 
des modèles où figurent des variables aléatoires.  Elles 
sont définies de la façon suivante,

µ = p1x1+p2x2+ p3x3  et 

σ2 = p1(x1–µ)2+p2 (x2–µ)2+ p3(x3–µ)2.  

Dans le modèle stochastique suggéré pour le stock 
d’aiglefin, la variabilité environnementale V prend 
trois valeurs, 0,5, 1, et 1,5 avec des probabilités 1/4, 1/2  
et 1/4. Écrire Pr(V = 0,5) = 0,25 veut dire que sur un grand 
nombre d’années les conditions environnementales 

seront défavorables dans environ 25 % des années, ou 
une année sur 4 en moyenne. L’espérance de V  vaut

µ = 0,25 × 0,5 + 0,5 × 1 + 0,25 × 1,5 = 1;

ainsi, en moyenne, les années ne sont ni favorables ni 
défavorables. La variance de V se calcule à l’aide de la 
formule précédente:

σ2
2

2
21

4

1

2
1

1

2
1 1

1

4

3

2
1

1

8
= −







 + −( ) + −







 = .

En général si la fraction a représente l’augmen-
tation (ou la diminution) de la population à une 
bonne (ou mauvaise) année, la variance de V 
s’écrit σ2 = a2/2. Si on prend a = 1/2, on retrouve 
bien σ2 = 1/8. Pour le modèle déterministe, a = 0 et 
σ2 = 0. Ainsi, la variance σ2 mesure l’ampleur des 
fluctuations de la taille de la population de poisson  
associées aux conditions environnementales.

Variables aléatoires : espérance et variance
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rendement équilibré maximal sous le modèle 
déterministe. En effet, dans le modèle déter-
ministe la biomasse limite de la population 
est M/2 et la pêche correspondante est 

C
M r= ×
2 2

,

le taux de pêche est donc p = r/2. La 
détermination du p optimal pour un modèle 
stochastique est plus complexe. Un article 
récent de la littérature scientifique sur ce  
sujet en donne l’approximation suivante,

p
r r

r
opt ≈ − −

−2

2 2

4 2
2( )

( )
,σ

où σ2 est la variance de la variabilité environ-
nementale V (voir l’encadré sur les concepts 
d’espérance et de variance d’une variable 
aléatoire). Cette équation met en lumière le 
fait que le popt décroît lorsque la variance du 
bruit augmente. Autrement dit, plus l’éco-
système est instable, plus ses populations  
doivent être exploitées avec prudence.

Dans l’exemple de l’aiglefin du banc Georges, 
on a r = 0,4. Avec un σ2 de 1/8, le taux 
optimal selon l’équation  précédente serait

popt ≈ − × =0 2
216

3 6

1

8
0 17

2
,

( , )

( , )
, .

DossierDéveloppement
                     durable

Le banc Georges est une large élévation sablonneuse 
du fond marin de forme ovale d’environ 120×240 km2 
située à la limite des plateformes continentales de  
l’Atlantique et de l’Amérique du Nord.  Comme le montre 
le plan ci-dessous il se situe à l’est du Cap Cod et au sud 
de la Nouvelle-Écosse. Il est traversé par le courant froid 
du Labrador qui lui garantit un apport continu en nutri-
ments. Une faible profondeur et la proximité du système 
de marrées « baie de Fundy-golfe du Maine » en font 
un site idéal pour la croissance de stocks de poissons.  

On y retrouve plusieurs espèces commerciales comme 
l’aiglefin (Melanogrammus aeglefinus). Il est estimé que 
lorsque la pêche y est bien gérée, le banc Georges peut 
soutenir des prises annuelles de près de 420 000 tonnes.

L’aiglefin est un poisson de fond que l’on retrouve sur 
le banc Georges.  Les valeurs M = 129 000 t et r = 0,4 
s’appliquent à cette espèce pour la période de 1976 à 
1993 durant laquelle ce stock était en reconstruction  
après avoir subi une importante surpêche dans les  
années 60. Durant ces années, plusieurs flottes de  

bateaux de pêches provenant d’aussi loin que  
l’Europe de l’Est s’étaient jointes aux flottes cana-
diennes et américaines qui exploitaient les poissons 
du banc Georges. En octobre 1984, une décision 
de la cour internationale de La Haye reconnaît la  
juridiction du Canada et des États-Unis sur le banc 
Georges. Une gestion très rigoureuse est mise en  
place. Cette dernière se fait sentir une dizaine d’années  
plus tard alors que certains stocks de poissons  
qui avaient pratiquement disparu lors de la surpêche  
des années 60 reprennent de l’importance.

Le stock d’aiglefin du banc Georges
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Graphique des différences de prises annuelles 
entre un taux de pêche de 0,17 
et un taux de pêche de 0,20.
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Ce résultat théorique dit qu’en ayant un taux 
de pêche un peu plus faible que p = 0,2, on 
maximise, en moyenne, les prises. Pour vérifier  
ce résultat on va simuler, à l’aide de l’ordinateur,  
500 valeurs de la variabilité environnementale  
Vn ce qui va nous permettre de créer deux 
réalisations du Xn pour le modèle de Schaefer 
avec variabilité environnementale, l’une avec 
un taux de pêche de popt = 0,17 et l’autre 
avec p = 0,2. 

Le graphique de gauche montre les captures  
annuelles 0,17 × Xn pour le modèle avec 
un taux de pêche optimal de popt = 0,17 
alors que le graphique de droite montre la  
différence entre les captures selon le taux 
de pêche optimal popt = 0,17 et celles avec 
p = 0,2. Le graphique de gauche révèle que 
les prises sont très variables. Elles sont  
parfois supérieures aux prises de C = 12 900 t 
du modèle déterministe. En général même si 
popt = 0,17 est inférieur à 0,2, il donne quand 
même des prises supérieures à celles obtenues  
avec le taux de pêche du modèle déterministe. 

Conclusion
Les quotas de pêche ont longtemps été déter-
minés à l’aide du rendement équilibré maximal  
selon le modèle de Schaefer déterministe. 
Très tôt le modèle a cependant été critiqué  
par de nombreux biologistes. Sa grande 
simplicité ne permettait pas de prendre  
en compte des éléments importants pour la  
dynamique d’un stock de poissons tels que les 
relations inter-espèces et la structure d’âges 
de la population. La surexploitation associée 
au rendement équilibré maximal en présence 
de variabilité environnementale, telle qu’il-
lustrée dans cet article, a été mise en lumière 
dans les années 1980. Malgré tout, sa grande 
simplicité fait en sorte que cette mesure est 
encore utilisée aujourd’hui dans la gestion 
des pêches. Pour éviter la surexploitation, 
on fixe souvent la capture annuelle C à une 
fraction, disons 70 % ou 80 %, de rM/4 .

Probabilités, statistiques et populations de poissons  |  Thierry Duchesne et Louis-Paul Rivest • Université Laval

Milner Baily Schaefer 
1912-1970
Milner Baily Schaefer est né à Cheyenne, au Wyoming. Il a étudié à l’Université de 
Washington où il a obtenu un baccalauréat en sciences en 1935.
Dès l’obtention de son baccalauréat, il a travaillé au département des pêches de 
l’état de Washington à Seattle. De 1937 à 1942, il a travaillé à la Commission  
des pêches du saumon du Pacifique à Westminster, Colombie-Britannique. Il a 
servi dans la marine durant la guerre et par la suite, il a occupé divers postes 
en tant que biologiste spécialiste des pêches. Après avoir terminé son doctorat  
à l’Université de Washington, en 1950, Schaefer est devenu directeur des  
enquêtes de l’IATTC, (Inter-American Tropical Tuna Commission), une commission  
internationale des pêches. Pendant les dix années qui ont suivi, il a travaillé sur la 

théorie de la dynamique de la pêche et mis au point un modèle de population des espèces marines qui est connu 
sous le nom modèle de Schaefer. 
Au cours des années 1950, Schaefer est devenu de plus en plus impliqué dans plusieurs comités, groupes et  
organisations concernés par les ressources marines, en particulier la pêche et tous les aspects de l’océanographie.  
Durant cette période, il a donné des cours sur la dynamique et l’exploitation des populations de poissons. 
En 1962, il démissionna de son poste de directeur des enquêtes à la IATTC pour occuper le poste de directeur 
de l’Institut des Ressources Marines de l’Université de Californie tout en agissant comme conseiller scientifique  
pour l’IATTC.  Jusqu’à sa mort en 1970, Schaefer a beaucoup voyagé à travers le monde pour donner des conférences  
et assister à des colloques sur les pêches et l’océanographie.
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Pour guérir les patients atteints du Parkinson, le neurochirchurgien 
doit insérer une électrode dans le cerveau des patients. Mais pas 

n’importe où, il faut viser un endroit pas plus grand qu’une amande 
situé au beau milieu du cerveau, cet endroit s’appelle le noyau  

sous-thalamique. En stimulant cette région avec des pulsations  
électriques, les tremblements cesseront et le patient ira mieux.  

Par contre, il est crucial de placer l’électrode exactement au bon  
endroit; pas un millimètre à gauche, ni à droite, ni trop haut, ni trop 

bas. Il faut réussir et réussir du premier coup !

Précis au millimètre près
Pour se guider, le chirurgien place la tête du 
patient à l’intérieur d`une machine qui donne  
en direct des images du cerveau par résonance  
magnétique. Ces images sont en noir et 
blanc et ressemblent à des radiographies, on 
n’y voit pas tout, seulement les différences  
de densité entre les régions du cerveau.  
Malheureusement, le noyau sous-thalamique  
est invisible par résonance magnétique car  
il a la même densité que les régions qui  
l’entourent. 

La résonance magnétique permet cependant 
d’identifier certains points de repères, des  
cavités remplies de liquide qui apparaissent 
en noir. Les chirurgiens savent que l’une d’elle,  
la commissure médiale, peut indiquer le  

Nicolas Doyon
Université Laval
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chemin jusqu’à la cible. Pour atteindre la  
cible, il faut d’abord trouver cette commis-
sure, située au centre du cerveau. À partir du 
centre de la commissure, pour atteindre le 
noyau sous-thalamique, il faut aller 5mm vers 
le bas du cerveau,  
puis 2mm à gauche  
perpendiculairement 
à la commissure 
médiale et 3mm 
vers l’avant, paral-
lèlement à la com-
missure.

Le médecin a besoin  
du mathématicien
Simple ? Pas si simple. C’est une autre machine,  
appelée appareil de stéréotaxie, qui s’occupe  
de placer l’électrode. Afin d’entrer les 
coordonnées de la cible dans la 
machine de stéréotaxie, il faut 
d’abord exprimer ces coor-
données dans le système 
d’axes de la machine. 
La commissure n’est 
pas alignée exacte-
ment dans l’axe de la 
machine de stéréo-
taxie, le cerveau du 
patient penche de 
quelques degrés 
vers la gauche, le 
centre de la com-
missure médiale 
ne se trouve 
pas au centre  
de l’appareil 
de stéréotaxie.  
Tous ces impré- 
vus compliquent  
le travail du 
chirurgien.

Maladie de Parkinson 
La maladie de Parkinson est une maladie neuro-
logique chronique affectant le système nerveux 
central. Elle provoque des tremblements incon-
trôlables. Un pour cent des plus de 60 ans et cinq  
pour cent des plus de 80 ans sont atteints de cette 
maladie. L’implantation d’électrodes dans le cer-
veau est le seul espoir pour les cas les plus lourds 
que les médicaments n’arrivent pas à traiter. 

(3; –2; –5);

5 mm

z

2 mm

Centre de la 
commissure

y
x

3 m
m
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Le haut, l’avant, la gauche et le centre du  
cerveau ne sont donc pas le haut, l’avant la 
gauche et le centre de l’appareil de stéréotaxie.  
Pour un mathématicien, le problème du  
chirurgien devient un problème de changement  
de coordonnées. La position d’un objet est 
connue selon un système d’axes (celui de la 
commissure médiale) et il faut exprimer cette  
position en fonction d’un autre système 
d’axes (celui de la machine de stéréotaxie). 

Changement  
de coordonnées ?
Pour comprendre comment fonctionne un 
changement de coordonnées, regardons un 
exemple en deux dimensions.  Vous voulez  
programmer un robot pour lui faire saisir 
un objet. Pour accomplir sa tâche, le robot 
doit avancer de trois mètres, tourner ensuite 
de 90 degrés vers la droite, puis finalement 
avancer d’un mètre encore. L’objet à saisir  
est donc à la position (3; –1) par rapport  
aux coordonnées initiales du robot que vous 
programmez. Mais que se passe-t-il si vous 
programmez un deuxième robot, qui n’est au 
départ ni à la même position ni dans la même 
orientation que le premier, pour qu’il saisisse le 
même objet ? Vous devez effectuer un peu de 
mathématiques pour transformer la position  

de l’objet qui est (3; –1) pour le premier robot,  
dans le système de coordonnées  

du deuxième robot. Il faut  
effectuer une translation 

afin de compenser pour la 
différence dans la posi-
tion initiale des robots, 
puis une rotation pour 
tenir compte du fait 
qu’ils n’ont pas ini-
tialement la même  
orientation. Un exemple  
détaillé est donné dans  
l’encadré changement 
de coordonnées.

La carte du cerveau  |  Nicolas Doyon • Université Laval

Noyaux sous-thalamiques 
Une image du cerveau par résonnance magnétique. Les noyaux 
sous-thalamiques sont encerclés en rouge.  Ces régions norma-
lement invisibles apparaissent en noir après l’implantation des  
électrodes. La ligne jaune correspond à un axe physiologique que le  
chirurgien utilise pour se guider, remarquez qu’elle n’est pas tout 
à fait verticale !

Appareil de stéréotaxie.
La stéréotaxie est une technique utilisée en neurochirurgie pour 
atteindre des zones du cerveau de manière précise. Elle permet  
de définir la position d'une structure grâce à un système de 
coordonnées dans l'espace et de l'atteindre pour procéder à un  
traitement, une biopsie, etc. La méthode assure une meilleure  
précision tout en étant moins invasive qu'une intervention  
classique. On voit les deux angles qui peuvent être ajustés ainsi 
que l’aiguille dont la profondeur doit aussi être spécifiée.
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Le point bleu, noté A, se situe aux coordonnées (3; –1) dans le système 
d’axes xy (en noir). Comment faire pour obtenir ses coordonnées dans le 
système d’axes x ‘y ‘ (en vert) ?  

On effectue d’abord une translation qui a pour effet de déplacer conjointe-
ment le point A et le second système d’axes pour en ramener l’origine sur 
celle du premier système d’axes (flèches rouges). Après cette translation, 
le point A occupe la position du point B dont les coordonnées sont (2; –5) 
dans le premier système d’axes. 

Il reste à exprimer les coordonnées du point B dans le système x’y’. Les deux 
systèmes d’axes se croisent avec un angle de 45°. Si on trace un triangle  
rectangle ayant un angle de 45° et une hypoténuse de 1, on voit que  
chaque unité de déplacement vers la droite dans le système xy correspond 
à un déplacement de 0,71 unité (cos 45°) selon l’axe x’ et de –0,71 unité 
(sin 45°) selon l’axe y’.  

Considérons le déplacement du point (0; 0) au point (2; 0) , dans le système  
d’axes xy. Pour parvenir au même point en adoptant un parcours dont les 
composantes sont parallèle aux axes du système x ‘y ‘, on doit parcourir 
2 × 0,71 dans la direction de l’axe x ‘ et –2 × 0,71 dans la direction de l’axe y ‘.
De plus, chaque déplacement d’unité vers le bas dans le système xy 
correspond à un déplacement de (–0,71; –0,71) dans le système d’axes x’y ‘. 
Il suffit  donc de multiplier et d’additionner. Parcourir deux unités vers  
la droite et cinq unités vers le bas dans le système xy correspond, dans le 
système d’axes x’y ‘, à un déplacement de :

 2 × (0,71; –0,71) + –5 × (0,71; 0,71) = (–2,13; –4,97) .

Cela signifie que le point B de coordonnées (2; –5) dans le système xy 
correspond au point (–2,13; –4,97)  dans le système x’y ‘.

Changement de coordonnées

Changer de carte  
sans perdre la carte
En trois dimensions, c’est un peu plus complexe  
que dans l’encadré, mais c’est le même principe.  
Chaque millimètre vers l’avant de la commissure  
médiale correspond à 0,8 mm vers l’avant de  
l’appareil de stéréotaxie, 0,2 mm vers le bas de  
l’appareil de stéréotaxie et 0,1 mm vers la gauche  
de l’appareil. On trouve les valeurs analogues  
pour chaque millimètre parcouru vers le bas 
et vers la gauche par rapport à la commissure.  
On obtient finalement que le noyau sous- 
thalamique, situé aux coordonnées (5; 3; 12)  
par rapport au centre de la commissure est 
placé à la position (4; 6; 10) par rapport au 
centre da la machine de stéréotaxie. Est-ce 
terminé ? Pas tout à fait, il faut effectuer un 
deuxième changement d’axes... 

Des coordonnées  
qui font tourner la tête
L’appareil de stéréotaxie est formé d’un  
cercle qui fait le tour de la tête comme  
un bandeau. Sur ce cercle, près des oreilles 
un demi-cercle est fixé, celui-ci peut pivoter 
de l’avant vers l’arrière selon l’angle choisi 
par le chirurgien. L’électrode est fixée sur ce 
demi-cercle, elle peut s’y déplacer de la droite  
vers la gauche. Les centres des deux cercles  
sont situés au même endroit, au cœur du 
cerveau du patient. Ce qu’il faut entrer dans 
la machine de stéréotaxie pour décider du 
lieu d’implantation de l’électrode ce sont 
donc deux angles et la profondeur à laquelle  
l’électrode doit pénétrer dans le cerveau.  Ces 
données permettront à l’électrode d’atteindre  
les coordonnées du noyau sous-thalamique. 
Pour le mathématicien il s’agit d’exprimer la 
position du noyau en coordonnées sphériques. 

DossierApplications

(3; –1)

(1; 4)

A

B
(2; –5)

45°

45°
1

0,71

2 × 0,71

–2 × 0,71

–5 × 0,71

–5 × 0,71

0,71 45°1
0,71

0,71

B
(2; –5)

Déplacement d’une unité 
vers la droite vers le bas

x

x'

y

x

y

y'

x'y'
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Des coordonnées sphériques, vous en avez 
déjà entendu parler sans le savoir car on  
utilise de telles coordonnées pour donner la 
position d’un objet à la surface de la terre 
(longitude et latitude). 

Comme la cible se situe au coordonnées  
(4; 6; 10) par rapport au système d’axes de 
stéréotaxie, on effectue un changement  
de coordonnées sphériques et on obtient 
que le demi cercle passant par-dessus la tête 
du patient doit faire un angle de 78 degrés 
avec le bandeau, l’électrode doit être placée à  
un angle de 72 degrés sur le bandeau et 
l’électrode doit être enfoncée de 13,2 cm. 
Une fois ces calculs effectués, le chirurgien 
peut placer l’électrode et guérir le patient.

Conclusion
En résumé, l’implantation d’une électrode 
dans le noyau sous-thalamique, pour contrer 
les effets du Parkinson est une opération  
délicate pour laquelle il faut effectuer deux  
changements de coordonnées. Un premier  
changement pour exprimer la position  
de la cible dans le système de référence de  
l’appareil de stéréotaxie, puis un second 
changement pour exprimer la position 
de la cible en coordonnées sphériques. Le  
chirurgien peut alors entrer les angles dans 
la machine de stéréotaxie. Le traitement  
mathématique est essentiel au succès de 
l’opération.

Pour situer un point à l’aide de coordonnées polaires (en deux dimensions), au lieu  
d’utiliser une distance en x et une distance en y, on utilise un angle θ et une distance r 
(image de gauche).   

Pour comprendre comment on détermine la position d’un point ou d’un objet en coordonnées  
sphériques (en trois dimensions), choissez un point d’intersection de deux murs et du  
plafond. Tenez-vous au centre de la pièce et tendez le bras droit à l’horizontale à hauteur 
de l’épaule,  parallèlement à un des murs de la pièce.  Vous êtes à l’origine d’un système 
d’axes en trois dimensions. Votre bras pointe dans la direction positive de l’axe des x, la 
direction de l’axe des y passe de votre épaule droite à votre épaule gauche et la direction 
l’axe des z passe de vos pieds à votre tête. La distance de votre épaule au coin des murs 
et du plafond est la première composante des coordonnées sphériques du coin des murs 
et du plafond.  En maintenant le bras à l’horizontale, déplacer celui-ci en direction de la  
verticale formé par l’íntersection des deux murs. Dans ce déplacement, le bras décrit un 
angle horizontal j qui est la deuxième coordonnée. Déplacez maintenant le bras verti-
calement pour le pointer en direction du coin au plafond. Dans ce second déplacement, 
le bras décrit dans le plan vertical un angle qui sur la sphère terrestre est la latitude, soit 
la troisième coordonnée du coin. (En mathématiques et en physique, on utilise plutôt 
la colatitude, c’est-à-dire l’angle complémentaire de celui que votre bras a décrit). Pour 
exprimer en coordonnées sphériques un point dont les coordonnées cartésiennes sont 
connues, on utilise le théorème de Pythagore pour déterminer la valeur de r.  Pour les 
angles, on les calcule aussi avec des tangentes inverses.   

Coordonnées sphériques
r

x

y

θ

(r; θ)
(x; y)

r

x

y

z

θ

ϕ

(r; ϕ; θ)

r

z

x

y

θ

(r; ϕ; θ)
(x; y; z)

ϕ
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La force de Coriolis agit perpendiculairement à la direction  
du mouvement d’un corps en déplacement dans un milieu lui-même 

en rotation uniforme, tel que la Terre. Elle n’est pas une force au sens 
strict, soit l’action d’un corps sur un autre, mais plutôt une force  

fictive. Elle ressort naturellement des mathématiques lorsque nous 
décrivons les équations du mouvement en un point fixe de la planète  

Terre qui tourne sur elle-même une fois à toutes les 24 heures.

Ligne droite ou courbée?
En l’absence de frottement, la trajectoire 
d’un ballon lancé à partir de la périphérie d’un 
caroussel vers son centre correspond à une ligne  
parfaitement droite pour un observateur  
juché sur la branche d’un arbre au-dessus  
du caroussel. Pourtant, un second observateur  
se trouvant sur le caroussel perçoit une  
trajectoire courbée. Lequel des deux obser-
vateurs a raison? En fait, ils ont tous deux  
raison car leur perception de la trajectoire du 
ballon dépend uniquement de leurs cadres de 
référence respectifs.

Cadres de référence  
inertiel et en rotation
En physique, un cadre de référence inertiel  
consiste en un système de coordonnées 
ne subissant aucune force nette. Selon la  
première loi du mouvement de Newton, un 
cadre de référence inertiel possède donc une 
vitesse nulle ou encore une vitesse rectiligne  
constante. Il s’agit en fait d’un concept  
théorique, car la force de gravité est présente  
partout dans l’univers et affecte tous  

les corps célestes :  
la Terre, le Soleil,  
la Voie lactée ainsi  
que toutes les 
autres galaxies. 
De façon pratique,  
un cadre de réfé-
rence inertiel se 
définit donc plutôt 
comme un système  
de coordonnées 

Denis Gilbert1

Pêches et Océans Canada
Institut  

Maurice-Lamontagne

dans lequel les lois de la physique s’expriment  
avec des équations mathématiques simples. 
En particulier, l’absence de forces fictives est 
la propriété fondamentale de tout cadre de 
référence inertiel.

Dans le cas du caroussel, qui tourne avec une 
vitesse angulaire plus de 1 000 fois supérieure 
à celle de la Terre, nous pouvons négliger  
l’effet de rotation de la Terre et considérer 
en première approximation que l’observateur 
juché dans un arbre au-dessus du caroussel 
se trouve dans un cadre de référence inertiel.  
Ce dernier ne perçoit aucune force fictive 
et voit le ballon se déplacer en ligne droite.  
En revanche, un observateur situé en un 
point fixe du caroussel perçoit une trajectoire  
courbée et il se verra forcé d’invoquer une force  
fictive, la force centrifuge, pour expliquer  
la courbure de la trajectoire du ballon.

Rotation de la Terre
Le graphique ci-contre offre une vue de la  
Terre à partir d’un point très éloigné de 
celle-ci se trouvant dans son plan équatorial.  
La Terre tourne sur elle-même avec une  
vitesse angulaire représentée par le vecteur Ω 
dont le module est égal à 2π radians par 
24 heures, dont la direction est donnée  
par une droite passant à la fois par les  
pôles Sud et Nord géographiques, et dont 
le sens est vers le Nord. Ce vecteur Ω 
est le même partout sur la planète. Cependant 
la composante verticale de Ω, dont la direction 
est parallèle à un segment de droite partant  

Aller en ligne droite 
sur une planète qui tourne : 
                   la force de Coriolis

60° N
90° N

Pendule 
de Foucault

O

Ω

90° S
60° S

30° S

30° N

0° 

1.	 �L’auteur est chercheur à l’Institut Maurice-
Lamontagne à Mont-Joli, Québec, Canada. 
http://www.meds-sdmm.dfo-mpo.gc.ca/	
sdb-bds/profile-profil.do?lang=fra&id=200
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du centre de la Terre (origine O) à un 
point quelconque de la surface, varie  
proportionnellement au sinus de la  
latitude. Ainsi la force de Coriolis sera plus 
forte à 60° N qu’à 30° N et égale à zéro à 
l’équateur. De plus, puisque le vecteur  
Ω a une composante verticale qui pénètre 
dans le sol dans l’hémisphère Sud tandis  
que cette même composante verticale du  
vecteur Ω sort du sol dans l’hémisphère Nord, la 
force de Coriolis se fait sentir dans des sens 
opposés dans les deux hémisphères.

Pendule de Foucault
En raison de la rotation de la Terre, le plan 
d’oscillation d’un pendule sans friction  
suspendu au plafond d’un bâtiment effectue 
une rotation complète (360°) sur une période 
correspondant à 

24 h

sinφ

où f est la latitude. Ainsi, la période de rotation 
du plan d’oscillation du pendule est de  
24 heures aux deux pôles et de 48 heures à 
30° de latitude comme pour le pendule de  
notre illustration. À l’équateur, le pendule n’est 
aucunement influencé par la rotation de la 
Terre parce que le vecteur de vitesse angulaire  
Ω est contenu dans le plan horizontal. Les 
mouvements horizontaux ne subissent donc 

Aller en ligne droite sur une planète qui tourne : la force de Coriolis  |  Denis Gilbert • Institut Maurice-Lamontagne

pas de déviation à l’équateur et 
la période de rotation du plan  

d’oscillation du pendule  
y est donc infinie. Le 

physicien français Jean 
Bernard Léon Foucault  
a conçu cette expé-
rience et en a fait la 
première démons-
tration publique en  
1851 en accrochant  
un pendule à la 
voûte du Panthéon  
de Paris. En son  

honneur, de tels  
pendules sont commu- 

nément appelés pendules 
de Foucault et peuvent être 

observés en divers endroits  
du monde en guise de démons-
tration empirique du mouvement  
de rotation de la Terre sur  
elle-même. Pour approfondir  
notre compréhension intuitive 
de la force de Coriolis, examinons 
maintenant la situation à partir 
de deux autres points de vue.

Pour un observateur situé loin au-dessus 
du pôle Nord, notre planète ressemblerait à 
un disque plat avec un mouvement rotatif  
antihoraire, c’est-à-dire dans le sens contraire  
aux aiguilles d’une montre. Mais pour un  
observateur situé loin au-dessus du pôle Sud, 
la Terre tourne avec un mouvement rotatif horaire,  
dans le même sens que les aiguilles d’une 
montre. En raison de cette différence du sens 
de rotation, tout corps en mouvement sera 
dévié vers la droite dans l’hémisphère Nord et 
vers la gauche dans l’hémisphère Sud. 

Vitesse de rotation
Considérons la vitesse de points fixes se 
trouvant à diverses latitudes à la surface de 
la Terre, donnée par 

V = ΩR cos f

(voir encadré Notions avancées). 

Aller en ligne droite 
sur une planète qui tourne : 
                   la force de Coriolis

Hémisphère nord

Hémisphère sud
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Bien que la Terre ne soit pas une sphère  
parfaite, nous considérons ici qu’elle possède 
un rayon R constant de 6371 km. La vitesse V 
est alors égale à 

V = ×

=

2

24
6 371

1

π φ

φ
h

km

668 km/h

cos

( cos )

Voyons maintenant à l’aide d’un 
graphique comment cette vitesse  
varie en fonction de la latitude 
dans le cas de l’hémisphère Sud.

Nous constatons que la vitesse  
d’un point fixe sur la Terre est maxi-
male à l’équateur et diminue au 
fur et à mesure que l’on approche  
du pôle Sud où elle devient nulle.  
Un objet partant de 60° S pour 
se rendre à 30° S sera dévié vers 
la gauche car la composante 
Est de la vitesse à son point de  

départ (834 km/h) est de beaucoup inférieure  
à la composante Est de la vitesse à son point 
d’arrivée (1 445 km/h). Un objet partant 
de l’équateur pour se rendre à 30° S sera  
également dévié vers la gauche, car la com-
posante Est de la vitesse à son point de départ 
(1 668 km/h) est de beaucoup supérieure à 
la composante Est de la vitesse à son point  
d’arrivée (1 445 km/h). Dans l’hémisphère 
Nord, les variations de vitesse en fonction de 
la latitude causent plutôt une déviation vers 
la droite (démonstration graphique semblable  
laissée en exercice au lecteur).

Applications en météorologie 
et océanographie
Géostrophie  
- un équilibre entre le gradient  
de pression et la force de Coriolis. 
En météorologie et en océanographie,  
l’équilibre exact entre la force réelle d’un  
gradient de pression horizontal et la force  
fictive de Coriolis est connu sous les noms 
de géostrophie, relation géostrophique ou 
équation géostrophique.

Les composantes Est ( îi ) et Nord ( ĵj ) de 
l’équation géostrophique sont données  
respectivement par les deux équations  
suivantes,

− = − ∂
∂

= − ∂
∂

fv
p
x

fu
p
y

1 1
ρ ρ

et

où f est le paramètre de Coriolis 
(2π sin f), u et v sont les composantes Est et 
Nord de la vitesse dans le cadre de référence 
en rotation, r représente la densité du fluide 
(air ou eau), p la pression et ∂ dénote une 
dérivée partielle. 

En termes simples, l’équation géostrophique 
nous dit que la direction du vecteur vitesse est 
parallèle aux isobares (surfaces de pression  
uniforme) et que plus la distance entre les iso-
bares est faible, plus le gradient de pression  
est fort et plus la vitesse du vent ou courant 
est grande.

Ceci est illustré dans le graphique ici-bas où 
les isobares au niveau de la mer, initialement 
relativement éloignées les unes des autres,  
deviennent ensuite deux fois plus rapprochées.  
Ceci se traduit par un doublement de la  
vitesse du vent. Puisque nous avons  
tracé cette situation pour l’hémisphère Nord, 
les hautes pressions se trouvent à droite par 
rapport au vecteur vitesse. Dans l’hémisphère  
Sud, la force de pression conserverait  
le même sens, mais le vecteur vitesse ainsi 
que la force de Coriolis verraient leurs sens 
inversés.

Le courant jet
Un exemple bien connu et très médiatisé 
de courant géostrophique est le courant jet 
dont le coeur est typiquement situé entre  
7 et 12 km d’altitude et entre 30° et 60° de 
latitude dans l’hémisphère Nord. Tous les  
pilotes d’avion sur les vols reliant les États-
Unis ou le Canada à l’Europe consultent les 
bulletins météorologiques pour s’informer de 
la position exacte du courant jet tout au long 
de leur parcours prévu. 

DossierDéveloppement
                     durable

Hémisphère sud

834 km/h

834 km/h

1 668 km/h

1 668 km/h

1 445 km/h

1 445 km/h

90° 60° 30° 0°

Hémisphère nord

980 mb

990 mb

1 000 mb

1 010 mb
1 mb (millibar) = 100 pascals = 100 newtons par mètre carré

Force de pression
Force de Coriolis
Vent géostrophique

Courant jet

Montréal

Par
is
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Comme le courant jet souffle presque  
toujours de l’Amérique du Nord vers l’Europe  
en raison de la force de Coriolis, les vols en  
partance de l’Amérique vont souvent tâcher de 
bénéficier de vents favorables en empruntant  
le courant jet. À l’inverse, les vols partant de 
l’Europe vont parfois faire des détours pour 
éviter d’affronter de plein fouet le coeur du 
courant jet. L’influence du courant jet sur la 
vitesse relative des avions par rapport au sol 
est telle que la durée du vol Montréal-Paris 
prend généralement une heure de moins que 
le vol Paris-Montréal!

Transport d’Ekman et remontées 
d’eaux côtières
En océanographie, une conséquence impor-
tante de la force de Coriolis est que le transport  
net de masse d’eau causé par la friction du 
vent à la surface de l’eau se produit à angle  
droit (90°) par rapport au vent. L’océanographe  
suédois Vagn Walfrid Ekman (1874-1954) 
est à l’origine de cette découverte publiée en 
1905. Dans l’hémisphère Nord, le transport 
d’Ekman se fait vers la droite du vecteur vent. 
Une conséquence intéressante de ce phéno-
mène est souvent observée près de la côte. 

En particulier, lorsque la côte se situe du 
côté gauche par rapport au vecteur vent, les 
eaux superficielles côtières sont repoussées  
vers la droite et donc vers le large. Ceci  
entraîne une baisse du niveau d’eau à la 
côte et il en résulte un gradient de pression  
qui cause un mouvement compensatoire  
des eaux profondes du large vers la côte. 
Ces eaux profondes sont généralement  
plus froides que les eaux de surface et beaucoup  
plus riches en éléments nutritifs tels que les  
nitrates, phosphates et silicates. Les régions  
côtières du Pérou et du Chili sont mondialement  
reconnues pour leurs vents généralement 
propices aux remontées d’eaux profondes 
près de la côte, ce qui donne lieu aux sites de 
pêche les plus productifs du monde.

Nord Sud

Vent

Remontée d’eau

Fond marin

Ligne côtière

VENT

°C
26
24
22
20
18
16
14
12
10
8
6
4
2
0

Sept-Îles

Institut Maurice-Lamontagne 
Laboratoire de télédétection 
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Un exemple de remontée d’eau côtière due 
au transport d’Ekman spécifique au Québec 
est illustré dans la figure au bas de la page  
précédente. On y montre la température de 
surface de l’eau dans le golfe du Saint-Laurent, 
le 24 août 2006, lors de la deuxième de trois 
journées consécutives avec des vents de 10 à 
40 km/h provenant de l’ouest et soufflant vers 
l’est sur toute la portion de la Basse-Côte-Nord  
du Québec à l’Est de Sept-Îles. Ces vents 
ont repoussé les eaux de surface chaudes 
(14° C) vers le large, permettant la remontée  
compensatoire d’eaux froides (6 à 8° C)  
riches en nutriments près de la côte.

Mot de la fin
Décrire de façon aussi simple et intuitive  
que possible la force de Coriolis n’est pas 
une mince tâche. La difficulté provient en  
partie du fait que nous ne ressentons pas la  

force de Coriolis dans notre vécu quotidien.  
Néammoins, cette force fictive qui est due 
au mouvement de rotation de la Terre sur  
elle-même occupe une place centrale dans 
la description mathématique des vents et 
des courants marins. Elle fait donc partie du  
quotidien des océanographes, météorologistes  
et pilotes d’avion intercontinentaux dans 
leurs activités professionnelles. Le lecteur  
curieux d’en apprendre davantage sur les 
multiples phénomènes physiques dans  
lesquels la force de Coriolis intervient trouvera  
de nombreuses thématiques à explorer. Au 
menu : ondes inertielles, ondes planétaires  
de Rossby, circulation autour d’une dépression  
atmosphérique, effets de la friction, explication  
du Gulf Stream et bien d’autres choses encore !

DossierDéveloppement
                     durable

Gaspard-Gustave Coriolis (1792-1843)
C’est à ce mathématicien et ingénieur français de la première moitié du 
19e siècle que l’on attribue généralement la description mathématique 
des conséquences de la rotation de la Terre sur les corps en mouvement,  
bien que Pierre-Simon Laplace avait lui aussi inclus cette expression  
mathématique dans ses équations de marée dès 1778. En 1808, Coriolis  
se classa second au concours d’entrée de l’École Polytechnique de  
Paris. Après avoir complété sa formation dans cette institution, il  
intégra le Corps de ponts et chaussées.  En 1816, recommandé par Cauchy  
(Augustin Louis 1789-1857), il accepta un poste d’enseignement à l’École  

Polytechnique. Puis, en 1829, il devint professeur 
d’analyse géométrique et de mécanique générale à 
l’École centrale des arts et manufactures. En 1838, 
en plus du poste d’ingénieur en chef des ponts et 
chaussées, il occupe celui de directeur des études 
à l’École Polytechnique. Dans ses travaux comme 
ingénieur des ponts et chaussées, Coriolis a rédi-
gé plusieurs volumes de tables servant à détermi-
ner les surfaces de remblai et de déblai de projets 
routiers. Il s’est également impliqué dans la pro-
tection des routes de la France contre une destruc-
tion rapide en imposant aux transporteurs des me-
sures restrictives en matière de poids maximaux à 
transporter.
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Prenons l’indice i pour désigner un paramètre mesuré 
dans le cadre de référence inertiel et prenons l’indice r 
pour désigner le même paramètre mesuré dans le  
cadre de référence de la Terre qui est en rotation. De plus,  
dénotons par le vecteur Ω la vitesse angulaire du 
référentiel en rotation. Un objet se trouvant à la position 
fixe xr dans le référentiel tournant aura alors une vitesse 
non nulle dans le cadre de référence inertiel.

d
dt

R

xx

xx

ii

rr

= ×

= −

=

ΩΩ

ΩΩ

xx

ii

ii

rr

sin( )ˆ

cos ˆ

π φ

φ

2

Ω

où f représente la latitude, R est le rayon de la Terre et îi  
est un vecteur unitaire pointant vers l’Est. Maintenant,  
si cet objet se déplace par rapport au référentiel  
tournant, sa vitesse Vi dans le cadre de référence 
inertiel sera donnée par

d
dt

d
dt

xx xx
xxii rr

rr= + ×ΩΩ

Nous pouvons répéter cette opération pour obtenir  
l’accélération dans le cadre de référence inertiel.

aa
VV

xx
xx

xx
xx

ii
ii

rr
rr

rr
rr

=

= + ×






+ × + ×









d
dt
d
dt

d
dt

d
dt

ΩΩ ΩΩ ΩΩ

Et, puisque la vitesse angulaire est constante, 

d
dt
ΩΩ = 0,

nous obtenons enfin

aa
xx xx

xxii
rr rr

rr= + × + × ×( )d
dt

d
dt

2

2
2ΩΩ ΩΩ ΩΩ .

Le premier terme à droite correspond à l’accélération 
perçue par un observateur dans le référentiel rotatif. Le 
second terme à droite nous intéresse particulièrement  
dans cet article car il représente la force fictive de  
Coriolis qui traduit l’effet de la rotation de la Terre sur 
les corps en mouvement. Quant au troisième terme,  
il représente une autre force fictive, soit l’accélération  
centrifuge dont nous ne traitons pas ici mais qui joue 
un rôle central avec l’accélération de gravité dans  
l’explication du phénomène des marées.

Il est utile d’exprimer 
l’accélération de Coriolis  
dans un système de 
coordonnées cartésien  
où ˆ, ˆ ˆii jj kket  sont des 
vecteurs unitaires pointant 
respectivement vers l’Est,  
le Nord et le haut. Si 
nous désignons par u, 
v et w les composantes 
du vecteur vitesse 
dans ce système de 
coordonnnées, on a que

d
dt

u v w
xx

ii jj kkrr = + +ˆ ˆ ˆ

ΩΩ= +Ω Ωcos ˆ sin ˆφ φjj kk

2 2 0

2

ΩΩ× =

= −

d
dt

u v w

w v

xx ii jj kk
rr

ˆ ˆ ˆ

cos sin

( cos sin )ˆ

Ω Ω

Ω

φ φ

φ φ iiii jj kk+ −2 2u uΩ Ωsin ˆ cos ˆφ φ

Dans le cas des vents atmosphériques et des courants 
marins, la composante verticale de la vitesse w est 
généralement beaucoup plus faible que les composantes  
horizontales u et v, tout simplement parce que les masses 
d’air et masses d’eau sont très minces relativement  
à leurs dimensions horizontales. Ceci nous permet  
d’éliminer le premier terme impliquant w et nous obtenons 
ainsi l’accélération de Coriolis :

2 2 2 2ΩΩ× = − + −d
dt

v u u
xx

ii jj kkrr Ω Ω Ωsin ˆ sin ˆ cos ˆφ φ φ

Il est intéressant de noter que l’accélération de Coriolis 
possède une composante verticale (

�
kk ), appliquée dans 

le même sens que la gravité, utile en balistique. Cette 
composante verticale de l’accélération de Coriolis est 
habituellement négligée en sciences atmosphériques et 
océaniques. Ainsi, en substituant le paramètre de Coriolis  
f à 2Ω sin f nous obtenons finalement les deux 
composantes horizontales (Est et Nord) de l’accélération 
de Coriolis :

Notions avancées: l’accélération de Coriolis

xr

R
O

Pôle sud

Pôle nord

φ

 × xr

Équateur

Ω
Ω

Les variables en caractères gras représentent des vecteurs 
et le symbole × représente un produit vectoriel.
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Rubrique des

Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences 
et Technologies de Lille

Mona Lisa
au photomaton

Cette fois le paradoxe proposé est unique-
ment graphique.

Regardez attentivement la série de 9 images 
A, B, C, D, E, F, G, H, I. Chacune a été obtenue 
à partir de la précédente en réduisant la taille 
de l’image de moitié ce qui a donné quatre 
morceaux analogues qu’on a placés en carré 

pour obtenir une image ayant la même taille 
que l’image d’origine. Le nombre de pixels  
a été exactement conservé et en fait on 
a seulement déplacé les pixels pour avoir 
quatre réductions de l’image initiale. Cette 
transformation s’appelle la transformation 
du photomaton.

L’image B comporte 4 Mona Lisa. L’image C 
en comporte 16. L’image D en comporte 64, 
etc.  Il se produit quelque chose d’étrange 
car, au bout de neuf étapes, l’image de Mona 
Lisa est réapparue. Précisons que c’est bien la 
même transformation qui a été utilisée pour 
déduire les unes après les autres les images 
de la série (c’est un programme d’ordinateur 
de Philippe Mathieu qui a fait le travail à 
chaque fois : http://www.lifl.fr/~mathieu/
transform/index.html).

Savez-vous expliquer le paradoxe graphique 
de la réapparition de l’image initiale ?

B C

E F

H I

D

G

A



 

Solution du paradoxe précédent
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Le paradoxe des Dupont
Solution
Comme dans le cas du paradoxe du  
menteur (celui qui dit « je mens » ne dit 
pas vrai — car cela signifierait qu’il ment —,  
ni ne ment - car cela signifierait qu’il dit 
vrai), aucune solution pleinement satisfai-
sante n’a aujourd’hui été proposée.

Pour le paradoxe du menteur, on se contente  
souvent de le résoudre en affirmant que, 
si on dit de certaines phrases qu’elles sont 
vraies ou fausses, il faut s’interdire d’inclure 
dans les phrases visées la phrase qu’on  
prononce. Plus généralement lorsque  
plusieurs phrases sont concernées parlant  
de vérité et de fausseté (comme dans le 
paradoxe de Pierre et Paul : Pierre dit :  
« Ce que dit Paul est faux » et Paul dit :  
« Ce que dit Pierre est vrai ») il faut s’interdire 
les cycles (si Pierre parle de la phrase de 
Paul alors Paul ne doit pas parler de celle 
de Pierre).

La solution de l’interdiction des cycles se 
généralise et conduit à une solution qui 
résout (de manière moyennement satis-
faisante) le paradoxe du menteur, celui 
de Pierre et Paul et celui des Dupont. La 
généralisation est :

- �lorsqu’on considère des phrases parlant 
de vérité et de fausseté, il faut s’interdire  
les cycles et s’interdire les situations infinies.

Si vous disposez d’une meilleure solution, 
signalez-le moi.

Rappel du paradoxe  
précédent
Supposons une infinité de personnages 
(appelés Dupont-0, Dupont-1, ..., Dupont-n,...)  
placés en ligne les uns derrière les autres :

• �Dupont-0 est placé en tête de la rangée 
infinie et n’a personne devant lui,

• �Dupont-1 est placé juste derrière 
Dupont-0,

• �Dupont-2 est placé juste derrière 
Dupont-1, etc.

Chaque Dupont prononce la phrase :  
« au moins une personne derrière moi ment ».  
Qui dit vrai ? qui ment ?

D’après le sens des phrases prononcées :

• �derrière tout Dupont qui dit vrai, il y a au 
moins un Dupont qui ment ;

• �si un Dupont ment alors tous les Dupont 
derrière lui disent la vérité.

Si on désigne par M les Dupont qui mentent 
et par H ceux qui sont honnêtes et donc ne 
mentent pas, les deux règles précédentes se 
traduisent en : 

a) derrière tout H, il y a au moins un M 
b) derrière un M, il n’y a que des H. 

Or il est impossible de concevoir une suite 
infinie de M et de H qui vérifie les règles a) 
et b), car tout M doit être suivi uniquement 
de H, ce qui ne se peut pas puisque tout H 
doit être suivi d’au moins un M. La situation 
est contradictoire. Pourquoi ?

Au moins une personne  
derrière moi ment!
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Sphères de Dandelin
1. �Sous quelle condition l’intersection d’un 

cylindre avec un plan est-elle une conique? 
Montrer que cette conique est une ellipse. 

2. �Montrer que, si la pente du plan est supé-
rieure à la pente du cône, l’intersection 
entre les deux est une hyperbole.

Mathématiques  
de la tasse de thé
1.	� En considérant l’illustration suivante, 

montrer que la cardioïde est décrite par 
l’équation paramétrique :

	 x (q) = r (2 cos q – cos 2q)

	 y (q) = r (2 sin q – sin 2q).

rr

Cercle de base 
et cercle roulant
de la cardioïde 

2.	� En considérant l’illustration suivante, 
montrer que la néphroïde est décrite par 
l’équation paramétrique :

	 x (q) = r (3 cos q – cos 3q)

	 y (q) = r (3 sin q – sin 3q).

r
2r

Cercle de base et cercle roulant
de la néphroïde 

3.	� Montrer que l’épicycloïde dont le rapport  
du rayon du cercle de base sur le  
cercle roulant est q = R/r est décrite par 
l’équation paramétrique :

	

x r q q

y r q

( ) ( )cos cos ( )

( ) ( )sin

θ θ θ

θ θ

= + − +( ) 
= + −

1 1

1 ssin ( )q +( ) 1θ

	� À quelle condition le cercle roulant  
revient-il exactement à sa position initiale ?

Section problèmes
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