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Editoriol
Commencons par deux bonnes nouvelles
concernant la revue.

Accromath a recu une médaille d'or au Summit International awards et une
mention spéciale lors du dévoilement du récipiendaire du Prix d'Alembert 2010.
Le Prix d'’Alembert, créé en 1984 par La Société mathématique de France et re-
mise aux deux ans, récompense des personnalités dont le travail élargit le champ
des mathématiques ou dont I'action permet de diffuser la connaissance des ma-
thématiques. Voici le compte rendu du jury.

Le prix d'’Alembert est attribué cette année a A. Alvarez, E. Ghys et J. Leys, pour
leur film « Dimensions... une promenade mathématique » et le site web associé.
Les qualités graphiques et artistiques de I'oeuvre, la simplicité avec laquelle les
concepts géomeétriques sont introduits, ont rapidement fait connaitre ce travail
dans le monde entier. Le nombre croissant de traductions témoigne en effet du
succes international de cette remarquable réalisation.

Une mention spéciale est accordée a Accromath, revue canadienne de mathé-
matiques, pour ses travaux en direction de I'enseignement. La qualité pédagogique
des articles abordant notamment l'usage des mathématiques dans le monde
contemporain ont particulierement retenu l'attention du jury.

Dans ce numéro

On serait porté a croire que dans un domaine particulier, la géographie ou les
rapports financiers par exemple, les chiffres ont tous autant de chances
d'étre premier chiffre significatif d'un nombre. Dans son article Apprendre a
frauder ou a détecter les fraudes?, Christiane Rousseau nous explique que
ce n'est pas le cas et que les fraudeurs devraient se soumettre au moins a cette
loi. Dans Le triangle de Reuleaux, elle nous présente des formes géométriques
qui comme le cercle ont une largeur constante ainsi que quelques-unes des
applications qui sont faites de ces formes géométriques.

Dans La formule de Pick, Isabelle Jalliffier-Verne et Marc Laforest nous donnent
un bel exemple de construction d'un savoir mathématique en décomposant un
probléme complexe en problémes simples. Dans Un polyndme pour les noeuds,
Jean Guérin et Marc Laforest nous donnent un autre exemple de construction
d'un savoir mathématique en montrant comment il est possible de classifier les
noeuds en leur associant un polynéme de Conway-Alexander.

Le grand mathématicien de ce numéro est Pythagore. Mais comment donc
est-il parvenu a I'énoncé de son fameux théoréme ? Dans Sommes a la sauce
pythagoricienne, Bernard Hodgson nous présente quelques-unes des démons-
trations qui ont été faites de ce théoréme.

Dans la Rubrique des paradoxes, Jean-Paul Delahaye nous présente
« Les deux enveloppes d’Amandine », ce sont deux enveloppes identiques dont
I'une contient une somme d'argent et I'autre contient le double. Comment choisir ?

Bonne lecture!

André Ross
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e | Preuve de 2 :

® | les polygones simples

® Soit un polygone simple P auquel on

e ajoute un triangle simple T pour obtenir

e  P'=PuT Lesegmentde droite partagé

par Pet Trelie deux points sur le treillis

o et traverse, disons, k autres points. Ces

autres points se retrouveronta l'intérieur

du polygone simple P' et les points inté-

®  rieurs de P’ sont les points intérieurs de

®  Petde Tauxquels on ajoute les points

e e la frontiere commune, soit

Ip = Ip+ip+k.

Déterminons le nombre de points sur

le bord de P: On additionne d'abord les

points du bord de Pet de T(b, +b,). Ce

faisant, on a compté deux fois les points

aux extrémités du segment partagé

PAT, il faut donc les soustraire

(bp +b; - 2). De plus, les k autres points

du segment PNT, qui sont maintenant

Kand

. comptés comme des points intérieurs,

Ajout d'un triangle simple
a un polygone simple

P'=PUT
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apparaissent deux fois dans b, +b; - 2,
puisqu'ils sont sur le bord a la fois du
polygone et du triangle. Il faut donc
les soustraire deux fois et le nombre de
points sur le bord de P' est

bp = bp+b;-2 - 2k

On vérifie maintenant que la formule de Pick
est aussi valide pour P:

La formule de Pick s’applique au polygone P’

Aire(P')= Aire(P)-+ Aire(T) :(ip +%P—1)+(/T +?— )

or

1
2

Georg Alexander Pick
(1859-1942)

Le mathématicien autrichien Georg Alexander Pick a
contribu¢ de maniere significative a la géométrie des
variétés algébriques, selon la tradition de I'école italienne
de géométrie algébrique.

Il a notamment participé a I'embauche de Albert Einstein

a I'Université Allemande de Prague en 1911 et a initi¢
Einstein a la géométrie différentielle qui a joué un réle essentiel dans la théorie
de la relativité générale d'Einstein (1915). Pick est décédé en 1942 dans le
camp de concentration Theresienstadt.

Preuve de 1 :

autre stratégie de décomposition

Il ne nous reste plus qu'a démontrer la
formule de Pick pour les triangles simples.
Malheureusement, les triangles simples sont
encore trop complexes et il serait préféra-
ble de s'attaquer a des objets géométriques
encore plus simples !

AN

./{.

N

°o o o Te o

En abaissant la hauteur,
on forme deux triangles rectangles
qui ne sont pas simples
car un des sommets n’est pas sur
un point du treillis.

Comme auparavant, les triangles simples
peuvent étre obtenus a partir de rectangles
simples et de triangles rectangles simples.
La figure a la prochaine page illustre bien
comment cette décomposition peut avoir
lieu. Soit un triangle simple T quelconque,
alors puisque les sommets de T doivent étre
sur le treillis, on peut donc tracer deux droites
horizontales qui touchent la partie supérieure
etinférieure du triangle, ainsi que deuxdroites
verticales qui touchent le triangle a gauche et
a droite. Les quatres droites définissent ainsi
unrectanglesimple Rquicirconscritle triangle
simple Tet le reste R\Test formé de soit 2 ou
3 triangles rectangles simples.

Cette décomposition nous permet donc de
démontrer la partie 1, c'est-a-dire la formule
de Pick pour les triangles simples, en
procédant ainsi :

3. Démontrer que la formule de Pick est
valide pour tous les rectangles simples.

4. Démontrer que la formule de Pick est
valide pour tous les triangles rectangles
simples.
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Un rectangle et un triangle
rectangle simples.

5. Démontrer que 3 et 4 impliquent que la
formule de Pick est valide pour tous les
triangles simples.

Preuve de V :

les triangles simples

Prenant pour acquis la validité des énoncés
3 et 4, nous démontrerons maintenant 5 dans
le cas particulier ou le triangle simple T est
circonscrit par un rectangle simple R et R\T
est formé de trois triangles rectangles simples
D,, D, et D,, comme pour le triangle & gauche
de la figure suivante.
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On considere qu‘un triangle simple est obtenu
en soustrayant d‘un rectangle simple
deux ou trois triangles rectangles simples.

Les nombres de points a I'intérieur et au bord
de Ret T sontidentifiés par lesindices Ret Tet
les nombres associés aux triangles rectangles
sontidentifiés par lesindices 1, 2 et 3. Chaque
sommet de T est un nceud au bord de deux
triangles rectanglesetsur le bord du rectangle
R. Quant au k nceuds sur le bord de T qui ne
sont pas des sommets, chacun d'eux est sur
le bord d'exactement un triangle rectangle
tout en étant des nceuds intérieurs de R. Ces
deux remarques impliquent les deux identités

bg+ b;=0,+ b, + b,
lp=lp+ I + )+ Iy + k.

by=k+3

On en déduit donc que

La formule de Pick
s’applique a un triangle simple
Aire(T) = Aire(R)— Aire(D,)— Aire(D, ) — Aire(D,)

by b }( b, }( b, J
=lig+—=1H hh+—==1 | l,+—==1 | i3 +——
(R 2 }(W 2 27 i

Par conséquent, la formule de Pick est valide
pour un triangle simple obtenu en retranchant
trois triangles rectangles d'un rectangle
comme dans l'illustration de gauche dans la
figure précédente. La preuve est semblable
pour les triangles simples comme celui de
droite dans la figure précédente.

Conclusion

Nous avons expliqué comment une décompo-
sition judicieuse de notre figure géomeétrique
nous permetde réduire un probléme complexe
a l'analyse de figures géométriques plus simples.
Maintenant, c'est au lecteur de compléter la
preuve en étudiant les rectangles simples et
les triangles rectangles simples ! Pouvez-vous
trouver une décomposition d'un rectangle
simple qui vous aidera a étudier les triangles
rectangles simples?

La démarche proposée n'est certainement
pas la seule possible et nous invitons les
étudiants ambitieux a chercher d'autres
preuves, comme par exemple en tentant de
formaliser I'explication vague mentionnée au
tout début. Une analyse plus fine du résultat,
permetterait aussi de faire apparaitre la trés
célebre formule d'Euler pour les ‘graphes
dans le plan ! Ces deux formules sont en
fait de proches cousines. Il serait intéressant
de savoir si la formule de Pick peut aussi
sappliquer aux polygones simples avec des trous.

bT_

G:\ Accromoth ol 5« ét¢ - automne 2010




Jean Guérin
Marc Laforest
Ecole Polytechnique
Montréal

On rencontre des nceuds dans la vie de
tous les jours, que ce soit les nceuds de
nos lacets, celui de notre cravate ou
encore les tresses dans nos cheveux.
Cependant, on essaie rarement de les
examiner et de les distinquer,

sauf peut-étre si on est marin ou scout.

Un polynome
pour les nceuds

A premiere vue, on peut dire qu'un nceud est
simplement une corde qu'on ne peut défaire,
mais cette définition ne nous permet pas de
reconnaitre que les nceuds ne sont pas tous
pareils. Dans cet article, nous présentons une
méthode mathématique assez originale pour
distinguer les nceuds : un polyndéme. Pour
un mathématicien, un nceud est un peu
différent de ['objet
courant. En effet, un
nceud mathématique
a ses extrémités collées
ensemble. Par exemple,
un neeud trivial (dénoué)
est une boucle comme
le premier nceud de la
figure ci-contre.

Trois autres nceuds
sontreprésentésdans
cette figure. Il est a
noter qu'un nceud est
représenté en deux
dimensions (sur une
feuille de papier)
par une suite d'arcs
interrompus par des
croisements.

A un croisement, la
partie du nceud passant
par-dessus l'autre
est indiquée par un
trait continu et celle
qui passe en-dessous
est représentée par
un trait discontinu.

g
&
Q

On peut voir beaucoup d’autres nceuds au site
web The Knot Atlas a I'adresse

http.//katlas.math.toronto.edu

Lesquels des quatre nceuds
représentés ci-contre sont
identiques ?

Ces nosuds
sont-ils
pareils?

On considére qu'un nceud

estidentique
a un autre si on peut manipuler le premier,
sans le couper, de facon a obtenir le second.

Reidemeister’ a identifié trois manipulations
simples permettant de changer une partie
du nceud sans changer la nature du nceud dans
sonensemble. Ces troisdéplacementss'appellent
aujourd'hui les opérations de Reidemeister et
sont illustrées ci-dessous. Il a €té démontré que
toutes les manipulations possibles d'un nceud
peuvent étre ramenées a une suite de ces trois
opérations élémentaires.

Opérations élémentaires
sur les noeuds

i I

Type | Type Il
S 2

Type Il

1. Kurt Werner Friedrich Reidemeister
(1893-1971) était un mathématicien
allemand surtout connu pour ses travaux
trés innovateurs en topologie de dimension 3.

Copyright © www.knotplot.com



Par exemple,
dans le cas du
premier nceud ci-contre,
on peut effectuer une
suite d'opérations de type |
et Il pour montrer que ce
noeud est équivalent
au neeud trivial.

Ce qui rend
ces opéra-
J tions inté-
> ressantes

c'est  que
Reidemeister a démontré qu'un nceud
en dimension 3 est équivalent a un
autre si et seulement s'il existe une
série d'opérations de Reidemeister qui
rendent le premier nceud identique au
deuxieme. Pour comprendre les noeuds,
J 1l suffit donc d'étudier ce qu'on peut
faire aux nceuds en n'utilisant que
trois opérations !

Le polynéme

de Conway-Alexander

James Waddell Alexander [ a démontré
en 1923 qu'a chaque nceud N on pouvait
associer un polyndme P(N) qui ne change pas
méme si N est modifié par une des opérations
de Reidemeister. Alexanderadonc pu conclure
que son polynome P(N) était une caractéristique
intrinseque du nceud N, ce qu'on appelle
un invariant du nceud. En 1969, John Horton
Conway? a décrit une procédure simple pour
calculer le polynéme d'Alexander d'un nceud.
A I'aide de deux relations reliant I'algébre et
les croisements, il a montré qu'en transfor-
mant N, il était possible d'établir des relations
algébriques entre P(N) et les polyndmes déja
connus AN,), AN,), ..., AN, ) de nceuds plus
simples N, N, ..., N,

2. Alexander était un professeur a Princeton
ou il a grandement contribué au dévelop-
pement de la topologie au début du
XXe siécle. Grimpeur amateur, chaque soir
il laissait ouverte la fenétre de son bureau
afin de pouvoir grimper le lendemain matin
la facade du batiment jusqu’a son bureau.

3. John H. Conway est un personnage fasci-
nant en mathématiques contemporaines.
Il a apporté un grand nombre de contributions
importantes en combinatoire, en algebre
et en théorie des nombres mais il est
particulierement célebre parmi les mathé-
maticiens amateurs pour les nombreuses
énigmes et jeux qu'il a développé, dont le
Game of Life.

Un polynéme pour les nceuds | J. Guérin et M. Laforest * Ecole Polytechnique, Montréal

Neeuds equivalents

& ¢

094

Nous allons maintenant décrire cette pro-
cédure. Comme I'a fait Conway, on suppo-
se que le nceud N est orienté, c'est-a-dire
que I'on a choisi un sens de parcours pour le
nceud. Cette orientation est indiquée par des
fleches sur le diagramme représentant N. I
existe alors trois types de croisements dans
le nceud.

Types de croisements
dans un nceud

XX

Type C, Type C Type C,
Les deux relations permettant de calculer par
récurrence le polyndme de Conway-Alexander

(de la variable x) d'un nceud N sont :
1. A0) =1,
2. AC) = PC) + xPC).

a Accromoth Vol 5« ¢t¢ - automne 2010
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La premiére relation signifie que le polynéme
du nceud trivial est la constante 1. La deuxieme
relation signifie que le polyndme du nceud
contenantuncroisementde type C, estcalculé
en fonction du polynébme obtenu de ce
méme nceud ou le croisement de type C, est
remplacé par un croisement de type C
(premier terme du membre de droite) et
du polynébme obtenu en remplacant le
croisement C, par un croisement de type
(deuxieme terme du membre de droite).

Un exemple : le tréfle

Pour mieux comprendre comment ces
relations peuvent étre utilisées pour calculer
P(N), calculons le polynéme de Conway-
Alexander du nceud de la figure suivante :

Ce nceud s'appelle un tréfle. Dans ce qui suit,
le croisement considéré lors de I'application
de la relation 2 est indiqué en jaune.

Premiere étape :

le nceud en vert N, correspondant au
croisement C_ est le nceud trivial (appli-
quer l'opération de Reidemeister I), dont le
polyndme est connu. Le premier terme du
membre de droite est donc 1.

Deuxieme étape :
Calculons maintenant le terme correspondant
au croisement C, c'est-a-dire du nceud N,

Le nceud en bleu N, est I'union de deux
nceuds triviaux. Pour calculer le polynéme de
cet entrelacs, il faut avoir recours a un petit
truc pour I'évaluer indirectement.

Troisieme étape :

L'entrelacs qui nous intéresse correspond
au deuxieme terme de droite. Or, le membre
de gauche et le premier terme du membre
de droite de I'¢quation sont chacun égal au
polynéme du nceud trivial, donc égaux. Ceci
implique que xP(N,) = O, donc P(N,) = 0.
Le méme calcul permet de montrer que tout
entrelacs N comprenant un nceud trivial
satisfait P(N) = 0.

Premiere étape

P DA

Deuxieme étape

N, N,

Troisieme étape

+ xXP
1 N2
N4
+ xP
N.



Derniére étape :
Il reste maintenant a regrouper les résultats
des trois étapes précédentes :

P = AN)) + xP(N,)
@ =1+ x(AN,) + xP(N,))
=1+x(0+x1) =1+ X

Autres questions

Un probléme important est de savoir
reconnaitre si deux nceuds sont équivalents,
c'est-a-dire s'il est possible de passer de
I'un a l'autre avec une suite d'opérations de
Reidemeister. Le polynéme de Conway-
Alexander apporte une solution partielle a
ce probléeme. En effet, ce polyndbme est un
invariant pour les nceuds et entrelacs,
c'est-a-dire que deux nceuds équivalents
ont le méme polyndme de Conway-
Alexander, quelque soit leur représentation.
Par exemple, on peut se demander si les deux
noeuds suivants sont équivalents :

Trefle T Huit H

AT) =1+ x2 PH)=1-x

Enfait,ilsnelesontpas:lepremierestletrefle
et le second est appelé nceud en huit. Si on
calcule le polyndme de Conway-Alexander
decedernier,ontrouve P(H)=1- x2différent
de AT) =1+ x2 Ne serait-il pas possible,
par une suite ingénieuse de manipulations,
de transformer le huit en trefle? Non ! Car
1T+ x2# 1 - x,. Cest la conséquence du
fait que le polyndme de Conway-Alexander
est un invariant pour les nceuds. On est donc
certain qu'il est impossible de déformer
(sans couper 1) le huit pour obtenir le tréfle.
L'avantaged'une telleapproche estque, alors
que le nombre d'opérations de Reidemeister
possibles est infini, le calcul du polynéme de
Conway-Alexander a tendance a produire
des nceuds de plus en plus simples dont,
éventuellement, le polyndme est déja connui.
Cecien fait une procédure plus systématique
pour tenter de distinguer deux nceuds
donnés. Il faut cependant faire attention : si
deuxneeuds équivalents ont nécessairement
le méme polyndme, il est par contre possible
que deux nceuds différents aient le méme
polynéme. Par exemple, il existe des nceuds
non triviaux dont le polyndme de Conway-
Alexander est égala 1 (ils sont beaucoup plus
compliqués que les nceuds présentés ici).
En conclusion, le polynéme de Conway-
Alexander permet de distinguer certains
nceuds (qui ont des polynomes différents)
mais pas tous. Lorsque cet invariant ne peut
pas nous aider, il faut recourir a d'autres
techniques de la théorie des nceuds.

Un polynéme pour les nceuds | J. Guérin et M. Laforest ¢ Ecole Polytechnique, Montréal
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Pythagore a laissé son nom a un théoréme dont on
se sert régulierement en mathématiques comme en
physique. Mais d'ou vient ce théoréme? On peut
toujours construire des carrés sur les cotés d'un
triangle quelconque. Comment Pythagore a-t-il
eu l'idée que si le triangle est rectangle, il y a une

relation aussi étroite entre les aires des carrés

construits sur les cotés de l'angle droit et celui

construit sur I'hypoténuse ?

YTHAGORE

(]

maticiens

e

Math

Triplets pythagoriciens

Dossier

Corde a treize nceuds




Pythagore

Géometrie des nombres

Pour Pythagore, Tout est nombre. Cette conviction lui
est peut-étre venue de I'astronomie. Les constellations
se distinguent par leur nombre d'étoiles et par la dispo-
sition géométrique de celles-ci. En construisant diverses
dispositions géometriques des nombres, les Pythago-
riciens ont €té les premiers a découvrir des propriétés
abstraites des nombres.

En représentant les nombres par des points ou des cailloux,
ils les ont classifiées en nombres pairs et nombres
impairs, et €galement par les formes géométriques
selon lesquelles les points peuvent étre disposes.

Nombre triangulaire
de rang n

Un nombre triangulaire est un nombre dont les points
peuvent se disposer de facon a former un triangle
équilatéral. Les premiers nombres triangulaires sont
représentés dans l'illustration suivante :

Nombres triangulaires

|l est facile de constater que le nombre triangulaire de
rang n est la somme des entiers de 1 a n, soit

I =1+2+3+..+n

De plus, pour obtenir le nombre triangulaire suivant,
il suffit d'additionner au nombre triangulaire de rang n
le nombre de points de la ligne ajoutée dans le triangle,
soit n + 1. Les anciens Grecs ont donné le nom de
gnomon a ce qui est ainsi ajouté.

Le mot gnomon était utilisé dans divers contextes par
les mathématiciens grecs. En astronomie, le gnomon
désignait I'assemblage formé d'une tige fixée perpen-
diculairement a un plan et servant de cadran solaire.
En géométrie, le gnomon désignait une équerre. On doit
a Héron d'Alexandrie (vers ~150 & ~75) la définition
suivante du gnomon :

Un gnomon est la chose
qui ajoutée a quelque chose d'autre,
figure ou nombre, forme un tout semblable
a la chose a laquelle elle a été ajoutée.

Ainsi, en ajoutant une ligne formée de six points au
nombre triangulaire de rang 5, on obtient le nombre
triangulaire de rang 6 et ainsi de suite.

28
()
00
000
0000
00000

000000
0000000

Nombres triangulaires
de rang 6 et de rang 7

De plus, les Pythagoriciens avaient remarqué qu'en
disposant les nombres triangulaires pour former un
triangle rectangle, il est possible de déterminer le terme de
rang nsans avoir besoin d'écrire tous ses prédécesseurs.
En reproduisant ce nombre
comme dans la figure ci-contre,
on forme un rectangle dont on 00
peut facilement déterminer le

nombre de points en faisant le o
produit du nombre de lignes 0000
et du nombre de colonnes. En DOOOOC
divisant ce nombre de points 500 0C
par 2, on obtient le nombre wO000
triangulaire de rang n. En termes N
modernes, on dit que le nombre 000000
triangulaire de rang n est : 0000606 ¢
n(n+1) VOO0 000
Tn: omb
2

Nombre carré

de rang n

Diverses formes polygonales ont été utilisées par
les Pythagoriciens pour obtenir les nombres carrés,
pentagonaux, hexagonaux, .. Un nombre carré est un
nombre dont les points peuvent étre disposés de facon
a former un carré. L'illustration suivante regroupe les
premiers nombres carrés.

Dans cette illustration, on remarque que le gnomon
forme une équerre dont le nombre de points est impair.
En termes modernes, on écrit symboliquement :

C,=1+3+5+7+..+(2n-1)=n%
Pour décrire cette relation verbalement on dit que le

nombre carré de rang n est la somme de n premiers
nombres impairs.

|l est a noter que 1 avait un statut particulier, il est ce a
partir de quoi tout est engendré.



Triplets pythagoriciens
et nombres carrés

9 est le gnomon de 16
pour obtenir 25

[+

[0000000000000|

1

12
25 est le gnomon de 144
pour obtenir 169

La tablette Plimpton 322

Selon l'interprétation que fait I'historien
des mathématiques Otto Eduard Neuge-
bauer (1899 - 1990) de la tablette Plimpton
322, gravée entre ~1900 et ~1600, les
Babyloniens  auraient

connu certains de ces

riplets. 1l semble bien

Pythagore ait

‘existence de ces
riplets durant ses

Transcription d'un extrait de la tablette
Plimpton 322 en systéme décimal
selon l'interprétation de Neugebauer




Pythagore

Formule de Pythagore

Si m est un nombre entier impair tel que
m= 3, alors

(m2—1Jz 2 (mzHJZ
+m° =
2 2

est un triplet pythagoricien.

Des triplets au théoreme

Cela demeure
un mystere.

0 e de Plato
Pe 0 d 0 D D D on, on ob
D go 0 d 0 de Platon so
P 00 pnilosop Platon, g
0 0S0pP 0 go 0
0) e 0l0
A de
o 0 0 € 0
eponad
omb 0 g d ou €9
pa 0a
obtie plet pythago
a q
0) - €hnd
Ny Formule de Platon
0 o Si m =2 est un nombre entier, alors
pa a (m?2-1)2+(2m)%2=(m? + 1)?
¥ 9 2 est un triplet pythagoricien.
0 eprod
0 0 00
0 0 0 0
onfig on d
arrés des nombres d plet, on obtie Au le e 1 de la proposition 29
0 D 0 olo do 0 " _'._ ."."_' "_':_' £
0 P aniere que le o) '- O arre
Da € approche moderne, le raiso z '--“::: g ..,":. )
de Plato $ oIt de ombres entie alo
d b d <0 on par 4
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preuves reé

Bernard R. Hodgson
Université Laval
Québec

I A

D’un point de
vue purement géomé-
trique, la relation de Pythagore,
a? + b% = ¢, exprime par essence méme la
transformation de deux carrés donnés en un
troisieme carré dont l'aire est la somme des
aires des deux autres. Autrement dit, partant
de deux carrés de coté respectif a et b,
on obtiendra un carré d'aire a2 + 62

en prenant pour son coté ['hypoténuse

c du ftriangle rectangle dont les
cathétes (c'est-a-dire les coOtés de
I'angle droit) sont a et b. Une telle addi-
tion d'aires pourrait méme se faire a la
régle et au compas — des outils fort prisés
notamment des mathématiciens grecs de

I'‘Antiquité.

Il existe de trés nombreuses preuves du théo-
reme de Pythagore — un livre! paru en 1927
en répertoriait méme plus de 350 variantes.
Une foultitude de preuves sont par ailleurs
accessibles sur la Toile, souvent en version
animée?. On peut se demander jusqu'a quel
point certaines d'entre elles nous permettent
de bien « voir » les carrés o? et b? se combiner
I'un a l'autre de maniére a devenir le carré
construit sur I'nypoténuse.

1. Elisha S. Loomis, The Pythagorean Propo-
sition. Réédité par le National Council of
Teachers of Mathematics, 1968.

2. A titre d’exemples, voir les sites
www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/java/html/
pythagoras.html ou www.cut-the-knot.org/
pythagoras/.

ommesARISe:

(101111

centaines que se comptent les démonstrations du

théoréme de Pythagore. Or la quintessence de ce célébrissime
théoreme\ést de faire la somme des/aires ¢
maniére g Qbtenir un troisiéme c rcu)ans uelle mesure certaines

tent-elles bien unetelle visio

deux carrés donnés, de

arrément additive?

Un plongeon
dans un grand carré

L'une des démonstrations les plus usuelles du
théoréme de Pythagore, sans doute en rai-
son de son caractere nettement élémentaire,
repose sur la double figure suivante.

Partant des deux segments a et b, on
construit le carré de coté a + b, que l'on
disséque ensuite de deux maniéres. Dans la
version de gauche, les cotés opposés de ce
carré sont partagés de facon identique en
segments g et b, puis on trace des perpen-
diculaires aux points de rencontre de ces
segments; a la droite, les segments a et b
sont disposés de maniere cyclique autour
du carré, et leurs intersections sont reliées
consécutivement par des obliques. Il est
assez simple de verifier que les angles des
figures jaunes sont tous droits, de sorte que
parmi les morceaux résultant du découpage
desgrands carrés se retrouvent trois carrés, de
coOté respectif g, b et ¢, accompagnés de part et
d'autre de quatre triangles rectangles a-b-c.
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Algébriquement parlant, les carrés de gauche
et de droite s'interpretent respectivement
comme

a>+b*+2ab et c2+4(%b),

d'ou il suit I'égalité du théoréme de Pythagore.

C'est donc en « plongeant » dans une figure
plus grande les trois carrés en cause que la
démarche qui précéde établit la relation
de Pythagore. Le principe fondamental
sous-jacent a ce premier raisonnement
est simplement la regle de simplification :
lorsque p + r =g + r, on a alors p = q. A
noter que la validité de I'égalité o + b? = ¢?
devient dés lors certes claire, mais on ne voit
pas forcément bien pour autant comment
les carrés o? et b2 peuvent « se marier » pour
devenir c2.

La justification précédente se transpose fort
agréablement en une vision dynamique,
comme l'illustre la figure en haut de la page®.
Dans cette preuve animée, on « sent » mieux
les deux carrés sur les cathetes se transformer
en carré sur I'hypoténuse, quoique cela se
fasse par le biais d'une série de figures un
brin étranges.

3. Inspirée de celle de I'article « Preuves sans
mots » de Jean-Paul Delahaye, Accromath
vol. 3, hiver-printemps 2008, pp. 14-17.

Une dissection du carré
sur I'’hypoténuse

On doit au mathématicien indien Bhaskara*
(1114-1185) l'observation que la figure
suivante renferme en elle-méme la justifi-
cation du théoréme de Pythagore. « Voyez! »
se contentait-il de dire. Il ne sentait méme
pas le besoin d'ajouter que le carré de coté ¢
étant partagé en quatre triangles rectangles
a-b-c plus, au centre, un petit carré de coté
b - a, on a donc, algébriquement parlant,

(Lb] =a? +b°.
2

t=(b-0?+4

Cette version de la preuve ne montre pas
explicitement les carrés de cotés a et b — leur
présence est en quelque sorte suggérée par
le carré d'aire

(b-0a)2=0a%+b2-2ab
qui, en se combinant avec les quatre triangles,
vient recouvrir le carré d'aire 2.

4. Alias Bhaskaracharya, c’est-a-dire
« Bhaskara I'enseignant ». A ne pas
confondre avec un autre mathématicien
indien du nom de Bhaskara, qui a vécu
au Ve siecle.

&
L

m Accromoth Vol 5« ¢t¢ - automne 2010



Accromoth ol 5« 6t¢ - automne 2010

N
B

II'est possible cependant de modifier légerement
I'argument précédent pour mieux voir
a® et b% En faisant pivoter le triangle du
haut autour du sommet supérieur droit du
carré, et le triangle de gauche autour du
sommet inférieur gauche, on obtient une
figure dans laquelle les deux carrés d'aires o?
et b2sont clairement visibles (avec un brin de
sagacité...). La comparaison des différentes
figures fournit ainsi une vision dynamique de
la transformation des carrés a2 et b?en ¢?, et
vice-versa.

Il est méme possible de combiner en une seule
figure ce processus de transformation : le
diagramme suivant, d au mathématicien arabe
Thabit lon Qurra (836-901), permet de voir
comment le déplacement de deux triangles
a-b-c (soit par pivotement, soit par simple
glissement) fait passer de a2 + b2 a 2

Une telle figure n'est pas sans en rappeler
une autre, qui se trouve dans Le Classique
mathématique du gnomon des Zhou (Zhoubi

B il t i

o

7
35 ]

suanjing), un ouvrage écrit en
Chine a I'¢poque de la dynastie
des Han (entre ~206 et 220) et
commenté par Zhao Shuang au

llle siecle. (La figure ci-contre est

[ESr——— |}

tirée d'une édition de ce texte

datant de 1213)

;

aads

Une somme d’aires
a la Euclide

Dans son ouvrage magistral, les Eléments, le
mathématicien grec Euclide (env. ~325 & ~265)
propose une tout autre maniére d'additionner
les aires des deux carrés sur les cathétes
d'un triangle rectangle : il transforme chacun

de ces carrés en un
rectangle de méme aire
astucieusement choisi.
Son argument repose
sur une construction
Cc

géométrique toute simple :
on abaisse, a partir
du sommet de langle
droit, une perpendiculaire
a I'hypoténuse du triangle
rectangle. Cette perpendiculaire partage le
carré sur I'hypoténuse en deux rectangles et
on vérifie alors que chacun de ces rectangles
est de méme aire que le carré sur le cathéte
«du méme coté » de la perpendiculaire que lui.

L'approche d'Euclide nous fournit une recette
pour transformer les deux carrés sur les
catheétes en des rectangles qui, a I'évidence
méme, s'additionnent pour former le carré sur
I'nypoténuse. C'est donc par le truchement
des deux rectangles que les carrés a? et b2 se
combinent pour former le carré c2.

La preuve d'Euclide se préte d'ailleurs fort bien
a un traitement en version animée® ou on
voit les carrés sur les cathétes se transformer
de maniere a « devenir » des rectangles de
méme aire formant le carré sur I'nypoténuse,
comme dans la figure en bas de page.

5. Tirée de I'article de Delahaye cité plus haut.




De Fibonacci a Pdélya

Il est possible, partant de la méme division
en deux rectangles du carré sur I'nypoténuse,
de donner une autre preuve de la relation
de Pythagore basée, elle, sur les proportions
(voir encadré). Cet argument fort simple
repose sur le fait que la perpendiculaire a
I'nypoténuse issue de I'angle droit partage le
triangle en deux triangles rectangles tels que
les trois triangles rectangles ainsi obtenus
(le triangle d'origine et les deux autres) sont
tous semblables.

Ce raisonnement est tout a fait dans
l'esprit des mathématiques grecques de
I'Antiquité, mais est néanmoins absent des

Eléments d'Euclide, peut-étre parce que
celui-ci a voulu introduire le théoreme de
Pythagore le plus tét possible, bien avant
de traiter des proportions. Il se retrouve
cependant tel quel chez Léonard de Pise, alias
Fibonacci  (1170-1250), dans son De
practica geometrie, datant de 1223. De fait,
la démonstration donnée par Fibonacci
repose sur la seule figure suivante qui, en un
sens, renferme toute la preuve de la relation
de Pythagore... mais de maniere peut-étre un

brin sibylline.

Sommes a la sauce pythagoricienne | Bernard R. Hodgson ¢ Unjversité Laval
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George (Gyorgy) Polya
(1887-1985)
B e, @ Lcmathématicienaméricaind'origine hongroise
I George Polya est né a Budapest en Hongrie et

est mort a Palo Alto aux Etats-Unis.

i 1905, il s'inscrivit a I'Université de Budapest
§ pour y ¢tudier le droit mais s'intéressa rapidement
a la linguistique, a la philosophie, puis a la

i physique et aux mathématiques.

= Aprés un séjour a I'Université de Vienne, en
1910-1911, il retourna a Budapest en vue de l'obtention d'un
doctorat de mathématiques. Il séjourna a Gottingen puis a Paris
en 1914 et accepta un poste a I'Ecole polytechnique fédérale de
Zurich auprés du mathématicien Adolf Hurwitz (1859-1919) et y
devint professeur en 1928.

En 1940, il décida d'immigrer aux Etats-Unis ou il avait s¢journé
en 1933. Professeur a I'Université de Stanford, & Palo Alto en
Californie, il y développa une approche heuristique des mathe-
matiques qu'il présenta dans son ouvrage devenu un classique du
domaine, How to Solve It, traduit en francais sous le titre Comment
poser et résoudre un probleme. |l s'agit d'une démarche de décou-
verte des mathématiques basée sur les méthodes de résolution
de problemes. Il a écrit plusieurs ouvrages pour faire connaitre
cette méthode.

Polya a également publié des résultats nombreux et importants sur
les séries, la théorie des nombres, la combinatoire (avec notamment
des applications en physique et en chimie), et les probabilités, en
particulier sur les marches aléatoires.

Cette figure se retrouve dans les Eléments
d'Euclide, a la Proposition 8 du Livre VI.
[l n'est cependant pas question alors pour
Euclide d'établir explicitement le théoréme
de Pythagore, mais seulement la similitude
du triangle de départ avec les deux triangles
adjacents a la perpendiculaire. Cette méme
figure a €té utilisée par un enseignant du
secondaire néerlandais, H.A. Naber, dans une
preuve du théoreme de Pythagore qu'il a
publiée au début du XX siecleS. Mais si
cette figure est aujourd'hui bien connue
parmi les « aficionados » de la relation de
Pythagore, c'est principalement grace a la
fine analyse — en termes de généralisation, de
particularisation et d'analogie — qu'en a faite
le mathématicien George Pdlya (1887-1985)
dans son livre Les mathématiques et le
raisonnement plausible (1958).

6. Cité par B. L. van der Waerden, Geometry
and Algebra in Ancient Civilizations, Springer,
1983, p. 30.
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Lescarrés a?, b%et c2sont maintenantdisparus,
et ils ont tout simplement été remplacés
par les trois triangles — tous semblables
I'un a l'autre. La figure de la page 25 nous
fait voir de maniére manifeste le « petit » et
le « moyen » triangle sur les deux cathétes
s'additionner  pour
devenir le «grand »
triangle sur [I'hypo-
ténuse. Le pas qu'il
reste a franchir, pour
obtenir la relation
de Pythagore dans
toute sa splendeur,
est de transposer
cette observation aux
carrés sur les trois
cotés du triangle.
L'idée sous-jacente est qu'en raison
de la similitude, I'aire de chaque triangle
est proportionnelle a celle du carré corres-
pondant — et ce, selon le méme facteur de
proportionnalité pour tous les trois triangles —,
la hauteur du triangle étant proportionnelle
a sa base’.

C'est donc a nouveau par représentants
interposés, pour ainsi dire, que cette preuve
nous suggére les carrés sur les cathétes
comme se combinant pour devenir le carré
sur I'hypoténuse. Mais les représentants en
cause sont maintenant ramenés a leur plus
simple expression.

La dissection par excellence

Henry Perigal (1801-1898) était comptable
chez un courtier londonien, et aussi
mathématicien amateur. On lui doit une
preuve particulierement percutante du
théoreme de Pythagore dans laquelle le
plus grand des deux carrés sur les cathétes
est fort astucieusement découpé en quatre
morceaux tels qu'on peut obtenir, en
réassemblant ceux-ci avec le petit carré, le

7. Un autre argument est proposé par Frédéric
Gourdeau dans I'article « Voyez-vous ce que
je vois? » (Accromath vol. 3, hiver-printemps
2008, pp. 18-19). Il repose sur I'introduction
d’un quatrieme triangle semblable, d’aire 1,
et sa transformation par des homothéties de
rapport a, b et c.

carré sur I'hypoténuse. Perigal était tellement
fier de cette découverte qu'il avait fait
inscrire sur sa carte de visite sa dissection
permettant d'établir le théoréme de
Pythagore. Peut-étre inspiré par ce qu'on
raconte a propos d'Archimeéde (~287 & ~212)
— les résultats obtenus par le grand mathé-
maticien grec a propos du cylindre circonscrit
a une sphére auraient été €évoqués par une
figure inscrite sur sa tombe — Perigal a méme
voulu que sa dissection soit gravée sur sa
stele funéraire.

L'inspiration de Perigal pour sa dissection
remarquablement efficace vient peut-étre du
fait que dans le cas particulier d'un triangle
rectangle isocéle, il est facile d'additionner
les carrés sur les cathétes : on n'a qu'a
découper l'un d'eux en quatre triangles
identiques, qui peuvent ensuite étre placés
tout autour de l'autre carré pour former le
carré sur I'hypoténuse.

Accromoth ol 5« ét¢ - automne 2010
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Henry Perigal

(1801-1898)

Mathématicien amateur, Perigal est princi-
palement connu pour une élégante preuve
par dissection du théoréme de Pythagore.
Estimant qu'il s'agissait de sa plus grande
réalisation, il fit imprimer son schéma sur sa
carte de visite et sur sa stele funéraire.

ap. = AL

pen BY
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La beauté de la preuve de Perigal est qu'elle
nous montre comment généraliser cette
dissectionauntrianglerectangle quelconque:
le carré sur I'hypoténuse peut toujours étre
recouvert a l'aide des cing piéces résultant du
découpage en cause. Mais la preuve que « ¢a
marche » en général n'est cependant pas si
simple (voir encadré).

Si on se place du point de vue adopté dans ce
texte, c'est-a-dire la transformation des deux
carrés sur les cathétes d'un triangle rectangle
de maniere a former le carré sur I'nypoténuse,
la preuve par dissection de Perigal s'avere
particulierement satisfaisante. C'est en effet
par un découpage tout simple, suivi du
glissement des pieces ainsi obtenues, que se
résout ce casse-téte pythagoricien.
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Solution du paradoxe précédent

Rappel du
paradoxe précédent

a fonction x — x3 est définie
pour tout nombre réel, elle
est continue et dérivable pour
tout nombre réel. En calculant
la dérivée par la formule
habituelle, (x")' = nx"-1,
on obtient :
(@) = 3x2
On calcule également la dérivée par le
raisonnement suivant :

Pour tout entier x> 2, on écrit :
X=xX2+ X+ X2+ ..+ X

La somme a droite de I'égalité comporte x

fois le terme x2.

On dérive alors de chaque coté de I'égalité
en utilisant que la dérivée d'une somme est
la somme des dériveées :

03) = (A" + () + (A + .. + ()"
On applique alors la formule de dérivation
(x")' = nx"" rappelée plus haut et qui donne
(x3)' = 2x. On obtient donc

0A) = 22X+ 2X + 2X + . + 2X= 242,

car le terme 2x apparait x fois. On doit
conclure que :

Pour tout entier x = 2, nous avons donc
() = 3x2 par la formule usuelle et
(x3)" = 2x% par le raisonnement détaillé.
Donc, pour tout entier x> 2,

3x2 = 242,

On peut simplifier par x> puisque x est non
nul et on obtient : 3 = 2.

Ou est l'erreur ?

Solution

Le second calcul suppose que x

est un entier (sinon on ne pourrait

pas écrire X3 = X2 + X2 + X2 + .. + X2).

Appelons n, I'entier fixé auquel ons'intéresse.
Les fonctions :

X=>XEetx=> X+ X+ X+ .+ X2

ont effectivement la méme valeur au point
X = n et cette valeur est n’.

Ces deux fonctions sont dérivables pour
tout nombre réel x. Cependant, autour de la
valeur de n, ces deux fonctions n'ont pas les
mémes valeurs car :

(n+yP£n+y)2+(n+y)2+... +(n+y)?
= n(n+y)?

Puisque les deux fonctions sont différentes,
iln'yaaucunesurpriseace que leurs dérivées
soient différentes.
Le point précis ou se produit I'erreur est
lorsqu'on écrit « on dérive de chaque coté »,
car I'équation

=X+ +xX+ .. +x
désigne une égalité valable entre deux
fonctions différentes en un point précis
et non deux fonctions égales sur tout leur
ensemble de définition. L'erreur est en fait
la méme que celle que I'on commettrait en
disant :

x=x2 pour x =0, donc :

X =(x3) enx=0,donc1=0.
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Triangle de Reuleaux
(secondaire)

1. Montrer qu'un triangle de Reuleaux de

largeur 1 ale méme périmetre qu'un cercle
de diametre 1 et qu'un pentagone de
Reuleaux de largeur 1.

. Le cercle, le triangle de Reuleaux et les

polygones de Reuleaux sont des cas
particuliers de courbes de largeur
constante. Il est connu que, parmi les
courbes de largeur constante égale a 1, le
triangle de Reuleaux est celle qui entoure
la plus petite aire, et que le cercle est celle
qui entoure la plus grande aire. Cette
propriété est difficile a démontrer. Voici
deux cas particuliers plus simples :

a) Montrer que l'aire du triangle de
Reuleaux de largeur 1 est inférieure a
celle du cercle de diametre 1.

b) Montrer que l'aire du pentagone de
Reuleaux de largeur 1 est comprise
entre l'aire du triangle de Reuleaux de
largeur 1 et l'aire du cercle de diamétre
1 (plus difficile!).

Sommes pythagoriciennes
1. Etant donné un triangle rectangle de

cathetes a et b, la figure ci-contre montre
comment on peut, en introduisant le carré
sur I'hypoténuse, transformer les carrés
d'aires a2 et b% en un carré d'aire a2 + b2.
Analyser cette figure' afin d'expliquer
comment elle fournit directement une
preuve du théoréme de Pythagore.

. Cette figure differe légerement de celle d’lbn

Quirra (voir article de Bernard Hodgson). Elle
peut s’apercevoir dans celle du Zhoubi suan-
jing présentée dans le méme texte. Elle se
retrouve explicitement dans les commentai-
res donnés par Li Huang au début du XIXe
siecle sur les Neuf chapitres sur les procé-
dures mathématiques (ouvrage classique
chinois rédigé a la méme époque que le
Zhoubi suanjing).

2. On peut aussi obtenir

cette méme figure
a partir de la « con-

figuration habituelle » A
du  théoréme de
Pythagore, en pliant B ¢

le long d'un cathete et
de I'nypoténuse.

Soit donc la réflexion du
carré sur AB dans ce méme c6té, et analo-
guement pour le carré sur I'hypoténuse AC.

a) Montrer que la A
réflexion du carré
sur  I'hypoténuse
donne un point
P tel que e
triangle rectangle
d'hypoténuse  PC
est congruent au triangle initial ABC.

P

b) Montrer que le point P appartient au
coté du carré sur BC.

c) En  conclure que le carré sur
I'hypoténuse AC a comme aire a2 +b%

Triplets pythagoriciens
1. En utilisant la forme moderne de la

formule de Pythagore pour les triplets,
déterminer les triplets pour les valeurs de
mde3a1l.

. En utilisant la forme moderne de Ia

formule de Platon pour les triplets, déter-
miner les triplets pour les valeurs de m de
2a11.

. Donner un triplet pythagoricien obtenu

par la formule d'Euclide.



o plus!

Applications des mathématiques
Apprendre a frauder ou a détecter les fraudes?
http.//images.math.cnrs.fr/Quel-est-le-debut-de-ce-nombre.html
Hors série de La Recherche sur les nombres, Ted Hill, Le premier chiffre significatif fait sa loi, page 73, janvier 1999.

Triangle de Reuleaux

e L e livre « Mathematical Treks », d'lvar Peterson. L'article portant sur le sujet est reproduit dans
http.//www.maa.org/mathland/mathtrek_09_22_03.html

* Au sujet du percage des trous carrés http.//www.maa.org/mathtourist/mathtourist_08_31_09.html (en anglais)
* http://images.math.cnrs.fr/Le-triangle-de-Reuleaux.html
Logique mathématique

Formule de Pick

DAVIS, Tom. Pick’s Theorem, le 27 octobre 2003. http .//ivww.geometer.org/mathcircles/pick.pdf
[En ligne] Page consultée le 2 avril 2010.

BOGOMOLNY, Alexander, Pick’s Theorem, mai 1998.
http .//www.cut-theknot.org/Curriculum/Geometry/Geoboard.shtml [En ligne] Page consultée le 2 avril 2010.

Sommes a la sauce pythagoricienne

CASSELMAN, Bill, « On the dissecting table. » Plus Magazine 16 (Septembre 2001).
Revue disponible sur internet a I'adresse http./plus.maths.org/.

FOURREY, Emile, Curiosités géométriques. Vuibert, 1907. Réédité en 1994.

HUGHES, Barnabas, dir., Fibonacci’s « De practica geometrie ». Springer, 2008.

LOOMIS, Elisha S., The Pythagorean Proposition. Réédité par le National Council of Teachers of Mathematics, 1968.
VAN DER WAERDEN, B.L., Geometry and Algebra in Ancient Civilizations. Springer, 1983.
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