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Dans ce numéro, sous le thème Pavages, nous vous proposons plusieurs articles 
du dossier Mathématiques et arts visuels. Un pavage du plan, également appelé 
« dallage », est un recouvrement du plan par des tuiles identiques sans recouvrement  
ni chevauchement. Dans l’univers mathématique, les tuiles sont assemblées pour 
former une cellule primitive qui peut être répétée périodiquement par transla-
tion selon deux directions. Lorsqu’il y a translation selon une seule direction, on 
obtient une « frise » dont on rencontre de multiples utilisations en architecture 
dans la décoration d’édifices. 

Le premier article, intitulé Pavages, et agrémenté de dallages réalisés par les 
élèves de madame Magali Ross en troisième année du primaire à l’École  
Ste-Anne à Montréal, dresse un éventail rapide et non exhaustif des pavages 
et de leur utilisation. 

Dans Pavages hyperboliques, Yvan Saint-Aubin nous explique le procédé de 
construction utilisé par l’artiste graveur néerlandais M. C. Escher après que  
celui-ci eut été initié à la géométrie hyperbolique, et plus particulièrement au 
disque de Poincaré, par le géomètre canadien H. S. M. Coxeter. 

Le nombre d’or présente quelques utilisations de constructions géométriques 
présentant ce rapport, en particulier les deux triangles isocèles, appelés  
triangles d’or, dont le rapport du grand côté sur le petit est égal au nombre d’or. 
Dans De l’ordre au désordre ! Rosalie Bélanger-Rioux nous explique comment 
Roger Penrose a utilisé les triangles d’or pour former des tuiles à l’aide desquelles  
il construisit un pavage non périodique du plan, alors que l’on croyait que tout 
pavage du plan était nécessairement périodique. L’article du dossier Grands 
mathématiciens est consacré à Roger Penrose et nous donne un aperçu des 
réalisations de ce mathématicien. 

Dans Point fixe de Banach, Christiane Rousseau nous présente le théorème du 
point fixe à l’aide duquel on peut construire des images fractales et qui a des  
applications dans la compression d’images. Dans Des bulles à la piscine, Hugo 
Drouin-Vaillancourt nous rappelle que dans la conception du Centre national de 
natation de Pékin, les architectes se sont inspirés d’une solution à un problème 
mathématique vieux de 150 ans.

Dans le dossier Mathématiques et astronomie, nous présentons le dernier d’une 
série de trois articles de Pierre Chastenay, intitulé Un peu plus loin !. L’auteur y décrit 
comment la photométrie et la spectroscopie ont pris la relève de la géométrie  
et de la trigonométrie pour déterminer la distance des étoiles céphéides, trop 
éloignées pour avoir une parallaxe mesurable. Dans la Rubrique des paradoxes, 
Jean-Paul Delahaye nous présente « Désolantes dérivées », désolantes, car en 
ayant recours à la dérivation, il démontre que 3 = 2, ce qui semble remettre en 
question des siècles de développement des mathématiques.

Bonne lecture!

André Ross
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Un pavage est un recouvrement du plan  sans 
espace et sans chevauchement. Il y a une 
infinité de façons d’y parvenir mais les pavages 
les plus intéressants sont ceux dans lesquels  
on détecte une règle de construction et des 
symétries. On peut classifier les pavages selon 
certains critères.

Pavages réguliers
Les pavages réguliers sont ceux 
formés de polygones réguliers 
convexes identiques. En assem-
blant des polygones réguliers  
convexes en un sommet  
commun P, la somme de leurs 
angles  en ce sommet doit être 
de 360°. Il n’y a que trois cas 
de pavages réguliers. En effet,  
les polygones permettant un 

recouvrement sans chevauchements ni vide 
sont les triangles équilatéraux, les carrés et les 
hexagones. 

Pavages semi-réguliers
Les pavages semi-réguliers sont ceux constitués 
d’au moins deux polygones réguliers convexes, 
il n’y a que huit cas possibles qui sont illustrés 
ci-dessous. 

André Ross 
Cégep de Lévis-Lauzon
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Les pavages sont attirants par l’harmonie qui se dégage  

du caractère répétitif de motifs de base.

Si on s’accorde plus de liberté, on peut réaliser 
des pavages qui ne sont pas strictement  
réguliers ou semi-réguliers comme l’illustrent 
ceux réalisés par les élèves de 3e du primaire 
de Magali Ross à l’École Ste-Anne, Montréal.  
Même si les hexagones, les carrés et les  
triangles équilatéraux sont très présents, on 
voit que les élèves ont fait preuve de créativité 
en jouant avec les formes.

Transformations  
géométriques
La construction d’un pavage du plan peut 
faire intervenir trois types de transformations  
isométriques, car le motif de base ne peut être 
modifié. Ce sont la translation, la rotation et 
la symétrie. 

Un pavage qui est réalisé en effectuant seule-
ment des translations à partir d’un motif d’une 
cellule primitive est dit pavage périodique. 
Les rotations constituent le deuxième type de 
transformation. Les angles de rotation sont 
nécessairement des diviseurs de 360° supérieurs  
ou égaux à 60°. Ce sont les angles de 60°, 90°, 
120° et 180°. 

Les symétries miroir et les symétries glissées 
constituent le troisième type de transforma-
tions géométriques que l’on peut utiliser.  
En utilisant ces trois  
isométries, on peut 
constituer une 
cellule primitive 

Pavages
Camille Dantana Bourgaux

Lorie Perreault

Raphaëlle Boulianne

Pavages réguliers

P

PP

Pavages semi-réguliers
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ou un pavé de base avec lequel on peut paver 
le plan en appliquant seulement deux transla-
tions. Les cellules primitives peuvent être des 
parallélogrammes, des rectangles, des carrés, 
des losanges ou des hexagones.  

Les pavages semi-
réguliers offrent plus 
de diversité dans le 
choix de la cellule 
primitive. On peut, par 
exemple, constituer 
une cellule primitive 

avec un hexagone et un losange et reproduire 
celui-ci par translation.

Et l’espace ?
Comme aiment à nous le rappeler les abeilles, à 
tout pavage du plan correspond un pavage de 
l’espace. Pour paver l’espace, il suffit d’associer 
à un pavage du plan des prismes de Kepler qui 
empilés pavent l’espace. 

Pavages  |  André Ross  •  Cégep de Lévis-Lauzon

 

Dans ses travaux de cristallographie, le mathé-
maticien russe Fedorov (Evgraf, 1853-1919), a 
montré qu’il existe seulement cinq pavages de 
l’espace respectant les contraintes suivantes :

•	� le pavage n’utilise qu’un seul type de polyèdre;

•	� le pavage est globalement invariant dans 
trois translations de directions différentes.

Ces pavages utilisent des parallélépipèdes quel-
conques (dont le cube), des prismes de Kepler 
hexagonaux, des octaèdres tronqués, des dodé-
caèdres rhombiques, des dodécaèdres allongés.

Mathis Quesnel

Camille Gagnon-Chabot

Camille Dantana Bourgaux

Emma Beauchemin

Florence Grégoire-Forget

Yu Hao Qiu

Lorie Perreault Olivier Barthold Bustillo

Daniel KultchyskyRaphaëlle Boulianne

Pénéloppe Chevrefils

Nicolas Carrara

Motif
de base

Translations

Octaèdre 
tronqué

Prismes de Kepler 
hexagonaux

Pavages de l’espace

Parallélépipèdes
cubiques

Dodécaèdre 
rhombique

Dodécaèdre 
allongé
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Une idée qui 
vient de loin
Le plancher de ma salle de bain 
est couvert de petites tuiles hexago-
nales. Blanches, simples, identiques. Des 
milliers. L’idée de couvrir une grande surface 
à l’aide d’une figure répétée, que ce soit un toit 
par des tuiles cuites ou un tissu par son tissage, 
est aussi vieille que les premières idées mathé-
matiques utilisées en commerce ou pour les 
mesures agraires. On connaît des tuiles de terre 
cuite de l’an ~4 000 et des tissus de l’an ~5 000. 
Plusieurs civilisations ont poussé cette idée 
bien au-delà de mes petits hexagones blancs,  
souvent avec une imagination époustouflante.

Lors de la pose des tuiles, mon carreleur n’a 
eu qu’à pousser dans une direction donnée les 
petits hexagones, sans même les faire pivoter 
sur eux-mêmes. Mais pour d’autres mosaïques, 
ou pavages comme les mathématiciens les 
appellent aujourd’hui, il faut translater les tuiles 
et les faire tourner.

Yvan Saint-Aubin2

Université de Montréal
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Le pavage ci-dessous, construit selon les règles 
de la géométrie euclidienne, est un peu particu-
lier, car j’y utilise deux tuiles plutôt qu’une : les 
colorées et les blanches. On peut imaginer que 
les blanches sont l’envers de tuiles de céramique 
dont seule une face a été peinte. Remarquez que 
toutes les tuiles colorées peuvent être obtenues 
d’une seule par translation ou rotation.  
Ceci est aussi vrai pour les blanches. Et si la 
réflexion qui échange le dessus avec le dessous  
des tuiles est permise, alors une seule tuile  
colorée suffit. Les translations, les rotations et 
les réflexions sont appelées isométries du plan, 
car elles préservent les distances.

Une étrange géométrie
Le pavage précédent est construit dans le plan 
à l’aide des règles de la géométrie euclidienne. 
Mais d’autres géométries permettent d’autres 
pavages. D’autres géométries ? Oui, il y en a 
d’autres et j’aimerais vous en présenter une fort 
étrange. On lui donne maintenant le nom de 
géométrie hyperbolique.

Un pavage euclidien

1.	� Il s’agit des mathématiciens Nikolaï Lobat-
chevsky et János Bolyai. Voir leurs notices 
biographiques écrites par André Ross, page 
9 de ce numéro.

2.	� L’auteur tient à remercier ses collègues 
Christiane Rousseau et Bill Casselman pour 
toutes leurs suggestions.
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Les droites et le plan euclidiens 
sont infinis dans toutes les direc-
tions. Notre imagination doit  
toujours les compléter puisque 
les figures que nous traçons sont  
limitées par notre feuille de papier. 
En géométrie hyperbolique, il est 
possible de représenter l’univers 
entier à l’intérieur d’un cercle.  
De ce point de vue, les choses  
sont plus faciles. J’utiliserai la 
lettre U pour noter l’intérieur du 

cercle et le mot horizon pour le 
cercle lui-même. 

Des droites hyperboliques

Mais un effort d’imagination est quand même 
requis puisque les « droites » de cette nouvelle 
géométrie n’y ont pas l’apparence de droites 
euclidiennes. Une droite hyperbolique est soit 
un diamètre de U, soit un arc de cercle qui 
intercepte l’horizon à angle droit. Sur la figure 
précédente quelques droites ont été tracées. 
Noter que chaque arc de cercle se termine à 
l’horizon en formant un angle droit avec celui-ci.  
Déroutant, n’est-ce pas ? Heureusement les 
angles sont mesurés comme en géométrie 
euclidienne ; par exemple, si les quatres angles 
à l’intersection de deux droites sont égaux, ce 
sont des angles de π/2 radian. 

Au point A, plusieurs droites se rencontrent et 
aucune d’entre elles ne croise la droite d. Ceci 
est remarquable ! Pourquoi ? Il faut rappeler le 
cinquième et dernier axiome de la géométrie 
euclidienne pour le comprendre : 

5e axiome de géométrie 
euclidienne

Étant donné une droite d et un 
point A hors de cette droite, 
il existe une unique droite  

parallèle à d et passant par A.

Pavages hyperboliques  |  Yvan Saint-Aubin  •  Université de Montréal

Même si la géométrie hyperbolique respecte les 
quatre premiers axiomes de la géométrie eucli-
dienne, elle viole le cinquième : c’est donc une 
géométrie non euclidienne.

Un triangle hyperbolique
Mais comment peut-on définir un triangle dans 
cette géométrie hyperbolique ? Il suffit d’utiliser 
la définition usuelle : un triangle est une figure 
formée de trois points et des trois segments 
de droites qui les relient. En voici un de som-
mets ABB ’. Comme il se doit, les trois côtés de 
ce triangle sont des segments de droites hyper-
boliques. Les deux côtés adjacents au sommet 
situé au centre de U sont des diamètres et donc 
des droites. Le troisième côté est un arc d’un 
cercle interceptant l’horizon à angle droit et est 
donc également un segment de droite.

Trois éléments décoratifs ont été ajoutés près 
des sommets. Ils nous aideront à distinguer les 
angles par la suite. Les deux sommets marqués 
d’un décor triangulaire sont d’angle π/3 radian, 
alors que celui marqué par un point est de π/4. 
(Il est plus facile de déterminer la mesure de 
ces angles lorsqu’il y a plusieurs tuiles, car on 
peut y lire les droites qui s’intersectent 
à chacun des sommets et compter 
le nombre d’angles égaux que 
ces droites définissent. Allez 
voir un peu plus loin !) La 
somme des angles inté-
rieurs de ce triangle est 
donc :

 

En géométrie euclidienne, la 
somme des angles intérieurs 
d’un triangle est toujours égale à π; 
en géométrie hyperbolique, elle est toujours 
strictement inférieure à ce nombre. Clairement, 
l’abandon du cinquième axiome d’Euclide a ses 
conséquences !

A

B

B'

Un triangle  
hyperbolique
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DossierArts visuels

Il est maintenant possible de commencer à 
paver l’univers hyperbolique. La règle con-

siste à n’utiliser que des triangles ayant 
les mêmes angles (π/3, π/3 et π/4). 

En tournant le triangle d’un 
angle de  π/2, π et 3π/2, nous 

obtenons la figure ci-contre. 
Les côtés de chacune des 
nouvelles tuiles demeurent  
des segments de droites, 
soit de diamètres, soit de  

cercles intersectant l’horizon  
à angle droit. Et, comme pour 

le pavage euclidien, je pourrais  
intercaler des tuiles blanches 

entre les colorées ; la forme de ces tuiles 
blanches est identique à celle des colorées 
comme nous le verrons à la prochaine étape.

Isométries hyperboliques
Mais comment poursuivre le pavage ?  
Dans le cas du pavage euclidien présenté tout 
au début, il suffisait de tourner la tuile autour 
d’un de ses sommets par un angle approprié 
ou de la faire glisser parallèlement à un de 
ses côtés. Mais ici, si nous tournons, à l’aide 
d’une rotation euclidienne, la tuile autour d’un 
de ses sommets marqués d’un décor triangu-
laire, ses côtés ne seront plus des segments de 
droite ; par exemple le diamètre sera tourné et 
n’interceptera plus l’horizon à angle droit.

Curieusement, c’est la géométrie euclidienne 
qui nous souffle la réponse à ce problème 
purement hyperbolique. Outre les isomé-
tries euclidiennes que sont les translations,  
rotations et réflexions, une autre construction 
euclidienne transforme les cercles en cercles ; il 
s’agit de l’inversion, qui envoie l’extérieur d’un 
cercle fixé en son intérieur et vice versa. (Voir 
encadré.) La figure ci-contre montre ce que 
devient une tuile, sous cette transformation, 
lorsque la réflexion est par rapport à un de ses 
côtés. Le côté appartenant au cercle d’inversion 
ne bouge pas et l’image du reste de la tuile, 
délimitée par un trait gras, est de l’autre côté de 
ce cercle. L’image des trois autres tuiles est aussi 
tracée, mais par un trait plus fin. Il demeure une 
difficulté majeure : comment choisir les cercles 
définissant l’inversion pour que l’univers U soit 
envoyé en lui-même ?

La réponse est presque miraculeuse (voir les 
exercices) : si le cercle choisi pour faire l’inversion 
est un des cercles intersectant l’horizon à angle 
droit, alors l’inversion sera une bijection de U 
qui échange un côté de la droite avec l’autre ! 
Et rappelez-vous que ces cercles sont précisé-
ment les droites hyperboliques. Ainsi l’inversion 
euclidienne est une opération de réflexion pour 
la géométrie hyperbolique.

La « réflexion » des quatre tuiles colorées nous 
permet d’obtenir quatre nouvelles tuiles. Dans 
le pavage final, celles-ci seront peintes en 
blanc. Rappelons qu’en géométrie euclidienne, 

L’inversion n’apparaît pas dans les Éléments d’Euclide. 
Elle fut introduite par Ludwig Magnus en 1831, plus 
de deux millénaires après l’écriture des Éléments. Soit 
un cercle de centre O et de rayon r et soit P un point 
distinct de O. L’inversion de P par rapport à ce cercle est 
le point P ‘ sur la demi-droite OP dont la distance de O 
est telle que OP . OP ‘ = r2. Ainsi les points à l’intérieur 
du cercle ont une image à l’extérieur, et vice versa. Un 
point sur le cercle même est son propre inverse.

Voici une construction permettant de trouver P ‘ 
lorsque P est à l’extérieur du cercle d’inversion. On 
trace d’abord un cercle de centre P et de rayon OP qui 
est forcément plus grand que r. Ce cercle intersecte le 
cercle initial en deux points. On trace enfin un cercle 

de rayon r centré en un de ceux-ci. L’image P ‘ de P 
est l’intersection du dernier cercle avec le segment  
OP qui est distincte de O. (On peut alors montrer 
que OP . OP ‘ = r 2 sans trop de difficultés. Voir les 
exercices.) Les deux propriétés (spectaculaires !) de 
l’inversion sont qu’elle transforme les cercles en 
d’autres cercles et qu’elle préserve les angles.

Début du pavage 
hyperbolique

L’inversion

O P
P'
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Pavages hyperboliques  |  Yvan Saint-Aubin  •  Université de Montréal

la composition de deux réflexions est une  
rotation, si les deux droites de réflexion se 
croisent. Il est donc tentant d’appeler une 
rotation hyperbolique la composition de deux 
inversions par rapport à des cercles qui se 
croisent. En changeant le cercle d’inversion 
à chaque étape, nous pouvons transformer 
une tuile colorée en une blanche, puis en une  
colorée, et ainsi de suite, pour obtenir le pavage 
de l’univers entier.

Quel est le plus court chemin  
entre deux points à la  
surface de la terre ? Si les 
deux points sont sur ma 
table de travail, la courbure 
de la planète peut certes 
être ignorée. Mais les pilotes 
d’avion faisant la navette 
Montréal-Yaoundé doivent 
en tenir compte. Alors quel 
est ce chemin ?

Pour le trouver, il suffit de placer une ficelle passant 
par Montréal et Yaoundé et de la tendre jusqu’à ce 
qu’elle épouse parfaitement la surface de la sphère; 
cette ficelle fait maintenant partie du plus grand  
cercle passant par ces deux villes. L’équateur est un des 
grands cercles que l’on peut tracer sur la sphère et tous 
les autres peuvent être obtenus de celui-ci en faisant 
pivoter la sphère.

Dans la géométrie sphérique, les grands cercles jouent 
le rôle des droites. Ce n’est pas une géométrie eucli-
dienne. En effet, tous les grands cercles se croisent 

et il n’y a donc aucune paire de « droites » parallèles 
dans cette géométrie ! Curieuse de géométrie... mais les 
pilotes la trouvent bien utile.

Comme en géométries euclidienne et hyperbolique, il 
existe des pavages en géométrie sphérique. En voici 
un ci-bas. Chacun des côtés, des tuiles colorées et des 
tuiles transparentes, est un arc de grand cercle.

Les angles aux sommets marqués d’un point sont des 
angles de π/2 radian. Pour s’en convaincre, il suffit 
de remarquer que deux « droites » s’y rencontrent et 
qu’elles définissent quatre angles égaux. Les angles 
marqués par de petits triangles sont de π/3 radian. La 
somme des angles intérieurs de ce triangle est donc 
π/2 + π/3 + π/3 = 7π/6 . En fait, la 
somme des angles intérieurs est 
toujours supérieure à π pour 
les triangles sphériques, 
une autre indication 
que cette géométrie 
est non euclidienne.

Les géométries non euclidiennes  
sont parfois bien utiles

Début du pavage hyperbolique  
après une inversion

Le pavage hyperbolique complété
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DossierArts visuels

Cercle limite III
« Il peut cependant arriver que quelqu’un, sans 
avoir assimilé beaucoup de connaissances 
exactes et n’ayant pour bagage qu’une parcelle 
de l’érudition acquise par les générations anté-
rieures, il se peut, disons-nous, qu’un tel être  
[. . . ] sente un beau jour mûrir en lui le désir très 
concret et conscient d’approcher l’infini aussi 
purement et aussi près que possible. »3

C’est ainsi que l’artiste graveur néerlandais  
M. C. Escher exprime un de ses buts artistiques 
les plus ambitieux. Après des tentatives qui ne le 
satisfont pas, il rencontre le géomètre canadien  
H. S. M. Coxeter et lui fait part de son but.  
Il imagine une gravure où les figures se  
multiplieraient en s’approchant d’un cercle 
limite sans jamais l’atteindre, mais ne sait pas 
comment la réaliser. Coxeter l’informe qu’une 
telle géométrie existe et qu’elle est décrite 
dans un de ses ouvrages. Mais Escher n’est 
pas mathématicien ; il devinera les règles de la  

géométrie hyperbolique en étudiant une figure 
du livre de Coxeter, figure fort semblable au  
pavage que nous venons de réaliser. Escher a-t-il  
vraiment compris cette étrange géométrie ? Je 
vous invite à juger par vous-mêmes !

J’ai choisi les tuiles de l’exemple de pavage 
hyperbolique pour qu’elles épousent le pavage 
sous-jacent à l’oeuvre Cercle Limite III d’Escher. 
Cette gravure est celle qu’Escher préférait parmi 
celles qu’il a faites dans cette géométrie. Pour 
constater la maîtrise de l’artiste, j’ai joint deux 
tuiles du pavage, une colorée et une blanche 
contigüe, et je n’ai conservé que les côtés du 
quadrilatère (hyperbolique) résultant. En super-
posant ce nouveau pavage à Cercle Limite III, 
on constate que le sommet d’angle  π/2 tombe 
toujours en un point de rencontre de quatre 
nageoires, ceux d’angle  π/3 en un de trois têtes 
et trois queues et, enfin, celui d’angle 2π/3 en 
un de trois nageoires. (Le nouveau pavage est 
effacé sur la partie gauche de la gravure.)

Je vous laisse sur les mots d’Escher : « Ici, il 
n’y a plus que des séries ‹ en circulation transi-
toire › : tous les poissons de la même série sont 
de la même couleur et se suivent en nageant, 

les têtes touchant les queues, suivant une  
trajectoire de bord à bord. Plus ils appro-

chent du centre, plus ils grandissent.  
[. . . ] Aucun des éléments de toutes 

ces séries ascendantes, telles des 
fusées s’élevant perpendicu-

lairement à la limite pour s’y 
perdre de nouveau, n’attein-
dra jamais celle-ci. Mais 
au dehors, il y a le ‹ néant 
absolu › ».3

Cercle limite III

3. Les deux citations 
d’Escher proviennent 
d’un article qu’il a écrit 
en 1959. Leur traduction 
française est tirée du 
livre de Bruno Ernst,  
Le miroir magique de 
M. C. Escher, Taschen 

(1994).

Cercle limite III de M. C. Escher  
© 2009, The M. C. Escher Company  
– Holland, All Rights Reserved.  
www.mcescher.com
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Pavages hyperboliques  |  Yvan Saint-Aubin  •  Université de Montréal

Les Éléments d’Euclide, écrits autour de l’an ~300, est 
un des grands accomplissements de l’esprit humain. 
Comme dans les traités de mathématiques modernes, 
l’auteur construit son oeuvre à partir d’axiomes (ou 
postulats) énoncés dès le début. Des cinq axiomes 
euclidiens, les quatre premiers tombent sous les sens. 
Par exemple le premier stipule : un segment peut être 
tracé joignant deux points quelconques. Le cinquième 
est cependant plus laborieux : si deux droites coupent 
une troisième formant d’un côté de cette troisième 
deux angles dont la somme est inférieure à deux angles 
droits, alors ces deux droites se rencontrent de ce même 
côté de la troisième droite. On sait que ce cinquième 
axiome est équivalent au suivant : par un point exté-
rieur à une droite, il passe une et une seule parallèle à 
cette droite.
Très tôt ce cinquième axiome, en raison de sa complexité  
apparente, apparaît comme un énoncé qui devrait 
découler des quatre premiers. Par exemple, Proclos 
(approx. 412–485), un commentateur important des 
Éléments, affirme : « il est clair que nous devons cher-
cher une preuve de ce théorème qui n’a pas le caractère 
distinctif des postulats ». Nombreux sont les (grands) 
mathématiciens qui partageront cette conviction et qui, 
suivant l’harangue de Proclos, chercheront la preuve 
insaisissable. Cette quête d’une preuve s’est terminée de 
façon abrupte et inattendue : autour de 1830, Nikolaï  
Lobatchevsky (1792–1856) et János Bolyai (1802–1860)  
construisent indépendamment une géométrie qui  
satisfait aux quatre premiers axiomes euclidiens, mais 
qui viole le cinquième. Ce faisant, ils démontrent donc 
que le cinquième axiome est indépendant des quatre 
premiers. (La correspondance de Carl Friedrich Gauss 
(1777–1855) indique qu’il aurait construit une telle géo-
métrie avant Lobatchevsky et Bolyai.) Il est vertigineux  
de constater qu’Euclide a réalisé la nécessité de ce 
cinquième axiome et qu’il aura fallu deux millénaires 
pour que nous en démontrions le caractère indispensable.

La représentation de la géométrie hyperbolique à 
l’intérieur d’un cercle telle que présentée ici porte 
le nom de disque de Poincaré et est postérieure aux 
travaux de Lobatchevsky et Bolyai. Elle est le fruit de 
travaux de plusieurs grands mathématiciens dont  
Bernhard Riemann (1826–1866), Eugenio Beltrami 
(1835-1900), Felix Christian Klein (1849–1925), à qui 
on doit le nom de géométrie hyperbolique, et de Henri 
Poincaré (1854–1912).

János Bolyai – 1802-1860 
Né en Hongrie, János Bolyai 
reçut son instruction de 
son père qui enseignait les 
mathématiques, la physique  
et la chimie. Dès l’âge de 13 
ans, il maîtrisait l’analyse et 
la mécanique analytique.  
Il devint un violoniste 
accompli et étudia au Collège Royal d’Ingénieurs. 
Il s’enrôla ensuite dans l’armée et y resta 11 ans.  
Linguiste accompli, il parlait neuf langues 
étrangères dont le chinois et le tibétain.

Entre 1820 et 1823, il prépara un traité sur un 
système complet de géométrie non euclidienne  
qu’il publia, en 1832, comme appendice à un 
essai de son père. Toutefois, Bolyai découvrit que 
Gauss avait anticipé une grande partie de ses 
découvertes sans les avoir publiées et, en 1848, 
il découvrit que Lobatchevsky avait publié un 
travail similaire en 1829. Outre son oeuvre en 
géométrie, il a développé le concept rigoureux de 
nombre complexe comme couple de réels.

Nikolaï Ivanovitch  
Lobatchevsky 
1792-1856
Le mathématicien russe Niko-
laï Ivanovitch Lobatchevsky 
s’inscrit à l’université de 
Kazan pour y étudier la 
médecine qu’il délaisse 
rapidement pour se con-
sacrer aux sciences. En 1822, il devint professeur  
à l’université de Kazan et à partir de 1826, recteur 
de l’université. Pendant les dix-neuf années de son 
rectorat, l’université se développe, la bibliothèque  
regarnit ses tablettes, un observatoire astronomique,  
ainsi que des laboratoires de physique, de chi-
mie et d’anatomie sont construits. Malgré ses 
tâches administratives, il continue d’enseigner les 
mathématiques et la physique. En 1837, il pub-
lie, en France, l’article Géométrie imaginaire dans 
lequel il présente une géométrie non euclidienne, 
appelée géométrie hyperbolique.

Une quête de deux mille ans
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Alexandra
Disons tout d’abord que le nombre d’or est la 
valeur d’un rapport. Pour les Grecs, c’était le 
rapport obtenu par la division d’un segment 
de droite en « extrême et moyenne raison », 
selon l’appellation qu’ils utilisaient. 

Annick
Et ça veut dire ?

Alexandra
Pour eux, cela signifiait déterminer sur un 
segment de droite AB le point C tel que le 
rapport de la longueur du segment AB sur 
celle du segment AC est égal au rapport 
du segment AC sur celle du segment BC.  
C’est-à-dire :

Annick
Je vois ! La longueur du segment BC  
est moyenne proportionnelle entre 
les deux autres longueurs.

Yannick
Et c’est quoi la valeur du rapport ?

Alexandra
Supposons que la longueur de BC est a et 
celle de AC est b. La longueur du segment CB 
est alors a – b et le rapport s’écrit :

En posant f = a/b, on a  Êtes-vous

capable de trouver la valeur de f avec cette 
équation ?

Annick
Facile ! Ça donne une équation quadratique 
f2 – f – 1 = 0. 

Yannick
Mais on trouve deux valeurs :

André Ross 
Cégep de Lévis-Lauzon
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Le nombre d’or  |  André Ross   •  Cégep de Lévis-Lauzon

Alexandra
Le nombre d’or 
est la valeur positive,  
sa valeur en décimales 
est 1,61803... C’est un 
nombre irrationnel. Ce qui 
est remarquable, c’est que l’on 
retrouve ce rapport dans diverses 
figures géométriques.

Yannick
Comme ?

Alexandra
On le retrouve dans certains triangles 
isocèles, dans des rectangles, dans les  
pentagones et les décagones.

Annick
Quels triangles isocèles ?

Alexandra
Considérons un triangle isocèle ayant deux 
angles de 72° et un angle de 36°. Si je trace 
la bisssectrice d’un des angles de 72°, est-ce 
que vous êtes capable de voir des proportions  
dans ce triangle ?

Yannick
C’est sûr ! On a vu en géométrie que la bissec-
trice divise le côté opposé dans le rapport des 
côtés adjacents. Cela veut dire que :

A BC

b a – b

Division en extrême 
et moyenne raison

36°

A

B C

72° 72°

Le



11

Vo
l. 

5 
• 

hi
ve

r 
– 

pr
in

te
m

ps
 2

01
0

Alexandra
Voyez-vous qu’en traçant la bissectrice, 
j’ai également construit d’autres triangles 
isocèles?

Annick
Oui ! Les triangles ADC et BCD sont isocèles. 

Yannick
En plus, le triangle BCD est semblable au  
triangle BAC. 

Alexandra
Vous rapellez-vous d’une propriété des  
triangles isocèles ?

Annick
Aux angles congruents sont opposés des côtés 
congruents. On a donc :

Yannick
Ça veut dire qu’on peut remplacer dans la 
proportion et ça donne :

Alexandra
Quelle conclusion en tirez-vous?

Yannick
Le point D divise le côté  AB en extrême et 
moyenne raison.

Annick
On peut aussi dire que dans un triangle 
isocèle qui a un angle de 36° et deux angles 
de 72°, le rapport du grand côté sur le petit 
donne le nombre d’or.

Alexandra
Vous avez raison et on peut même écrire :

Le nombre d’or  |  André Ross   •  Cégep de Lévis-Lauzon

Annick
Donc dans un triangle isocèle qui a deux 
angles de 36° et un angle de 108°, le rapport du  
grand côté sur le petit donne le nombre d’or.

Alexandra
Le premier triangle isocèle est dit de type TA 
(A  pour angles aigus) et le second est dit de 
type TO (il a un angle obtus).

Alexandra
Regardons maintenant la 
construction que l’on peut 
faire à partir d’un triangle TA. 
En prenant le sommet C  
comme centre et la longueur  
du côté CA comme rayon,  
je trace un arc de cercle qui 
rencontre le prolongement  
de BC au point D. Je trace 
alors le segment DA.

Yannick
Le triangle DAB est un  
triangle TA!

Annick
On peut recommencer en prenant la longueur  
de BD comme rayon. 

Alexandra
Tout à fait et voici ce que ça donne. 

Elle sort un dessin de son sac.
Les triangles TO s’enroulent en spirale autour 
du triangle initial et à chaque étape la figure 
globale est un TA.

On peut faire la même chose en débutant 
avec un triangle TO. 

Les géomètres grecs disaient que ces triangles  
sont le gnomon l’un de l’autre. (Le gnomon 
est ce qu’il faut ajouter à une figure pour 
obtenir une figure semblable à celle à laquelle 
elle a été ajoutée.)

Annick
Tu disais qu’on retrouve également le nombre  
d’or dans les pentagones!

36°
36°

36°

A

B

D

C

72°

A

B C D
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Luca Pacioli (1445-1517) a écrit, en 1498, un 
ouvrage intitulé De divina proportione (la 
divine proportion) dans lequel il donne les 
raisons pour lesquelles ce rapport est appelé 
la divine proportion :

1.	� Comme Dieu, elle est unique.

2.	� Comme la Sainte Trinité, qui est une sub-
stance en trois personnes, elle est une seule  
proportion en trois termes :

3.	� Comme Dieu, qui ne peut se définir en 
paroles, elle ne peut s’exprimer par des 
nombres intelligibles (entiers) et par des 
quantités rationnelles, mais est toujours  
occulte et secrète et appelée par les 
mathématiciens irrationnelle.

4.	� Comme Dieu, elle est toujours semblable à 
elle-même.

5.	� La cinquième raison est le rôle qu’elle 
joue dans la construction du dodécaèdre,  
cinquième corps régulier de Platon, dont 
toutes les faces sont des pentagones 
réguliers convexes.

DossierArts visuels

Alexandra

Sortant un autre dessin de son sac.
J’ai tracé ce pentagone régulier convexe hier 
soir. Est-ce que vous pouvez me donner la 
mesure de ses angles intérieurs ?

Annick
On a vu au cours de géométrie que la mesure 
des angles intérieurs d’un polygone régulier 
convexe à n côtés est donnée par :

Dans le cas du pentagone régulier convexe, 
on a donc :

Alexandra
Si je trace les segments AC et AD, qu’est-ce 
que vous voyez ?

Yannick
Je vois un TA flanqué de deux TO.

Alexandra leur montre alors 
quelques autres illustrations.

Annick
Je suis convaincue, on retrouve bien ce rapport  
dans plusieurs figures géométriques, mais 
pourquoi appeler ce rapport le « nombre d’or » ?

Alexandra
Il faut rappeler que les Pythagoriciens 
croyaient que l’univers est régi par les  
nombres. Cette conviction a été reprise par 
Platon qui a été initié à la doctrine pythago-
ricienne par Archytas de Tarente. Plusieurs 
penseurs et artistes ont acquis la conviction 
que cette proportion était un des secrets de 
la beauté qui avait été utilisé dans la création 
de l’univers. La grande diversité de fleurs à 
cinq pétales ne pouvait que renforcer cette 
conviction. 

Alexandra dépose des photos  
de fleurs sur la table.

Dodécaèdre
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Yannick
Cocasse !

Annick
En effet ! Mais ça ne nous explique pas comment  
les artistes ont pu utiliser cela. En peignant  
des fleurs ?

Alexandra
Je vais vous donner seulement deux exemples  
très différents. Voici d’abord un tableau de 
Piero della Francesca intitulé Le Baptême du 
Christ. J’ai préparé hier un transparent sur 
lequel j’ai tracé deux cercles et les pentagones 
étoilés inscrits. Que remarquez-vous ?

Annick
On voit que le Christ est encastré dans un  
triangle TA !

Yannick
On voit aussi que la colombe qui symbolise 
l’Esprit-saint est à la pointe de ce triangle.

Annick
La structure géométrique semble délimiter des 
régions de la toile à l’intérieur desquelles sont 
placés les personnages selon leur importance. 

Le nombre d’or  |  André Ross   •  Cégep de Lévis-Lauzon

Alexandra
Voila, c’est une façon d’exploiter les figures 
géométriques reliées au nombre d’or dans la 
peinture. Mais le temps file, je vous propose  
un autre exemple1. Dans sa démarche artis-
tique, le peintre hollandais Pieter Mondrian 
(1872-1944) considérait que la peinture 
devait permettre de parvenir à un état de 
bien-être intérieur et que cet objectif est 
atteint par les rapports de lignes, de couleurs,  
de surfaces. Dans les rapports entre  
lignes, il appréciait tout particulièrement la  
perpendicularité, et dans le positionnement 
de ces lignes, il a eu recours à la division en 
extrême et moyenne raison. J’ai préparé un 
schéma de la démarche de construction de 
l’un de ses tableaux, appelé Composition en 
blanc et noir — seules les couleurs ont été 
changées. En écrivant le nom Mondrian dans 
Google, vous pourrez voir divers tableaux 
de la période où Mondrian a exploité ces  
éléments géométriques.

A

A

B

B

C

C

D

D

A

B

C

D

M

A B

C E

F

D M

A B

ED M

Carré initial Rectangle d’orReport de MB

A

D C

FB

E

Complétion 
du carré

A a
C

F

B
E

D

Rotation de 45°
du carré complété

Rotation de 45°
du carré initial

Construction
du carré sur la

diagonale

Superposition 
des carrés Schéma final

Application
de la couleur

À la manière de Pieter Mondrian

1.	� Voir Nautile, nombre d’or et spirale dorée 
Accromath, vol. 3, été-automne 2008.
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Pavés de Penrose
Les pavages deviennent très intéressants 
lorsqu’il est impossible de les construire à partir  
de translations d’un nombre fini de pavés 
regroupés ensemble, qu’on appelle cellule 
primitive. C’est le cas de certains agencements 
des pavés de Penrose, appelés le cerf-volant et la 
fléchette, qui sont formés à partir des triangles 
d’or TA et TO. Le rapport de proportionnalité 
des côtés de ces pavés est le nombre irrationnel 
f, appelé nombre d’or1. 

Cerf-volant Fléchette

TA TA TO TO

Le rapport d’un des grands côtés 
d’un pavé sur l’un de ses petits côtés 
est égal au nombre d’or. 

Nombre d’or 
dans les pavés de Penrose

Pavages périodiques
On peut disposer un cerf-volant et une fléchette 
de façon à former un parallélogramme. En 
utilisant ce parallélogramme comme pavé de 
départ, on peut en effectuant seulement des 
translations paver le plan au complet et un tel 
pavage est périodique.

Dans les pavages périodiques de l’illustration 
ci-dessous, il y a autant de cerfs-volants  
que de fléchettes dans la cellule primitive. Le  

Rosalie Bélanger-Rioux,
MIT
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Peut-on, avec deux tuiles, paver le plan de 

telle sorte que certains pavages soient  
périodiques et d’autres non ?

rapport du 
nombre de  
cerfs-volants sur le  
nombre de fléchettes dans  
cette cellule est donc égal à 1.  
Si on considère un pavage 
fini construit à partir de l’une de 
ces cellules primitives, par exemple ceux 
représentés ci-dessous à gauche, dans lesquels 
on compte 12 cerfs-volants et 12 fléchettes, le 
rapport du nombre de cerfs-volants sur le nombre 
de fléchettes est 12/12 = 1. Il est égal au rapport  
de ces tuiles dans la cellule primitive et ce 
rapport est un nombre rationnel, ce qui est 
la caractéristique d’un pavage périodique.  
Il est donc possible de construire un pavage 
périodique avec les pavés de Penrose.

Pavages non périodiques
Il est difficile de croire qu’on puisse paver le 
plan de façon non périodique avec ces cerfs-
volants et fléchettes. En fait, la figure en haut 
de page est un tel pavage non périodique. 
Pourtant cette image, à l’exception du motif 
central, semble comporter de nombreuses 
symétries de rotation et de réflexion. Ce pavage 
semble si ordonné, comment peut-il ne pas être 
périodique? 

Nous allons montrer qu’il est possible de construire 
des pavages non périodiques avec les tuiles de 
Penrose. 

1.	� Voir article Nombre d’or dans ce numéro et 
Nautile, nombre d’or et spirale dorée, dans 
Accromath, vol. 3, été-automne 2008.

Cerf-volant Fléchette

Losange Losange

Triangle
aigu (TA)

Triangle
obtus (TO)

Triangles d’or 
et pavés de Penrose

Pavages périodiques
avec cerfs-volants et fléchettes

En formant un parallélogramme avec 
des cerfs-volants et des fléchettes, on 
obtient une cellule primitive qui, par 
translation, engendre un pavage pério-
dique du plan.

Cellule primitive Pavage fini

Cellule primitive Pavage fini
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Construisons 
un pavage en  

prenant bien soin 
de ne jamais former un 

parallélogramme en accolant 
une flèchette et un cerf-volant. 

Pour nous en assurer, désignons les 
sommets par les lettres A et B comme dans 

l’illustration ci-haut à droite et prenons pour 
règle de ne jamais accoler deux sommets qui ne 
sont pas désignés par la même lettre. Il existe 
une infinité de pavages du plan respectant 
cette contrainte et l’illustration ci-haut à droite 
donne le début d’un tel pavage. 

De l’ordre au désordre !  |  Rosalie Bélanger-Rioux  •  MIT

On peut également définir un algorithme 
de construction par découpage consistant à 
chaque étape à découper chaque cerf-volant 
en deux cerfs-volants et deux demi-fléchettes 
et une fléchette en un cerf-volant et deux 
demi-fléchettes. La cohérence du procédé, 
appelé la déflation, est assurée par le fait que 
les demi-fléchettes ainsi générées s’associent 
toujours avec leur voisine pour reconstituer 
une fléchette complète (on les voit en faisant 
abstraction de la ligne entre les triangles).

Mais alors, comment remplir le plan au complet?  
Simple : après avoir découpé chaque pavé en 
un agencement de pavés plus petits, on agran-
dit les pavés obtenus par subdivision pour qu’ils 
aient les mêmes dimensions que les pavés 
originaux (illustration en bas de page). On se 
retrouve donc avec plus de pavés qu’à l’origine 
couvrant une plus grande surface. En appli-
quant ce principe un nombre infini de fois à 
un agencement initial de pavés, on obtient un 
nombre infini de pavés, tous agencés correcte-
ment, sans interstices ni chevauchements, et 
qui couvrent le plan en entier. On remarque que 
dans ce processus, le rapport de la longueur des 
côtés d’un pavé après le découpage sur cette 
longueur avant le découpage est égal à 1/f. 
Par conséquent pour que les pavés obtenus par 
découpage aient les mêmes dimensions que les 
pavés initiaux, il faut multiplier par fn, où n est 
le nombre de fois où le processus de subdivision 
a été appliqué.

A

A

B
BAA

B

B A

AA

A A
A

A

A

A

BB

B

B

B B

B
B

B

B

A

Début de pavage

Découpage
du pavage

Début
de pavage

Découpage
du pavage

Homothétie
de rapport φ

A

A

BB

A AB

B

Déflation-homothétie

Chaque pavé est remplacé par des pavés plus petits en divisant chaque cerf-volant en deux cerfs-volants et 
deux demi-fléchettes et chaque fléchette en un cerf-volant et deux demi-fléchettes.
Le pavage fini est dilaté pour que les tuiles de Penrose aient les mêmes dimensions que les tuiles d’origine. 
On répète indéfiniment le processus et on obtient un pavage du plan.
  

1.

2.
3.



16

Vo
l. 

5 
• 

hi
ve

r 
– 

pr
in

te
m

ps
 2

01
0

DossierArts visuels

Les pavés de Penrose permettent donc de  
construire des pavages autres que ceux  
obtenus en disposant les pavés pour former des 
parallélogrammes. Mais sont-ils périodiques ? 

Pour se convaincre qu’ils 
ne le sont pas, considérons 
plus en détail ce qui se 
passe lorsqu’on procède à 
la subdivision des pavés en 
pavés plus petits.

Pour être périodique, un 
pavage doit comporter 
une cellule primitive finie, 
qui peut être copiée puis 
déplacée par translation 
afin de former le pavage 
au complet, et ce sans che-
vauchement. Si la cellule  
doit être finie, cela signifie 
qu’elle possède un nombre  
fini de chaque type de 
pavé d’une paire, par 
exemple c0 cerfs-volants 
et f0 fléchettes, où c0 et f0 
sont des nombres naturels 
finis strictement positifs. 

Dans un pavage périodique, la cellule étant 
copiée puis déplacée, sans chevauchement 
ni espace libre, le rapport c0/f0 est constant 
sur l’ensemble du pavage infini, et le rapport 
du nombre de cerfs-volants sur le nombre de 
fléchettes est donc exactement le même que 
dans la cellule primitive.

Choisissons une configuration de départ ayant 
co cerfs-volants et f0 fléchettes. Désignons par 
cn le nombre de cerfs-volants et par fn le nombre 
de fléchettes après la ne déflation. En calculant 
le rappport du nombre de pavés de chaque type 
à mesure que l’on procède aux subdivisions  
(tableau ci-haut à gauche), on constate que 
ce rapport n’est pas constant. En fait, cn /fn 
est le rapport de deux nombres consécutifs 
de la suite de Fibonacci.  Plus on effectue de  
subdivisions, plus ces nombres sont loin dans la 
suite et comme on procède à un nombre infini 
de subdivisions pour paver le plan, le rapport 
du nombre de cerfs-volants sur le nombre de 
fléchettes est le rapport des nombres de rang  
n + 1 et n, lorsque n tend vers l’infini.  Or, on 
sait que la limite du rapport cn/fn lorsque n 
tend vers l’infini est égale à f. Ce nombre est 
un irrationnel et il est donc impossible que le  

rapport du nombre de cerfs-volants sur le nombre  
de fléchettes soit un nombre rationnel. Ceci 
signifie qu’il ne peut exister de cellule primitive 
pour ce pavage, peu importe la configuration 
de départ.

Par conséquent, les pavages de Penrose  
construits par déflation et en appliquant la 
règle d’association visant à ne jamais former de 
parallélogrammes ne sont pas périodiques.

Suite de Fibonacci  
et déflation
Afin de se convaincre hors de tout doute que 
les pavages non périodiques de Penrose sont 
en fait très ordonnés, revenons au concept de 
déflation. Lors de la déflation d’un pavage cerfs-
volants et fléchettes , deux cerfs-volants et une 
fléchette sont créés à partir d’un cerf-volant de 
première génération, et un cerf-volant et une 
fléchette sont créés à partir d’une fléchette de 
première génération. Plus précisément, ce sont 
des moitiés de fléchettes qui sont créées, mais 
ces moitiés se combinent avec d’autres dans le 
pavage de seconde génération pour faire des 
fléchettes entières. En désignant un cerf-volant 
par le symbole c, et une fléchette par f, par 
déflation, un c engendre deux c et un f et un f 
engendre un c et un f :

1c → 2c + 1f et 1f → 1c + 1f.
De plus, le nombre total de cerfs-volants, ou 
de fléchettes, pour une génération donnée, 

Rapport du nombre de tuiles

Configuration
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= (2c0 + f0) + (c0 + f0)

+

)

) = f0 + f0

c2 = 2c1 + f1 = 2(2c0 + f0) + (c0 + f0) 
    = 5c0 + 3f0  
f2 = c1 + f1 = (2c0 + f0) + (c0 + f0) 
    = 3c0 + 2f0  

c1(

(

c2 f2

f1

2      + = 2c1      + f1

= (2c1 + f1) + (c1 + f1)

+

)

) = f1 + f1
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De l’ordre au désordre !  |  Rosalie Bélanger-Rioux  •  MIT

est noté par le symbole du pavé voulu, avec en 
indice le numéro de la génération : cn et fn. 

En commençant par c0 cerfs-volants et f0 
fléchettes, on obtient les valeurs du tableau 

ci-haut dans lequel les coefficients de c0 et f0 
sont des nombres consécutifs de la suite de 
Fibonacci.

c0

cn = 2cn–1 + fn–1 fn = cn–1 + fn–1

f0

2c0 + f0

5c0 + 3f0 3c0 + 2f0

13c0 + 8f0 8c0 + 5f0

34c0 + 21f0 21c0 + 13f0

89c0 + 55f0 55c0 + 34f0

233c0 + 144f0 144c0 + 89f0

.   .   . .   .   .

c0 + f0

Dans le cas particulier où  f0 = 1 et c0 = 1, 
on obtient exactement la suite de Fibonacci 
comme on peut le voir dans le tableau en haut 
à droite. Dans le deuxième tableau, on a les 
valeurs pour une cellule primitive comportant 
10 cerfs-volants et 10 fléchettes. On constate 
que le rapport cn/fn tend plus rapidement vers 
le nombre d’or, en fait après 6 subdivisions, les 
cinq premières décimales sont exactes.

Ainsi, la suite de Fibonacci, suite ordonnée 
dont on peut prédire les termes, régule en 
quelque sorte les pavages non périodiques de  
Penrose. De plus, le fait que le rapport du (n+1)e 

terme sur le ne terme dans la suite de Fibonacci 
tende vers le nombre d’or lorsque n tend vers 
l’infini est la preuve que, pour un pavage de  
Penrose infini, le rapport du nombre de copies 
de cerfs-volants, cn, sur le nombre de copies de 
fléchettes, fn, pour la même génération, tend 
vers f. Ceci permit à Penrose de prouver que 
ses pavages sont non périodiques. 

Il apparaît donc que les pavages non  
périodiques de Penrose sont un heureux 
mélange d’ordre et de désordre : symétries et 
suite de Fibonacci, mais nombre d’or et non 
périodicité. Il semble ainsi que, du désordre et 
de l’imprévisibilité, ressortent l’ordre, la prévisi-
bilité, et même la beauté.

1
3
8
21
55
144
377
.  .  .

1
2
5
13
34
89
233
.  .  .

1
1,5
1,6

1,615384615
1,617647059
1,617977528
1,618025751

.  .  .

cn /fncn fn

10
25
65
170
445

1 165
3 050
.  .  .

5
15
40
105
275
720

1 885
.  .  .

2
1,6666666
1,6250000
1,6190476
1,6181818
1,6180555
1,6180371

.  .  .

cn /fncn fn

En 1202, Léonard de Pise, mieux connu sous le nom de Fibonacci,  
fit paraître le Liber Abaci dans lequel la solution d’un problème 
sur la croissance des lapins donne une suite de nombres restée 
célèbre sous le nom de suite de Fibonacci. C’est la suite 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ...

dans laquelle chaque terme est la somme des deux termes qui 
le précèdent (fn = f n–1 + f n–2). Depuis l’époque de Fibonacci,  
cette suite a été l’objet de toutes sortes de recherches, et on 
a montré que la suite formée des rapports de deux nombres 
consécutifs de la suite de Fibonacci (fn /fn–1) converge vers le 
nombre d’or

Le triangle isocèle ayant un 
angle de 36° et deux angles de 
72 (noté TA) et celui ayant un 
angle de 108° et deux angles 
de 36° (noté TO), ont comme 
caractéristique que le rapport  
du grand côté sur le petit 
côté donne le nombre d’or3. 
Ces triangles sont également 
reliés au nombre d’or par la 

suite de Fibonacci, voici comment. Comme ces triangles sont le  
gnomon3 l’un de l’autre, on peut toujours subdiviser un triangle d’or, 
TA ou TO, et obtenir deux triangles, un de chaque sorte. En sub-
divisant en alternance les triangles qui ont la plus grande aire,  
le nombre total de triangles obtenus après chaque subdivision  
est la suite de Fibonacci. La chaîne de triangles formée par ces  
subdivisions n’est pas unique, comme l’illustre la figure ci-dessous.

Subdivisions des triangles d’or

TA TO +TA

TO +2TA

TO

TO +TA TO +2TA

72°

108°

36°

36°

Subdivision des triangles d’or

Subdivision
de TA

Subdivision 
de TA

Subdivision 
de TO

Subdivision 
des 2 TO

Subdivision 
des 3 TA

Subdivision 
des 2 TA

Subdivision 
des 3 TO

Subdivision 
de TO

TA TO +TA

TO +2TA 3TO +2TA

TO TO +TA

2TO +TA 2TO +3TA 5TO +3TA

3TO +5TA

3.	 Voir Nombre d’or dans ce numéro.

Suite de Fibonacci et triangles d’or
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André Ross 
 Cégep de Lévis-Lauzon
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Diplômé avec mention 
en mathématiques de 
l’University College de Londres,  
le physicien et mathématicien Roger  
Penrose obtient son Ph.D. à Cambridge 
(St John’s College) en 1958, avec une thèse 
sur les méthodes tensorielles en géométrie 
algébrique. À la même époque, avec la 
complicité de son père, il produit quelques 
représentations paradoxales planes d’objets 

Roger Penrose
1931-

Peut-on prendre au sérieux un mathématicien qui 

produit des objets comme celui ci-contre. On s’imagine 

facilement qu’il devrait plutôt faire carrière dans 

les arts. Mais, Roger Penrose a bel et bien 

apporté des développements 

importants en mathéma-

tiques et en physique.

1.	 �Voir Nombre d’or dans ce numéro 
et Nautile, nombre d’or et spirale dorée, 
Accromath vol. 3, été-automne, 2008.

2.	 �Voir De l’ordre au désordre, dans ce numéro.

Roger Penrose
tridimensionnels comme le triangle de Penrose 
ou l’escalier de Penrose, qui ont inspiré 
l’artiste-graveur hollandais Maurits Cornelis 
Escher (1898-1972) avec lequel il devint ami.

Penrose enseigna les mathématiques au  
Birkbeck College de Londres de 1964 à 1973 
et, en 1965, il démontra que des singularités  
gravitationnelles (comme celles au centre  
des trous noirs) peuvent être formées à  
partir de l’effondrement gravitationnel d’étoiles  
massives en fin de vie. À cette époque, il 
rencontra le physicien Stephen W. Hawking,  
son compatriote, auteur de l’ouvrage :  
Une brève histoire du temps, Trous noirs et 
bébés univers.

Penrose et Hawking travaillèrent ensemble 
sur une théorie de l’origine de l’univers et Pen-
rose apporta la contribution mathématique à 
la théorie de la relativité générale appliquée à 
la cosmologie et à l’étude des trous noirs. Les 
deux savants reçurent, en 1975, la médaille 
Eddington de la Royal Astronomical Society 
et, en 1988, le prix de la fondation Wolf pour 
la physique.

En 1974, Penrose développa des pavages 
ayant la propriété de couvrir intégralement 
un plan de manière non périodique. 

Les tuiles de base 
de ses pavages 
sont obtenues en 
regroupant deux à 
deux les triangles 
isocèles congruents  
dont le rapport des 
côtés donne le nom-
bre d’or1. Le premier 
type de regroupement  
donne des tuiles, 
appelées cerf-volant 
et fléchette2. 

Ces triangles peuvent égale- 
ment être regroupés  
de façon à donner  
des losanges, qu’il 
dispose pour former  
des décagones à  
l’aide desquels il 
obtenait d’autres 
façons de paver le  
plan. Ces pavages ont  
la symétrie de rotation 
du pentagone, mais n’ont pas de symétrie  

Cerf-volant Fléchette

Losange Losange

Triangle
aigu (TA)

Triangle
obtus (TO)

Triangles d’or 
et pavés de Penrose
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Tous les travaux réalisés  
en cristallographie  
confirmaient que ceux-ci  
étaient constitués par  
l’empilement de mailles  

élémentaires et les bases 
des mailles dans un même plan formaient un 
pavage du plan. 

Les développements techniques ont permis  
de mettre au point un moyen relativement  
simple pour obtenir de l’information sur 
la structure d’un matériau, sa figure de 
diffraction. La présence de pics, appelés 
pics de Braggs, témoigne d’une structure 
fortement ordonnée. La figure de diffraction 
d’un cristal se caractérise par la distribution  
discrète de pics et on a longtemps considéré 
qu’un matériau présentant une figure de  
diffraction discrète était un cristal. De plus, 
on croyait bien établie la conjecture à l’effet 
que tout pavage du plan peut se ramener à 
un pavage périodique. 

La découverte des pavages non périodiques 
de Penrose fut considérée au début comme 
une simple curiosité mathématique n’ayant 
aucune incidence en cristallographie. Cepen-
dant, en 1982, Dan Shechtman, travaillant 
avec ses collègues sur un alliage d’aluminium 
et de manganèse, observa un cliché de  
diffraction de symétrie pentagonale. Pour 
la première fois, on observait une figure 
de diffraction discrète et non périodique. 
L’expérience de Shechtman fut reprise dans 
plusieurs autres laboratoires et d’autres 
structures donnant des figures de diffraction  
discrètes mais non périodiques furent 
observées. On donna le nom de quasi-cristaux  
à ces structures.

Les pavages de Penrose n’étaient plus une 
simple curiosité mais un développement 
mathématique devançant la découverte de 
structures physiques jusqu’alors inconnues.

Roger Penrose  |  André Ross • Cégep de Lévis-Lauzon

de translation; ils 
sont non périodiques. 

Cette découverte a eu un impact 
important en cristallographie.

Des cristaux aux  
quasi-cristaux
Dès l’antiquité, les formes régulières des 
cristaux ont fasciné et ceux-ci ont été 
utilisés en joaillerie. La première tentative  
d’explication des formes est due à Kepler et  
portait sur la structure hexagonale des  
cristaux de neige. C’est par un empilement 
optimal de sphères3 représentant les atomes 
que Kepler expliquait la forme de ces cristaux.  
Ce n’est cependant qu’au XIXe siècle que la 
cristallographie a vraiment pris son essor. 
On remarqua d’abord que deux faces adja-
centes d’un cristal font toujours des angles 
égaux, puis René Just Haüy, ayant échappé 
un cristal de calcite, constata que les frag-
ments de différentes tailles présentaient 
toujours le même caractère facetté que le 
cristal d’origine. Il en conclut que le cris-
tal est formé par l’empilement d’éléments  
semblables qui, à la suggestion d’un de ses 
élèves, furent appelés mailles élémentaires. 
Poursuivant dans cette voie, il fut possible 
d’expliquer diverses caractéristiques des cristaux. 

En 1848, Auguste Bravais présenta une étude 
mathématique sur la classification des cristaux  
dans laquelle il décrivait l’ensemble des 
structures compatibles avec les propriétés de 
translation des cristaux dans les trois direc-
tions de l’espace. Il dénombrait 32 classes 
de symétrie réparties en 14 types de réseaux 
regroupés en 7 systèmes caractérisés par  
la forme de la maille élémentaire. Deux de  
ces mailles sont représentées ci-contre.

3.	 �Voir Savez-vous empiler des oranges, 
Accromath vol. 3, hiver-printemps, 2008.

Roger Penrose
Décagones 
et losanges

Pavages 
avec décagones

Réseaux de Bravais

mailles cubiques
base carrée

mailles à base
hexagonale

Cliché de diffraction  
de symétrie pentagonale
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Jouons le jeu suivant : étant donné un point du 
couvercle, associons-lui le point correspondant 
sur la boucle d’oreille gauche. Ainsi, à l’extrémité 
du menton de la vache on associe l’extrémité 
du menton de la petite vache dessinée sur la 
boucle d’oreille gauche. Au coin gauche de la 
bouche, le coin gauche de la bouche, etc.

Cette association est en fait une fonction, f, 
dont le domaine est le couvercle et l’image est 
la boucle d’oreille gauche. La question qui nous 
intéresse est la suivante :

y a-t-il un point qui est envoyé  
sur lui-même par ce procédé? 

Un tel point sera appelé point fixe de la fonction 
définie ci-dessus.

Allons-y par élimination : on voit bien que ce 
n’est pas l’extrémité de la corne droite, appelée 
p0, puisque son image est l’extrémité de la corne 
droite de la vache apparaissant sur le couvercle, 
soit p1. Mais ce n’est pas non plus p1, puisque 
son image est p2, etc. On génère ainsi une 
suite infinie. Mais, en pratique, on ne 
voit que les premiers points p1, 
..., pn. Tous les autres semblent 
confondus en un point a qui 
semble bien un point fixe. 
Essayons maintenant avec le 
point situé à la base du cou, q0, 
et ses images, q1, q2, ... Ici, encore 

Christiane Rousseau, 
Université de Montréal

D
o
ss

ie
rA

rts
 v

is
ue

ls
Qu’ont en commun  

un couvercle de la Vache qui Rit 
et un principe de compression 
d’images à l’aide de fractales  
(par exemple un programme  

simple pour tracer la fougère)?  
L’explication exige le détour  

par les travaux du mathématicien  
polonais, Stefan Banach.

on ne voit que les 
premiers points 
et tous les autres 
semblent confondus  
avec le même point 
fixe a! Il est facile de 
se convaincre que si l’on  
partait de n’importe quel point du couvercle  
et qu’on répétait le même processus, on 
aboutirait à a.

Ce que nous venons de découvrir n’est pas anodin!  
En fait, c’est un exemple d’un des plus grands 
théorèmes des mathématiques : le théorème 
de point fixe de Banach. Que dit ce célèbre 
théorème? Pour l’énoncer, il nous faut introduire  
un peu de vocabulaire. Notre couvercle est un 
ensemble de points, M et, étant donné deux 
points p et q de M, on peut mesurer (ou calculer) 

la distance, d (p, q), 
qui sépare p et q. Un 

tel ensemble s’appelle un 
espace métrique. On a aussi 

une fonction f : M → M. L’image 
du couvercle par cette fonction est 

la petite boucle d’oreille gauche. C’est 
donc une fonction qui contracte les  
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distances : si p et q 
sont situés à distance  

d(p, q) l’un de l’autre, 
leurs images f (p) et f (q) 

sont plus proches d’un 
facteur c ∈ ]0, 1[ : 

d(f (p), f (q)) ≤ c d(p, q).

Une telle fonction est 
appelée une contraction. 
Nous pouvons maintenant 

énoncer le théorème. 

Théorème de point fixe  
de Banach 

Soit M un espace métrique 
complet et f : M → M 

une contraction.  
Alors, f a un unique point fixe a :

f(a) = a.

(Nous reviendrons sur le mot complet que nous 
n’avons pas encore défini.) Comment montre-t-on  
le théorème? Exactement comme le jeu qu’on 
a joué avec notre couvercle. On prend un point, 
p0, son image, p1 = f (p0), l’image p2 de p1 et, 
plus généralement, pn+1 = f (pn). On obtient 
ainsi une suite infinie {pn}, mais dont on ne 
voit que les premiers termes. Tous les autres 
sont confondus. Si on prend une loupe, on 
voit un peu plus de termes, mais les autres 
sont confondus. Même chose si on prend un 
microscope, ou encore un microscope électro-
nique. Donc, quelle que soit la précision que 
l’on choisit, on ne distingue qu’un nombre fini 
de termes et tous les autres (en nombre infini) 
sont trop groupés pour qu’on les distingue. 

Les mathématiciens ont donné  
un nom à ce concept.  

Ils diront que la suite {pn} 
est une suite de Cauchy. 

Point fixe de Banach  |  Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

Le point fixe que l’on cherche est la limite de la 
suite. Encore faut-il que cette limite existe. D’où 
la dernière hypothèse du théorème, puisqu’un 
espace métrique complet est un espace dans 
lequel toute suite de Cauchy a une limite. 

Le théorème affirme aussi que ce point fixe 
est unique : cette partie est plus facile et vous  
pouvez vous amuser à donner l’argument. 

L’importance du théorème de point fixe de 
Banach en mathématiques vient surtout de ses 
applications. En effet, l’ensemble M que nous 
avons considéré était un disque, soit un ensemble  
de points. Mais rien n’empêche que les éléments  
de M, au lieu d’être des points, soient des 
ensembles ou des fonctions. 

L’exemple que nous allons regarder illustre 
comment une idée toute simple peut mener à 
une percée scientifique majeure. 

Dans cet exemple les éléments de M sont des 
sous-ensembles bornés (et fermés) du plan 
et le point fixe sera le triangle de  
(du nom d’un autre mathématicien polonais, 

).

Ainsi, un exemple d’élément de M est le carré B0 
de côté 1 pour lequel l’origine est situé au coin 
inférieur gauche :

B0  

Il faut travailler un peu pour définir la fonction  
f : M → M. En effet, f(B0) doit aussi être un 
ensemble. On va introduire trois transfor-
mations affines :

T x y
x y

T x y
x y

1

2

2 2

2
1
2 2

( , ) , ,

( , ) , ,

=








= +








TT x y
x y

3 2
1
4 2

1
2

( , ) , .= + +







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DossierArts visuels

L’image de B0 par chacune de ces transfor-
mations est un carré de côté 1/2. L’ensemble  
B1 = f(B0) est la réunion de ces trois images : 

B1 = f(B0), 

Plus généralement, si B est un ensemble, son 
image, f (B), est définie comme suit :

À partir de maintenant, on peut recommencer à 
jouer. On peut donc calculer

B2 = f (B1), 
 
 
 
 
 
 

B3 = f (B2), 
 
 
 
 
 
 
 

B4 = f (B3), 
 
 
 
 
 
 

B5 = f (B4), 

etc. On voit que notre suite converge vers un 
triangle de Sierpinski S :

Appliquons maintenant f au triangle de 
Sierpinski S, on retombe sur S! Donc, S est un 
point fixe de f :

f(S) = S,

et on a pu construire S comme la limite de la 
suite d’ensembles {Bn}. Que se passerait-il si, au 

lieu de B0, on partait d’un autre ensemble, C0 et 
qu’on construisait la suite {Cn}, où Cn+1 = f(Cn) ? 
On aboutirait aussi en S! Faisons ici un deuxième 
exemple et à vous de faire les suivants.

             

                 C0 , 

C1 = f (C0),  

C2 = f (C1),  

C3 = f (C2),  

C4 = f (C3),   

 C5 = f (C4).  

On voit donc que ce procédé très simple  
permet de construire des fractales très complexes!  
Il suffit de bien choisir les transformations 
affines Ti . La méthode s’appelle les systèmes de 
fonctions itérées. 
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Point fixe de Banach  |  Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

Avez-vous compris la méthode ? Pour faire  
le test, essayez d’imaginer une manière de  
construire le fractale ci-contre.

Pour cela, il vous suffit de choisir un système 
d’axes et de trouver trois transformations 
affines, T1(x, y), T2(x, y) et T3(x, y), telles que ce 
fractale soit le point fixe de la fonction :

 

Quatre transformations affines ont permis 
de construire la fougère de la première page. 
(Pouvez-vous les trouver? L’une d’elles est plus 
difficile à imaginer : pour tracer la queue il faut 
utiliser une projection sur l’axe vertical.)

Très rapidement  
les mathématiciens ont vu  

les applications potentielles :  
la compression d’images.

Au lieu de mettre en mémoire chaque pixel de 
l’image, on met en mémoire un programme 
pour la reconstruire. Pour la fougère, un tel 
programme est très simple et tient en une 
quinzaine de lignes. 

Il a fallu pas mal d’imagination pour adapter la 
méthode à la compression de vraies photos. La 
méthode, encore expérimentale, fonctionne et 
donne de très belles images, mais l’encodage 
est beaucoup plus fastidieux que dans le  
format JPEG et ne permet qu’un niveau de 
compression modéré. Elle ne s’est donc pas (pas 
encore?) imposée en pratique. 

Distance de Hausdorff
On peut définir une distance entre deux ensembles qui fait de 
l’ensemble des sous-ensembles bornés du plan, M, un espace 
métrique. Cette distance, appelée distance de Hausdorff, a la 
propriété que la distance entre deux ensembles est plus petite 
qu’un nombre e si, avec une précision e, on ne peut affirmer 
que les deux ensembles sont distincts. La distance entre les 
deux ensembles est le seuil de précision au-delà duquel on peut  
les différencier. 

Stefan Banach est l’un des grands  
mathématiciens du 20e siècle. 
Il est né en 1892 dans une 
localité près de Cracovie qui 
faisait alors partie de l’empire 
austro-hongrois. Autodidacte, 
il a la chance que son génie soit 
reconnu par Steinhaus, ce qui 
lui permet d’obtenir un poste 

d’assistant à Lvov et d’y soutenir sa thèse en 1922. Il 
y fut nommé professeur en 1924. Même en l’absence 
de ressources, la présence de Banach à Lvov en fit l’un 

des grands centres mathématiques de l’Europe jusqu’à 
sa mort en 1945.  

La thèse de Banach posait les premiers fondements 
de l’analyse fonctionnelle. Grosso modo, l’analyse  
fonctionnelle est l’étude des fonctions : une fonction 
est une règle qui associe à tout élément de l’ensemble 
M un unique élément de l’ensemble N. En analyse 
fonctionnelle, on utilise comme ensembles M et N, non 
pas des ensembles de points, mais des ensembles de 
fonctions. Les applications sont très importantes et 
le génie de Banach a marqué profondément l’analyse 
moderne. 

Stefan Banach
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Si vous êtes observateur et avez regardé les 
Jeux olympiques de Pékin, vous avez sans doute 
remarqué l’architecture particulière du Centre  
national de natation de Pékin dans lequel 
les épreuves de natation ont eu lieu. Cette  
architecture est basée sur un jeu de modules 
géométriques qui sont la meilleure solution 
connue à un problème d’optimisation mathé-
matique vieux de presque 150 ans!

Les architectes australiens de la firme PTW, 
qui a remporté le concours pour le Centre 
national de natation de Pékin, n’ont pas pensé 
aux mathématiques dès le départ. Ils ont plutôt 
cherché un concept lié à l’eau et, en poursuivant  
une recherche sur la forme des bulles dans la 
mousse, ils ont appris l’existence d’un objet 
mathématique unique découvert en 1993 
comme solution au problème de Kelvin :  
le solide de Weaire-Phelan.

Le problème de Kelvin
Certains polyèdres ont la particu-
larité de remplir complètement 
l’espace lorsqu’ils sont placés les 
uns à côté des autres. Ces arrange-
ments sont parfois appelés nids 
d’abeilles (« honeycomb » en anglais). 
Un nid d’abeille remplit l’espace 

euclidien tridimensionnel avec des 
polyèdres de la même manière 
que les pavages remplis-
sent le plan avec des 
polygones. 

Hugo Drouin-Vaillancourt,
Université Laval
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L’architecture du centre national  
de natation de Pékin est basée  

sur un problème mathématique  
vieux de 150 ans.

Certains nids d’abeilles sont générés par la 
répétition d’un seul polyèdre alors que la cellule 
de base d’autres nids d’abeille est composée 
d’au moins deux polyèdres distincts.

Le problème de Kelvin, énoncé en 1887, se 
résume comme suit :

Quel est le nid d’abeille qui,  
avec des cellules de même volume, 

a la surface la plus petite?1  

La solution à ce problème est donc un objet 
qui, tout comme des bulles de savons entas-
sées les unes sur les autres, s’emboîte de façon 
optimale avec lui-même. En d’autres mots, pour 
un volume donné,  le « solide de Kelvin » est le 
nid d’abeille qui possède la surface minimale. 
Prenez l’exemple du cube : le plus simple des 
nids d’abeille. Son volume est maximal (voici 
pourquoi la plupart des pièces de nos bâtiments 
ont cette forme). Par contre, le total des aires de 
ses surfaces est également très élevé. À l’autre 
extrémité du spectre, la sphère est le solide qui 
a l’aire la plus petite pour un volume donné. 

Parallélépipèdes
cubiques

1.	 �What space-filling arrangement of similar 	
cells of equal volume has minimal surface 	
area? » <http://mathworld.wolfram.
com/KelvinsConjecture.html>
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Toutefois, on ne peut pas paver l’espace avec 
des sphères pour composer un nid d’abeille. En 
d’autres mots, peu importe comment on s’y 
prendrait pour construire des pièces en forme 
de sphères, il y aurait  immanquablement de 
l’espace inutilisé entre les murs ! 

Quand Lord Kelvin (William Thomson 1824-1907)  
a formulé ce problème en 1887, il a affirmé 
(sans le prouver) que la solution était l’octaèdre 
tronqué.

La structure  
de Weaire-Phelan
Aucun contre-exemple à la conjecture de Kelvin 
n’a été découvert avant 1993, lorsque Weaire 
et Phelan, des physiciens irlandais, ont trouvé 
un pavage de l’espace dont la surface, à volume 
égal, est de 0,3% moins élevée que la structure 
de Kelvin.

À la différence du solide de Kelvin qui ne  
comportait qu’un seul solide, la structure de 
Weaire-Phelan, utilisée comme module de base 

du Centre national de Pékin, est composée  
de deux solides qui sont représentés  

ci-contre. Ces solides sont un dodé-
caèdre et un tetrakaidécaèdre.

Des bulles à la piscine...  |  Hugo Drouin-Vaillancourt  •  Université Laval

Le principe de l’énergie  
minimale
Vous vous demandez probablement : qu’est-ce  
que les bulles de savon ont à voir avec 
l’architecture ? La réponse est simple ! Les 
équations de la physique nous apprennent que 
la tension de surface, ou l’énergie, d’une bulle 
de savon est proportionnelle à l’aire de sa sur-
face. Comme les systèmes naturels aiment bien 
être dans un état d’énergie minimale, les bulles 
de savon cherchent à avoir la surface la plus 
petite possible. Les mathématiciens appellent 
ce genre d’objet des « surfaces minimales ». Les 
architectes adhèrent également à ce principe 
d’énergie minimale, ils veulent construire de 
grands espaces en utilisant le moins de maté-
riaux possible. En d’autres mots, ils valorisent 
de grands volumes avec de petites surfaces et 
c’est ce principe que les architectes du Centre 
national de Pékin ont mis en évidence dans leur 
architecture.

Pour comparer les nids d’abeille, on prend le rapport de l’aire de  
la surface (enveloppe extérieure) sur la racine cubique du carré du 
volume (q = A/V 2/3). 

Dans le cas du cube, cela donne  

	

et pour la sphère, on obtient : 

La sphère ne satisfait cependant pas à la condition de paver l’espace 
sans vide ni chevauchement.

L’octaèdre tronqué de Kelvin a un rapport de 5,306..., donc un 
rapport compris entre celui du cube et celui de la sphère, et on a 
longtemps pensé que ce solide constituait le nid d’abeille optimal. 
Cependant, le nid d’abeille que Weaire-Phelan ont étudié en 1993 et 
qui est constitué de deux solides a un rapport q = 5,288..., ce qui est 
donc plus avantageux que la solution de Kelvin. Peut-on considérer 
que le problème de Kelvin est résolu?

Grâce à une découverte récente, les mathématiciens  pensent qu’on 
pourrait bientôt trouver une meilleure solution au problème de Kelvin 
que celle proposée par Weaire-Phelan. Ce vent d’optimisme souffle 
depuis l’Angleterre où un jeune chercheur du nom de Ruggero Gab-
brielli a découvert un nouveau contre-exemple à la conjecture de 
Kelvin. Bien que la structure de Gabbrielli ne soit pas optimale ni plus 
avantageuse que celle de Weaire-Phelan, il a utilisé une approche 
novatrice qui pourrait ultimement mener à une meilleure solu-
tion au problème de Kelvin. Pour aboutir à leur découverte, Weaire 
et Phelan se sont basés sur la structure géométrique des cristaux 
naturels, alors que Gabbrielli a utilisé des équations différentielles. 
En utilisant cette approche différente, Gabbrielli a déterminé un nid 
d’abeille constitué de quatre polyèdres irréguliers dont le rapport de 
l’enveloppe extérieure sur le volume occupé est q = 5,303...

Octaèdre Octaèdre tronqué Pavages de l’espace,
octaèdres tronqués

Une nouvelle découverte en 2009

Dodécaèdre irrégulier
12 faces pentagonales

Solides utilisés par
Weaire-Phelan

Tétrakaidécaèdre irrégulier
2 faces hexagonales

12 faces pentagonales
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La photométrie  
à la rescousse
Les méthodes photométriques 
d’estimation des distances se basent 
toutes sur le fait que l’intensité I d’une 
source lumineuse de luminosité  
constante diminue en fonction du 
carré de la distance r qui nous en 
sépare : 

Par exemple, à luminosité constante, 
une source lumineuse deux fois plus 
éloignée nous apparaîtra quatre fois 
moins brillante, neuf fois si elle est trois 
fois plus loin, etc. Si l’on connaît la luminosité  
intrinsèque L d’une étoile et son intensité 
apparente I, on peut déduire la distance D qui 
nous en sépare grâce à la relation : 

où C est une constante dont la valeur dépend 
des unités utilisées. La relation pour D 
devient alors :

On remarque que cette relation fait intervenir  
trois variables dont seulement une, l’intensité I, 
est connue, puisque c’est précisément ce que 
les astronomes mesurent par photométrie. 
On sait d’autre part que la luminosité intrin-
sèque d’une étoile se retrouve à l’intérieur 
d’un très vaste intervalle, des naines rouges 
très peu lumineuses jusqu’aux supergéantes 
bleues des dizaines de milliers de fois plus 
brillantes que le Soleil. Alors, pour une inten-
sité donnée, comment savoir si l’on a affaire 
à une étoile peu lumineuse, mais proche, ou 
plutôt à une étoile extrêmement lumineuse 
beaucoup plus éloignée ? Il est tout à fait 
possible que ces deux étoiles aient la même 
intensité lumineuse apparente sans qu’elles 
se trouvent pour autant à la même dis-
tance de la Terre. Comment contourner cet  
important problème ?

Pierre Chastenay 
Astronome

Planétarium de Montréal
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La spectroscopie permet d’aller plus loin  
et déterminer la distance des étoiles trop éloignées  

pour avoir une parallaxe mesurable.

Spectroscopie
C’est ici que la spectroscopie entre en jeu. 
Quiconque a déjà contemplé un arc-en-ciel 
a remarqué la dispersion des couleurs, du 
rouge au bleu; depuis les travaux de Sir Isaac 
Newton (1643-1727) sur la lumière, nous 
savons que ces couleurs composent le spectre  
de la lumière solaire. En poussant plus loin 
l’analyse de la lumière des étoiles dispersée 
par un prisme, les astronomes y ont découvert  
des raies spectrales, qui apparaissent comme 
des bandes sombres superposées à l’arc-en-ciel  
des couleurs. La théorie atomique nous a 
appris que ces raies sont la signature spectrale 
des éléments chimiques qui composent  
les étoiles. L’étude approfondie des raies 
spectrales nous renseigne non seulement sur 
la composition chimique des étoiles, mais 
également sur certaines de leurs caractéris-
tiques physiques, comme leur température,  
leur masse, leur taille, leur gravité de surface,  
etc. Tous ces renseignements nous permettent  
ensuite de classer les étoiles en familles qui 
partagent certaines caractéristiques physiques 
communes, dont la luminosité intrinsèque.
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C’est ainsi qu’il 
est possible de  
comparer deux  
étoiles dont les  

caractéristiques 
spectrales nous 

apprennent qu’elles  
ont à peu près la 

même luminosité L. Il 
est alors simple d’établir 

un rapport de distance entre 
l’étoile plus proche et plus brillante 

et l’autre, plus éloignée et nécessairement 
moins brillante. Cela nous renseigne sur 
leurs distances relatives, mais ne nous dit 
cependant rien sur la distance réelle qui 
nous en sépare. Pour cela, il faut être en 

mesure de calibrer nos observations, par 
exemple en comparant ces deux étoiles avec 
une troisième de la même famille, mais située 
suffisamment proche de la Terre pour que sa 
distance soit connue par parallaxe. On utilise 
alors cette troisième étoile pour calculer L à 
partir de son intensité observée I, puis, con-
naissant L (la même pour les trois étoiles) 
et l’intensité des autres étoiles de la même 
famille, on peut calculer leur distance. Cette 
méthode fonctionne bien en principe, mais se 
heurte souvent à l’écueil de savoir si deux étoiles 
qui se ressemblent ont véritablement les mêmes  
caractéristiques et, surtout, la même luminosité…

Les céphéides
Il existe heureusement une famille d’étoiles 
qui a été une véritable pierre de Rosette pour 
les astronomes tentant de mesurer de grandes 
distances stellaires : les étoiles céphéides. 
Le prototype de cette catégorie d’étoiles 
est Delta Cephei, dans la constellation  
de Céphée. Il s’agit d’une étoile orangée 
dont la luminosité varie de manière régu-
lière et périodique. Un groupe particulier 
d’étoiles céphéides a joué un rôle primordial 
dans l’histoire de la mesure des distances  
cosmiques : celles situées dans le Petit Nuage 
de Magellan, une galaxie irrégulière en orbite 
autour de notre Voie lactée et visible unique-
ment de l’hémisphère Sud de la Terre.

Un peu plus loin !  |  Pierre Chastenay  •  Planétarium de Montréal

Les céphéides du Petit Nuage de Magellan 
ont été longuement étudiées par l’astronome 
américaine Henrietta Leavitta1 qui est 
arrivée à la conclusion remarquable que plus 
une céphéide nous apparaissait brillante, 
plus longue était sa période de variation 
(l’intervalle entre deux maxima d’intensité). 
Or, toutes les céphéides étudiées par Leavitt 
étaient situées à l’intérieur du Petit Nuage 
de Magellan; cela signifie qu’elles étaient 
pratiquement toutes situées à la même  
distance de nous. Cela permettait de supposer 
que, pour une étoile céphéide, sa période de 
variation P était directement proportionnelle 
à sa luminosité intrinsèque L :

P = k x L,

où k est une constante. Pour les céphéides, 
donc, plus la période de variation d’intensité 
est longue, plus l’étoile est intrinsèquement 
brillante. Mesurer la période d’une céphéide 
permettait donc, en principe, de connaître sa 
luminosité et, par conséquent, sa distance. 

Malheureusement, Henrietta Leavitt ne  
connaissait pas la distance qui nous sépare 
du Petit Nuage de Magellan, ce qui lui 
aurait permis de calibrer sa relation. On ne  
connaissait pas non plus à l’époque de céphéide  
suffisamment proche de la Terre pour déter-
miner sa distance par parallaxe. Mais un an 
à peine après la publication des travaux de 
Leavitt, en 1913, l’astronome danois Ejnar 
Hertzsprung (1873-1967) annonça être 
parvenu à mesurer la distance de quelques 
céphéides de la Voie lactée à l’aide d’une 
méthode statistique. La mesure des distances 
par la méthode des céphéides était donc 
calibrée. On tenait enfin l’étalon de mesure 
qui allait permettre la détermination des 
distances cosmiques à l’échelle de l’Univers 
entier ! De nos jours, on calibre la relation péri-
ode-luminosité grâce à quelques céphéides  
situées à la limite de la portée du satellite 
Hipparcos.

1. �Voir note biographique rédigée par André 
Ross en page 29.

Petit Nuage  
de Magellan

Copyright © Josch Hambsch et Robert Gendler
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île d’étoiles distincte de notre Voie lactée,  
ou d’un simple amas d’étoiles situé à 
l’intérieur des limites de notre Galaxie. Grâce 
aux céphéides, Hubble calcula que la grande  
galaxie était bel et bien située à l’extérieur de 
la Voie lactée, on sait aujourd’hui qu’elle est 
située à plus de 2,4 millions d’a.-l. de la Terre. 
Une telle distance repoussait encore plus loin 
les limites de l’Univers connu !

Étoiles géantes  
et supernovae
Même si les céphéides sont très lumineuses, 
il existe tout de même une limite au-delà de 
laquelle il devient pratiquement impossible  
de les distinguer des autres étoiles de leur 
galaxie hôtesse. Cette limite se situe à  
environ 100 millions d’a.-l. de la Voie lactée.  
Pour mesurer des distances au-delà de cette 
limite, les astronomes se tournent vers des 
objets encore plus brillants, comme les étoiles 
supergéantes bleues et les supernovae.  
Par exemple, en comparant les galaxies dont 
la distance est connue par la méthode des 
céphéides, les astronomes ont constaté que 
les étoiles supergéantes les plus brillantes de 
chaque galaxie avaient à peu près la même 
luminosité intrinsèque, des centaines de  
milliers de fois plus que le Soleil. Si on découvre 
de telles étoiles dans des galaxies trop 
éloignées pour y détecter des céphéides, 
on peut utiliser notre connaissance de 
leur luminosité intrinsèque moyenne pour  
déterminer la distance qui nous en sépare.

Il est possible de faire de même avec des 
objets encore plus lumineux, des milliards de 
fois plus que le Soleil : les supernovae. Une 
étoile massive arrivée à la fin de sa vie explose 
généralement de manière catastrophique. La 
majeure partie de sa masse sera soufflée dans 
l’espace, révélant son noyau incroyablement 
chaud et brillant. Pendant quelques jours, 
une supernova peut être plus brillante qu’une 
galaxie entière ! Il existe divers type de super-
novae, dont certaines atteignent toujours la 
même luminosité maximale et qui peuvent 
donc être calibrées pour servir d’étalon de 
distance au-delà de la limite des céphéides 
et des supergéantes bleues. Ce sont de telles 
supernovae qui ont permis aux astronomes 
de déterminer les distances aux galaxies les 
plus lointaines, situées à plusieurs milliards  
d’a.-l. de nous !

DossierAstronomie

La taille de la Voie lactée
Dès que l’on eut calibré les céphéides comme 
marqueurs de distance, les astronomes se 
mirent à la recherche de ces étoiles partout 
dans la Voie lactée et au-delà. L’astronome 
américain Harlow Shapley (1885-1972) utilisa 
des céphéides découvertes dans une centaine 
d’amas globulaires pour déterminer leur  
distribution dans l’espace. Les amas globulaires  
sont des regroupements sphériques de  
centaines de milliers d’étoiles liées par la 
gravité. Shapley eut la surprise de découvrir 
que les amas globulaires formaient une vaste 
sphère centrée sur un point situé à 25 000 
années-lumière (a.-l.) de la Terre, en direction 
de la constellation du Sagittaire. Il en conclut 
que les amas globulaires étaient en orbite 
autour du centre massif de la Voie lactée,  
situé à 25 000 a.-l. de la Terre. Une telle  
distance décuplait la taille de la Voie lactée, 
dont on sait aujourd’hui qu’elle mesure plus de  
100 000 a.-l. de diamètre.

Un autre avantage des céphéides est le fait 
que ces étoiles sont généralement très lumi- 
neuses, si bien qu’il est possible de les 
observer au-delà de la Voie lactée, au sein 
de galaxies voisines, comme les Nuages de 
Magellan. En 1925, l’astronome américain 
Edwin Hubble (1889-1953) parvint à mesurer 
la période d’étoiles céphéides situées au 
sein de la » nébuleuse » d’Andromède, dont 
on ne savait pas encore s’il s’agissait d’une Amas globulaire  

dans Hercule
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Conclusion
L’entreprise de mesurer le monde s’est révélée  
longue et ardue, mais les résultats sont spec-
taculaires. Du cosmos des philosophes grecs, 
relativement restreint et centré sur la Terre, 
nous sommes passés aujourd’hui à un Univers  
démesurément vaste, où la Terre n’est plus 
qu’un minuscule grain de poussière en orbite 
autour d’une étoile ordinaire située à la péri-
phérie d’une galaxie en tout point semblable 
à des milliards d’autres galaxies qui peuplent 
le firmament. Une telle expansion des limites 
du cosmos est à l’image du développement 
de nos outils de mesure, trigonométriques 
d’abord, puis incorporant les connaissances 

Un peu plus loin !  |  Pierre Chastenay  •  Planétarium de Montréal

plus récentes en mathématiques, en physique 
et notre connaissance intime de la structure 
et du comportement de la matière.

La mesure du monde a également  
constitué une véritable leçon d’humilité pour 
l’humanité qui comprend mieux aujourd’hui 
sa place dans le cosmos. Nous n’occupons 
pas de position privilégiée et l’Univers  
pourrait sans doute très bien se passer de 
notre présence. Mais par la simple force de sa 
raison et par son intelligence, l’être humain a 
tout de même réussi à prendre la mesure de 
cet Univers immense. Voilà certainement une 
des manifestations de la véritable grandeur 
de l’humanité !

Henrietta Leavitt
L’astronome américaine Henrietta 
Swan Leavitt est née en 1868 à 
Lancaster (Massachusetts) et est 
décédée en 1921 à Cambridge 
(Massachusetts). Elle effectua des  
études au Oberlin College et à la 

Society for Collegiate Instruction of Women (Radcliffe 
College) où elle découvrit l’astronomie. Après avoir 
obtenu son diplôme, elle suivit d’autres cours dans cette 
discipline dans laquelle elle fit des découvertes impor-
tantes. À l’âge de 25 ans, elle devint sourde à la suite d’une 
maladie. Engagée comme volontaire à l’observatoire 
du collège Harvard de Cambridge par Edward Charles 
Pickering, elle devait analyser des milliers de plaques  
photographiques afin d’évaluer la magnitude des étoiles.  
Elle eut à analyser des plaques photographiques des 
Nuages de Magellan, reçues de la station australe 
d’Harvard, l’observatoire péruvien d’Arequipa. Elle y 
repéra plusieurs étoiles, de luminosité apparente variable,  
comme celle découverte en 1786 par l’astronome anglais 
John Goodricke dans la constellation de Céphée. 

Voulant comprendre ce qui détermine le rythme de 
fluctuations de la luminosité de ces étoiles, elle porta 
son attention sur les deux seuls paramètres mesurables  
concernant n’importe quelle céphéide : la période de 
variation et la luminosité. Elle chercha à savoir s’il existait 
une relation entre la période et la luminosité, c’est-à-dire 
si les étoiles les plus brillantes avaient une période de 
variation plus longue que les étoiles moins brillantes,  
et inversement.

Elle découvrit qu’il existe effectivement une relation 
mathématique entre la luminosité intrinsèque de ces 
étoiles et leur période de pulsation et elle comprit que 
cette caractéristique des céphéides permet d’en déduire la 
distance relative, mais il fallait une base de comparaison.  
Elle ne connaissait pas la distance entre la Terre et le 

Nuage de Magellan, mais elle soupçonnait que celui-ci  
était très éloigné et que les céphéides qu’il contenait 
étaient relativement proches les unes des autres en 
comparaison de leur distance à la Terre. En d’autres 
termes, les vingt-cinq céphéides repérées dans le Nuage 
se trouvaient toutes plus ou moins à la même distance 
de la Terre.

Les données recueillies 
par Henrietta Leavitt 
pour établir la relation  
période-luminosité sont 
représentées dans les 
graphiques ci-contre  
dans lesquels on a 
reporté la luminosité 
maximale et minimale de 
chacune des céphéides  
repérées. Dans le pre-
mier graphique, l’axe des  
abscisses est gradué 
selon une échelle linéaire 
et représente la période 
mesurée en jours. Dans 
l’autre graphique, l’axe 
des abscisses est gradué 
selon une échelle loga-
rithmique et représente 
le logarithme de la période. Les deux droites de ce 
graphique révèlent un lien affine entre le logarithme de 
la période et la luminosité de la céphéide. Cette relation  
période-luminosité est à la base d’une méthode 
d’évaluation des distances des amas stellaires et des 
galaxies dans l’Univers qui sera utilisée notamment  
par Edwin Hubble.

L’astéroïde (5383) Leavitt a été nommé en l’honneur  
de cette astronome de talent.
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Rubrique des

Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences 
et Technologies de Lille

	� La somme à droite de l’égalité comporte x 
fois le terme x2.

	� On dérive alors de chaque côté de l’égalité 
en utilisant que la dérivée d’une somme est 
la somme des dérivées : 

(x3)’ = (x2)’ + (x2)’ + (x2)’ + ... + (x2)’.

	� On applique alors la formule de dérivation 
(xn)’ = nxn–1 rappelée plus haut (qui donne 
(x2)’ = 2x) :

(x3)’ = 2x + 2x + 2x + ... + 2x.

	� On utilise le fait que le terme 2x apparaît 
x fois et donc que la somme à droite de 
l’égalité vaut 2x2 et on peut écrire :

(x3)’ = 2x2.

Pour tout entier x ≥ 2, nous avons donc 
(x3)’ = 3x2 par la formule usuelle a) et 

(x3)’ = 2x2 par le raisonnement détaillé en b). 
Donc, pour tout entier x ≥ 2, 

3x2 = 2x2.

On peut simplifier par x2 puisque x est non nul 
et on obtient :

Où est l’erreur ?

Le raisonnement suivant semble être 
mené avec précaution et rigueur,  

il n’utilise que des propriétés élémentaires 
de la dérivation. Pourtant, il arrive à une 

conclusion absurde.

Désolantes dérivées

Considérons la fonction x → x3. Elle est 
définie pour tout nombre réel. Calculons la 
dérivée de deux façons différentes :

a)	� Par la formule habituelle (xn)’ = nxn–1. 
Pour tout nombre réel x, on a donc :

(x3)’ = 3x2.

b)	 Par le raisonnement suivant :

	 Pour tout entier x ≥ 2, on écrit :

x3 = x2 + x2 + x2 + ... + x2.



 

Solution du paradoxe précédent
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La plus belle propriété  
du nombre π

Additionnons d’une part les premiers  
membres et d’autre part les seconds mem-
bres. Nous obtenons une nouvelle égalité :

Simplifions à gauche et plaçons des paren-
thèses à droite de la façon suivante :

En simplifiant les parenthèses, nous obtenons :

Le détail des règles autorisées et interdites 
dans les manipulations des sommes infinies 
est parfaitement connu aujourd’hui et est 
décrit dans les livres de mathématiques : 
les professeurs de mathématiques qui vous 
demandent d’être prudents ne le font pas 
pour le plaisir de vous ennuyer mais parce 
que, sans précaution, on prouve que 0 = 1.

Solution

Les sommes infinies ne peuvent être 
manipulées sans précautions et il est naïf 
de croire que tout ce qui est vrai pour les 
sommes finies s’étend aux sommes infinies. 
La théorie des séries formule et explique  
les règles qu’on doit respecter et met en 
garde contre celles, parfois tentantes, 
qui conduisent à l’absurde. En particulier,  
« prendre des égalités et en déduire que la 
somme des premiers membres est égale à 
la somme des seconds membres » est une 
règle vraie lorsque les égalités sont en  
nombre fini, mais qui, dans le cas d’une 
infinité d’égalités, est susceptible de produire  
des catastrophes. C’est ce qui se passe dans 
notre démonstration. 

L’exemple suivant, plus simple que 
celui du paradoxe qui n’en est qu’une  
version compliquée, devrait vous convaincre 
définitivement qu’on ne peut ajouter sans  
précautions une infinité d’égalités. Partons 
de l’égalité 0 = 1 –1 écrite une infinité de fois.

Toutes les parenthèses dans le second membre de cette égalité se simplifient deux à deux 
et disparaissent et il reste :

a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7+ ... = π

a1 = π+(a1 – π) 
a2 = –(a1– π) + (a1+a2 – π)
a3 = –(a1+a2 – π)+(a1+a2+a3 – π)
a4 = –(a1+a2+ a3 – π) + (a1+a2+a3+a4 – π)
.   .   .

En considérant une série quelconque, nous avons construit les égalités suivantes :

En additionnant les équations, nous avons obtenu :

C’est absurde : toute série ne peut valoir π !

a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7 + ... = π + (a1 – π) – (a1 – π) + (a1 + a2 – π) – 
(a1 + a2 – π) + (a1 + a2 + a3  – π) – (a1 + a2 + a3 – π) + (a1 +a2 + a3 + a4 – π) ...

0 = 1 – 1
0 = 1 – 1
0 = 1 – 1

.   .   .

0 + 0 + 0 + ... = 1 – 1 + 1 – 1 + 1 – 1 + ...

0 + 0 + 0 + ... = 1 + (–1 + 1) + (–1 + 1) + ( –1 + 1) +  ...

0 + 0 + 0 + ... = 1 + 0 + 0 + 0 +  ... = 1
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Pavages hyperboliques
1.  �Cet exercice a pour but de tracer une droite 

hyperbolique. Soit l’univers U représenté 
par un disque de rayon 1 et soit l’arc sous-
tendu sur le cercle horizon par un angle 
2a dont le sommet est au centre de U. 
La droite hyperbolique sous-tendant cet 
arc (en jaune dans la figure ci-bas) est 
un arc du cercle euclidien C. Calculer la 
distance d entre les centres du disque U et 
du cercle C, et exprimer le rayon de C en 
fonction de a.

2. �Cet exercice explore la transformation 
d’inversion. (Voir l’encadré L’inversion p. 6)

 	 a) �Montrer que le produit des longueurs 
 est le carré du rayon du cercle 

centré en O pour la construction décrite 
dans l’encadré sur l’inversion.

	 b) �Vérifier que les points du cercle choisi 
pour l’inversion sont fixes sous cette 
construction.

	 c) �Soit D la périphérie de l’univers U, et 
soit C un cercle intersectant D à angles 
droits. L’arc de C à l’intérieur de U sépare 
ce dernier en deux parties. Montrer 
que ces deux parties sont échangées 
sous l’inversion et donc que l’inversion 
envoie U sur U. 

		�  Suggestion : il vous faudra utiliser le fait 
que l’inversion transforme les cercles 
en cercles. L’exercice b) identifie l’image 
de deux des points de D. Un troisième, 
bien choisi, permettrait de déterminer  
complètement l’image de D.

Triangles d’or
1.	� En utilisant la règle et le compas, subdiviser  

un triangle d’or comme celui illustré en   
8 triangles d’or isocèles.

2.	� En utilisant la règle et le compas, subdivi-
ser un triangle d’or comme celui illustré en  
8 triangles d’or isocèles.

3.	� Construire des tangrams à 8 pièces en 
découpant les triangles obtenus par  
subdivision dans les numéros précédents.

Tangram
Le tangram est un jeu chinois qui consiste à 
former un carré en utilisant sept pièces. Les 
lignes de découpage des pièces sont données 
à la figure suivante.

Section problèmes
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