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Editoriod

« Lorsque le seul outil disponible est un marteau,
tous les problémes sont des clous ».

L'usage de plus en plus répandu de la calculatrice dans
I'apprentissage des mathématiques a contribué a donner une
image déformée de ce que sont les mathématiques. Dans
I'apprentissage de cette science, les composantes importantes
ne sont pasles calculs ou I'application aveugle de formules. C'est
par la réflexion, la mise en relation, la construction de modeles,
I'analyse, la syntheése et I'élaboration de stratégies de résolution
que les mathématiques contribuent au développement intel-
lectuel des individus, & la culture des sociétés et a la civilisation.

Accromath est une revue québécoise qui vise a donner aux
enseignantes et aux enseignants du secondaire et du collégial
des moyens pour communiquer a leurs étudiantes et étudiants
une image plusvivante, plushumaine et plusriche de ce que sont
les mathématiques et une meilleure connaissance des carrieres
auxquelles elles donnent acces. Distribuée gratuitement dans
les écoles et les cégeps, la revue met a la disposition des
enseignantes et des enseignants une banque d'articles illustrant
notamment les apports des mathématiques dans la culture et la
civilisation ainsi que le role qu'elles jouent dans les disciplines
techniques et scientifiques. Ces articles peuvent étre reproduits
et distribués gratuitement. Bonne lecture!
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Répondre a cette question,

c'est retrouver son territoire de chasse
ou son campement pour le chasseur des
temps préhistoriques. Revenir a bon port
pour le navigateur du XVII siécle. Un

outil moderne poury répondre, le GPS.

Christiane Rousseau
Université de Montréal

L'utilisation du GPS permet aussi de faire
atterrir des avions dans le brouillard, d'aider
les aveugles a retrouver leur chemin dans
nos villes, de localiser les zones orageuses,
comme le fait Hydro-Québec, pour protéger
les réseaux de transport d'électricité.

Le GPS

(“Global positioning system”)
Le systeme GPS a été completement déployé
en 1995 par le Ministére américain de la
défense qui autorise le public a s'en servir. En
utilisant un récepteur GPS, un objet qui est
maintenant a la portée de toutes les bourses
et qu'on peut ranger dans sa poche, on peut
connaitre notre position a 15-20 metres pres.

Dans la plupart des techniques de position-

nement, on détermine la position par rapport
a des objets dont la position est connue : c'est

ce qu'on appelle faire de la triangulation.
Ce peut étre par rapport au soleil ou aux
étoiles (voir section problémes), des antennes
dans le systeme Loran, des satellites dans le
systeme GPS.

Comment fonctionne
le GPS?

Un minimum de 24 satellites (en 2005 on en
comptait plus de 32) bougent sur des orbites
autour de la Terre a une altitude de 20 000
km et émettent des signaux répétés périodi-
quement. Ces orbites, au nombre de 6, font
un angle de 55 degrés avec le plan de I'équa-
teur. Il 'y a au moins 4 satellites sur chacune
(voir figure 1). La distribution des satellites
est telle qu'a tout instant sur la terre on peut
capter le signal d'au moins 4 satellites.

Les signaux sont captés a l'aide d'un récep-
teur. Le récepteur calcule sa position sur la
terre. Le principe est que le récepteur mesure
les temps de parcours des signaux depuis les
satellites jusqu'a lui. Etant donné que chaque
signal voyage a la vitesse de la lumiere, cela



permet de calculer la distance entre le récep-
teur et chacun des satellites. La donnée de la
distance d, entre un satellite S, et le récep-
teur permet de conclure que le récepteur se
trouve sur la sphére de rayon d, centrée au
satellite S,. Si on connait la distance d, entre
le récepteur et un deuxiéme satellite S,, on
sait que le récepteur est aussi sur la sphere de
rayon d, centrée en S,. L'intersection de ces
deux sphéres est un cercle C (figure 2).

Enfin, si on connait la distance dj entre le
récepteur et un troisiéme satellite S,, alors
on sait que le récepteur est sur la sphére de
rayon d,centrée en S, Lintersection de cette
sphere avec le cercle C consiste en deux
points. L'un de ces deux points se trouve tou-
jours loin de la surface de la Terre (un avion
estau maximuma 12 kilometres d'altitude, ce
qui est considéré proche) et est éliminé parce
qu'irréaliste. Donc, en mesurant les temps de
parcours de trois signaux depuis 3 satellites
jusqu'a lui le récepteur peut calculer sa posi-
tion (i.e. longitude, latitude et altitude).

En pratique les choses sont un peu plus
compliquées, car les temps mesurés sont trés
petits et il faut donc faire des mesures trés
précises. Les satellites sont équipés d'horlo-
ges atomiques tres coliteuses et parfaite-
ment synchronisées alors que le récepteur
a une horloge de qualité moindre. En plus
des 3 inconnues qui sont les coordonnées
de la position du récepteur, il y a donc une
4¢ inconnue : le décalage entre I'horloge du
récepteur et les horloges des satellites (lequel
est le méme avec tous les satellites). Le récep-
teur a alors besoin d'une 4¢ mesure du temps
de parcours du signal entre un 4¢ satellite et
le récepteur. Il obtient alors un systéeme de
4 équations a 4 inconnues qui sont les trois
coordonnées x, y, z donnant la position du
récepteur et le décalage T entre I'horloge du
récepteur et celle des satellites :

4 satellites

]L <= 4 inconnues

NN = &

4 équations

Ou suis-je? | Christiane Rousseau * Université de Montréal

Figure 1 : Les satellites dans le systéeme GPS sont répartis sur six plans
orbitaux inclinés d’environ 55 degrées avec le plan de I'équateur.

Figure 2 : Deux spheres s’intersectent en un cercle C. L'intersection

avec une troisieme sphére donne deux points.

Ce systétme admet encore deux solutions
dont l'une est de nouveau éliminée parce
que non reéaliste. C'est le récepteur qui est
chargé de résoudre ce systeme. Comme la
solution inclut le décalage T entre I'horloge
du récepteur et celle des satellites, le récep-
teur peut alors ajuster son horloge sur celle
des satellites.

w Accromoth  \vol.1 « 6t - automne 2006
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A la théorie élémentaire
s’ajoute beaucoup
de sophistication

1. Les vitesses des satellites sont suffisamment importantes
pour qu'il faille apporter des corrections aux calculs pour
prendre en compte les théories de la relativité spéciale et
de la relativité générale.

2. Le signal est une onde électro-magnétique qui se propage
a la vitesse de la lumiere. Un GPS commun utilise Ia
vitesse de la lumiere dans le vide pour faire le calcul.
Mais le signal d'un satellite voyage au moins partielle-
ment dans |'atmosphere. Sa vitesse moyenne dépend des
conditions atmosphériques et de la hauteur du satel-
lite au-dessus de I'horizon. Lorsqu'une trés grande
précision est nécessaire on recourt a des GPS différentiels :
on compare le temps de parcours du signal du satellite au
récepteur a celui du temps de parcours du méme satellite
a un deuxieme récepteur GPS situé dans la méme région
et dont la position est connue. Ceci permet de mesurer la
vitesse de la lumiére a utiliser dans les calculs de position.

. Pour pouvoir facilement mesurer le temps de parcours du
signal on a recours a des signaux spéciaux.

Hydro et GPS

Hydro-Québec utilise ce principe d'ajus-
tement des horloges des récepteurs GPS
pour synchroniser tous ses €équipements.
Partout les équipements d'Hydro-Québec
sont couplés avec des GPS dont les horloges
sont synchronisées sur celles des satellites :
les horloges de ces GPS sont donc toutes
synchronisées entre elles.

Ces horloges synchronisées permettent
diverses opérations de triangulation : locali-
sation des zones orageuses, localisation de
bris sur une ligne de transport, etc.

Pour la localisation des zones orageuses
Hydro-Québec dispose de 13 stations dis-
persees sur son territoire qui enregistrent les
coups de foudre. Ces stations sont situées

loin des lignes de transport pour éviter
les interférences. Deux stations notent le
moment ou elles enregistrent le coup de
foudre. En calculant l'intervalle de temps
entre ces deux moments, cela leur permet
de localiser la position du coup de foudre
sur une branche d'hyperbole. Si  d'autres
stations ont enregistré le méme coup de
foudre on peut localiser le coup de fou-
dre a l'intersection de plusieurs branches
d'hyperboles, et donc déterminer sa position
précise. Lorsqu'Hydro-Québec a localisé une
zone orageuse, elle déleste les lignes de
transport passant dans cette zone. Ainsi, en
cas de bris de la ligne, le réseau sera moins
perturbé et sa fiabilité accrue.

Mais comment deux stations déterminent-
elles qu'elles ont enregistré le méme coup
de foudre ? Il faut pour cela faire de I'analyse
de signal. C'est un autre beau chapitre des
mathématiques.

Remerciements : [auteure tient a remercier
Jean-Claude Rizzi et Martin Vachon pour lui
avoir expliqué les opérations de suivi des
orages a Hydro-Québec.

Le GPS en action

Les applications du GPS sont de plus en plus
nombreuses. En voici quelques-unes :

® Retrouver son chemin dans la nature.

e Tracer un parcours sur une carte : par
exemple on parcourt un trajet avec le GPS
ouvert. Au retour, en branchant notre
GPS sur un ordinateur, on peut faire ajouter
le trajet parcouru sur une carte déja tracée.

e Piloter un avion dans des conditions de
visibilité réduite (ou nulle) ou méme atter-
rir dans le brouillard. Le pilote n'a souvent
aucun point de repére a part les indications
de ses instruments.



e Aider les non-voyants a retrouver leur chemin.
e Gérer une flotte de véhicules.

® Beaucoup de taxis européens sont munis
de GPS et de logiciels contenant les
cartes et adresses de la plupart des villes
européennes : le chauffeur de taxi entre
I'adresse  (numéro civique, rue, ville,
pays) dans le logiciel. Ensuite la position
du taxi apparait en tout temps sur un
¢cran et le logiciel donne des instruc-
tions pour emprunter le chemin optimal.

e Mesurer la hauteur de I'Everest : c'est
avec un GPS qu'on a déterminé la hauteur
« officielle » de I'Everest pour la commu-
nauté scientifique, et tranché le dilemme
de savoir si le « sommet du monde » était
I'Everest ou le K2. Le débat est défini-
tivement clos depuis 1998 lorsqu'une
expédition commanditée par le Musée
des Sciences de Boston et la National
Geographic Society a utilisé le systeme
GPS pour mesurer exactement la hauteur
de I'Everest : il s'¢éleve a 8830 metres. Le
calcul effectué en 1954 par B. L Gula-
tee du Survey of India avait conclu a
une hauteur de 8848 meétres et on peut
s'‘émerveiller de sa précision quand on sait
que les mesures avaient été effectuées
a I'époque a partir de 6 stations dans la
plaine indienne en utilisant un théodolite
(appareil utilisé en géodésie, muni d'une
lunette et servant a mesurer les angles).
Elles pouvaient étre affectées par la réfrac-
tion atmosphérique, d'ou I'avantage d'une
mesure effectuée a l'aide du systeme GPS.
La méme méthode a permis de conclure
que le K2 culmine a 8611 metres et donc
que I'Everest est bien le Toit du Monde. Le
systéme GPS permet également de mesurer
la croissance de I'Everest. En effet ce dernier
continue a croitre au fur et @ mesure que
son glacier, le Khumbu, descend.

Nous avons vu comment un récepteur GPS
nous donne notre position sur la Terre. Ceci
ne nous rend pas service si nous sommes
perdus dans la nature, sauf si nous pouvons
situer cette position par rapport a des lieux
connus, par exemple en nous situant sur une

Ou suis-je? | Christiane Rousseau ¢ Université de Montréal

Photo : Serge Robert

L’Everest et le Lhotse. Photo : Olivier Raymond

Photo : Noémie Ross

carte. Pour qu'un GPS soit pleinement utile il
faut donc que nous disposions de cartes. La
Terre étant une sphére et la carte un plan,
pour faire de la bonne cartographie on utilise
aussi des mathématiques. Nous aborderons
ceci dans un prochain article.

Accromoth  \vol.1 « 6t - automne 2006
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Pour en savoir plus sur les mathematiques du

Signal du GPS

Chaque satellite envoie au GPS Il'y a toujours des erreurs

o | Accromuoth voii1 e éte - automne 2006

un signal, composé de O et de 1,
qui semble complétement aléatoire.
Avec ce signal, le GPS calcule

Christiane Rousseau
Université de Montréal

sa distance au satellite.

Le signal d'un satellite est une suite de M
chiffres, 0 et 1, et il est répété périodi-
quement. On appelle ces chiffres des bits.
Le récepteur du GPS connait les signaux de
chacun des satellites. Il génere un signal et le
compare au signal recu.

Pour comparer deux fenétres de M bits le
récepteur calcule le nombre de bits en accord
moins le nombre de bits en désaccord. Cette
différence est appelée corrélation entre les
deux signaux.

Comparons les deux signaux de 15 bits suivants :
0,0,0,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,1, 1
0,0,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,1,1,0

Leur corrélation est —1 car ils coincident aux
bits de méme couleur, soit sur 7 positions et
different aux 8 autres positions. Si la corré-
lation est M, soit le nombre total de bits, le
récepteur conclut que les deux signaux sont
les mémes. Sinon, il translate le signal qu'il
¢met et recalcule la corrélation.

[l fait de méme avec tous les signaux des
satellites et leurs translatés jusqu'a ce qu'il
trouve 4 translations des signaux de 4 satel-
lites qui ont une corrélation de M avec
4 signaux qu'il génere. Le récepteur sait a
quel instant le cycle du signal de chaque
satellite commence. |l sait de combien il a dd
translater le signal qu'il génére pour trouver
une corrélation égale a M. C'est a partir de
cette translation qu'il mesure le temps de
parcours du signal d'un satellite jusqu'a lui.

dans la transmission
des signhaux.

Malheureusement, il y a toujours des erreurs
dans la transmission des signaux et le
récepteur doit pouvoir corriger les erreurs de
transmission.

Pour pouvoir corriger les erreurs, les signaux
reproduits par le GPS doivent étre trés mal
corrélés entre eux et trés mal corrélés avec
une translation d'eux-mémes. Ainsi, toute
corrélation trés proche de M va étre inter-
prétée comme le fait que le récepteur a bien
identifié le signal. Par contre, dans I'exemple
des deux signaux de 15 bits, s'il y a une
ou deux erreurs dans la transmission d'un
des signaux, il est difficile de le confondre
avec l'autre.

Registre a décalage

Les signaux sont générés par un registre
a décalage (figure 1) qui fonctionne comme
suit. Pour générer une suite {a.}, on
choisit d'abord des nombres ¢, .. g,
dans I'ensemble {0, 1}. On choisit ensuite
les r premiers éléments de la suite a
engendrer, soit {a, .. a,,}, ou chaque
a,€{0,1} et on détermine alors :

0,=Gy 0+ -+0q,,0,,
ou 'addition et la multiplication sont définies
a la figure 2 et sont appelées addition et
mulitiplication modulo 2.

Le registre enleve q,, décale a,, ..., a,_, vers
la droite et inscrit a, @ gauche. On itere le
procéde :sia, ., .., a,_,sontlesentrées dans
le registre, alors celui-ci calcule :

0p=0qo0pyt G Uy g
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Toute la problématique est donc de bien

ch0|5|r Qor - g,_1 etles a,, a,_, pour obtenir aH
des suites qui ont les propriétés recherchées,

a savoir étre mal corrélées entre elles et mal

corrélées avec une translation d'elle-méme.

Les registres a décalage bien initialisés peu-

vent produire des suites avec des propriétés =
remarquables. Examinons le résultat suivant.

Résultat :

Il existe des nombres qp, .., g,_, et des con-
ditions initiales ay, .., a,_; tels que la suite

Figure 1 : Un registre a décalage

{a,} générée par le registre & décalage est Addition Multiplication
de période exactement M = 2" — 1 et tels 0+0=0 0x0=0
que la corrélation.de deux fenétres de la sgite 0+1=1 0x1=0
de Iongueﬂur M soit exactement —'1 sauf si les 1+0=1 1x0=0
deux fenétres sont espacées d'un nombre 1+1=0 Ix1=1

entier de périodes.
Figure 2 : Opérations en binaire




‘ a

LT

0 | Accromuoth voii e éte - automne 2006

RO

Signification du résultat :

Le théoreme affirme que le registre bien ini-
tialisé va produire une suite périodique de
période impaire M = 2% — 1. Deux fenétres
de longueur M différent sur exactement 2k
entrées (sauf si elles sont décalées d'un nom-
bre entier de périodes). C'est un résultat trés
fort! Si Mest grand, les chances sont en effet
pratiquement nulles pour qu'on puisse con-
fondre une suite avec une de ses translatées.
Quant a la génération de deux suites diffé-
rentes attachées a deux satellites différents,
il n'existe pas encore de méthode aussi
performante mais la recherche se poursuit.
La preuve du résultat fait appel aux corps
finis; nous ne la présenterons pas.

Comment construit-on les nombres g, ..,
q,_, et les conditions initiales a,, .., a,_; qui
garantissent une suite trés mal corrélée avec
elle-méme? Nous allons expliquer les idées
de la construction, sans toutefois donner la
justification. Nous choisissons un polynome
Q) =x"+q,_; X"+ .. +q,x-q,

dont les coefficients, c'est-a-dire les nombres
Jor -~ 9,_4 . SONt toujours, soit 0, soit 1. Sur
{0, 1} nous introduisons I'addition et la multi-
plication modulo 2. Nous avons donc les régles
d'addition et de multiplication de la figure 2.

La condition sur q, .. g,, est que le
polyndme Q(x) soit irréductible, i.e. qu'il
ne puisse se factoriser comme produit de
deux polyndémes de degré plus petit que r.
Attention ! Dans la multiplication de deux
polyndmes on utilise toujours l'addition et la
multiplication définies a la figure 2.

Voyons quels sont les polyndmes irréduc-
tibles de degreé 1, 2, 3.
Polynomes de degré 1 :

XI
X+ 1

[Is sont tous deux irréductibles;

Polynomes de degré 2 :
X2,
X241,
X2+ X,
X+ Xx+1

Enlevons de ce groupe
réductibles, a savoir :

les polyndmes

XX = X2,
XX+ 1) =X +Xx
X+ 1D)-x+ 1) =x2+x+x+1
=X+ x(1+1)+1=x2+1

Il ne reste plus que x2 + x+ 1, qui est le seul
polyndéme irréductible de degré 2.

Polynomes de degré 3 :
X3,
X+ 1,
X3+ X,
X+ x+1,
X+ X,
X+ X241,
X+ X2+ X
X+ X2+ X+ 1
Enlevons de ce groupe les polyndmes
réductibles en étant un peu astucieux : si le
polyndme est un produit de deux polyndmes
de degré plus petit, nécessairement l'un des
deux est un polyndme de degré 1, soit x ou
x + 1. Si x divise le polynéme celui-ci n'a
pas de terme constant. Donc les polyndmes
X3, 3+ x x3+ x2, x3 + x2 + x sont réduc-
tibles. Parmi les quatre polyndmes restants
on doit enlever ceux qui sont divisibles par
x+ 1.Mais x+ 1a pour racine 1car 1+ 1=0.
Donc les polynémes restants sont réduc-
tibles s'ils s'annulent en x = 1. C'est le cas
de x3 + 1, x3 + x2+ x+ 1.1l nous reste donc
deux polynémes irréductibles de degré 3 :
C+x+Tetxd+x2+ 1.
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Polynomes

. . Translation de 2 :
de degré supérieur :

C'est comme si on avait envoyé les deux
On peut utiliser un ordinateur pour nous premiers 0 4 la fin :

aider a les trouver. Dans le cas du polyndme  ¢,0,0,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,1, 1,0, 0,0, 1,0, 0, 1, ...
x* + x + 1 on vérifie facilement qu'il est
irréductible car il ne s'annule pas en 0 et 1,
donc il n'a pas de facteur de degré 1, et il
ne s'écrit pas comme (x2 + x + 1) la seule
décomposition possible en un produit de
deux polynomes irréductibles de degré 2. Pour calculer la corrélation avec les autres
fenétres on écrit directement ces fenétres en
dessous de la premiére fenétre (figure 4).

15 bits

Ici encore la suite différe en 8 positions de la
suite initiale et concorde en 7 positions, soit
une corrélation de —1.

Il faut maintenant choisir les a, ... a,_;.
Plusieurs suites conviennent dont la plus
simple est la suite dont les r — 1 premiers Dans chaque cas on vérifie que la corrélation
termes sont des O et le réterme est 1 (figure 3).  entre chaque ligne et la premiere ligne est —1.
En fait, il se trouve que la corrélation entre
0,0,0,...,1 deux lignes quelconques est également —1.

"

Remarque : si I'on regarde ce qu'on a fait

© Accromoth  \vol.1 « 6t - automne 2006

r — 1 bits on aurait pu utiliser chacune des fenétres de

longueur 4 de notre suite comme conditions

Figure 3 : Les conditions initiales. initiales au lieu de = 0, a, = 0, a,= 0, 0, = 1,
c'est-a-dire n'importe quelle suite de

Exemple : longueur 4, sauf la suite 0, 0, 0, 0. Ceci est

Regardons la suite générée avec le polynome vrai en général et pas seulement dans notre
X+ x+ 1,501t (qo, Gy, Gy G5) = (1, 1,0, 0) exemple : c'est une conséquence du résultat

et les conditions initiales a, = 0, a, = 0, Que nous venons de voir disant que la période
! !

a, =0, a, = 1. Vous pouvez vérifier que ©Stexactement 2’ 1.
ceci géneére la suite périodique de période

152241 0,0,0,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,1, 1
0,0,0,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,1,1,0,0,0,1,0,0, 1, ... Os Os ls Os Os ls ls Os ls Os ls ls ls ls 0
15 bits 0,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,1,1,0,0

Méme si nous générons une suite infinie Lo h U 15 1o U T (15 T T 1, Do 15 (5 )
nous ne regardons que des fenétres de lon- 90,11,0,1,0,1,1,1,1,0,0,0, 1
gueur 15. Nous allons maintenant faire les 0,1,1,0,1,0,1,1,1,1,0,0,0,1,0
14 translations de cette fenétre et calculer la 51,01,0,1,1,1,1,0,0,0,1,0,0
corrélation dans chaque cas. 90,1,0,1,1,1,1,0,0,0,1, 0,0, 1
0,1,0,1,1,1,1,0,0,0,1,0,0,1, 1

Translation de 1 : N , 1,0,1,1,1,1,0,0,0,1,0,0,1, 1, 0
ggs:c]f]o.mme si on avait envoyé le premier O 0,1,1,1,1,0,0,0,1,0,0,1,1, 0, 1
0,0,0, 1,6, 0,1,1,0,1,0,1,1,1,1,0,0,0,1,0,0, 1, ... ,11,1,0,0,0,1,0,0,1,1,0, 1,0
1S hits 1,1,1,0,0,0,1,0,0,1,1,0,1,0, 1
1,1,0,0,0,1,0,0,1,1,0,1,0,1, 1

On 'v'oit que les deux fenétres différent. aux 1,0,0,0,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1, 1
positions : 3, 4, 6, 8, 9, 10, 11, 15, soit en 0.0.0.1.0.0.1.1.0.1.0.1. 1. 1. 1

5
5
-
-
5
5
-
-
5
-
5
-
-
-

8 positions et concordent aux 7 positions

restantes, soit une correlation de -1, telle  Figure 4 : Les suites obtenues par translation. Les bits de couleur
que prédite par le résultat. rouge sont ceux en désaccord avec la suite de la premiere ligne.
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Apollonius de Perge, appelé le «grand géometre» a eu une influence
marquante dans le développement des mathématiques grace surtout
a son ouvrage « Coniques » dans lequel il fait I'¢tude des propriétés
géométriques des courbes qui nous sont aujourd’hui familiéres : la parabole,
I'ellipse et I'nyperbole.

L'ouvrage d'Apollonius comportait 8 volumes dont seuls les 4 premiers
ont été conservés dans le texte grec. Une version arabe des sept premiers
volumes a également été conservée. Les volumes 1 a 4 sont une introduc-
tion élémentaire aux propriétés fondamentales des coniques qui étaient
connues des autres géometres grecs. Dans les volumes 5 a 7, il présente une
étude plus originale s'intéressant, par exemple, a la normale et a la courbure

Apollonius de Perge d'une conique

~262 0 ~190

André Ross
Cégep de Lévis-Lauzon

Cercle Ellipse Parabole Hyperbole

Figure 1 : Les sections coniques d’Apollonius

hyperbole fait partie des courbes étudiées
par Apollonius de Perge. Ce sont le cercle,
I'ellipse, la parabole et I'hyperbole (figure 1).
On les appelle sections coniques, car ce sont
toutes des figures obtenues en sectionnant -
un cone a l'aide d'un plan. .

Analytiquement (figure 2), I'hyperbole est la
figure geométrique formée par les pointsdont
la différence des distances a deux points fixes
est constante. Les points fixes sont appelés
les foyers, la droite passant par les foyers
est appelée I'axe focal et la droite perpen- Figure 2 : Propriété analytique de I'hyperbole.
diculaire a cet axe passant par le centre de

I'hyperbole (point milieu entre les sommets)

est appelée |'axe conjugué.




On peut tracer une hyperbole a l'aide d'un
crayon guidé par une corde fixée a l'un des
foyers Fet a I'extrémité Cd'une regle de lon-
gueur arbitraire pivotant autour de l'autre
foyer F'. La longueur de la corde doit étre
¢gale a mF'C moins la distance entre les
sommets A et B (figure 3). En conservant
la corde tendue et en déplacant le crayon,
la régle pivote autour du foyer £, la trace lais-
sée par le crayon est une branche d'hyperbole.
On trace la seconde branche en conservant
la méme longueur de corde et en faisant
pivoter la régle autour de l'autre foyer.

L'hyperbole a une propriété optique intéres-
sante, les droites qui joignent un point quel-
conque de I'hyperbole aux foyers forment des
angles égaux avec la tangente en ce point.
Par conséquent, si la surface d'un réflecteur
est engendrée par la révolution d'une hyper-
bole autour de son axe conjugué, tous les
rayons lumineux convergeant vers un foyer,
quelle que soit leur provenance, sont réfle-
chis a l'autre foyer. Cette propriété est utili-
sée dans certains télescopes en combinaison
avec un réflecteur parabolique.

La surface engendrée par la révolution d'une
hyperbole autour de son axe conjugué est un
hyperboloide a une nappe. C'est la forme des
colonnes de refroidissement que I'on retrouve
dans les centrales nucléaires. La surface
engendrée par la révolution d'une hyperbole
autour de son axe focal est un hyperboloide
a deux nappes.

La différence de temps pour qu'un signal
parvienne a deux récepteurs distincts est
proportionnelle a la différence des distances
entre ces récepteurs et la source du signal.
Cette source est donc sur une branche
d'hyperbole dont les récepteurs sont les
foyers. En utilisant un troisieme récepteur
avec l'un des deux premiers, on obtient une
deuxieme branche d'hyperbole et la source
sonore est a l'intersection des deux branches
d'hyperboles. C'est la propriété utilisée par
Hydro-Québec pour détecter l'endroit ou
la foudre frappe (voir page 4 de larticle
« Ou suis-je ? » de Christiane Rousseau).

I André Ross ¢ Cégep de Lévis-Lauzon

Axe conjugué

Axe focal

> Axe conjugué

B

AN ‘ /\
Branches

de I'hyperbole

F
Axe focal

Figure 3 : Tracer une hyperbole avec une regle et une corde.

D Tangente
\
\
3

Hyperboloide a une nappe

A
> [ -
/ i N
. |
1 | | R / |
/ e | N A
( ‘ /
Y N

Hyperboloide a deux nappes

Figure 4 : Hyperboloides.

Source probable
du signal sonore

Récepteur

Récepteur

Figure 5 : Localisation de la source d’un signal.
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La calculatrice
n'est pas magique :
ce qu'elle calcule, elle le fait en
additionnant, soustrayant,
multipliant et divisant. Comment
calcule-t-elle une racine carrée?
Un peu comme nous,
siony pense bien...

Frédéric Gourdeau

> Gour Yannick et Annick, deux amis
Université Laval

de longue date, parlent de leurs
derniéres lectures.

Yannick :

Je viens de lire une nouvelle d'lsaac Asimov.
[l invente un monde dans lequel les humains
ne savent plus multiplier ou diviser, et encore
moins extraire des racines carrées : tout est
fait par des machines depuis si longtemps
que personne ne se souvient qu'il en a déja
été autrement. Un modeste travailleur redé-
couvre comment multiplier...

Annick :

Nous on ne saurait pas, sans calculatrice,
calculer la racine carrée de 77 Ou la racine
onzieme de 13827 Qu encore le logarithme
de 10 en base 37

Yannick :

Pourtant, avant, les gens savaient comment
faire. Ca m'intrigue de savoir comment ils
faisaient.

Quelques jours plus tard ...

Yannick :

Tu vois Annick, pour calculer la racine carrée
de 7, je constate qu'elle est entre 2 et 3.
Annick :

Evidemment! 2 au carré est plus petit que 7,
alors que 3 au carré est plus grand que 7. La
racine est donc entre les deux. La racine carrée
est donc 2 virgule quelque chose.

Yannick :

On peut recommencer pour trouver le
deuxiéme chiffre. On essaie 2,1 au carré,
2,2 au carré, et ainsi de suite, jusqu'a ce qu'on
trouve que 2,6 au carré donne 6,76 et que
2,7 au carré donne 7,29. La racine carrée est
donc entre 2,6 et 2,7, et est donc 2,6... Et on
poursuit, trouvant un chiffre a la fois.
Annick :

C'est un peu long, tu ne trouves pas?
Yannick :

Oui, mais je peux trouver autant de décimales
que je veux. Je peux donc battre ma calcula-
trice qui ne me donne que 8 chiffres. Je peux
en trouver d'autres, ce qui avoue-le est assez
impressionnant.



Annick :

C'est impressionnant, mais quand méme un
peu long.

Yannick :

En pratique, je peux aller plus vite. Puisque
7 est plus proche de 9 = 32 que de 4 = 27,
le nombre que je cherche est plus proche de
3 que de 2. Je peux donc essayer directement
2,62 =676 et 2,72 =7,29. En comparant les
résultats, je vois que la racine doit étre a peu
prés au milieu entre 2,6 et 2,7. J'essaie donc
2,652 =7,0225. Cest un peu trop grand.
J'essaie 2,642 = 6,9696. Tu vois on se rap-
proche quand méme assez vite.

Annick :

C'est vrail Mais, pourrais-tu décrire ta
démarche de facon générale? Donner une
procédure qu'on pourrait appliquer sans se
demander chaque fois « qu'est-ce que je dois
faire maintenant? » J'ai l'impression que ce
serait plus simple.

Yannick reste préoccupé
par la question d’Annick.
Le temps fait son ceuvre...

Yannick :

Eureka!

Annick :

Eureka! Tu as trouvé quoi?

Yannick :

Une facon plus générale de traiter le probléme.
Annick :

Explique-moi ca.

Yannick :

J'ai remarqué que si n est la racine carrée
de 7, alors on doit avoir n x n = 7. Par con-
séquent, je peux écrire n = 7/n.

Annick :

Et puis apreés... a quoi ¢a sert si tu n'as pas la
racine?

Yannick :

Ca me permet d'écrire 2 x 7/2 = 7.

Annick :

La belle affaire, 2 n'est pas égal a 7/2, ce qui
serait le cas si tu avais trouvé une racine.

Racines sans calculatrice | Frédéric Gourdeau ¢ Université Laval

Yannick :

Je me suis fait la méme remarque. J'ai méme
pris la peine de construire un rectangle dont
la hauteur est 2 et la base est 7/2. C'est la que
j'ai eu l'intuition qui m'a permis de trouver la
méthode.

Annick :

Je ne comprends pas! On voit tres bien que ta
figure n'est pas un carré.

Yannick :

Je me suis rappelé que la moyenne de deux
nombres est un nombre compris entre les
deux. J'ai donc pensé qu'en calculant cette
moyenne et en l'utilisant comme hauteur,
mon rectangle serait plus proche d'un carré.
Puisque la moyenne de deux nombres a et b

est ib, je trouve 2+702_ iy
2 4

Annick :

Et alors?

Yannick :

En refaisant mon dessin, j'ai constaté
que je m'approchais de la vraie valeur. La
hauteur de mon rectangle était maintenant
11/4 = 2,75 et sa base était 28/11 = 2,5454...
J'ai alors pensé refaire la méme chose et
j'ai trouvé 233/88 comme moyenne. En
prenant cette valeur comme hauteur ma

base est — /.
233/88

Je calcule encore la moyenne et je trouve
108 497

41 008

En vérifiant avec ma calculatrice, je constate
que cela donne 2,645752... alors que la racine
carrée de 7 est 2,645751...

Annick :

Wow! Maintenant je suis impressionnée,
tu as eu les cing premiéres décimales avec
seulement trois calculs.

Yannick :

Et si je calcule une autre moyenne, j'ai les
10 premieres décimales correctes, ce que ma
calculatrice ne peut me donner.

Annick :

Vraiment impressionnant! Félicitations.

7/2
2
2x3,5
s
=
28/11 E
11/4
13
2,75 % 2,5454...
616/233
233/88

2,647727... X 2,643776...
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Annick :
Essayons d'aller plus loin. Est-ce qu'on pourrait
calculer n'importe quelle racine, ¥/70, par
exemple.

Yannick :

Si je prends 2 comme premiére approxima-
tion de /70, je peux écrire :

70 _

2Xx2x2x2x—=70
24

Donc, la vraie valeur de /70 est entre 2 et

;—9 car, comme 2 est trop petit, ;—9 doit

étre trop grand pour compenser.
Maintenant, si je fais la moyenne entre 2 et
70/16, ca me donne une meilleure valeur,
mais ce n'est pas assez proche, j'obtiens une
trop grande valeur. Pourquoi ?

Annick :

Tu as quatre fois le nombre 2 dans le produit

7 o
2X2x2x%x2 XZ_(‘?' Le nombre ;—9 doit étre

beaucoup trop grand. Il faut que tu ajustes
ta moyenne.

Une methode par recurrence,
ou Newton a la rescousse

On peut reformuler la méthode de Yannick ainsi : soit a, une
approximation de la racine carrée de N. Alors, la suite définie par :

1 +1 N
ap, =0, -
n 2 n-1 20“_]

converge vers la racine carrée de N. Cette formule est con-
nue depuis fort longtemps. On peut la retrouver a partir de la
méthode de Newton, qui est utilisée pour trouver les zéros de
certaines fonctions et qui fonctionne ainsi :

Soit f(x) une fonction et a une approximation de I'un de ses
zéros. Alors, on voit sur la premiere figure ci-contre qu'une meil-
leure approximation est donnée par b. Sur la figure, on voit que
f(a)/(b - a) est la valeur de la pente de la tangente a la courbe au
point d'abscisse @, ce qui est donné par la dérivée f'(a).

Pour extraire la racine carrée de N en utilisant cette méthode,
on prend f(x) = N - x2 puisque trouver une racine de f(x) revient
alors a trouver la racine carrée de N. La courbe de la fonction
f(x) = N - x2 est représentée ci-contre.

Yannick :
Bonne idée! Si je prends une moyenne
pondérée, soit la moyenne de quatre fois le

nombre 2 et une fois le nombre ;—g,j’obtiens

i><2+l><E, ce qui donne 99/40 = 2,475.
5 5 24
Annick :

Appliquons la méthode deux fois de plus
pour voir.

Yannick :

En appliquant la méthode deux fois de plus,
j'obtiens 2,33911.

Annick :

Vérifions avec la calculatrice.. Fameux! La
calculatrice donne 2,33894... Le résultat est
précis au millieme pres.

Yannick :

On peut donc calculer toutes les racines!

Jx)




Et les logarithmes!

En poursuivant leurs recherches, les deux
amis ont réussi a déterminer une méthode
pour calculer le logarithme d'un nombre. lls
ont constaté qu'en écrivant :

Racines sans calculatrice | Frédéric Gourdeau ¢ Université Laval

Un truc approximatif?

Les calculs de Yannick ne donnent pas la
réponse exacte, puisqu'on n'a pas obtenu
la racine voulue exactement. Cependant, la
racine d'un nombre peut avoir un développe-

ment décimal illimité et la valeur exacte est
donc souvent inatteignable.

/3 = 1,73205808...
ils écrivent en fait que :
log,1,73205808 = 112

Alors, en faisant un tableau avec les racines
successives de 3, ils peuvent calculer les
logarithmes en base 3!

En revanche, on peut I'obtenir aussi préciseé-
ment que I'on veut. C'est déja mieux que la
calculatrice, qui ne donne souvent qu'une
approximation a huit décimales.

De plus, on peut utiliser la méthode de
Yannick pour améliorer le résultat de la
calculatrice : en effet, si rest une approxima-
tion de la racine carrée de N, alors la moyenne
de ret N/rest une meilleure approximation.

Peut-étre saurez-vous retrouver leur méthode?

Et les calculatrices

La méthode itérative trouvée par Yannick
pour le calcul de la racine carrée est proche
de ce qui est fait par les calculatrices. Cepen-
dant, la calculatrice doit pouvoir trouver
une bonne valeur initiale pour amorcer la
méthode itérative. Pour faire cela efficace-
ment, I'algorithme de calcul utilisé raméne
le calcul d'une racine carrée d'un nombre
quelconque a celui de la racine carrée d'un
nombre compris dans un petit intervalle :
montrons comment faire pour l'intervalle
[1/4,1].

Pour \/7 puisque 22 <7 < 2% ona:

J7 =424 x /l:22x‘/lv
24 16

et il suffit donc de pouvoir bien calculer la
racine carrée de 7/16 (qui est bien un nombre
entre 1/4 et 1).

Isaac
Newton
1643-1727

Isaac Newton est né a Whoolsthorpe prés de Grantham dans le
Lincolnshire. Orphelin de pére dés sa naissance, il fut élevé par
sa grand-mere, sa mere s'étant remariée avec un fermier d'un
village voisin ou elle s'installa. A la mort de son beau-pére, en
1656, sa mere le retira de I'école pour aider a la ferme. Un de ses
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Ici, une bonne valeur initiale est donnée par :
a+ bx 716,00 a=042578 et b=0,57422.

Cette formule donne de bons résultats pour
tous les nombres entre 1/4 et 1 (en rempla-
cant 7/16 par le nombre en question). Essayez
en itérant 4 fois... et vous serez plus preécis
que bien des calculatrices !

oncles insista alors pour qu'il poursuive ses études et fréquente
I'université. Il entra au Trinity College de Cambridge en juin
1661.

A Cambridge, il étudia les travaux de Descartes, Gassendi et
Boyle. Il étudia également l'algebre et la géométrie analy-
tique développées par Viete, Descartes et Wallis. I s'intéressa
a la mécanique et a l'astronomie copernicienne a partir des
ouvrages de Galilée. Durant I'épidémie de peste de 1665,
l'université ferma ses portes et Newton retourna dans le
Lincolnshire. Pendant les deux années qui suivirent, alors qu'il
n'avait pas encore vingt-cing ans, il entreprit des recherches
avancées en mathématiques, en optique, en physique et en
astronomie. Pendant ce séjour, il posa les fondements du calcul
différentiel et intégral.




Extraire une racine carrée,

c'est évidemment faire de I'arithmétique.
D'ailleurs, Descartes (1596-1650)

en parlait comme de

la cinquieme opération arithmétique.
Mais I'extraction de racine carrée,

tout arithmétique qu'elle solit,

peut aussi se voir sous un jour
géométrique a la fois simple et parlant.

Bernard R. Hodgson

n. Hoc De tout temps, on a eu besoin d'extraire
Université Laval

des racines carrées. Un tel probleme, il va
presque de soi, est géométrique dans sa nature
méme : extraire une racine carrée revient
tout bonnement, comme cette appellation le
suggere d'ailleurs, a trouver le coté d'un carré
d'aire donnée. Mais les méthodes dévelop-
pées au fil des dges pour calculer des racines
carrées ont souvent eu pour effet d'insister
sur les manipulations arithmétiques, camou-
flant ainsi les aspects géométriques. Et pour-
tant il y a beaucoup a retirer de la recherche
d'une racine carrée... « dans un carré »!

Une méthode
connue mille

ans avant
Pythagore!

Prenons le cas des Mésopotamiens de
I'‘Antiquité. Ils utilisaient diverses tech-
niques pour calculer des racines carrées.
Par exemple, ils avaient a leur disposition de
nombreuses tablettes d'argile répertoriant
des nombres élevés au carré, ainsi que des
tablettes de racines carrées : en parcourant
de telles tablettes, ils pouvaient se faire une
bonne idée de la valeur de diverses racines
carrées.

Mais l'une des méthodes d'extraction de
racine carrée vraisemblablement utilisée par
les Mésopotamiens était de nature géomé-
trique. Méme si elle n'a pu étre observée
comme telle dans des documents datant de
cette €poque, I'approche suivante est, aux
dires des experts, tout a fait dans l'esprit des
mathématiques mésopotamiennes.

Supposons, pour illustrer la démarche, que
f'on veuille calculer /7.
Géomeétriquement par-
lant, cette extraction
de racine revient a
rechercher le coté d'un
carré d'aire 7.

On peut procéder en
tracant d'abord dans
ce carré un «grand» carré de coté connu.
(La recherche d'une longueur convenable
pour le coté d'un tel carré est en I'occurrence
bien sdr banale, mais dans le cas d'un « gros »
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2
nombre tel 777777, V7
on pourrait, comme les

2 2

Mésopotamiens, utiliser
une table de nombres
élevés au carre) lci, 2
comme 22 <7 et 32> 7,
on peut prendre 2
comme longueur du coété du carré inclus
dans celui de départ. On obtient ainsi un
carré de coté 2 (et donc d'aire 4) contenu dans
le carré d'aire 7. Mais 2 constitue une approxi-
mation plutdt grossiere de J7.Comment faire
pour améliorer la situation?

Regardons la région en forme de « L » inversé
(vers la gauche) entourant le carré de coté
2. Appelant ¢ la largeur d'une patte de ce
«L» (C'est-a-dire en posant ¢ =+/7 - 2), on
remarque que cette région peut étre parta-
gée en trois morceaux : deux rectangles de
cOtés 2 et ¢, plus un petit carré de coté c. On
adonc:2(20 +c?2=7-4=3.

Afin de simplifier la discussion, on peut
«oublier » le carré de coté ¢ — apres tout
ce carré semble « petit» lorsqu'on le com-
pare aux autres morceaux formant le carré
d'aire 7. On obtient ainsi l'approximation :
2(2¢) = 3, c'est-a-dire ¢ = 3/4. Une meilleure
valeur approchée de J7 est donc donnée
par:2+3[4=11/4.

Peut-étre I'approximation N7 = 11/4 suffit-
elle quant a la précision désirée. Mais si tel
n'est pas le cas, on peut poursuivre le calcul, a
partir cette fois de la valeur que nous venons
tout juste d'obtenir — qui est certes plus pres
de /7 que la valeur initiale 2. Cependant,

2
4 16

de sorte que le carré de coté 11/4 ne peut pas
étre inclus dans le carré d'aire 7. Il faut donc
adapter le raisonnement précédent.

Pour trouver une meilleure estimation, il faut
soustraire de 11/4 le coté d de la nouvelle
région en « L» inversé. Or, comme on le voit
sur la figure ci-contre,
2
{l] = 7+2[ﬂ] d-d?
4 4
(en prenant les deux rectangles de cotés 11/4
et d, on se trouve a compter deux fois le carré
de coté d). Négligeant d?, on obtient :
1"
Mg121_5,
2 16
On trouve alors d = 9/88 et la nouvelle
estimation de v/7 est :
1n_9 233
4 88 88

11/4

V7

P/
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Vk

Vous voulez une meilleure précision? Il s'agit
d'appliquer encore une fois la méthode, mais
cette fois a partir de 233/88 comme longueur
du co6té. Vous trouverez ainsi comme nou-
velle valeur approximative :

108497

41008 -

A noter que les approximations successives
11/4, 233/88 et 108497/41008 ont respec-
tivement comme valeurs 2,75, 2,647727...,
2,645752..., qui se rapprochent joliment vite
de /7=2,645751...

Et pour \/— ?

Reprenons le raisonnement dans le cas
général du calcul de Jk . Nous nous plagons
dans le cas ou nous partons d'une approxi-
mation par exces, c'est-a-dire a >ﬁ, et
posons ¢ = a-k.

Le carré de coté a peut donc étre vu comme
contenant le carré d'aire k. Encore une fois,
la région en forme de «L» inversé ainsi
déterminée se partage en deux rectangles a
par c et un petit carré de coté c. Négligeant
ce petit carré, on obtient l'approximation
2ac= @% - k, c'est-a-dire :

a?—k
20

C=

Une meilleure valeur de ~/k (par rapport
a la valeur de départ a) est alors obtenue
en prenant pour approximation de a - ¢
la quantité a’_k o’+k

20 20
Ainsi, revenant a l'approximation de J7 a
partir de 11/4, on retrouve comme nouvelle

valeur : 2
n +7
(4] +7 o
1) 88
2]

2
L'expression

que nous venons

d'obtenir gagnerait sans doute a étre sim-
plifite — notons cependant que de telles

' Voir le texte de Frédéric Gourdeau figurant aux pages
12 & 15 de ce numéro d’Accromath.

manipulations algébriques n'appartiennent
évidemment pas au savoir mésopotamien,
puisqu'elles n‘ont été introduites que plus de
deux millénaires ultérieurement! Cette « for-
mule mésopotamienne » se transforme ainsi
aisementen: 1 [ k]

2

La méthode géométrique précédente pour
I'extraction de ﬁ revient donc, arithmé-
tiquement parlant, au calcul de la moyenne
des deux nombres a et k/a. Cela ne vous
rappelle-t-il pas quelque chose?!

a+—
a

Des approximants
pris en sandwich

Allons-y d'une petite mise au point quant
a la facon dont s'alignent a la queue leu leu
les approximants obtenus par la méthode
mésopotamienne.

Supposons donc que dans le calcul de
la racine carrée de k nous obtenons des
approximations successives a, a', a", etc. La
valeur a étant choisie arbitrairement, on a
alors, comme précédemment,
] k N G ¢
ag'=—|a+—|,0"==[a'+—]|, etc.
2 a 2 a'
Notons tout d'abord qu'a I'exception
peut-étre de a, toutes les approximations
sont forcément supérieures a Jk . 0n peut
verifier ce fait en revenant a la « formule
mésopotamienne ». Par exemple, dans le cas
de I'approximation a', on a :
. a’+k
20
Considérant la différence a'2 - k, on trouve :
_a*+20%k+k2 —40k (0’ —k)?
4q? 402

a%—k

Cela montre bien que o' > ﬁ; en effet
a'? - k est positif, puisque le numérateur et
le dénominateur de la derniére fraction sont
tous deux positifs — ce sont deux carres!

Observons qu'on a alors k/a' < Jk, puisque
le produit de k/a' et de @' est k - lorsqu'un
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nombre s'écrit sous forme de deux facteurs
distincts, ceux-ci sont de part et d'autre de
sa racine carrée. Mais alors a" est force-
ment situé entre k/a' et @', puisqu'il s'agit
de la moyenne arithmétique de ces deux
nombres. Et comme a', I'approximant a"
est supérieur a Jk .

L'expression « extraire

Les approximations successives résultant
d'un a quelconque (plus petit ou plus grand
que ﬁ) sont donc ordonnées comme suit :

a’>a">...>ﬁ,

convergeant rapidement vers vk . résolvant I'équation.

Civilisation mésopotamienne

C'est donc aux
abords du Crois-
sant fertile que
s'est développée
la civilisation mé-
sopotamienne,
entre deux fleu-
ves, le Tigre et
I'Euphrate.
Le mot Méso-

La civilisation mésopotamienne a fleuri a
compter du 3¢ millénaire av. J.-C. dans la
région correspondant a l'actuel Irak — une
de ses villes importantes était Babylone, Ia
Babel de la Bible. C'est a partir du 19¢ siécle,
lorsqu'on a mis au jour de nombreuses
tablettes jusque la égarées, qu'on a pu mieux
connaitre I'apport de cette civilisation aux
mathématiques. Les Mésopotamiens utili-
saient un systeme de numération de base
soixante, ce qui se reflete encore aujourd'hui
dans notre division des heures et des minutes.
lls possédaient des techniques de résolu-
tion d'équations quadratiques et une de leur

potamie indique d'ailleurs cette situation
géographique, car il dérive du grec « méso »
qui signifie « au milieu » et « potamos », fleuve.

Pourquoi dit-on : « extraire une racine »?

la racine » provient d'une analogie avec la

botanique. La racine d'une plante est la partie cachée qui pousse a I'inverse
de la tige. Il faut creuser pour l'extraire. De méme, la racine d'un nombre
est une valeur cachée a laquelle on n'a pas acces directement. Pour extraire
la racine d'un nombre, il faut se « creuser les méninges ».

La racine d'un nombre est désignée en représentant celui-ci sous un
radical. Le nom radical vient du latin « radix » qui signifie racine.

On utilise aussi le mot racine pour représenter la solution d'une équation,
cette solution étant également une valeur cachée qu'il faut trouver en
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Tablette Cuneiform 322
communément appelée
Plimpton 322,

don de George-Arthur
Plimpton, Rare Book
and Manuscript Library,

tablette (connue sous le sympathique vocable
« Plimpton 322 ») renferme une liste de nom-
bres satisfaisant a la relation de Pythagore
a? + b2 =2 ... plus d'un millénaire avant la
naissance de Pythagore!

Les premiéres sociétés agraires ont vu le jour
dans la région appelée « Croissant fertile ». Les
populations pouvaient s'y nourrir sans avoir a
se déplacer au gré des saisons. C'est une région
ou poussaient le blé et I'orge sauvages, grace
a des précipitations annuelles supérieures a
200 mm de pluie, et ou il y avait beaucoup de
moutons et de chévres sauvages.

Pour gérer et répartir les biens, faire du com-
merce avec les voisins, compiler les observa-
tions et faire les prévisions en astronomie, il a
fallu développer un systeme de numération
assez évolué.

Certains racontent a cet égard que les poules
de Mésopotamie éprouveraient des proble-
mes de ponte, puisqu'elles voient le tigre... et

Columbia University

Carte

I'oeuf rate! du Proche-Orient,
le Croissant fertile (noms
modernes en italique)
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Qui ne posséde pas une carte

avec un code-barre

ou une série de chiffres sur celle-ci ?
Avez-vous déja remarqué les chiffres

sous les codes-barres

a l'arriére des livres que vous achetez
ou sur les produits a I'épicerie 7

Jocelyn Dagenais
Commission scolaire
Marie-Victorin

—automne 2006
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Codes numeériques |

Les codes-barres sont lus par les numériseurs
et les chiffres par les humains. Les cartes de
crédit aussi contiennent des chiffres, seize
en fait. Lorsque vous faites des achats sur
Internet et que vous entrez votre numéro
de carte, si vous faites une erreur en entrant
les chiffres on vous dira que le numéro de
la carte n'est pas valide. Ces chiffres ont une
fonction bien spécifique: ils servent a vérifier
la validité du code du produit ou si I'on veut
ils servent de code de détection d'erreur. Que
ce soit pour une carte d'assurance sociale,
pour un code UPC (Universal Product Code)
ou pour un numéro ISBN (International
Standard Book Number), nous retrouvons
une application simple des mathématiques
tout a fait fascinante.

Les cartes d’assurance
sociale
(et certaines cartes de crédit)

Au Canada, chaque personne estidentifiée par
le gouvernement. La méthode utilisée pour
nos cartes d'assurance sociale et certaines
cartes de crédit a été développée par IBM.
Pour la validation, la plupart des modéles de
détection d'erreur utilisent ce qu'on appelle
un chiffre-clé, souvent situé a l'extrémité
droite de la série de chiffres. Les autres
chiffres sont appelés chiffres d'information
et peuvent étre choisis au hasard mais le
chiffre-clé, lui, est calculé . De plus, les espaces
n'ont aucune valeur, ils servent seulement a

Codes-barres

nous aider a lire les nombres. Cependant, la
position des chiffres est d'une importance
primordiale. Voyons avec I'exemple suivant :

En écrivant en bleu les chiffres occupant des
positions « impaires » a partir de la droite
et en rouge celles occupant des positions
« paires ».

324 217 694

En additionnant les nombres en bleu, on
obtient :
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Comment calculer
le chiffre-clé ?

Le procéde de validation nous indique com-
ment le chiffre-clé est calculé. Avec un peu
d'algébre et en remplacant le chiffre-clé par
x dans les calculs, nous pouvons résoudre
une simple équation en x. Par exemple, sup-
posons que la suite des chiffres d'information
de votre carte d'assurance sociale soit
22501008. Alors, votre numéro d'assurance
sociale serait :

225 010 08x
3+4+1+6+4 =18

/ et x est calculé comme suit.

En multipliant par 2 chacun des chiffres
occupant une position paire, on obtient :

+5+1+0+x =8 +x
324 217 694 /
/52 2 [x2 N2 225 010 08x
4 4 14 18 /<2'/><21><2 \><2 +
En additionnant les chiffres qui composent 4 0 0 16
ces produits, on obtient : l l 1 N
4+0+ 0 +1+6= 11
3+4+1+6+4 =18 19 + x
/ / /// Pour que 19 + x soit divisible par 10, le
324 217 694 chiffre x doit étre 1 et le numéro d'assurance
/<2/42 sz 2 sociale doit étre :
4 4 14 18

22
j l N \f}\ 5 010 081
+4+1+4+1+8=22

En additionnant les deux résultats :

Le numéro d'assurance sociale est valide si le
résultat est divisible par 10. Dans cet exemple,
40 est divisible par 10, le numéro est valide.

Copyright © William Whitehurst/Corbis
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On trouve un applet
java qui permet de
vérifier directement
un numeéro de carte
d’assurance sociale a
‘adresse suivante :

http.//www.
cs.queensu.ca/home/
bradbury/checkdigit/
sincheck.htm

0

64200 71589

Efficacité
de la détection d’erreur

Les deux erreurs les plus communes lors de
I'entrée des chiffres sont :

e |'entrée incorrecte d'un des chiffres;
e ['inversion de deux chiffres qui se suivent.

[l n'existe aucune méthode qui puisse détecter
toutesleserreurs, maisune méthode de détec-
tion efficace doit étre capable de repérer les
erreurs les plus courantes. La méthode d'IBM
peut détecter si un seul chiffre a été changg,
méme lorsqu'il s'agit du chiffre-clé.

Afin d'illustrer cette
méthode, vérifions
la carte de credit
ci-contre.

En remplacant le
chiffre 7 par x, nous
obtenons le numéro
de carte :

4002 1265 x021 0693

La position du nombre xsignifie qu'il doit étre
multiplié par 2 lors du procédé de validation.
Selon la valeur de x le nombre 2x pourrait
étre composé d'un ou de deux chiffres.
Considérons les deux cas séparément.

a) si0< x< 5 (alors 2xest composé d'un seul
chiffre). En appliquant le procédé IBM, la
somme finale est 45 + 2x. Peu importe la
valeur de x, il n'est pas divisible par 10 et
alors une erreur est détectée.

=3
=

si b < x<9 (alors 2x est composé de deux
chiffres). Les deux chiffres composant x
sont 1 et 2x-10.

En appliquant le procédé, la somme finale
est 36 + 2x. Puisque x# 7 et que 5 < x< 9,
le résultat ne peut pas étre divisible par 10.
Une erreur est détectée.

Le procédé d'IBM est tres efficace pour
détecter une erreur si un seul chiffre est entré
incorrectement. Méme s'il n'est pas totale-
ment efficace pour détecter si deux chiffres

ont été inverses, il peut en détecter quand
méme. Cette méthode détecte si deux chif-
fres ont été inverses lorsque les deux chiffres
ne sont pas 0 et 9. (Pourriez-vous déterminer
pourquoi? Voir la section probléemes).

Les codes UPC

Que veut dire UPC ? En anglais ca signifie
« Universal Product Code », c'est-a-dire, Code
Universel de Produit (CUP). Ce code a été
utilisé pour la premiere fois en 1973. Il existe
plusieurs versions de codes UPC dont les plus
communs sont le code UPC a douze carac-
teres de type A et celui a huit caractéres de
type E. Voici un exemple de code UPC :

0 ""64200 11589"" ¢

Le code UPC de type A est composé de douze
chiffres. Le premier chiffre a gauche indique
le type d'UPC. Les cing chiffres du premier
groupe représentent le code du fabricant
tandis que les cing qui suivent représentent
le code produit assigné par le fabricant. Le
chiffre final est le chiffre-clé. On peut déter-
miner le chiffre-clé en faisant les opérations
suivantes :

En additionnant les chiffres en position
impaire, saufle chiffre-clé, eten multipliant le
résultat par 3, on obtient 57. En additionnant
les chiffres en position paire, on obtient 17.

La somme de ces résultats est : 17 + 57 = 74.

0+4+0+1+5+9 =19

x3

0 64200 11589 6 57
_|_

6+2+0+1+8= ﬂ

74
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On obtient le chiffre-clé en soustrayant ce
résultat du multiple de 10 supérieur a la
somme obtenue. On trouve donc 6 comme
chiffre-cle.

Multiple de 10

supérieur a la somme 80
moins la somme —74
donne le chiffre-clé 6

Les codes ISBN

Les lettres ISBN constituent l'acronyme de
International Standard Book Number (Numéro
International Standardisé du Livre). Tel qu'ex-
pliqué sur le site de la Bibliotheque nationale
du Québec : « Le numéro ISBN se présente,
par exemple, sous la forme suivante
ISBN 2-89037-262-6

Il est toujours compose de dix chiffres répartis
en quatre segments de longueur variable et
séparés par un tiret :

® |e premier segment indique le groupe
national, linguistique, géographique ou
autre. Le code « 2 », par exemple, identifie
les éditeurs francophones. Ce segment
désigne le groupe linguistique auquel
appartient I'éditeur et non pas la langue
dans laquelle le livre est publié;

® |e second segment identifie I'éditeur du
document : sa longueur varie en fonction
du nombre d'ouvrages publiés par I'eéditeur;

® |e troisieme segment numérote le docu-
ment parmi les publications de I'éditeur :
sa longueur est déterminée en fonction de
la longueur des deux premiers segments;

® |e quatrieme segment est un chiffre de
contrble permettant de vérifier automa-
tiquement par ordinateur la validité de
I''SBN. Ce chiffre est le résultat d'une
opération mathématique. Il peut arriver
que ce dernier soit un « X » au lieu d'un
chiffre. C'est I'équivalent romain du
chiffre « 10 » et il faut écrire X »’

1. Voir http.//www.banq.qc.ca/portal/dt/a_propos_banqg/nos_
publications/nos_publications_a_z/t0174.jsp#B

Pour vérifier un code ISBN, on multiplie chaque
chiffre, sauf le dernier, par son rang et on fait
la somme de ces produits. Le chiffre-clé est le
reste apres division de cette somme par 11.
Pour illustrer cette procédure, considérons le
livre Panoram@th, Manuel A ® Volume 2, de
Richard Cadieux, Isabelle Gendron et Antoine
Ledoux aux Editions CEC. Le numéro de cet
ouvrage est : 2-7617-2138-1.

En multipliant les neuf premiers chiffres par
leur rang respectif et en effectuant la somme,
on obtient :

Chiffres Rangs Produits
2 1 2
7 22 14
6 3 18
1 4 4
7 5 35
2 6 12
1 7 7
3 8 24
8 9 72
1 188

En divisant cette somme par 11, on obtient :
188 =11 x 17 reste 1

Le numéro ISBN est valide puisque le reste
est €gal au chiffre-clé.

Comme ces quelques exemples l'indiquent,
on trouve des mathématiques simples dans
plusieurs des applications techniques qui
nous entourent.

La section de cet
article traitant des
cartes d’assurance
sociale est une
traduction d’une
partie de l'article

« We've got your
number » de Ted
Lewis paru dans la
revue 11 in the Sky
de juin 2001.

Par ailleurs, une
version de cet article
est parue dans la
revue Envol.

B Accromoth  \vol.1 « 66 - automne 2006



§ Accronmoth  \ol.1 « 6t - automne 2006

Josiane Lajoie
UQTR

On ne peut pas décrire un chou-fleur, un
flocon de neige ou une galaxie par des
figures simples comme un cercle, un carré, ni
méme par un polygone quelconque. lls sont
beaucoup trop irréguliers et ce, dans leurs
moindres détails. En fait, la majorité des
structures qui nous entourent, présente cette
méme caractéristique : la forme d'un sapin
est beaucoup plus complexe que celle d'un
cone, méme la surface d'un objet « régulier »
en apparence, comme une table, n'est pas
vraiment lisse si on la regarde de pres. Tous ces
éléments font partie d'un nouvel ensemble de
figures géométriques appelées « fractales ».
Bien que ce mot n'ait été inventé par Benoit
Mandelbrot que dans les années 70, les élé-
ments soutenant cette nouvelle branche des
mathématiques se sont mis en place depuis
bien plus longtemps. Pour mieux comprendre
le concept, il est utile d'explorer les princi-
pales images fractales créées par les mathé-
maticiens au fil du temps et d'observer le role
des fractales dans notre environnement.

La baderne d’Apollonius

La premiere image fractale retrouvée dans
la littérature nous vient d'Apollonius de
Perge et remonte a trois siecles avant J.-C.
Sa construction consiste a prendre un
triangle curviligne (dont les cotés sont des
arcs de cercles) et a y inscrire un cercle.
Cette étape crée trois nouveaux triangles
curvilignes dans chacun desquels on peut
inscrire un autre cercle. En continuant ce
procédeé jusqu'a I'infini, on trouve une image
appelée baderne d'Apollonius (ou tamis
Apollonien).

Figure 1 : Une baderne d’Apollonius.

Le terme baderne a été proposé comme
traduction francaise du mot « gasket ». Relatif a
la marine, il signifie une grosse tresse de vieux
cordages servant a amortir les chocs.
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Variations sur I'ensemble
de Cantor

Iy a plusieurs variantes de I'ensemble
de Cantor. Ainsi, en substituant a chaque
segment retranché une sphére de diametre
€gal au segment, on obtient le «collier de
Cantor ».

-o-@-o-

Figure 3 : Le collier de Cantor
On peut également considérer un triangle A A
équilatéral, un carré, ou tout autre polygone

A
L'ensemble de Cantor régulier de coté unitaire, diviser chaque cote A A
. n troi rties égales, relier | in
En 1883, Cantor publie son fameux ensemble e. .t.os parties egales, e. er les points de
division et enlever les parties centrales. A A

triadique (ou poussiéres de Cantor). Pour
construire I'ensemble, il prend lintervalle La figure ci-contre illustre le résultat aprés
[0,1] et retire le tiers central en conservant avoir applique la procédure trois fois a un
les extrémités. Ensuite, il enléve le tiers cen-  triangle equilateral. En poursuivant le pro- SO
tral de chacun des nouveaux segments et ce, ~CESSUS a l'infini, chacune des « poussieres »
indéfiniment. Le résultat troublait & I'époque ~ contient Iimage du tout.

puisqu'il s'agit d'un exemple d'un ensemble
qui contient une quantité non-dénombrable

de points mais dont la mesure est nulle. G eOTg Cantor

0 1 1845-1918

0 13 2/3 1 Georg Cantor est né a St-Petersbourg
- - en Russie ou il fréquenta I'école pri-
maire. La santé fragile de son pere
conduisit la famille, en quéte d'un
climat moins rude, a émigrer en Alle-
magne en 1856. Cantor y fit ses études secondaires. Apres des
études en mathématiques, il obtint son doctorat de l'université

0 179 2/9 13 21379 89 1

Figure 2 : [‘ensemble de Cantor

de Berlin en 1867 et débuta sa carriere de professeur dans cette
méme ville. En 1872, il commenca a correspondre avec Richard
Dedekind qu'il avait rencontré lors d'un séjour en Suisse.

En 1873, il a démontré que I'ensemble des nombres rationnels
est dénombrable et en 1874 que celui des nombres réels n'est
pas dénombrable. Le 5 janvier 1874, il écrivit a Dedekind pour
lui expliquer comment il avait défini une fonction faisant cor-
respondre a chaque point d'un segment de droite unitaire, un et
un seul point du carré de coté unitaire. Cantor est célebre pour
sa théorie des ensembles, sa théorie des infinis et sa construc-
tion des nombres réels.
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La courbe de Peano

A la fin des années 1800, Peano et Hilbert
construisirent presque simultanément une
courbe qui remplit un carré. La construction
de Peano la plus connue consiste a prendre
un carré et a y tracer une diagonale. Pour
réaliser la deuxiéme étape, on subdivise le
AT carré initial en neuf carrés congrus et on
] parcourt tous les carrés en passant par une
o de leurs diagonales d'un seul trait de crayon
gaces tel qu'illustré a la figure 4.

7

N

N

PO On reprend ensuite chacun des petits car-
age rés qu'on subdivise a nouveau et on vy trace
Figure 4 : Construction de la courbe de Peano. le meme. parcours. le carré est erlt'lere.—
Les fléches indiquent le sens du parcours. ment recouvert lorsque le processus itératif
tend a l'infini. Cette construction a remis en
. question la définition du concept de dimen-
GlUSCppe PeaTIO sion puisqu'il devenait ainsi possible de se
1858-1932 repérer a l'intérieur du carré a l'aide d'un seul
parametre !

Giuseppe Peano, mathématicien italien,
a publié en 1889 ses axiomes définis- »
sant les nombres naturels comme un /\
ensemble.

La courbe de von Koch

En 1890, il inventa une courbe con-

tinue qui remplissait une surface. En 1891, il a fondé une revue M m

« Rivista di matematica » dédiée a la logique et aux fondements

des mathématiques. Peano est un des fondateurs de la logique ﬁm
mathématique, mais c'est le mathématicien allemand Gottlob

Frege qui est considéré comme le pere de cette discipline. Figure 5 : Construction de la courbe de von Koch.
Les segments pointillés montrent que la tan-

gente n’existe pas, car elle est différente si on
approche par la gauche ou par la droite. Voir

La courbe de Peano, comme toutes les autres courbes tangente a une courbe, page suivante.
fractq/es, a donné lieu a diverses variations. Qn Peut g, 1904, von Koch proposa une construc-
en visualiser quelques-unes aux adresses suivantes  tion extremement simple aboutissant & une
ou en faisant une recherche « courbe de Peano » sur courbe continue (on peut la tracer sans lever
Google. On peut faire une recherche pour chacune ¢ crayon) mais qui n'a pas de tangente.

, , .. Pour y arriver, on prend un segment de
des courbes présentées dans l'article. Y P J
longueur 1 et on remplace son tiers cen-

http://www.mathcurve.com/fractals/peano/peano.shtml 4 par un « pic » formé de deux segments
http://www.mathcurve.com/fractals/peano/peanogeneralisee.shtml  de longueur 1/3. Au sommet, on ne peut
pas trouver de tangente. Les deux points

ou a eu lieu la « greffe » n'admettent pas de

tangente non plus. On refait le méme proces-

sus pour chacun des quatre nouveaux seg-

ments et ainsi de suite. A I'infini, on obtient

une courbe exclusivement formée de « pics »

qui, on le sait, n‘admettent pas de tangente.




Tangente @ une courbe
Le point Q s'approche
du point P par la droite.

Le point QO s'approche
Q du point P par la gauche.

Lorsque le point Qse rapproche du point
P, la sécante PQ pivote autour du point
P. Si la droite obtenue est la méme que
cette approche soit par la droite ou
par la gauche, la droite obtenue est la
tangente a la courbe au point P.

Lorsque la courbe fait une pointe (voir
courbe de von Koch), la tangente a la
pointe n'est pas définie car la position
limite n'est pas la méme selon que le
point Q s'approche par la droite ou par
la gauche.

Le tamis de Sierpinski

On ne peut passer sous silence le tamis (ou
triangle ou tapis) de Sierpinski, créé en 1915.
Cette construction consiste a prendre un
triangle plein quelconque et de lui retirer le
triangle formé par les points milieux de ses
trois cotés. Pour chacun des trois triangles
ainsi formeés, on retire le triangle central de
la méme fagon et on poursuit le procédé
jusqu'a l'infini. Notons que ce méme proces-
sus peut étre généralisé a tous les polygones
convexes réguliers.

AA&

Siuf} 455@ :

Figure 6 : Construction du tamis (ou triangle)
de Sierpinski.

>
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Helge von Koch

1870-1924

Le mathématicien suédois Helge von Koch,

publia en 1906 un article intitulé « Une

méthode géométrique élémentaire pour

I'¢tude de certaines questions de la

théorie des courbes planes ». Il y présente
la méthode de construction de la courbe qui porte son nom.
Cette courbe construite sur les cotés d'un triangle équilatéral
donne le « flocon de von Koch » dont le périmétre est infini et
dont la surface comprise est finie.

Von Koch est également |'auteur d'articles sur la théorie des
nombres, en particulier sur les nombres premiers : « Sur la
distribution des nombres premiers» en 1901 et « Contribution
a la théorie des nombres premiers » en 1910.

Wactaw Sierpinski

1882-1929

Wactaw Sierpinski est un mathématicien

polonais. En 1907, il prit connaissance

d'un théoréme selon lequel il est possible

de situer un point du plan en utilisant une

seule coordonnée. Intrigué, il €crivit a un
collegue pour lui demander comment cela était possible. Pour
toute réponse, il recut le nom « Cantor ». Il se consacra alors a
la théorie des ensembles, sujet sur lequel il donna sa premiere
conference en 1909. En 1910, il publia un ouvrage sur la théorie
des nombres irrationnels et en 1912 sur la théorie des ensembles
et sur la théorie des nombres.

A sa naissance, la Pologne était occupée par la Russie qui voulait
imposer sa langue et sa culture au pays et maintenir la population
conquise dans I'analphabétisme. Les quelques étudiants polonais
admis a l'université devaient suivre des cours de russe qu'ils se
faisaient un point d'honneur d'échouer. Menacé de ne pas rece-
voir de diplome s'il ne réussissait pas un cours de récupération,
Sierpinski fit remarquer qu'il avait eu d'excellentes notes dans
tous ses cours et qu'il avait gagné la médaille d'or a un concours
organisé par l'université sur la théorie des nombres. L'université
n'eut d'autre choix que de lui décerner un dipléme.
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Benoit
Mandelbrot

1924-

Benoit Mandelbrot est un mathémati-
cien d'origine polonaise né a Varsovie.
Ses parents émigrérent en France en
1936. Son oncle qui €tait professeur de
mathématiques au Colléege de France
s'occupa de son éducation. Il fut admis & I'Ecole Polytehnique

en 1944 et apres avoir gradug, il visita le California Institute
of Technology (CalTech) et I'Institute for Advanced Study
a Princeton. Il retourna en France en 1955 pour travailler au
Centre National de la Recherche Scientifique (CNRS). En
désaccord avec l'approche de I'école Bourbaki, il retourna aux
Etats-Unis ot il travailla pour IBM. A l'aide des ordinateurs
a sa disposition, il a pu montrer que les travaux de Gaston
Maurice Julia (1893-1978) constituaient une source des plus
belles images fractales. Pour y parvenir, il a dG développer de
nouvelles idées mathématiques et quelques-uns des premiers
programmes informatiques pour imprimer des graphiques.

Figure 7 : L’ensemble de Mandelbrot.

Chacune de ces images est un détail obtenu
en agrandissant la partie encadrée de la figure
a sa gauche.

L'émergence

de la géomeétrie fractale

Avec toutes ces figures aux propriétés mathe-
matiques étranges, Mandelbrot avait devant
lui plusieurs éléments d'un nouveau champ
d'investigation. Inspiré par le slogan latin
Nomen est numen (nommer, c'est connaitre),
il suggéra de leur donner un nom et d'étudier
leurs propriétés communes. Ainsi, dans son
livre Objets fractals, il créa en 1975 le mot
« fractale » du latin « fractus » qui signifie a la
fois brisé et irrégulier. En plus d'étre extréme-
mentirrégulieres, ces figures contiennent des
¢léments discernables dans une large gamme
d'échelles. Par exemple, on peut « zoomer »
indéfiniment dans la baderne d'Apollonius
et toujours retrouver de nouveaux petits
cercles. La notion d'auto-similarité est
essentielle en géométrie fractale. Dans le cas
du triangle de Sierpinski, on voitaisément que
chaque petit triangle est une réplique exacte
du tout. Il s'agit d'un exemple d'auto-similarité
stricte mais ce concept est beaucoup plus
large. On peut dire plus simplement qu'une
figure fractale conserve le méme niveau
d'irrégularité a toutes les échelles.

On peut se demander pourquoi la géométrie
fractale a mis autant d'années a émerger.
L'explication la plus probable réside dans la
complexité des figures concernées, ce quirend
leur visualisation difficile. Grace a l'arrivée des
ordinateurs et a la structure auto-similaire
des fractales, on peut les générer informa-



tiquement a I'aide de programmes simples.
A titre d'exemple, I'ensemble de Mandelbrot
s'obtient en itérant un polyndme complexe.
Cette figure nécessiterait un temps quasi
infini a dessiner a la main, alors que quelques
lignes de code suffisent pour I'obtenir.

Les fractales,
modeéle de la nature

La contribution de Mandelbrot ne s'arréte
pas la. En effet, Mandelbrot a eu le génie
de remarquer que les fractales sont présen-
tes de facon universelle dans la nature. Par
exemple, en 1926, Richardson observa que
la longueur d'une cote littorale tend vers
I'infini. En effet, plus on est précis dans la
facon de mesurer, plus on doit osciller autour
de nouveaux détails et plus le périmétre aug-
mente! Mandelbrot suggéra que les cotes
littorales ont une structure fractale et ainsi,
comprendre cette nouvelle géométrie permet
de mieux comprendre de tels phénomeénes.

Mais a quoi ca sert ?

Puisque les fractales décrivent si bien la
nature et que I'nomme cherche constamment
a comprendre et copier son environnement,
elles jouent un role important dans plusieurs
domaines. En voici quelques exemples.

En infographie, puisque la nature est formée
d'objets fractals et que ceux-ci se program-
ment simplement, il suffit d'utiliser cette
notion pour créer des paysages réalistes ou
pour rendre les mouvements plus crédibles.

Monument Valley, image fractale,
Copyright © Jean-Francois Colonna

Les Fractales | Josiane Lajoie * UQTR

En biologie, le dépistage du cancer du sein
se fait en observant la texture du noyau des
cellules. Or, la géométrie fractale permet,
entre autres, de quantifier I'irrégularité d'une
figure. Ainsi, elle offre des critéres objectifs
permettant de poser un diagnostic qui repo-
sait, jusqu'a maintenant, sur le seul jugement
du pathologiste.

En finance, le graphe représentant le cours
d'un actif en bourse est de nature fractale. En
effet, la rentabilité périodique posséde une
invariance d'échelle. Ainsi, pour obtenir la
volatilité d'un titre sur un an, les acteurs du
marché multiplient sa volatilité sur un mois
par un certain coefficient.

En géologie, les fractales sont utilisées pour
la recherche de nappes de pétrole.

En chimie, elles ont permis la fabrication
des aérogels et ce ne sont que quelques
exemples qui contribuent a allonger la
longue liste des applications de la géomé-
trie fractale. Bien cachées au coeur de notre
environnement depuis toujours, les fractales
ont mis beaucoup de temps a gagner notre
attention. Cependant, depuis la contribution
de Mandelbrot, elles ont acquis une véritable
notoriété. Relativement jeune, la géométrie
fractale nous réserve-t-elle encore bien des
surprises ?
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Il est dans I'esprit
du temps de croire
que n’'importe quel

fait, aussi suspect
qu'il soit, vaut plus

que n'importe

quel exercice
d'imagination, aussi
vrai qu'il soit.

Gore Vidal

Monsieur Leplat,
un étre de dimension 2

vivant dans un univers plat,
peut-il nous aider a imaginer

un univers de dimension 4?7

Imaginons I'univers de Monsieur Leplat.
Sa Terre est une ligne droite. Sa peau n'est
pas une surface, mais une courbe fermeée.
Un explorateur de notre univers nous a fait
parvenir une photo qu'il a prise de monsieur
Leplat et sa femme (figure 1). Cette photo
n'est pas une projection 2D de notre monde,
il montre le monde plat tel qu'il est. Nous
pouvons voir l'intérieur de madame Leplat,
mais son mari ne le peut pas. C'est parce que
nous percevons en trois dimensions que nous
pouvons voir l'intérieur de ces personnages.

Copyright © Wieslaw Krawcewicz

Figure 1 : Monsieur et madame Leplat sur la
Terre linéaire.

Vivre en dimension

Le déplacement dans ce monde souléve
quelques problemes techniques. Si mon-
sieur Leplat veut passer a droite de madame
Leplat, il doit sauter par dessus elle.

Copyright © Wieslaw Krawcewicz

Figure 2 : Le systeme digestif de madame
Leplat ne peut étre un tube comme le nétre car
elle serait divisée en deux parties.

L'anatomie de madame Leplat est particu-
licre. Son systéme digestif ne peut étre un
tube comme le notre parce que cela la divise-
rait en deux parties séparées (figure 2) (en
mathématiques on les appellera des com-
posantes connexes). On peut deviner que
madame Leplat digére plutdt comme une
bactérie (figure 3).
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Figure 3 : Madame Leplat digere plutét
comme une bactérie.

Peut-étre quelques étres supérieurs en 4D
peuvent-ils voir a l'intérieur de nous sans
utiliser les rayons-X et peuvent-ils en sortir
une tumeur sans chirurgie. Ainsi les concepts
tels que l'intérieur, I'extérieur et la frontiere
sont relatifs a l'espace dans lequel notre
Monde est immergé.

Donnons une signification mathématique
a cette discussion. Supposons qu'un prison-
nier soit gardé au point P = (0; 0) dans R?,
un monde de dimension 2 dont les points
sont notés par les coordonnées cartésiennes
(x;y). La cellule du prisonnier est limitée par
le cercle ST donné par I'équation :

Xty =1
S'il n'y a pas de trous dans la circonférence

du cercle, il n'y a aucune facon de s'enfuir et
d'aller, par exemple au point Q = (2; 0).

Ce fait est intuitivement acceptable mais
difficile a démontrer, il s'agit du célébre
théoréeme de la courbe fermée de Jordan.
Tout change si le plan est immergé dans R?,
I'espace de dimension 3, dont les points sont
notés par les coordonnées cartésiennes (x; y; 2).
L'univers 2D est alors donné par I'équation
z = 0. La position du prisonnier est mainte-
nant P=(0; 0; 0), la frontiére de sa cellule 2D
est le cercle donné par la paire d'équations :
X+ =1
z=0
et le point de destination est alors Q = (2; 0; 0).

En utilisant la dimension supplémentaire,
le prisonnier peut maintenant sortir de la
cellule en sautant par dessus le cercle. Une
des trajectoires possibles est donnée par :

x=1
y=0
z=12-19
ou t =0 est le temps du départ et t = 2 est
le temps d'arrivée a Q (figure 4a).
Nous allons maintenant augmenter la dimen-
sion pour situer cette histoire dans notre monde
3D. Considérons le point P = (0; 0; 0) dans la
cellule limitée par la surface de la forme d'un bal-
lon appelée sphere %, donnée par I'équation :
Xy +z22=1.

Considérons le point Q= (2;0; 0) a I'extérieur
de la sphere. A nouveau, il n'y a aucune fagon
pour que le prisonnier en Ppuisse se déplacer
jusqu'au point Q sans percer la sphere.

Ajoutons donc une dimension supplémen-
taire. Les points de R* sont de la forme
vz u)et:
P=(0;0;0;0) et Q= (2;0;0;0).
Dans R*% notre espace 3D est donné par
I'tquation u=0 et la sphére dimensionnelle
S? limitant la cellule est donnée par les
équations :
X+yr+22=1
u=0.
En passant par la quatriéme dimension, le
prisonnier peut s'échapper de la cellule sans
la percer (figure 4b). Sa trajectoire est :

t
0
=0

u=t2-1.

X
y
z

Figure 4 a

La cellule de
dimension 2

et une trajectoire
d’évasion dans R3.

Figure 4 b
L’analogie dans R*.

Une version de cet
article est parue
dans II in the Sky,
décembre 2001.
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Commotion

dans le monde scientifique

lorateur spatial Platellan est de retouf.

Le célebre exp

Parti il y a quinze ans pour un voyage d’exploration qui

‘ devait le mener aux confins de P univers, il a voyagé

dans la méme i es années. Quelle

ne fut pas sa surprise Jorsqu’il a constaté qu’il était reve-
@) nu sur Terre sans avoir fait demi-tour. Tous les plastro-
nomes réunis en congres ont tenté d’expliquer c€ phé-
nomene. La théorie retenue lors de ce congres est celle
du professeur Platilei. Selon cette théorie, notre Univers

ille sur un énorme « ballon ». Un ballon

serait une mat
les mémes caractéristiques qu’un

serait un objet ayant
cercle mais possédant une dimension de plus.

Les mathématiciens n’ont pas tardé a mettre cette
théorie en équation. Ce ballon, auquel ils ont donné le
nom de « sphere » et qu’ils désignent par S serait
décrit par 1’équation :
2+ e+ = R?

ou R est le rayon de la sphere (figure 1).

J0CT g
TMCIS10T

Un vai :
vaisseau spatlczvl est envoyé de la Terre dans l'espac

- 1 e

e T ’.et il voyage a une vitesse constante

qu'il revient un jour au point de départ;

Quelle est sa trajectoire?

Copyright © Wieslaw Krawcewicz

Figur . .
mg/‘//ee d;ns. La terre circulaire plate est un
croyait VOyagg/,j e%n;ivge;:g ;Phérique, P/ate//aﬁ
étai G2 roite. S 1 i
tait en réalité un grand cercle sur ‘76 2;:rg//7&’(;:[1‘80/re

:..'Unlvers plo.ur.rait étre un tore T3 de dimen-
;)):151 351def|n| . comme produit cartésien
rappozaucieutrgt@ copies du cercle unitaire par
= e unie. et Is pare du ian
R? cliécrite par |'équation x? +P;2r2€1 I(i:r fin
Iozg|e,2|e tore T3 est une partie dé I'es ac_
R?xR?xR? = Ré de dimension 6. -
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La forrge de I'univers

Sphere ou beignet?

Plusieurs scientifi

univers pourrait
3 dans R* donnée

ol R est le rayon de ]a Sphére.
Témise en question ay cours des

1ques considerent que notre
Ctre une sphere 3 de dimensjon
par I’équation -
J62+y2+22+142=1\’2

Cette théorie a étg
derniéreg années,

1 1° . .. Q) Figure 3 :
- Si I’Univer S est limité, %4 \@.“)ﬁ“ \'l"““r)/& Le carré est enroulé
S pour i A . | pour former un
pourquoi doit-il étre sphérique ? (0; 2m) : cylindre. Celui-ci
: ! est étiré et enroule,
Plusi 1 ses extrémités sont
. . : 56
/s1f3urs scientifiques adhérent 3 une ! ﬁ’é”f(ffepour former
théorie selon laguelje |- i ' '
d ) quelle ’univers aurait lag f :
un belgnet appele t orme 1
d i ore. Une sonde spar 1 '
evrait €tre envoyée prochainem patiale i >
. e
selon une trajectoire précise o n/t fjans Pespace (0;0) (m;0) (2m; 0) X
t€ de cette théorie. pour verifier Ia validi-
On peut éviter de parler de dimensions si \ “, OO
grandes en imaginant que la droite R est (
enroulée sur le cercle S' (figure 2). Puisque (0; 0) (: 0) (2m: 0)
le cercle de rayon 1 a une circonférence de ~(0; 2m) ~mom)  ~(2m; 2m)
2w radians, les nombres réels a intervalle 21 (:0)

sont identifiés I'un avec l'autre. Deux voya-
geurs sur la droite réelle, I'un en x et l'autre
en x', sont au méme endroit si :

X—x'=2m

On peut procéder de facon analogue pour le
tore T3. Considérons une feuille carrée cons-
tituée d'une membrane élastique et dont les (m: 0)
cotés sont de longueur 27 radians. On peut

rouler cette feuille pour en joindre les cotés

et former un cylindre. En étirant ce cylindre, / \

on peut en joindre les extrémités (figure 3).

L'image de I'axe OX est marqué par le cercle
horizontal et celui de OY par le cercle vertical. X

(0;0)

(2m; 0)

1 1 1
2n 4T 6T
Figure 2 : [ a droite enroulée sur le cercle.

\

R
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En supposant que l'univers soit un tore,
dans quelle direction doit-on lancer un vais-
seau spatial pour qu'il revienne a son point
de départ en conservant toujours la méme
direction?

Supposons que le point de départ soit (0; 0)
et que I'équation de la trajectoire soit :

Gy =ty =(tu,; tl)y).
Si v = (1;0) alors la trajectoire est le cercle
horizontal sur le tore de la figure 2.

Si v =(0; 1), la trajectoire est le cercle verti-
cal sur le tore de la figure 2.

Si v = (1; 2), la trajectoire passe au point
(rt; 2m) sur le coté supérieur du carré qui est
identifié avec le point (rt; 0) sur le c6té inférieur.

En continuant dans la méme direction, on
passe par le point (27; 21t) ~ (0; 0) apreés avoir
fait deux tours, donc on arrive au point de
départ (figure 4).

Nous laissons a titre d'exercice d'identifier
la trajectoire correspondant a la vitesse
v = (3; 2) et de déterminer le temps néces-
saire pour arriver au point de départ.

On peut aussi vérifier que la vitesse
v =(1;2/3) donne la méme trajectoire
que la vitesse v = (3; 2), mais que le temps
d'arrivée est triplé.

Il semble alors que la forme d'une tra-
jectoire dépend seulement du rapport
v Ju, (représentant la tangente de I'angle
d'inclinaison de la droite dans le carre).

Si ce nombre est rationnel, c'est-a-dire,
s'il est une fraction de deux nombres entiers
mfn, il semble qu'on revient au point de
départ. Cependant, si m et n sont relative-
ment premiers, plus I'écart est grand entre m
et n, plus le temps de retour est long et plus
la trajectoire est dense sur le tore, dans le
sens qu'elle passe proche de chaque point du
tore. Que se passe-t-il siv /v, estun nombre

irrationnel, par exemple \/E?

. f),@ ) ’L&
o

(0; 2m)

0.0 (o) @m0 X
(m; 0)

(0;0)

Figure 4 :La trajectoire correspondante a la
vitesse (2,1).

Le théoréme ci-aprés conduit a certaines
réflexions  troublantes concernant nos
perspectives de voyager dans un univers
toroidal et de revenir un jour sur la Terre.
Le choix du vecteur de vitesse est soumis
aux erreurs numériques donc nous n‘avons
pas le pouvoir de choisir notre o d'une facon
exacte. On sait que I'ensemble des nombres
rationnels est dénombrable et I'ensemble des
nombres irrationnels ne I'est pas. Dans un
sens, il y a beaucoup plus de nombres irra-
tionnels que de rationnels. La probabilité
qu'un nombre choisi au hasard sur la droite
réelle soit rationnel est zéro ; la probabilité
que ce soit un irrationnel est 1. Par con-
séquent, en partant dans un vaisseau comme
décrit dans I'exemple, la probabilité qu'on
revienne au point de départ est nulle. Est-ce
que cela semble déprimant? Peut-étre, mais
d'un autre coté, la conclusion b du théoréeme
1 implique que la probabilité qu'on revienne
éventuellement a € prés du point de notre
départ est 111l s'agit donc de choisir € a la
mesure de notre tolérance a I'erreur et d'étre
patient parce que ce retour peut prendre
beaucoup de temps.



Théoréeme

Soitat =", /v,.
a) Le vaisseau revient au point de départ en
un temps fini si et seulement si oc € Q.

b) Si oo € Q alors sa trajectoire est dense
dans T2, dans le sens que pour tout point
(x5 ¥p) dans le tore et tout € > 0, la
trajectoire passe a € pres de (x,; ).

Démonstration :

Vu que seul le ratio o est important pour la

forme de la trajectoire, nous pouvons simpli-

fier les calculs en supposant que v, = 1, donc

v =(1; o).

a) L'hypothésequelevaisseaurevientau point
de départen un temps t> 0 est équivalente
a dire que (x(t); y(t) = (t;, to) ~ (0; 0).
Ceci veut dire qu'il existe des nombres
entiers m et n tels que :

x(t)=t=2nmet y(t) = ta. = 2mm.
Etant donné que t = 0, on peut substituer
t dans la derniére équation et on obtient
2nmo = 2mm, équivaut a oo = m/n € Q.
b) Soit (x; y) un point donné. Vu que v, = 1,
la coordonnée x(t) prend la valeur x; un
nombre infini de fois aux temps :

t = Xy Xyt2T, Xy+4T, X)+67, ....

Donc, il suffit de montrer que la coordon-
née y(t) de la trajectoire se trouve a € pres
du point y, sur le cercle S dans un temps
donne par t, = X, +2km pour un certain
entier k. Soit :

0, = y(t) = x,00 + 2kmar.

k=0,1,2,3,..0nveut montrer |'existence
de k tel que O, se trouve dans un arc :

A = (y,-€; y,+€) du cercle.
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La longueur de l'arc A est 2e radians
(voir la figure 5 a gauche). Notons que la
longueur d'arc entre deux angles consécu-
tifs de la suite de 6, est 6,,, - 6, = 2nox
modulo 2r et elle ne dépend pas de k. Par a,
lasuite 0,,0,,0,,...estinfinie, donc les arcs
[6,; ©,,,] doivent couvrir tout le cercle et
I'un de ces arcs doit rencontrer A.

Cas 1:2mo < 2¢

Dans ce cas, l'arc [8,; ©,,,] qui intersecte
A est plus court que A donc 'un de ces
points limites, 8, ou 6, , doit étre dans A.

Cas 2 : 2moL > 2¢

Dans ce cas, il se peut que l'arc [6,; 6, ,]
qui intersecte A contienne A dans son
intérieur, donc ni @, ni O, , ne sontdans A.
Cependant, pour un entier nsuffisamment
grand, 2it/n < 2e.Vu que le cercle peut étre
couvert par narcs de longueur 21/n et que
la suite de 6, est infinie, il existe ou moins
deux indices j > i tels que 6, et 6, se trou-
vent dans le méme arc de longueur 2mt/n.
Soit B < 2mt/n la longueur de l'arc le plus
court qui joint 6, et Gj (voir la figure 5 a
droite). Alors :
Gj—9,=[3+ 2mm ~ B,

ou m est un entier. Nous remplagons la
suite originale de 0, par sa sous-suite

Y= Ok = kB + 2mm ~ kB.
La suite y, a la propriété
Yee1 = Ve~ B < 2m/n < 2¢;
donc les argument du Cas 1 montrent

I'existence de k tel quey, = Gk(j_,] se trouve
dans l'arc A.

Figure 5 :
Les arcs discutés

dans le théoréme :

Cas 1 a gauche
et cas 2 a droite.
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Au cceur des mathématiques

et de la poésie, le méme projet :
traiter des idées.

La rigueur et les régles

qu'elles s'imposent déterminent

de nouveaux espaces pour imaginet,
décrire, comprendre et créer.

France Caron
Université de Montréal

A la recherch
de I'ideal

Parmi les rapprochements qui se sont
opérés, plus ou moins spontanément, entre
les mathématiques et les autres disciplines,
I'association des mathématiques avec la

poésie peut surprendre a priori mais elle n'est
certes pas nouvelle.

Notons d'abord, avec le développement de
la poésie classique, la volonté séculaire de
créer des motifs, tant sur le plan rythmique
(longueur des vers et des strophes) que sur
le plan sonore (rimes, allitérations, etc.).
Cet attachement aux motifs, qui rejoint
I'¢tude des structures en mathématiques et
qu'on retrouve également en arts visuels,
en architecture et en musique, se traduit en
contraintes qui conditionnent l'espace de
création et contribuent a conférer a I'ceuvre
son rythme, son équilibre et sa cohérence.

Jones, Owen L . .
Reproduction d'une mosaique de I'Alhambra La I.ongewte du.sonnet, av.ec ses réglles parti-
1842, St. Louis Public Library culierement strictes, depuis ses origines dans

I'ltalie du treizieme siecle jusqu'a l'utilisation




qui en est encore faite de nos jours, témoigne
avec ¢éloquence a la fois de cet attrait pour
I'équilibre de la forme, qui parait traverser les
modes et les contrées, et de I'inépuisable force
créatrice qu'engendrent les contraintes.

Un intérét marqué pour la structure et la for-
malisation en reégles des contraintes en poésie
a amené un mathématicien comme Jacques
Roubaud et d'autres membres de I'OuliPo’
a dégager et a décrire les regles formelles
sous-tendant I'¢laboration d'anciens poemes,
puis a appliquer ces regles et a en inventer
de nouvelles dans la production d'ceuvres
originales. Les travaux de ce groupe ont
permis de théoriser une «esthétique de la

A la recherche de I'idéal | France Caron ¢ Université de Montréal

contrainte », avec ses possibilités et ses lim-
ites, dans laquelle pourraient se reconnaitre
bon nombre de mathématiciens qui ont sou-
vent fait valoir la beauté de leur discipline, en
partie attribuable a son austére perfection :

1. OUvroir de Llittérature POtentielle: groupe de mathémati-
ciens et poétes, incluant Raymond Queneau et Georges
Perec. Fondé en 1960 et considéré comme un laboratoire
de structure littéraire, ce groupe a produit des ceuvres
étonnantes. Notamment les Cent mille milliards de
poemes de Queneau, dans un recueil dont la facture
(10 pages découpées en 14 languettes, une pour chacun
des vers d'un sonnet) permet effectivement de générer
10"* poemes.

Suzor-Coté,
Marc-Aureéle
de Foy

Soleil couchant
1922

Musée

de la Civilisation,
Collection

du séminaire
de Québec.
Pierre Soulard,
photographe.
No.1991.29
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Kandinsky, Wassily
Jaune, rouge, bleu
1925

Mathematics, rightly viewed, possesses not
only truth, but supreme beauty - a beauty
cold and austere, like that of sculpture,
without appeal to any part of our weaker
nature, without the gorgeous trappings of
painting or music, yet sublimely pure, and
capable of a stern perfection such as only
the greatest art can show...

Bertrand Russell
Principia Mathematica, 1910

L'intégration aux régles de construction
poétique de principes combinatoires et sto-
chastiques, qui respectent la syntaxe mais se
permettent, par des combinaisons aléatoires
générées par ordinateur, des libertés avec
la sémantique, a donné lieu plus tard, avec
I'Alamo? notamment, a des productions qui
se rapprochent étonnamment des ceuvres
associées a la poésie surréaliste.

Au-dela de I'¢tude mathématique des regles
en poésie, il convient de souligner ensuite
les quelques cas ou les mathématiques ou
certains de leurs objets se sont substitués a la
rose de Ronsard pour devenir de fagon explic-
ite I'objet chanté par le poéte. Eugene Guil-
levic (1907-1997) est un des représentants
les plus accomplis de ce choix thématique.
A travers ses Euclidiennes, il fait s'exprimer
dans un style particulierement économique
différents objets et figures géométriques
(triangles, quadrilatéres, lignes paralléles,
perpendiculaires, ...), comme lillustrent les
poemes Rectangle et Paralléles.

Rectangle

J'ai fermé I'angle droit
Qui souffrait d'étre ouvert
En grand sur I'aventure.
Je suis une demeure

Ou réver est de droit.

Paralleles

On va, I'espace est grand
On se cotoie,

On veut parler.

Mais ce qu'on se raconte
L'autre le sait déja,

Car depuis l'origine
Effacée, oubliée,

C'est la méme aventure.
En réve on se rencontre,
On s'aime, on se complete.
On ne va pas plus loin
Que dans l'autre et dans soi.

Ce quiséduitdans ces poemes est |'attribution
de réflexions a des objets géométriques.
Tout en contribuant a rendre ces objets plus
« humains», ce procédé de personnifica-
tion permet de montrer la logique de leurs
«actions » (ou méme de leurs « sentiments »),
en les liant directement a leurs propriétés
intrinséques. Cela fait de ces objets mathé-
matiques des représentations simplifiées
de certains traits de caractére humains et
offre de nouvelles voies pour en explorer la
cohérence.

En fait, comme I'avancait Buchanan® deés 1929,
«la poésie et la mathématique constituent
deux tentatives particulierement réussies de
traiter des idées». Si les deux recherchent
rigueur et précision dans I'expression et
choisissent de se doter de contraintes qui
leur permettent d'atteindre cette rigueur,
cela n'en fait pas moins deux disciplines qui
mettent l'imagination au service de la créa-
tion d'un univers qui n'a pas toujours a se

2. Atelier de Littérature Assistée par la Mathématique
et I'Ordinateur : groupe créé en 1981
par Jacques Roubaud et Paul Braffort.

3. Cité par Braffort (1999).



rapporter fidelement a une réalité objective.
Et quand un lien avec une telle réalité existe,
il donne souvent lieu, autant en mathéma-
tiques qu'en poésie, a une représentation
épurée, idéalisée de cette réalité, ramenée a
I'essentiel, a I'essence des choses.

Cette idéalisation de la réalité a été au centre
du mouvement symboliste (voir p.40-44,
L'espace et le temps dans la poésie symbo-
liste). S'efforcant de dépasser les limites de la
réalité observable, les poétes du symbolisme
cherchent a exprimer la part spirituelle de
I'etre humain, en utilisant les éléments tangi-
bles de la réalité comme symboles (ou reflets
imparfaits) d'une réalité intérieure ou trans-
cendante. On fait donc souvent usage de
I'analogie pour exprimer une idée abstraite
en s'appuyant sur des réalités concretes. La
lecture des poemes associés a ce mouvement
exige en quelque sorte de procéder a une
modélisation mathématique pour abstraire,
a partir des réalités concretes évoquées,
les idées transférables a une réalité moins
tangible, véritable paysage ou se meut le
poéte et pour qui le monde extérieur n'a
qu'une valeur accessoire.

La sensibilité particuliére des symbolistes
en a conduit plusieurs a se sentir mésadaptés
au monde extérieur. Charles Baudelaire
(1821-1867) I'a magnifiquement évoqué
dans L'albatros, ou aprés avoir décrit com-
ment cet oiseau, pourtant si majestueux
dans le ciel, parait si gauche sur le pont d'un
bateau, il conclut :

Le Poéte est semblable au prince des nuées
Qui hante la tempéte et se rit de l'archer;
Exilé sur le sol au milieu des huées,
Ses ailes de géant I'empéchent de marcher.

Le salut du poéte pourrait venir de sa capacité
a partager sa sensibilité avec autrui, a utiliser
au sol ses ailes de géant pour pointer le ciel
et raconter ce qu'on y voit. C'est le conseil
que semblait prodiguer Saint-Denys Garneau
lorsqu'il a écrit :

A la recherche de I'idéal | France Caron ¢ Université de Montréal

Quant a toi

Quant a toi dépasse la tour,

Allonge la main au faite de la tour

Et fais signe a ceux qui n‘ont pas de vue au-dedans.
Fais ce silence et parle ces signes

Afin qu'on sache qu'il est des choses dans la tour
Que la-dedans vit quelque chose qu'on ne voit pas
Mais existe, une perle précieuse.

Pareille invitation pourrait étre adressée
a tous ceux qui développent, utilisent,
enseignent ou tout simplement aiment les
mathématiques. Parlons des mathématiques,
parlons avec les mathématiques, faisons-les
mieux connaitre. Et allons au-dela de la sim-
ple vulgarisation. N'ayons pas peur de percer
de nouvelles fenétres a la tour, d'en ouvrir
les portes et de multiplier les escaliers. Méme
plus accessible, la perle n'en sera pas moins
précieuse.

Vermeer, Jan
Jeune fille a la perle
1662

Copyright © Nicolas Pioche/ Web Museum
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Redon, Odilon
Nuages fleuris
1903

Une des visées fondamentales avec le sym-
bolisme, aussi bien en arts qu'en poésie, aura
été de rendre compte de l'invisible et de
I'indicible. Les notions d'espace et de temps,
qui contraignent l'existence et participent
aux états d'ame, ont ainsi été savamment
explorées par les poetes de ce mouvement.
Comme il s'agit de notions qui ont aussi
marqué I'évolution des mathématiques,
il n'est pas étonnant de pouvoir repérer des
liens entre les images et les métaphores utili-
sées et certains concepts mathématiques.

Dans sa quéte d'absolu, le poéte québécois
Hector de Saint-Denys Garneau (1912-1943)
peut étre associé au mouvement symboliste.
Le poéme suivant, publié¢ en 1937 dans le
recueil Regards et jeux dans I'espace (dont
le titre annonce déja une certaine couleur
mathématique), parait donner des indices sur
la facon dont il vivait cette quéte :

L’espace et le temps
dans la poesie symboliste

C'est la sans appui

Copyright © Nicolas Pioche/ Web Museum

Je ne suis pas bien du tout assis sur cette chaise

Et mon pire malaise est un fauteuil ot I'on reste

Immanquablement je m'endors et j'y meurs.

Mais laissez-moi traverser le torrent sur les roches

Par bonds quitter cette chose pour celle-la

Je trouve I'équilibre impondérable entre les deux

C'est la sans appui que je me repose.




Rejetant la stabilité et la monotonie qui
viendraient avec l'acceptation d'un destin,
d'un ordre établi, de vérités toutes faites
et autres chaises et fauteuils, il recherche
activement le mouvement, mieux, les dis-
continuités. Cela conduit-il & une trajectoire
incohérente? Pas nécessairement. Le bond
ne constitue pas une discontinuité de la tra-
jectoire (on ne disparait pas pour apparaitre
ailleurs), mais bien de ses dérivées, lesquelles
ne sont pas réduites a zéro comme avec les
fonctions monotones. On change brusque-
ment de direction, de vitesse, d'accélération,
et cela peut étre pour mieux avancer. Car la
beauté du bond tient au fait que le change-
ment d'accélération initial origine d'une
impulsion interne au sujet. Celui-ci n'a pas
seulement changé de direction, il I'a choisie.
Et c'est cette possibilité de choix qui permet
de se libérer d'un déterminisme aveugle, de
s'adapter pour traverser les torrents, qui pro-
cure chez Saint-Denys Garneau ce sentiment
d'équilibre, cette paix intérieure.

Avec le poéme Autrefois, issu du méme
recueil, Saint-Denys Garneau décrit I'évolu-
tion de sa démarche créatrice, et cette
description, de nature presque graphique,
emprunte aux mathématiquesetalaphysique
de facon si explicite, que la modélisation, au
lieu d'étre « laissée en exercice au lecteur »,
est entierement assumeée par l'auteur.

Autrefois

Autrefois j'ai fait des poemes
Qui contenaient tout le rayon

Du centre @ la périphérie et au-deld

Comme s'il n'y avait pas de périphérie mais le centre seul

Et comme si j'étais le soleil : a I'entour I'espace illimité

C'est qu'on prend de I'¢lan a jaillir tout au long du rayon

C'est qu'on acquiert une prodigieuse vitesse de bolide

Quelle attraction centrale peut alors empécher qu'on s'échappe
Quel déme de firmament concave qu'on le perce

Quand on a cet élan pour éclater dans I'Au-dela.

Mais on apprend que la terre n'est pas plate

Mais une sphere et que le centre n'est pas au milieu

Mais au centre

Et I'on apprend la longueur du rayon ce chemin trop parcouru
Et I'on connait bientdt la surface

Du globe tout mesuré inspecté arpenté vieux sentier

Tout battu

Alors la pauvre tdche

De pousser le périmétre @ sa limite

Dans I'espoir a la surface du globe d'une fissure,
Dans I'espoir et d'un éclatement des bornes

Par quoi retrouver libre I'air et la lumieére.

Hélas tantét désespoir
L'¢lan de I'entier rayon devenu

Ce point mort sur la surface.

Tel un homme

Sur le chemin trop court par la crainte du port
Raccourcit I'enjambée et s‘attarde a venir

Il me faut devenir subtil

Afin de, divisant a l'infini I'infime distance

De la corde a l'arc,

Créer par ingéniosité un espace analogue o I'Au-deld
Et trouver dans ce réduit matiére

Pour vivre et l'art.

Espace, temps et symbolisme | France Caron ¢ Université de Montréal
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Le littoral dentelé
de la Bretagne

Aprés avoir voulu tout expliquer et s'étre
laissé €tourdir par une force qui semblait
vouloir le propulser a I'infini, lui ouvrir I'acces
a l'absolu cherché par le point de vue unique
qu'il aurait de si haut et qui lui permettrait de
toutenglober,ila dd reconnaitre les limites du
domaine qu'il lui était possible d'embrasser.
C'est donc en se réfugiant plutoét dans les
infinies subdivisions du fini, en décortiquant
jusqu'a l'infiniment petit le détail de ce qui
semblait connu, en tirant parti de la densité
de cet espace ou nous vivons, qu'il a cherché
plus tard a se rapprocher de I'essentiel des
choses pour pouvoir en témoigner.

Il est par ailleurs intéressant de noter qu'en
«raccourcissant I'enjambée » sur certaines
courbes, en s'approchant du détail du
contour, on peut effectivement augmenter
«a volonté » la distance parcourue. Comme
I'a prouvé Benoit Mandelbrot, des courbes
de nature fractale (voir 'article de J. Lajoie,
p. 24), situées dans un espace fini mais avec
une indétermination du plan tangent en tout
point de leur contour (ou pour la plupart de
ces points), ont une longueur infinie. Bien
avant Mandelbrot, qui lui rendit plus tard
hommage, le physicien francais Jean Perrin
avait donné en 1913 une trés belle descrip-
tion de ces courbes, en les illustrant avec
le littoral de la Bretagne, au profil dentelé
fait de multiples échancrures.

A toute échelle, on soupconne, sans les voir
tout a fait bien, des détails qui empéchent
absolument de fixer une tangente.

A propos d'autres objets réels, il précisait que :

Sion prend une loupe, un microscope,
l'incertitude reste aussi grande, car chaque
fois qu'on augmente le grossissement, on
voit apparaitre des anfractuosités nouvelles.

Tout comme l'espace, le temps aura été pour
les poétes une autre source de fascination, de
frustration ou méme d'angoisse. Quand, avec
Le lac, le romantique Lamartine (1790-1869)

demandait au temps, par la voix de I'étre
aimé, de suspendre son vol, ce n'était pas tant
pour qu'il s'arréte mais pour que se prolonge
(« je demande en vain quelques moments
encore») la perfection de «ces moments
d'ivresse, ou l'amour a longs flots nous
verse le bonheur ». Avec Le Pont Mirabeau,
Guillaume Apollinaire (1880-1918) renonce
au lac «que le temps €épargne », et accepte,
a travers la Seine, l'inéluctable passage du
temps. Le fleuve n'échappe pas au temps;
il l'incarne, dans toute sa continuité et
son irréversible mouvement.. a quelques
turbulences pres, pourrions-nous ajouter.

Le Pont Mirabeau

Sous le pont Mirabeau coule la Seine
Et nos amours

Faut-il qu'il m’en souvienne

La joie venait toujours aprés la peine

Vienne la nuit sonne ['heure

Les jours s'en vont je demeure

Les mains dans les mains restons face a face
Tandis que sous

Le pont de nos bras passe

Des éternels regards I'onde si lasse

Vienne la nuit sonne ['heure

Les jours s'en vont je demeure

L'amour s'en va comme cette eau courante
L'amour s'en va

Comme la vie est lente

Et comme I'Espérance est violente

Vienne la nuit sonne ['heure

Les jours s'en vont je demeure

Passent les jours et passent les semaines
Ni temps passé
Ni les amours reviennent

Sous le pont Mirabeau coule la Seine

Vienne la nuit sonne I'heure

Les jours s'en vont je demeure



L'évocation du temps qui passe et coule
inéluctablement,  indépendamment  des
étres qu'il conditionne, parait rejoindre la
définition objective donnée par Newton :
« Le temps absolu, vrai et mathématique, qui
est sans relation @ quoi que ce soit d'exté-
rieur, en lui-méme et de par sa nature, coule
uniformément ». Mais la représentation qu'on
s'en fait comporte sa part d'arbitraire.

D'abord, le choix des unités qui marquent
la mesure du temps : les jours, les nuits, les
semaines, les heures. D'un temps continu qui
coule et s'échappe, comme I'amour et I'eau
courante, nous passons a un temps discré-
tisé, marqué par des événements ponctuels,
réguliers, fréquents et périodiques : la venue
de la nuit, I'neure qui sonne. Le rythme du
poéme accentue cette rupture: entre les
strophes qui coulent avec générosité pour
parler de I'amour, de la vie, des souvenirs, de
I'espérance, ou le nombre de pieds par vers
correspond a la suite {10, 4, 6, 10}, s'insére
un court refrain de deux vers {7, 7}, avec une
forte césure aprés le quatrieme pied pour
chacun de ces vers : c'est la suite {4, 3, 4, 3}
qu'on entend. Avec une telle cadence, aussi
fortement marquée, le pendule du réveur est
vite remis a I'heure.

Espace, temps et symbolisme | France Caron ¢ Université de Montréal

Cette discrétisation du temps ne peut rendre
compte fidelement du mouvement incessant.
Mais elle pourrait suffire a faire ressortir
I'alternance des émotions : «la joie venait
toujours aprés la peine ». Pourtant, si l'on
cherche a dessiner la représentation qu'on
se fait de cette phrase, on tombe presque
invariablement sur une fonction continue,
sinusoidale, soit la derniere des quatre repré-
sentations ci-contre, pourtant toutes appli-
cables en principe.

Pourquoi en est-il ainsi 7 Une explication
pourrait étre liée a la souplesse de cette
courbe, qui lui vient non seulement de la
continuité de la fonction qu'elle représente,
mais aussi de la continuité de ses dérivées
premiére, seconde, etc. En optant pour une
telle continuité dans la représentation, il
semble qu'on se soit convaincu, ou qu'on
préfere croire, que jusque dans les joies et les
peines qu'elle nous offre, « la vie est un long
fleuve tranquille »...
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Gris , Juan
Portrait de Picasso
1912

Ensuite, comme autre élément arbitraire, il
y a le choix du référentiel. On ne dit pas ici
que I'homme vieillit, se déplace ou évolue en
fonction du temps ; il « demeure », et c'est le
temps qui « passe » et « s'en va». Cela pour-
rait suggérer une possible filiation entre ce
poéme, paru en 1913, et la théorie de la rela-
tivité restreinte d'Einstein, publiée en 1905.
L'hypothese parait d'autant plus séduisante
qu'Apollinaire était un fervent adepte du
mouvement cubiste en peinture, avec Braque
et Picasso pour phares, et que ces peintres se
seraient inspirés, a-t-on déja dit, des travaux
d'Einstein pour privilégier la multiplicité et
la simultanéité des points de vue dans leurs
représentations.

Mais il convient ici d'étre prudent. S'il est
vrai qu'Apollinaire et certains cubistes se sont
plus a cautionner leur démarche en réfé-
rant a une « quatrieme dimension » ou aux
«géomeétries non-euclidiennes », il n'y avait
peut-étre la qu'une utilisation trés libre d'un
vocabulaire qui paraissait affranchir des

conventions du passé et ouvrir de nouvelles
possibilités d'exploration et de création.

Par sa facon d'utiliser le réel pour évoquer
I'abstrait, niveau ou se situe |'essentiel de ses
préoccupations, Apollinaire s'inscrivait dans
la tradition symboliste. Mais en se permettant
un regard différent sur les choses, il annon-
cait déja le surréalisme; avec ce nouveau
mouvement, les artistes ont refusé de se plier
aux contraintes du monde visible et ont fait
le pari de contribuer a « changer la vie» en
mettant a I'avant-scene les seules images qui
leur viennent de leur pensée, de leurs réves
ou de leur imagination. On pourrait envis-
ager un parallele entre ce choix artistique et
le développement récent de certains champs
mathématiques, qui évoluent d'eux-mémes
sans la nécessité a priori d'un rapport a la
réalité. Cela n'empéche pas toutefois que ces
développements, souvent percus comme tres
abstraits, receélent bien souvent l'outil con-
ceptuel idéal pour résoudre un probléme qui
émergera d'une réalité future.

Que ce soit en art, en littérature ou en
science, les évolutions ont toujours été faites
de continuité et de ruptures. Les liens qu'il
est possible d'établir entre certaines de ces
évolutions témoignent bien de l'intérét qu'il
y a a croiser les regards disciplinaires pour
explorer et interpréter, autant le monde
qui nous entoure que les manifestations
culturellesquiendécoulent. On multiplie ainsi
les possibilités de comprendre, d'imaginer,
d'agir et de créer.



La sensibilité mathematique

de Victor Hugo

Y avait-il une sensibilité mathématique, plus
ou moins consciente, chez Victor Hugo? Des
extraits' de son ceuvre nous portent a croire
que tel était le cas.

Le plus spectaculaire d'entre eux est sans
doute ce passage des Misérables?, reproduit
ci-dessus, qui parait témoigner d'une éton-
nante intuition des systémes complexes et
des mathématiques du chaos, annongant
quelque cent ans avant le physicien Edward
Lorenz, et presque en termes équivalents,
I'idée de I'effet papillon, image emblématique
de l'extréme sensibilité des systémes chaotiques
aux conditions initiales.

1. Relevés par Braffort (1999).
2. Victor Hugo, Les Misérables (1862).

Quatrieme partie : L’idylle rue Plumet et I'épopée rue Saint-Denis;

Livre troisieme : La maison de la rue Plumet, IlI.

L'algébre s'applique aux nuages ; l'irradiation de l'astre profite d
la rose ;aucun penseur n‘oserait dire que le parfum de l'aubépine
est inutile aux constellations. Qui donc peut calculer le trajet d'une
molécule ? Que savons-nous si des créations de monde ne sont point
déterminées par des chutes de grains de sable 7 Qui donc connait les
flux et les reflux réciproques de I'infiniment grand et de I'infiniment
petit, le retentissement des causes dans les précipices de ['étre et
les avalanches de la création ? [...] Tous les oiseaux qui volent
ont a la patte le fil de I'infini. [...] Dans les vastes échanges
cosmiques, la vie universelle va et vient en quantités incon-
nues, roulant tout dans l'invisible mystére des effluves, [...]
rattachant le vol d'un insecte au mouvement de la terre,
subordonnant, qui sait 7 ne fat-ce que par ['identité
de la loi, I'évolution de la cométe dans le firmament
au tournoiement de l'infusoire dans la goutte d'eau.
Machine faite d'esprit. Engrenage énorme dont le pre-
mier moteur est le moucheron et dont la derniére roue

est le zodiaque.

En lisant cet extrait avec le recul dont nous
disposons aujourd'hui, nous pourrions bien
étre tentés de croire le poete et homme
d'Etat Léopold Sédar Senghor lorsqu'il disait
que « les mathématiques sont la poésie des
sciences ». Pourrions-nous aller jusqu'a envi-
sager qu'une sensibilité poétique puisse étre
le signe d'une disposition favorable envers
les mathématiques?

Victor Hugo et les mathématiques | France Caron ¢ Université de Montréal

Accromoth  \vol.1 « 6t - automne 2006

B
(3]



g Accronmoth  \vol.1 « 66 - automne 2006

Certes, Victor Hugo ne parait pas avoir gardé
un trés bon souvenir de ses cours d'algébre :

Pauvre oiseau qui heurtait
du crdne mes barreaux

On me livrait tout vif aux chiffres,
noirs bourreaux ;

On me faisait de force ingurgiter I'algébre ;

On me liait au fond d'un Boisbertrand
funébre ;

On me tordait depuis les ailes jusqu'au bec,
Sur l'affreux chevalet des X et des Y[...]P

Mais, comme en témoigne la suite du poéme,
il s'agit ici plutot de la dénonciation d'un
enseignement basé sur la contrainte que du
rejet du contenu enseigné :

Un jour, quand I'homme sera sage,
Lorsqu'on n'instruira plus les oiseaux
par la cage,

[-]

Alors, le jeune esprit et le jeune regard
Se leveront avec une clarté sereine
Vers la science auguste, aimable et souveraine.

Effacons donc les barreaux de la cage, comme
nous le conseillait sagement Prévertt et
tentons une nouvelle fois de rendre les
mathématiques « aimables » aux esprits libres
et poétiques. Pour montrer que, tout comme
la poésie, les mathématiques s'intéressent
aux idées et aux images, nous avons cherché
a «voir » un concept mathématique dans une
description poétique de Victor Hugo. Notre
regard s'est ainsi porté sur I'un de ses poémes
les plus émouvants, Demain, deés l'aube,
écriten 1847, dans lequel il s'adresse a sa fille
Léopoldine, décédée tragiquement par
noyade a I'dge de vingt-trois ans.

3. Victor Hugo, « A propos d’Horace » (1831),
Les Contemplations (71856), Livre premier : Aurore.

4. Jacques Prévert, « Pour faire le portrait d’un oiseau »,
Paroles (1945).

Demain, dés I'aube

Demain, dés l'aube, a I'heure ou blanchit
la campagne,
Je partirai. Vois-tu, je sais que tu m'attends.
J'irai par la forét, j'irai par la montagne.
Je ne puis demeurer loin de toi plus longtemps.

Je marcherai les yeux fixés sur mes pensées,

Sans rien voir au dehors, sans entendre
aucun bruit,

Seul, inconnu, le dos courbé, les mains croisées,

Triste, et le jour pour moi sera comme la nuit.

Je ne regarderai ni I'or du soir qui tombe,

Ni les voiles au loin descendant vers Harfleur,
Et quand j'arriverai, je mettrai sur ta tombe
Un bouquet de houx vert et de bruyére en fleur.

La seconde strophe, ou I'auteur se décrit dans
sa marche vers la tombe de sa fille, nous le
fait voir dans I'expression de I'insurmontable
chagrin ou l'a laissé le déces de celle qu'il
adorait. Les détails du dos courbé et des
mains croisées contribuent a faire sentir le
repli du pére sur sa douleur et ses souvenirs,
et a l'imaginer aveugle et sourd au reste du
monde. On peut voir dans cette image une
illustration tres forte du concept mathéma-
tique de convexité qui, en retour, conduit a
mieux apprécier toute la cohésion de cette
strophe.

Rappelons d'abord qu'un ensemble O est
convexe si et seulement si, quels que
soient deux points A et B appartenant a O, le
segment [AB] qui les joint est entiérement
inclus dans O.

En courbant le dos et en rapprochant les
bras pour croiser les mains, le pere adopte
une posture que nous pourrions qualifier
de «plus convexe» car «presque tous les
segments » reliant deux points de la figure y
sont entierement inclus. Dans cette posture,
I'auteur garde l'essentiel en lui, limitant son
ouverture au monde extérieur et I'emprise
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que celui-ci pourrait bien exercer. Ainsi, le
voyage est essentiellement intérieur, et le
jour peut bien ressembler a la nuit.

Denis Guedj, historien, romancier et vulga-
risateur des mathématiques, a déja écrit
que l'on peut exprimer beaucoup de choses
dans la «langue mathématique », mais on
ne peut pas y dire « je t'aime».° S'il semble
effectivement réducteur et méme absurde de
vouloir décrire avec la rigueur mathématique
la complexité des sentiments humains, il reste
que leurs manifestations ou leurs évocations
ont souvent été I'objet, avec les poétes du
romantisme notamment, de descriptions
fines a partir desquelles il devient possible
d'envisager des liens de parenté avec des
concepts mathématiques.

5. Denis Gued, La gratuité ne vaut plus rien, Seuil, 1997.

En fait, il n'est pas exagéré de dire que,
par la profonde introspection et le regard
sensible qu'elle met a contribution, la poésie,
au méme titre que l'analyse mathématique,
peut devenir un moyen de connaissance. La
mise en évidence des similitudes entre ces
deux démarches pourrait contribuer a rendre
plus humain le visage des mathématiques et
encourager les poetes en herbe a développer
un regard mathématique sur le monde.
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Soleil

Grand miroir
Petit miroir

GPS

Fonctionnement du sextant (p.2)

Le sextant est un instrument beaucoup plus
ancien que le GPS, utilisé principalement
en navigation. Il permet de mesurer I'angle
que fait le Soleil ou une étoile avec I'norizon.
Dans une telle mesure, de petites erreurs
d'angle peuvent signifier de grandes erreurs
dans le calcul de notre position et il faut
donc faire des mesures précises, ce qui
n‘est pas toujours facile lorsqu'on est sur
un navire ballotté par la houle. Le sextant
est composé d'un systeme de
deux miroirs comme a la figure
ci-contre et d'un oculaire par
lequel regarde I'observateur.
L'observateur change I'angle
entre les deux miroirs jusqu'a

Soleﬂ réfléchi
horizon

\v/ Observateur

ce qu'il voie le soleil réfléchi
exactemental'horizon. Montrer
que l'angle entre la direction
du Soleil et de sa réflexion a
I'norizon est le double de I'angle
entre les miroirs.

Positionnement

m”?’f’”’

Rocher 2

it
"

par angles de visée
(p-2)

Vous venez de découvrir une
carte a I'endos de laquelle, vous
T trouvez l'inscription :

Arbre | Angle entre ['arbre et le premier
rocher, 42°

Rocher 1

Angle entre les rochers 100°

Soupconnant qu'il s'agit de I'emplacement
d'un trésor, vous devez déterminer sur la
carte I'emplacement exact décrit par ces
données (dans un cercle, deux angles inscrits
interceptant le méme arc de circonférence
sont égaux).

Racines

Calcul de la moyenne (p.12)

Dans I'article de Frédéric Gourdeau, Yannick
et Annick peuvent extraire toutes les
racines. En utilisant leur méthode, trouver
une fraction qui donne la racine carrée de
2 exacte a la huitieme décimale.

Ensuite, en adaptant la méthode de Yannick
et Annick, calculer la racine cubique de 32
exacte a la quatrieme décimale.

Extraction dans un carré (p.16)

En représentant géométriquement la procé-
dure, extraire la racine carrée de 21.

Appliquer la « formule mésopotamienne »
pour trouver la racine carrée de 75 avec
quatre décimales exactes.

Codes

Controdle du clonage humain
(p.20)

En 2020, la pratique du clonage humain
s'est rapidement répandue dans les pays
industrialisés qui voulaient ainsi résoudre
la pénurie de main-d'ceuvre causée par
le départ ¢ la retraite des baby-boomers.
Il est cependant interdit aux clones de
voyager en dehors de leur pays d'origine.
Pour limiter le clonage et pour éviter que
des clones espions

voyagent en toute

impunité, les photos

de passeport ont été

remplacées par des

codes barres. L'ori-

ginal  dispose  du

chiffre-clé  validant

le code-barre et les

clonesdisposentd'un

faux chiffre-clé.

L'individu dont la photo apparait ci-dessus a
été intercepté a I'aéroport international. Il a
déclaré que le chiffre-clé de son code-barre
est 6. Pouvez-vous déterminer s'il s'agit de
I'original ou d'un clone espion ?

Solutions : www.accromath.ca

Cobnvriaht © William Whitehurst/Corbis



o plus!

Dossier GPS

Il existe de trés nombreuses références sur la Toile dont I'adresse tend a changer,
et également un magazine : GPS World.

Codes numériques | Codes-barres

Bradbury, Jeremy. «Introduction to check digits». Université Queens. School of Computing.
Site de I'étudiant Jeremy Bradbury a I'Université Queens,
[En ligne]. http://www.cs.queensu.ca/home/bradbury/checkdigit/index.html

Lewis, T., We've got your number, I1 in the Sky, juin 2001, pp. 5-6.

Dossier Fractales
Les fractales, Art, Nature et Modélisation, Tangente Hors série no 8, Editions Péles, 2004.
Mandelbrot B.B., The fractal geometry of nature, W. H. Freeman and company, 1983.

Peitgen H.-O., Jiirgens H., Saupe D., Fractals for the classroom, Part one,
Introduction to fractals and chaos, Springer-Verlag, 1992.

Peitgen H.-O., Jirgens H., Saupe D., Fractals for the classroom, Part two,
Complex systems and Mandelbrot set, Springer-Verlag, 1992.

Dossier Mathématiques et poésie

Braffort, P., Poésie et mathématique : des amours anciennes,
Journées Académiques Art et Mathématique, Lille, mars 1999.

Delahaye, J.-P., Ecriture sous contraintes, Les inattendus mathématiques,
Paris, Belin — Pour la science, 2004, pp. 6-19.

Saint-Gelais, R., Littérature et mathématiques : jalons pour une approche perpendiculaire,
Tangence, no 68, hiver 2002, pp. 9-21.

Dossier OULIPO, Tangente, no 87, juillet - aolt 2002, pp. 25-45.
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