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Commençons par deux nouvelles  
concernant la revue.
Accromath s’est vu décerner un prix spécial au concours des prix de la ministre 
de l’Éducation, des Loisirs et du Sport. Les membres du comité de sélection ont 
rendu le témoignage suivant : « Les concepteurs de la revue, ses auteurs et les  
organismes qui la soutiennent, notamment l’Institut des sciences mathématiques  
et le Centre de recherches mathématiques, ont offert aux enseignantes et aux 
enseignants plus qu’une banque d’articles de haut niveau utilisables en classe  
et que les élèves seront intéressés à approfondir en dehors de la classe. Ils ont  
apporté une contribution importante à la didactique de même qu’à l’engagement  
des élèves dans leur réussite en mathématiques. Cette contribution a impres-
sionné à ce point les membres du comité qu’ils ont demandé que soit créé un 
Prix spécial de la ministre de l’Éducation, du Loisir et du Sport ».

Un grand merci à Louis Charbonneau, Jean-Marie De Koninck et Christian  
Genest qui, pour diverses raisons, doivent mettre un terme à leur collaboration 
à Accromath. Philippe Etchécopar du Cégep de Rimouski et Marc Laforest de 
l’École Polytechnique se joignent à l’équipe, nous leur souhaitons la bienvenue.

Dans ce numéro, nous vous proposons cinq articles sous le thème Mathématiques 
et transport. L’article Rouler sur l’or de France Caron présente une analyse 
de l’évolution des investissements dans les infrastructures. Dans À quelle 
heure passe l’autobus? Jean Aubin et Charles Fleurent donnent quelques 
indications sur l’utilisation des mathématiques dans la conception des horaires  
et des trajets du transport en commun. Dans Garder ses distances, France 
Caron nous invite à une réflexion sur le délai de deux secondes à conserver 
avec l’automobile qui nous précède. L’avenir du pétrole de Normand Mousseau 
remet en question l’arithmétique des compagnies pétrolières sur les réserves 
mondiales. Dans Fin du pétrole? Un peu d’imagination !, Christiane Rousseau 
nous explique comment aller de Montréal à Vancouver sans dépense d’énergie.

L’article du dossier Grands mathématiciens est consacré à Sophie Germain qui 
est un exemple de détermination et de persévérance dans la poursuite de sa  
passion pour les mathématiques. Philippe Carphin et Christiane Rousseau dans 
l’article Mystérieuse lithographie d’Escher du dossier Mathématiques et arts, 
nous expliquent les fondements de l’analyse mathématique de l’œuvre d’Escher 
inachevée « Exposition d’Estampes ». 

Frédéric Gourdeau nous présente quelques tours intriguants dans l’article  
Mathémagique du dossier Jeux mathématiques.  Dans le dossier Mathématiques 
et astronomie, nous vous proposons un deuxième article de Pierre Chastenay, 
L’inaccessible étoile. L’auteur y décrit comment les astronomes ont recours 
à la parallaxe pour mesurer la distance des étoiles les plus proches de nous. 
Dans la Rubrique des paradoxes, Jean-Paul Delahaye nous initie à la « plus belle 
propriété du nombre π ».

Bonne lecture!

André Ross
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Comment peut-on s’assurer que les montants 
imposants investis dans les infrastructures 
routières correspondent aux besoins réels? 
Quel est objectivement l’état du réseau 
routier québécois? Une étude2 sur l’âge 
de l’infrastructure publique, publiée par 
Statistique Canada, offre des clés pour mieux 
comprendre la situation. On y mentionne 
notamment qu’au Québec, « l’âge moyen des 
routes a chuté de 2,8 ans sur une période de 
7 ans, passant de 18,0 ans en 2001 à 15,2 ans 
en 2007. » 

Un accès aux données utilisées pour cette 
étude (qui couvre la période de 1961 à 2007) 
nous a permis de constituer le graphique  
suivant, où l’on voit bien la réduction de  
l’âge moyen des routes et autoroutes au  
Québec, amorcée en 1998 et intensifiée depuis. 
Cette courbe a toutes les apparences d’une  
fonction sinusoïdale. Voilà qui devient inté-
ressant! 

France Caron1

Université de Montréal
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Rouler sur l’or  |  France Caron  •  Université de MontréalLe Québec a choisi récemment  
d’investir de façon massive  

dans ses routes, ponts et viaducs.  
Est-ce justifié?  

Comment peut-on évaluer la situation actuelle  
et décider des montants adéquats?  

Une analyse mathématique peut-elle éclairer?

1.	� L’auteure tient à remercier Madame 
Mychèle Gagnon de Statistique Canada qui 
lui a transmis les données de l’étude, ainsi 
que Monsieur Pierre Ouellette, professeur au 
Département d’économie de l’UQAM, qui a 
répondu avec précision à ses questions.

2.	� Statistique Canada, L’âge de l’infrastructure 
publique : une perspective provinciale, 
No 11-621-MIF, février 2008.

3.	� Gouvernement du Québec, Cabinet de la 
Ministre des Transports, Communiqué 8721, 
11 février 2008.

Qu’est-ce qui pourrait expliquer la force 
d’une telle régularité? Retrouve-t-on une 
régularité aussi forte dans les montants 
accordés à l’infrastructure routière au fil 
des ans? D’après les données de Statistique 
Canada, les investissements dans les routes 
et autoroutes du Québec depuis 1960 décrivent 
la courbe suivante : 

Rouler sur l’or

Investissement  

dans les infrastructures

La ministre des Transports porte à 2,7 milliards 

de dollars les investissements alloués par Québec  

en 2008-2009 aux infrastructures routières. 

De cette somme, 842 millions de dollars sont  

consacrés à la lutte contre le vieillissement des 

ponts et viaducs et près de 1,9 milliard $ pour 

entretenir, améliorer ou développer le réseau 

routier. Le gouvernement du Québec annonce du 

coup un investissement prévu de 12 milliards $  

sur les infrastructures routières d’ici 2012, « après 

avoir consacré plus de six milliards de dollars de 

2003 à 2007 pour mettre un terme à la dégradation  

du réseau routier »3. 

Âge moyen des autoroutes 
et routes au Québec
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En plus d’y repérer la présence de pointes 
liées à la préparation de grands événements 
(Expo 67 et les Jeux olympiques de 1976), on 
perçoit d’autres fluctuations qui éloignent 
la courbe du modèle sinusoïdal. Mais on 
peut néanmoins établir des liens entre cette  
fonction et celle de l’âge moyen. 

Deux types d’intervention ont pour effet 
de réduire l’âge moyen ou d’en ralentir la 
croissance : le développement du réseau 
avec l’ajout de nouvelles composantes, et 
la rénovation d’une partie du réseau avec le 
remplacement d’anciennes composantes par 
des nouvelles. Ces interventions demandent 
toutes deux des investissements. Ainsi :

La décroissance de l’âge moyen 
dépend de la hauteur  
des investissements. 

Par ailleurs, l’investissement sur les routes et 
autoroutes est influencé par leur âge moyen, 
à cause des risques pour la sécurité des usagers  
et à cause de l’engorgement d’un système 
désuet. Statistique Canada précise que la 

Rouler sur l’or  |  France Caron  •  Université de Montréal

durée de vie utile moyenne d’une route  
est estimée à 28,2 ans au Canada. En 1992, 
l’âge moyen des routes a atteint une valeur 
maximum de 18,6 ans, soit près des deux 
tiers de leur durée de vie utile. À l’opposé, 
lorsqu’en 1973, l’âge moyen des routes s’est 
retrouvé à une valeur minimum de 13,0 ans, 
le gouvernement a alors commencé à réduire 
considérablement les investissements dans 
ce secteur. Ces observations nous conduisent 
à émettre l’hypothèse suivante :

La croissance de l’investissement  
sur les routes au Québec  

a été influencée par la hauteur  
de leur âge moyen. 

En combinant ces deux relations de dépen-
dance, on peut considérer que, pour les 
routes au Québec et dans la période consi-
dérée, les fonctions d’investissement et d’âge 
moyen ont été mutuellement génératrices, et 
même fortement apparentées aux fonctions 
sinus et cosinus (voir l’encadré Construction 
des fonctions sinus et cosinus). 

L’application, à l’aide d’une calculatrice 
graphique, d’une régression sinusoïdale à 
l’évolution de l’âge moyen des routes au 

Québec précise ce  
qu’on pouvait estimer 
par le graphique : une  
valeur médiane de  
15,8 pour l’âge moyen,  

avec une amplitude d’environ 2,9. 

La période de cette fonction sinusoïdale 
(2π/ 0,13361… ≈ 47) coïncide joliment avec 
la période de 47 ans couverte par les données. 

Du côté de l’investissement, les fluctua-
tions sont telles que l’application d’une 
régression sinusoïdale avec la calculatrice 
ne fonctionne que si l’on change une ou 
deux données; une « régression à l’œil » sur 
les données originales permet néanmoins 
d’arriver (après quelques essais et erreurs…) 
à une fonction comme :

 y = 0,62 sin (0,19 x + 3,8) + 1,5, 

qui suit d’assez près les données mais de 
façon moins fidèle que pour les données de 
l’âge moyen.

La médiane de 1,5 milliard de dollars n’est 
pas très loin de la valeur qui a maintenu 
constant l’âge moyen 
dans les années 1990. 

Le caractère plus lisse 
de la courbe associée à 
l’âge moyen témoigne 
de la prise en compte 
explicite dans cette 
valeur des réalisations 
des années antéri-
eures (voir l’encadré 
sur l’âge moyen).

Régression sinusoïdale

SinReg
y = a*sin(bx +c)+d
a = 2.865936107
b = 0,1335711226
c = –0,9726420102
d = 15,82943683
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L’association, même imparfaite, de l’investis-
sement et de l’âge moyen à des fonctions 
sinusoïdales peut-elle aider à décider de la 
hauteur des investissements qu’il convient 
d’effectuer dans le réseau routier québécois? 
Même si les deux graphiques et les courbes 
de régression tendent à suggérer que nous 
puissions entrer dans une phase de décrois-
sance progressive des investissements, il 
convient de faire preuve de grande prudence 
avant d’en arriver à de telles conclusions. 

Comme toute moyenne, l’âge moyen ne 
suffit pas à donner un portrait complet 
de la situation : par exemple, de très vieux 
ponts peuvent nécessiter des investisse-
ments importants même si l’âge moyen n’en 
témoigne pas fidèlement. 

Et un développement majeur peut modifier  
considérablement cet âge moyen (voir 
l’encadré « Un jeune pont qui pèse lourd »).    

DossierTransport

Il est d’usage d’introduire les fonctions 
sinus et cosinus à l’aide du cercle trigono-
métrique; cela reflète bien la façon dont 
les premières tables de valeurs pour ces  
fonctions ont été constituées. Mais il existe 
une autre façon d’en envisager la construc-
tion, qui relève davantage de l’analyse et du  
calcul différentiel et intégral. Imaginons 
deux fonctions, f et g, liées par les relations 
suivantes : plus la valeur de g(x) est élevée, 
plus f(x) augmente rapidement; plus la valeur 
de f (x) est élevée, plus la valeur de g(x) 
diminue rapidement. De façon plus précise, 
supposons que f ’(x) = g(x) et g’(x) = –f (x). 
Pour un h très petit, cela correspond de près à : 

f (x+h) = f (x) + h .g(x) et g(x+h) = g(x) – h .f(x). 

En partant de deux valeurs initiales  
(f (0) = 0 et g(0) = 1) et d’une très petite valeur 
pour h, ces relations de récurrence 
permettent d’entrelacer la génération de  
deux suites de valeurs pour f et g, à la 
manière d’une guirlande. Le début d’une 
telle construction avec le tableur et les deux 
courbes de 1000 points qui en résultent 
sont donnés ci-dessous. Sans avoir utilisé de 
concept géométrique, nous avons pu ainsi 
construire une excellente approximation  
numérique des fonctions sinus (f ) et 
cosinus (g), oscillant entre –1 et 1, avec leur 
mystérieuse période de 2π… Voilà qui offre 
une façon de justifier le recours aux radians :  
tout autre choix d’unité pour caractériser 
les angles dans le cercle trigonométrique 
conduirait à l’introduction de constantes 
multiplicatives dans les équations différen-
tielles que nous avons utilisées au départ. 

On peut formuler l’âge moyen d’une infrastructure de la façon  
suivante : 

où Vj est la valeur actuelle de l’investissement sur l’infrastructure 
effectué il y a j années. Considérer la valeur actuelle est une façon 
de pondérer l’âge des différentes composantes de l’infrastructure 
en fonction de leur importance relative aujourd’hui. On pose que :

où Ij correspond à la valeur (en dollars constants) de l’investissement 
au moment où il a été effectué et où Wk est le taux de perte 
(ou de dépréciation) associé au passage de l’année (actuelle – k) 
à (actuelle – k +1) de l’équipement mis en place avec un tel 
investissement. 

Construction des fonctions sinus et cosinus

L’âge moyen d’une infrastructure

Fonctions sinus et cosinus

f
g

1

0

–1

2 4 6 8 10
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Ensuite, si l’infrastructure routière se 
développe, pour répondre à une demande 
croissante ou par une volonté politique  
d’occupation du territoire, il faut 
s’attendre à une augmentation du coût 
de l’entretien du réseau ainsi élargi –  
au-delà de l’augmentation attribuable à 
l’inflation. Dans ces conditions, penser  
caractériser sur un vaste horizon de temps 
l’investissement (en dollars constants) par 
une seule fonction purement sinusoïdale  
(et donc strictement bornée) relève de l’utopie. 

Finalement, et cela est sans doute l’aspect 
le plus important de cette discussion, les 
modèles que nous avons construits ont 
essentiellement une valeur descriptive et 
explicative de l’évolution de l’état du réseau 
routier au Québec entre 1961 et 2007 et des 
investissements qui lui ont été consacrés. 
Vouloir leur attribuer une valeur prédictive  
en ayant recours à l’extrapolation pour 
déterminer les montants à engager revient à  
supposer que certains principes qui ont  
semblé influencer les décisions budgétaires 
dans ce secteur continuent de s’appliquer. 

Sans nous donner de formule magique pour 
déterminer les montants à engager dans le 
réseau routier, ni nous libérer de la nécessité 
de considérer des alternatives au transport 
automobile qui soient plus économiques et 
plus respectueuses de l’environnement, le 
regard mathématique que nous avons porté 
ici nous a néanmoins permis de mieux saisir 
l’évolution globale récente de l’état du réseau 
routier québécois et d’en inférer certains 
mécanismes qui ont semblé jouer. 

Et lorsqu’on regarde ensuite du côté des 
ponts et viaducs, dont la durée de vie utile 
est estimée à 43 ans, on est plus à même 
d’apprécier l’urgence pour le Québec de  
réinvestir dans ce secteur.

Rouler sur l’or  |  France Caron  •  Université de Montréal

Pont de la Confédération

Entre 1993 et 1997, on construisait, au coût de 1 milliard de  
dollars, le Pont de la Confédération, long de 13 km, pour relier  
l’Île-du-Prince-Édouard au continent. La « naissance » d’une 
telle structure, qui pèse lourd dans l’ensemble des actifs de  
l’Île-du-Prince-Édouard, a eu pour effet initial de réduire de  
15 ans l’âge moyen des ponts et viaducs de cette province. Comme 
le Pont n’a pas eu à subir de « cure de rajeunissement » dans ses  
premières années, il a ensuite vieilli, naturellement, d’un an à chaque 
année. Par son importance relative, il a fortement contribué à une  
augmentation quasi-linéaire et presque équivalente de l’âge 
moyen des ponts et viaducs pour la province entre 1997 et 2007. 
L’âge moyen n’est donc pas ici un bon indicateur de l’âge des ponts 
et viaducs dans l’Île. 

Âge moyen des ponts et viaducs 
de l’Île-du-Prince-Édouard
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Le problème du transport public peut être 
décrit ainsi : dans le cadre d’un budget fixe, il 
faut offrir au public le meilleur service possible. 
Il existe plusieurs critères permettant de juger 
de la qualité d’une solution : la fréquence des 
autobus, la couverture du territoire, le temps de 
déplacement, la ponctualité, etc. Pour aborder  
ce problème, on doit le diviser en plusieurs  
sous-problèmes qu’on résoudra successivement.

Nous présentons ici une séquence possible de 
sous-problèmes pour définir le problème global 
du transport public.

La demande 
Avant toute chose, il faut établir la demande. 
Il faut savoir combien de personnes veulent 
se déplacer pour aller au travail, à l’école, au 
magasin, etc. Idéalement, il faudrait connaître  
les déplacements de toute la population  
résidant sur le territoire desservi par la société, 
incluant les déplacements qui ne sont pas faits 
en transport en commun. Cette demande est 
habituellement agrégée en petite cellules et 
représentée sous la forme d’une matrice origine- 
destination; chaque entrée dans la matrice  
correspond au nombre de personnes se  
déplaçant d’une origine à une destination. Des 
matrices différentes peuvent être définies pour 
les différentes heures et journées.

Jean Aubin  
et Charles Fleurent

GIRO1
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À quelle heure passe l’autobus?  |  Jean Aubin et Charles Fleurent  •  GIROComment fait-on pour savoir  
combien d’autobus il faut pour une ville,  

où il convient de les disposer  
et à quelle heure on doit les faire partir?  

Les graphes, les matrices et les algorithmes 
font partie de l’arsenal de la recherche 

opérationnelle pour s’attaquer  
à un problème aussi complexe.

1.	� Fondée par des chercheurs de 
l’Université de Montréal, GIRO 
compte actuellement  
210 employés. Son logiciel 
HASTUS est utilisé par 
250 réseaux de transport 
dans plus de 21 pays.  
Voir : www.giro.ca

2.	� On considère improductif  
le temps requis par un 
autobus pour sortir du 
garage et se rendre 
au premier arrêt d’une 
ligne d’autobus, pour se 
déplacer du point de fin 
de parcours d’une ligne 
au point de départ d’une 
deuxième ligne ou pour 
retourner au garage à la 
fin d’un parcours.

Les lignes et les fréquences
En utilisant les matrices origine-destination, 
il faut déterminer les lignes d’autobus et les 
fréquences désirées pour toutes les heures de 
la journée/semaine afin d’attirer et servir le plus 
grand nombre possible d’usagers.

L’horaire maître
Il convient ensuite de construire l’horaire maître  
en déterminant les heures de départ de tous les 
voyages pour garantir la fréquence calculée  
à l’étape précédente et synchroniser les horaires  
des différentes lignes pour favoriser des  
correspondances sans temps d’attente  
exagérément long.

Le graphicage
À cette étape, on cherche à construire l’horaire 
des véhicules en minimisant à la fois le nombre  
de véhicules requis et le temps improductif2 
des autobus. On reviendra sur cette étape 
importante un peu plus loin.

L’habillage
On s’intéressera ensuite à l’élaboration 
des horaires quotidiens des chauf-
feurs à partir de l’horaire 
des véhicules, de la 
convent ion  

À quelle heure 
passe l’autobus?
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collective (par exemple quatre heures continues  
de conduite au maximum), des points de relève 
(endroits où les chauffeurs peuvent débuter 
ou finir leur pièce de travail), et du temps de 
déplacement entre les points de relève. Ce  
problème est probablement le sous-problème le 
plus important d’un point de vue économique, 
car la main d’œuvre peut représenter jusqu’à 
80% des coûts totaux.

Le roulement
L’établissement des roulements pour les  
chauffeurs consiste à déterminer, sur un horizon 
de temps plus long, les jours de travail (à partir 
des journées construites à l’étape précédente) 
ainsi que les jours de repos des chauffeurs. On  
considère typiquement un horizon d’une 
semaine en Amérique du Nord et jusqu’à 10 ou 
12 semaines dans certains pays d’Europe.

À quelle heure passe l’autobus?  |  Jean Aubin et Charles Fleurent  •  GIRO

Les opérations
Une fois les horaires établis, il faut être prêt à 
réagir aux nouveaux problèmes créés par les 
perturbations du quotidien : retards et absences 
des employés, pannes de métro, service  
supplémentaire requis pour des événements. 
Évidemment, on essaiera là aussi de minimiser 
les coûts de ces ajustements.

Notons qu’il est possible en principe de  
combiner deux sous-problèmes, par exemple,  
de déterminer l’horaire des véhicules et 
des employés en même temps. Toutefois le  
problème qui en résulte peut s’avérer si  
complexe que les modèles, algorithmes et  
ordinateurs d’aujourd’hui ne sont pas assez 
puissants pour trouver des solutions dans un 
temps raisonnable.

Le problème de graphicage
Examinons de plus près le problème de graphi-
cage, c’est-à-dire le problème de construction 
de l’horaire des véhicules. Ce problème apparaît 
après l’estimation de la demande, l’identification 
des lignes, de leurs fréquences et la préparation 
d’un horaire-maître. Nous connaissons alors : 

 •	� l’ensemble des voyages à réaliser. Pour 
chaque voyage, nous avons l’heure de départ 
et la durée du voyage;

 •	� les temps de déplacement entre les lieux de 
début et de fin de tous les voyages, ainsi que 
le temps de déplacement entre les lieux de 
départ ou d’arrivée et les garages impliqués. 

L’idée au coeur de notre modélisation est de 
regrouper une suite de voyages consécutifs  

d’un même véhicule qui respectent les 
contraintes d’entretien. Une telle suite 
se nomme une voiture. Dans une 
journée donnée, un véhicule peut être 
chargé de faire plus d’une voiture.  
Il faut donc trouver les suites de  
voyages, ou voitures, qui mini-
misent les déplacements hors service  

(temps improductif) et le nombre de 
véhicules requis.

Le dessin de la page suivante représente 
un véhicule qui fait deux voitures dans sa 

journée. Le véhicule de ce dessin sort du garage, 
fait trois voyages productifs, rentre au garage, 

puis en ressort pour faire quatre voyages 
avant de terminer sa journée au garage. 

Les temps avec passagers (productifs)  
sont en bleu, et les temps sans  

À quelle heure 
passe l’autobus?
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Les arcs bleus, en gras, représentent les  
voyages. Les capacités minimale et maximale, 
qui sont d’une unité, indiquent qu’il faut 
obligatoirement desservir tous les voyages.  
Il n’y a pas de coût associé à ces arcs.

Les arcs rouges, en continu, sont des éléments  
qui modélisent les entrées et sorties des  
autobus des garages. La capacité minimale, qui 
est de zéro unité, et la capacité maximale qui 
est d’une unité indiquent que l’on peut choisir 
cet arc ou non. Le coût de cet arc correspond 
au temps en minutes pour aller du garage à 
l’origine du voyage représenté par l’arc gras  
(ou retourner au garage).

Les arcs verts, en pointillé, représentent les liens 
possibles entre les voyages. Un lien est créé s’il 
est physiquement possible de se déplacer pour 
arriver avant le départ du voyage. La capacité 
minimale, qui est de zéro unité, et la capacité 
maximale qui est d’une unité indiquent que 
l’on peut choisir cet arc ou non. Le coût de cet 
arc correspond au temps, en minutes, pour 
aller de la destination d’un voyage à l’origine 
d’un deuxième voyage. Si un autobus doit 
seulement changer de côté de rue pour faire 
un voyage en sens inverse alors il est haute-
ment probable que cet arc soit choisi pour la 
solution finale.

Le grand arc en tirets noirs est un arc pour  
contrôler le nombre de véhicules. La capacité  
maximale est l’infini selon une de nos hypothèses 
simplificatrices. Le coût de cet arc correspond 
à un très grand nombre de minutes, disons  
5 000 minutes, pour faire en sorte de trouver  
une solution qui minimise le nombre de véhicules  
en même temps que le temps improductif. 

DossierTransport

Service journalier d’un véhicule

Véhicule

Voyages Voyages

VoitureVoiture
Garage Garage Garage

passagers (improductifs) sont en rouge.3 
Simplifions un peu le problème de graphicage 
pour permettre de définir un modèle mathé-
matique simple et de décrire des algorithmes 
de résolution simples eux aussi. Voici les 
hypothèses de base que nous utiliserons :

 •	� Nous avons un seul garage d’où sortent tous 
les autobus.

 •	� Tous les autobus sont identiques. Ils sont 
donc autorisés à faire tous les voyages. 

 •	� Une voiture et un véhicule sont équivalents. 
Tous les véhicules ne font qu’une journée.

Nous verrons maintenant que le problème 
de graphicage est équivalent à identifier un 
parcours dans un réseau qui soit à la fois un 
parcours de coût minimal et un parcours qui 
satisfait les contraintes minimales de service.

Pour comprendre les différentes variables, 
nous allons nous référer au graphe de la page  
suivante qui en illustre la modélisation. Dans ce 
graphe, il y a des nœuds et des arcs. Les nœuds 
représentent tous les lieux de départ et d’arrivée 
ainsi que le garage; pour faciliter la lecture du 
diagramme, le garage est représenté deux fois. 
Les arcs modélisent les voyages productifs et 
tous les voyages improductifs qui sont possibles.

Trois valeurs sont associées aux différents arcs : 
une capacité minimale, une capacité maximale, 
et un coût.

3.	� Sur des lignes à haute fréquence, il arrive 
très souvent qu’à la fin de son parcours, 
l’autobus reparte en sens inverse. Le 
temps improductif est alors très petit, 
car l’autobus n’a qu’à changer de côté de 
rue. Mais à l’heure de pointe le matin, il y 
a beaucoup plus d’autobus amenant les 
usagers vers le centre ville que d’autobus 
allant vers la banlieue. Dans ces conditions, 
le temps improductif est incontournable.
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L’objectif revient alors tout simplement à  
identifier des ensembles d’arcs qui respectent 
toutes les contraintes de capacité et d’identifier 
parmi ces ensembles d’arcs l’ensemble qui 
coûte le moins cher. Il peut exister plusieurs 
ensembles d’arcs correspondant à la solution la 
moins chère. Autrement dit, la solution optimale  
peut ne pas être unique.

Contraintes supplémentaires
Dans la « vraie vie », d’autres contraintes existent  
et obligent systématiquement à complexifier  
la modélisation présentée dans cet article.  
Par exemple :

 •	� Il y a plusieurs garages, avec des autobus qui 
peuvent changer de garage.

 •	� Il y a plusieurs types de véhicules ; certains 
voyages requièrent un type particulier de 
véhicule ou certains véhicules ne peuvent 
desservir certains voyages (ex. des autobus 
très imposants ne peuvent passer par de 
petites rues).

 •	� Il y a des battements minimum pour chacun 
des voyages.

 •	� Il est possible d’utiliser des stationnements  
temporaires pour garer les autobus à 
l’extérieur des garages.

 •	� Pour assurer une certaine stabilité des horaires,  
les horaires des véhicules de tous les jours de 
semaine doivent être similaires. Ils ne sont 
donc pas indépendants les uns des autres.

À quelle heure passe l’autobus?  |  Jean Aubin et Charles Fleurent  •  GIRO

L’effet de ces contraintes est non négligeable. 
Ainsi, rien qu’en ajoutant un deuxième garage, on  
ne dispose plus d’algorithmes qui garantissent  
de trouver la solution optimale dans un temps 
raisonnable ! 

Il est donc important de concevoir des  
algorithmes robustes qui puissent intégrer 
facilement des contraintes supplémentaires et 
générer en un temps raisonnable une solution 
quasi-optimale. 

Et là, la créativité est au moins aussi importante 
que la rigueur.

Pour tous les nœuds i et j, on connaît les capacités CapMinij  et CapMaxij de 
l’arc qui va de i à j ainsi que son coût cij. Posons xij , le nombre de fois que 
l’arc de i à j est parcouru par un véhicule.  On cherche à :

 

La première contrainte permet d’assurer que tout ce qui entre dans un 
nœud k en ressorte : 

Pour résoudre ce problème, des algorithmes performants existent. Ces  
algorithmes sont programmés informatiquement. L’ordinateur permet de 
trouver des solutions en quelques secondes. La taille typique des problèmes  
de graphicage varie entre quelques centaines et quelques milliers  
de voyages par jour. Le nombre d’arcs se chiffre habituellement en dizaines 
de milliers.

Modèle mathématique

1

Garage

(1, 1, 0)

(1, 1, 0)

(1, 1, 0)

(1, 1, 0)
(0, ∞, cv)

Arc de voyage
(capacité minimum, capacité maximum, coût)Arc de lien entre voyages

Arc de début/fin de véhicule

Arc du nombre de véhicules
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la route, on a coutume de dire qu’il convient 
de maintenir un délai de 2 secondes entre le 
moment où la voiture qui nous précède passe 
devant un repère et celui où notre propre  

voiture passe devant ce même repère. 
Est-ce suffisant ? Ce temps corres-
pond-il à la distance nécessaire pour 
freiner ?

Pour décrire le freinage en situation 
de danger, considérons la courbe ci-
contre qui représente, en fonction du 
temps, la vitesse d’une voiture qui 
doit s’arrêter de toute urgence.

Temps et distance de réaction
Entre le moment où le danger est perceptible 
devant la voiture en mouvement (au temps  
t = 0 en A), et le moment où son conducteur 
applique les freins (en B), il faut d’abord compter 
un certain délai.

Ce délai correspond au temps mis par le conducteur  
pour percevoir le danger, prendre la décision 
de freiner et coordonner le mouvement néces-
saire à cette fin. Pour simplifier, appelons cela le 
temps de réaction, que nous noterons tr . Dans 
le meilleur des cas, le temps de réaction est 
d’environ une seconde, mais un état de fatigue, 
une consommation d’alcool, un manque de 
concentration ou une réaction de panique  
qui amène à figer (plus fréquente chez les  
conducteurs de peu d’expérience) fait facilement  
doubler ce temps. Durant ce temps, la voiture 
« ignore » tout du danger qui la menace et  
continue de circuler à la vitesse initiale vi qu’elle 
avait juste avant que le danger ne se présente. 
Elle parcourt alors une distance de réaction  
dr = vi × tr

1. Cette distance correspond à l’aire 
du rectangle de la zone I du graphique.

France Caron
Université de Montréal
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Garder ses distances  |  France Caron  •  Université de Montréal

Au volant d’une voiture, quelle  
distance devrions-nous maintenir avec le 

véhicule qui nous précède sur la route?  
La « règle des 2 secondes » est-elle fiable?

1.	� Cette relation, comme celles qui suivent, 
tient à la condition de maintenir une cohé-
rence entre les unités. Si l’on veut évaluer 
la distance en mètres à partir d’une vitesse 
en km/h, on transformera cette dernière en 
m/s en divisant par 3,6, car cela équivaut  
à multiplier par 1 000 m/km et à diviser par 
3 600 secondes/heure.

Temps et distance  
de freinage
En B, lorsque les freins sont appliqués, la 
voiture est alors soumise à une décélération que 
nous supposerons constante, c’est-à-dire à un 
taux de variation a sur la vitesse qui demeure 
constant et négatif, pour tout le temps tf que 
dure le freinage, c’est-à-dire, jusqu’à ce que le 
véhicule s’immobilise en C.  En considérant les 
points B(tr , vi) et C (tr + tf , 0) , on peut écrire :

et en déduire que le temps de freinage  
tf  vaut –vi /a.  Ce temps est bien positif car a < 0.

Quelle distance l’auto parcourt-elle durant ce 
temps de freinage tf ? Le problème peut paraître 
plus complexe ici car la vitesse change cons-
tamment. L’« astuce », à la base du calcul intégral,  
consiste alors à la 
considérer constante  
sur de très petits inter- 
valles de temps, à 
évaluer la distance 
parcourue sur chacun 
de ces petits inter-
valles et à additionner 
ces distances. 

Pour chacun de ces intervalles, la distance 
parcourue correspond à l’aire d’un rectangle 
de très petite largeur (c’est-à-dire chacun des 

Garder ses distances
Temps
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distance de freinage équivaut à la somme de 
ces distances, on peut montrer, en faisant 
tendre vers zéro la durée de ces intervalles 
de temps, que la distance de freinage corres-
pond bien à l’aire sous la courbe de la vitesse 
durant la période de freinage, et donc à l’aire du  
triangle rectangle de la zone II sur le graphique 
initial.  La distance de freinage peut alors être 
exprimée ainsi :

Une distance sécuritaire
En somme, la distance totale dT parcourue 
entre le moment où le danger est perceptible 
et le moment où le véhicule est immobilisé est  
constituée de deux composantes : la distance 
de réaction, linéaire par rapport à la vitesse 
initiale, et la distance de freinage, qui elle est 
quadratique par rapport à cette même vitesse 
initiale. 

L’heuristique des deux secondes, qui évalue la 
distance parcourue durant 2 secondes à une 
vitesse constante de vi , ne couvrira que la 
stricte distance de réaction, si le temps de réac-
tion (tr) est lui aussi de deux secondes. Pour 
que l’incident se termine bien, il faudra que le 
conducteur du véhicule qui précède dispose  
lui-même d’une distance de freinage suffisante 
et que la capacité de freiner du second véhicule 
soit au moins aussi bonne que celle du premier. 
Or, la décélération possible (le paramètre a) 

Garder ses distances  |  France Caron  •  Université de Montréal

dépend à la fois de la charge du véhicule, de 
l’état des freins, des conditions de la route et de 
l’adéquation des pneus (type, qualité, état) à ces 
conditions. Pour des routes sèches, mouillées  
et glacées, on peut compter avec des décéléra-
tions moyennes (en valeur absolue) de 8 m/s2, 
4 m/s2 et 2 m/s2 respectivement.  

Peut-on alors se doter d’une heuristique  
simple qui permette d’évaluer une distance plus 
sécuritaire en incluant la distance de freinage ?  
Le graphique ci-dessous, qui illustre la distance 
totale parcourue en fonction de la vitesse, et 
ce pour différentes conditions routières et 
un temps de réaction d’une seconde, suggère 
d’opter pour un délai de 3 secondes entre deux 
voitures sur une route sèche (suffisant jusqu’à 
115 km/h), 4 secondes sur une route mouillée 
(suffisant jusqu’à 86 km/h) et 6 secondes sur 
une route glacée (suffisant jusqu’à 72 km/h). 
Est-ce envisageable avec la densité de circula-
tion sur nos routes ?
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Selon les rapports officiels sur le pétrole, tout 
indique qu’il reste encore suffisamment de 
pétrole pour répondre à tous nos besoins pour 
les quarante prochaines années au moins. Ainsi, 
le niveau officiel des réserves de pétrole a aug-
menté de plus de 30 pour cent depuis trente 
ans, suivant de près le niveau de consommation 
annuelle, ce qui laisse supposer que l’on décou-
vre chaque année un peu plus de pétrole qu’on 
en consomme.

Quand on y regarde de plus près, pourtant, ces 
chiffres semblent sortis tout droit d’Alice au 
pays des merveilles ! Examinons, par exemple, 
l’état des réserves américaines dont on trace, 
dans la figure de gauche ci-dessous, l’évolution 
officielle ainsi que celle de la production annu-
elle de pétrole depuis 1980. 

Normand Mousseau
Université de Montréal
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L’avenir du pétrole  |  Normand Mousseau  •  Université de Montréal

Pour bien comprendre les informations transmises par les médias,  
il faut savoir lire entre les lignes, se questionner sur la validité  

de la logique et des faits rapportés par le ou la journaliste.  
Si on s’arrête quelques instants et qu’on examine les chiffres rapportés, 

on découvre souvent que la nouvelle a un double sens  
qui peut parfois aller à l’encontre même de l’annonce. 

La graduation verticale pour la courbe des 
réserves mondiales est donnée à gauche du 
tableau. La graduation à droite du tableau se 
réfère à la production annuelle. On voit que le 
niveau des réserves a baissé de 15 % environ 
entre 1980 et 1994, et qu’il est stable depuis à 
environ 3,6 milliards de tonnes (gigatonnes ou 
Gtep). Durant la même période, la production 
de pétrole a baissé légèrement, mais systéma-
tiquement, pour atteindre, environ 311 mil-
lions de tonnes (Mtep) en 2007. La production 
totale pour une période donnée est l’aire sous 
la courbe de la production durant cet intervalle 
de temps. Ainsi, sur une période de onze ans, 
de 1997 à 2007, on a pompé 3,7 milliards de 
tonnes de pétrole du sous-sol américain sur les 
3,7 milliards de tonnes des réserves de 1997! Il 
reste encore 3,6 milliards de tonnes en réserve. 

L’avenir  
du pétrole
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Comme on le voit, les mathématiques de 
l’industrie pétrolière détonnent par rapport aux 
mathématiques conventionnelles....

Avant de s’inquiéter, il faut se demander si 
ces chiffres s’expliquent. Les Américains ont 
peut-être fait des découvertes exceptionnelles? 
Malheureusement non! Aucun grand gisement 
n’a été trouvé aux États-Unis depuis plusieurs 
décennies. Il faut donc en conclure que le 
niveau des réserves officielles américaines est 
une donnée sans aucune crédibilité. 

Et les réserves mondiales ?
Est-ce que la situation est meilleure au niveau 
mondial? De 1995 à 2007, le niveau officiel 
des réserves est passé de 140 Gtep à 164 Gtep. 
Durant cette même période, on a brûlé 36 Gtep. 
En 12 ans, on aurait trouvé x Gtep, tel que:

	 140 – 36 + x = 164,

soit x = 60 Gtep ce qui représente 42,8 % des 
réserves de 1995! A-t-on découvert de grands 
gisements récemment ? Non, les nouveaux  
gisements trouvés depuis 12 ans ne repré- 
sentent qu’au mieux 9 Gtep, soit le quart  
du pétrole consommée. L’amélioration des 
techniques de pompage depuis dix ans,  
permet aux pétrolières d’extraire peut-être  
15 % plus de pétrole par puits. Il est donc  
possible de pomper 21 Gtep de plus des puits 
déjà en opération en 1995. Il manque :

60 – 9 – 21 = 30 Gtep,

soit l’équivalent de 8 années de consommation  
au niveau actuel pour expliquer les chiffres 
officiels, ce qui est loin d’être banal!

Quelle est la réalité ?
Une analyse des plus gros gisements de la 
planète publiée par l’Agence internationale de 
l’énergie en 2008 indique que 14 des 16 plus 
gros gisements, qui fournissent plus du quart 
du pétrole mondial, sont en déclin et produisent 

L’avenir du pétrole  |  Normand Mousseau  •  Université de Montréal

moins de pétrole d’année en année. Pire, ces 
gisements ne sont pas faciles à remplacer car 
le reste de la production de pétrole provient de  
70 000 gisements, pour la plupart minuscules. 
Or, des États-Unis à l’Arabie Saoudite, tous 
les pays producteurs sauf le Mexique et la  
Colombie ont déclaré une augmentation ou 
une stabilision de leurs réserves depuis 10 ans. 

Que peut-on conclure de ces chiffres souvent 
contradictoires? Tout d’abord, qu’il est impossible  
de s’y fier. On ne sait pas combien de pétrole 
il reste sur notre planète. Par contre, il est  
facile de suivre la production. Les chiffres sont  
effarants : les grands gisements vieillissent  
à vue d’œil et produisent de moins en moins  
chaque année. Cette perte n’est pas pleinement  
compensée par les nouveaux gisements qui 
entrent en activité ce qui fait que la produc-
tion de pétrole va commencer à chuter d’ici  
quelques années, tout au plus, faisant  bondir 
les prix et déstabilisant l’économie  mondiale, 
qui ne peut pas croître dans un contexte de prix 
de l’énergie élevés. 

Pour que l’économie puisse continuer à croître, 
il faudrait à la fois compenser le déclin de la 
production de pétrole et l’augmentation de la 
demande. Ce ne sera pas facile car le pétrole 
représente 37 % de l’énergie utilisée dans le 
monde. Si on veut éviter que les gens ne se 
tournent vers le charbon ou le gaz naturel, qui 
représentent les alternatives les plus faciles, il 
faut dès à présent agir. 

Or, pour agir, il faudra encore une fois lire entre 
les lignes. Car toutes les solutions ne sont pas 
équivalentes et plusieurs, comme l’utilisation 
des biocarburants, ne résistent pas à une  
analyse logique, scientifique et mathématique. 

Les mathématiques ne permettront pas d’éviter 
la crise énergétique qui nous attend. Sans elles, 
toutefois, il y a de forts risques que nous preni-
ons de mauvaises décisions qui nous coûteront 
très cher. Il importe donc de rester sceptique 
face aux analyses et aux chiffres qui nous sont 
présentés et de toujours refaire les calculs. On 
s’aperçoit alors que la réalité est souvent bien 
différente de ce qu’on nous avait présenté. 

Mathématiques 
de l’industrie pétrolière

Réserves, 
1997

3,7 Gtep  –  3,7 Gtep  = 3,6 Gtep

Production

1997 à 2007

Réserves, 
2007
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Pour déplacer un corps immobile au départ, 
on apprend dans les cours de physique qu’il 

faut lui appliquer une force. À la surface 
de la Terre, la force de gravitation est à 

notre disposition, gratuitement. Bien 
sûr, pour nous mouvoir d’un point 
à l’autre de la Terre sans utiliser 

d’énergie, il va falloir faire 
l’hypothèse que les 

frottements sont 
négligeables. 

À 
p e t i t e  
échelle, on peut  
identifier la surface 
terrestre à un plan. Comment  
pourrait-on se mouvoir d’un point 
à un autre de même altitude en utilisant 
seulement la gravité : imaginons que les deux 
points soient séparés par une côte. Alors, à 
bicyclette ou sur des skis, on s’élance dans la 
descente pour remonter de l’autre côté.

On peut se demander quelle est la trajectoire 
la plus rapide pour accomplir cet exploit. Pour 
parcourir cette distance rapidement, il faut 
prendre de la vitesse très rapidement au départ 
et ensuite, puisqu’il n’y a pas de frottement, 
exploiter cette vitesse. La trajectoire la plus 

Christiane 
Rousseau

Université  
de Montréal
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o
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Fin du pétrole? Un peu d’imagination!  |  Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

rapide, ou brachistochrone, a été découverte 
par Bernoulli. Cette trajectoire est celle tracée  
par un point sur un cercle lorsque celui-ci 
roule à vitesse constante  le long d’une droite. 
Le graphique de cette trajectoire s’appelle la 
cycloïde.

La technique pour montrer que cette trajec-
toire est la plus rapide appartient à un très beau 
chapitre des mathématiques appelé calcul des 
variations, sur lequel nous reviendrons un jour. 

Que faire si cette pente naturelle n’existe pas? 
Creuser un tunnel au profil désiré entre le point 
de départ et le point d’arrivée. 

Ceci nous suggère la technique pour aller 
de Montréal à Vancouver en utilisant seule-
ment la gravité : creuser un tunnel entre ces 
deux points. L’attraction de la Terre va nous 

faire plonger au fond du tunnel et nous  
utiliserons la vitesse acquise 

Fin du pétrole? 
Un peu d’imagination!

Montréal-Vancouver  
en moins de vingt-cinq minutes,  

sans dépenser d’énergie.

Force gravitationnelle
On sait bien qu’à la surface de la 
Terre, la force gravitationnelle est  
F = mg, où m est la masse de l’objet et 
g est l’accélération gravitationnelle. En 
revanche, l’accélération change quand la 
distance r de l’objet au Centre de la Terre 
est très différent du rayon R de la Terre. 
On trouve alors que :

où M est la masse de la terre et G, la 
constante de gravitation universelle.
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pour remonter vers Vancouver. Bien sûr, il nous 
faut une autre hypothèse encore plus irréaliste :  
il faut que le magma ne nous empêche pas 
de creuser ce tunnel! Nous allons donc nous  
limiter au problème mathématique : quelle 
est la forme de tunnel qui permet d’aller le 
plus rapidement d’un point de la Terre à un 
autre point de la Terre en utilisant seulement 
la gravité ? Comme dans le cas précédent, 
notre tunnel plongera très rapidement, en fait  
perpendiculairement à la surface terrestre, de 
manière à acquérir le plus de vitesse possible 
dès le départ. Par contre, l’attraction terrestre 
est proportionnelle à la distance au centre de 

la terre (et donc nulle 
au centre de la Terre, 
comme on pouvait  
s’y attendre). La 
meilleure forme de  
tunnel est une 
courbe voisine de 
la précédente : une 
hypocycloïde1. C’est 

une courbe tracée par un point d’un cercle 
qui roule à l’intérieur d’un cercle plus grand, 
comme dans le Spirograph! 

Cette solution au problème de la fin du pétrole 
est très jolie, mais ... difficile à réaliser. Nous ne 
nous sommes pas assez creusé les méninges!

Pouvez-vous trouver mieux?

Fin du pétrole? Un peu d’imagination!  |  Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

C’est un joli exercice que de trouver les équations paramé-
triques de la cycloïde :

 

et de l’hypocycloïde

où b ∈]0, 1[. Dans le cas b = 1/2, on peut vérifier que 
l’hypocycloïde est bien le segment de droite joignant deux 
points antipodaux. L’hypocycloïde de Montréal à Vancouver  
correspond à b = 0,0919061. L’angle au centre entre 
Montréal et Vancouver est de 0,577 radians.  On peut  
calculer que la période en secondes est :

soit 24,37 minutes.

On peut voir la cycloïde comme un cas particulier de 
l’hypocycloïde. En effet, il arrive souvent en mathématiques 
qu’on regarde une droite comme un cercle de rayon infini.

1.	� Voir l’article Jacques Bernoulli, dans 
Accromath, vol. 3, été-automne 2008.

HYPOCYCLOÏDE

La compagnie  
ViaTunnel a inau- 
guré sa nouvelle 
liaison Montréal- 
Vancouver. La durée  
du voyage est de  
24 minutes et 
22 secondes. Il  
sera possible de se  
rendre à Vancouver  
le matin, pour une  
réunion de travail, et revenir pour souper. 
Le tunnel plonge à 1170 km de profondeur et au fond de celui-ci,  la vitesse est de 16 463,3 km/h. Pour calmer les appréhensions des voyageurs, la porte-parole de la compagnie nous a fait 

remarquer que, 
puisque la cour-
bure est faible, 
l ’ a c cé l é r a t i on 
n’est pas très forte.  
Moins forte que  
dans un manège  
dont l’accélération  
est surtout causée 
par la courbure. 
Par cette nouvelle liaison, le transport des marchan-dises se fera d’un océan à l’autre à un coût minime, ce qui devrait permettre de développer de nouveaux marchés pour les produits des deux provinces. Une nouvelle ère économique commence.

Révolution dans le monde du transport

Tunnel

Montréal
Vancouver

Montréal-Vancouver en 24 minutes et 22 secondes.Descendez à 1 170 km 
sous terre et voyagez à

 16 436,3 km/h.

Équations paramétriques de la cycloïde
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André Ross 
 Cégep de Lévis-Lauzon

Sophie 
GermainM
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Sophie Germain était la deuxième fille d’un 
marchand de soie, Ambroise-François Germain.  
À l’âge de treize ans, elle lit un  chapitre 
sur la vie d’Archimède dans la bibliothèque 
de son père. Elle y apprend que, lors de la 
prise de Syracuse, Archimède fut tué par un  
soldat romain qu’il  refusa de suivre, car il 
était plongé  dans la résolution d’un problème  
de géométrie. Sophie Germain semble avoir 
été impressionnée par ce récit qui éveilla son 
intérêt pour les mathématiques. Celles-ci  
devaient être fort passionnantes pour 
qu’Archimède ignore le soldat romain au 
risque de sa vie. Sophie Germain se plonge 
en autodidacte dans les travaux d’Euler et de 
Newton et s’initie à la théorie des nombres  
et au calcul différentiel et intégral. 

(1736-1813) à qui elle fait parvenir ses 
remarques sous le couvert de son pseudonyme.  
Impressionné par la qualité des échanges, 
Lagrange cherche à rencontrer son corres-
pondant et finit par découvrir le subterfuge. 
Il devient alors l’ami et le mentor de la jeune fille 
qu’il présente à la communauté scientifique.

Sophie Germain travaille sur le théorème de 
Fermat pendant plusieurs années et démontre 
un théorème de théorie des nombres qui porte 
maintenant son nom, le Théorème Sophie 
Germain. En 1804, utilisant toujours son 
nom d’emprunt, elle prend contact avec Carl  
Friedrich Gauss (1777-1855) suite à la lecture 
de son ouvrage Disquitiones arithmeticae 
(1801). Ses échanges avec Gauss portent sur 
le grand théorème de Fermat. 

Lorsqu’en 1806 Napoléon envahit la Prusse 
et Brunswick, la ville natale de Gauss, Sophie 
Germain, se rappelant la mort d’Archimède, 
demande au général Joseph Marie de Pernety 
de veiller à la sécurité de Gauss. Le général 
explique alors à Gauss que Sophie Germain  
lui a demandé de le protéger. Comme 
Gauss ne connaît pas de Sophie Germain, le 
général doit lui dévoiler la véritable identité 
de Auguste Le Blanc. Gauss lui écrit alors 
son admiration pour sa détermination et sa  

Gauss, apprenant la supercherie, 

écrit à Sophie Germain

Marie-Sophie 
Germain
1776-1831

Jusqu’au XXe siècle, très peu de femmes ont pu contribuer au 

développement des mathématiques et des sciences, car elles ne 

pouvaient faire des études avancées. Celles qui ont laissé leur 

marque dans l’histoire des mathématiques et des sciences ont 

dû vaincre la désapprobation de la société de leur époque. L’une 

d’elles est Marie-Sophie Germain, considérée comme une des  

premières mathématiciennes françaises.

Constatant cet engouement, son père tente de 
la dissuader de se tourner vers une profession  
« masculine », mais il finit par abdiquer 
devant la détermination de sa fille et  accepte 
de la soutenir moralement et financièrement.

Elle ne peut être admise à l’École Polytech- 
nique, réservée aux hommes, mais en 
empruntant l’identité d’un ancien élève, 
Antoine Auguste Le Blanc, elle se procure les 
notes de cours de l’École. Parmi ces notes de 
cours, il y a celles de Joseph-Louis Lagrange  



Nombres premiers de Sophie Germain

Théorème de Sophie Germain

2
3
5

11
23
29
41
53
83
89

113
131
173
179
191
233
239
251
281

5
7

11
23
47
59
83

107
167
179
227
263
347
359
383
467
479
503
563

293
359
419
431
443
491
509
593
641
653
659
683
719
743
761
809
911
953

587
719
839
863
887
983

1019
1187
1283
1307
1319
1367
1439
1487
1523
1619
1823
1907

n n2n+1 2n+1

Nombres premiers
de Sophie Germain
inférieurs à 1000
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La notoriété acquise par ces mémoires valent 
à Germain de rencontrer le mathématicien 
Joseph Fourier (1768-1830) avec qui elle se 
lie d’amitié. Grâce à l’appui de Fourier, elle est 
la première femme autorisée à assister aux 
séances de l’Institut, privilège qui jusqu’alors 
était réservé aux femmes des membres  
de l’Institut.

Sur la suggestion de Gauss, l’université 
de Göttingen, décerne à Germain un titre  
honorifique, en 1830, mais elle meurt d’un 
cancer du sein, le 27 juin 1831, avant de 
recevoir ce prix.

Sophie Germain se distingue avant tout par 
son refus de se soumettre aux mœurs et aux 
préjugés de son époque et sa persévérance 
dans l’étude des mathématiques.

Sophie Germain  |  André Ross • Cégep de Lévis-Lauzon

persévérance dans l’étude des mathéma-
tiques malgré tous les obstacles qu’elle a dû 
surmonter. Leur correspondance prend fin en 
1808 alors que Gauss est nommé professeur 
d’astronomie à l’université de Göttingen et  
se consacre alors aux mathématiques 
appliquées, délaissant les champs d’intérêt  
de Sophie Germain.

Au début du XIXe siècle, les femmes sont jugées 
incompétentes pour comprendre des travaux 
scientifiques; elles ne peuvent traditionnelle-
ment avoir accès à la connaissance des progrès  
scientifiques qu’au cours de discussions 
mondaines ou à la lecture des livres de  
vulgarisation qui leur sont spécifiquement 
destinés. 

En 1808, le physicien allemand Ernst Chladni 
visite Paris et y présente des expériences sur 
les plaques vibrantes. L’Institut de France 
lance alors un concours pour :

formuler une théorie des surfaces 
élastiques1 et montrer qu’elle 

est en accord avec les résultats 
expérimentaux.

Entre 1811 et 1816, Sophie Germain présente 
trois mémoires à ce concours. Après avoir 
échoué deux fois, elle réussit finalement en 
1816. Ses travaux sur ce sujet l’opposent 
à Siméon Denis Poisson, qui défend une  
interprétation moléculaire des vibrations 
d’une membrane. 

Un nombre premier de Sophie 
Germain est un nombre premier n 
tel que 2n + 1 est aussi un nombre 
premier. Ainsi, 2 est un nombre  
premier de Sophie Germain, car : 

2 × 2 + 1 = 5

est également un nombre premier. 

De la même façon, 3 est un nombre 
premier de Sophie Germain, car :

2 × 3 + 1 = 7

est également un nombre premier. 

Les nombres premiers de Sophie  
Germain inférieurs à 1 000, sont  
donnés dans le tableau ci-contre.

Pour tout entier naturel n strictement plus grand que 1,

n4 + 4

n’est pas premier.

Le théorème suivant porte également le nom de Sophie Germain : 

Si p est un nombre premier de Sophie Germain, alors, il n’existe 
pas d’entiers non nuls x, y et z, non multiples de p, tels que 
xp + yp = zp (autrement dit, le théorème de Fermat est vrai si p est 
un nombre premier de Sophie Germain).

Gauss, apprenant la supercherie, 

écrit à Sophie Germain

Comment vous décrire mon admiration et mon étonnement 

de voir mon estimé correspondant Monsieur Le Blanc se 

transformer en ce fameux personnage qui me donne un brillant 

exemple de ce que j’aurais du mal à croire. Le goût des sciences 

abstraites en général et plus particulièrement des mystères des 

nombres est extrêmement rare. Les charmes de cette sublime 

science ne se révèlent qu’à ceux qui ont le courage de l’explorer 

en profondeur. Mais quand une personne du sexe qui, du fait 

de nos coutumes et préjugés, doit surmonter plus de difficultés 

que les hommes pour se familiariser avec ces épineuses questions, 

réussit néanmoins à dépasser ces obstacles et à appréhender 

leur partie la plus obscure, alors elle doit sans aucun doute 

posséder un noble courage, des talents extraordinaires et un esprit 

supérieur. De fait, rien de plus flatteur et moins équivoque, que 

la prédilection avec laquelle vous avez honoré cette science, qui 

a enrichi ma vie de tant de joie, ne pourrait me montrer que ses 

attraits ne sont pas chimériques.
Lettre du 30 avril 1807, 

jour de l’anniversaire de naissance de Gauss  

1.	� En fait, les connaissances mathématiques 
nécessaires pour aborder convenablement 
le problème des surfaces élastiques ne 
furent développées que durant la seconde 
moitié du XIXe siècle.
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Mystérieuse lithographie d’Escher  |  Philippe Carphin et Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

d’EscherMystérieuse lithographie

Artiste fascinant, Maurits Cornelis Escher  
a conçu des toiles magnifiques et intrigantes,  

jouant avec la perspective et la géométrie,  
et démontrant une ingéniosité remarquable.

Exposition d’Estampes, 1856, de M. C. Escher © 2009, The M. C. Escher Company – Holland, All Rights Reserved. www.mcescher.com
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Ses œuvres, dont plusieurs ont une renommée 
mondiale, sont souvent citées comme exemples 
d’art à saveur mathématique. Elles interpellent  
le spectateur par leur caractère insolite.  
L’une de ses œuvres, « Exposition d’Estampes »  
a longtemps attiré et parfois même divisé la 
communauté scientifique. C’est qu’elle est 
demeurée inachevée. Mais, était-elle vraiment 
inachevable ?

Regardons cette image, et imaginons que nous 
fassions un zoom pour rentrer dans l’image. 
En même temps nous tournons. Après avoir 
agrandi notre image par un facteur 22,58 et 
tourné dans le sens des aiguilles d’une montre 
d’un angle de 157,63 degrés, nous « devrions » 
retrouver l’image originale : devrions, parce 
que ce zoom nous amène sur le bord droit de 
la zone inachevée. 

Pas très facile à voir... Pourtant, en 2003,  
les mathématiciens Hendrik W. Lenstra et Bart 
de Smit complètent la gravure ! Comment ? 

Nous allons mettre  
nos lunettes mathématiques  

pour dévoiler  
le mystère de cette complétion. 

Le procédé utilisé s’applique à toute image 
qui se retrouve reproduite à l’intérieur d’elle-
même (suite à une mise en abyme) et, pour le 
rendre transparent, nous l’illustrerons sur une 
image beaucoup plus simple que la gravure 
d’Escher. Pour comprendre la méthode, il est 
recommandé de faire une lecture superficielle 
en se concentrant principalement sur la suite 
des dessins et en ignorant les détails mathé-
matiques. Une deuxième lecture, optionnelle, 
permet à qui veut pousser plus loin de deviner 
comment ont été écrits les programmes qui 
génèrent ces dessins.  

Mystérieuse lithographie d’Escher  |  Philippe Carphin et Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

Hendrik Lenstra et Bart de Smit ont appelé la 
mise en abyme d’une image « effet Droste », à 
cause de l’illustration figurant sur la boîte de 
cacao de marque Droste vendue aux Pays-
Bas. Si on décide de faire un zoom bien choisi 
(et une légère rotation), on retrouve la même 
image. On a donc une infinité de nonnes qui 
s’accumulent en un point. Ce point est le centre 
de l’image : une infinité de tasses s’y accumu-
lent, une infinité de boîtes de cacao s’y accu-
mulent, etc. En faisant des zooms successifs 
on voit qu’on peut, en théorie, recouvrir le plan 
en entier avec notre image. Si l’on fait une 
homothétie (un zoom) d’un certain rapport C, 
on retrouve la même 
image. On dit que notre 
image est invariante 
sous une homothétie 
de rapport C. 

Le point de départ 
d’Escher est tout  
simplement une image 
invariante sous une 
homothétie de rapport 
1/256. Mais, quelle 
transformation lui 
fait-il subir? 

d’Escher
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a) α = 9/10 b) α = 8/10 c  α = 7/10 d) α = 6/10 e) α = 5/10 f) α = 4/10 g) α = 3/10 h) α = 2/10 i) α = 1/10

Étirement du cône lorsque α décroît de 1 à 0. Le cercle de rayon 1 reste fixe. Le cône a une arête de longueur      . 1
α

a) α = 9/10 b) α = 8/10 c α = 7/10 d)dd α = 6/10 e) α = 5/10 f)ff α = 4/10f)ff α = 4/10 g) α = 3/10) 3/10 ) /h) α = 2/10 i)i α = 1/10) /

Le paramètre α croît de 0 à 1. Les courbes fermées sont devenues des spirales.

Aplatissement du cône après la coupure du cylindre 
et son recollement avec un décalage

Étirement de l'image

i) α = 9/10h) α = 8/10g) α = 7/10f) α = 6/10e) α = 5/10d) α = 4/10c) α = 3/10b) α = 2/10a) α = 1/10

Faisons la démarche d’Escher sur l’image  
simple ci-contre.
Nous allons nous placer dans l’espace et imaginer 
notre image infinie sur le plan horizontal. 
Nous supposons que cette image est élastique  
et nous la soulevons à partir du centre.  
Pendant toute cette manœuvre, nous exigeons 
que le cercle de rayon 1 reste fixe dans le plan 
horizontal. Au début nous obtenons un cône 
aplati, puis de plus en plus pointu. Le centre 
de l’image est situé au sommet du cône. Un 
paramètre a décroissant de 1 à 0 va quantifier 
cette manœuvre, le cône ayant une arête de 
longueur 1/a.
À la limite, quand le sommet du cône est à l’infini 
(c’est-à-dire a = 0), le cône est devenu un cylin-
dre. Qu’est devenue notre image? Tout au long 
de la déformation, on a obtenu sur le cône une 
image invariante sous une homothétie centrée 
au sommet du cône mais, au fur et à mesure 
qu’on étire le cône, le rapport d’homothétie se 
rapproche de 1. À la limite, lorsqu’on a le cylin-
dre, il est égal à 1. Mais comme le sommet du 
cône est passé à l’infini, la limite de l’homothétie 
n’est pas l’identité mais une translation, comme 

Vue de l’image
en plongée et en perspective
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on le voit sur la figure. L’image sur le cylindre 
est invariante sous translation verticale! Elle est 
donc périodique avec une période verticale T1. 
Sur le cylindre on observe une infinité d’images 
identiques sur des bandes l’une au-dessus de 
l’autre. 

Coupons maintenant notre cylindre suivant 
une droite verticale. On peut faire glisser les 
deux côtés de la coupure l’un sur l’autre et les 
recoller après un décalage de T1. La nouvelle 
image sur le cylindre est maintenant une spi-
rale infinie, toujours périodique sous la même 
période verticale. Il ne reste plus qu’à faire 
l’opération inverse : aplatir notre cylindre en 
un cône jusqu’à ce que l’image finisse par être 
écrasée dans le plan.

Mais comment mettre cela en équation de 
manière à pouvoir en programmer les étapes? 
On imagine que l’image est imprimée sur une 
feuille infinie enroulée sur le cylindre ou sur le 
cône et qu’on déroule cette feuille. Une feuille 
enroulée sur le cône aura la forme d’un secteur, 
mais on peut prendre l’angle du secteur  
arbitrairement grand. 

Mystérieuse lithographie d’Escher  |  Philippe Carphin et Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

a) α = 9/10 b) α = 8/10 c  α = 7/10 d) α = 6/10 e) α = 5/10 f) α = 4/10 g) α = 3/10 h) α = 2/10 i) α = 1/10

Étirement du cône lorsque α décroît de 1 à 0. Le cercle de rayon 1 reste fixe. Le cône a une arête de longueur      . 1
α

a) α = 9/10 b) α = 8/10 c α = 7/10 d)dd α = 6/10 e) α = 5/10 f)ff α = 4/10f)ff α = 4/10 g) α = 3/10) 3/10 ) /h) α = 2/10 i)i α = 1/10) /

Le paramètre α croît de 0 à 1. Les courbes fermées sont devenues des spirales.

Aplatissement du cône après la coupure du cylindre 
et son recollement avec un décalage

Étirement de l'image

i) α = 9/10h) α = 8/10g) α = 7/10f) α = 6/10e) α = 5/10d) α = 4/10c) α = 3/10b) α = 2/10a) α = 1/10

Image finale

Cylindre coupé et recollé
avec un décalage

Le cylindre coupe le plan
le long du cercle de rayon 1
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DossierArt

Lorsqu’on déplie une feuille enroulée sur le 
cône, le motif qu’on obtient ne se referme pas 
après un tour. 

Pour notre dessin dans le plan, puisque le cercle 
de rayon 1 reste devant nos yeux, le sommet de 
la feuille s’éloigne à l’infini. Lorsqu’on déroule la 
feuille enroulée sur le cylindre, l’image obtenue 
est périodique sous deux périodes : la période 
T1 (qu’on représente horizontalement) et une 
période T2 = 2π, soit la circonférence du cercle, 
qu’on dessine verticalement. 

Mais alors, on a aussi des périodes obliques! Voilà 
l’origine du fameux angle de 157,6255960832 
degrés qui a tellement intrigué Hendrik Lenstra. 
On tourne la figure de manière à amener le 
vecteur T1 + T2 en position verticale. On fait une 
homothétie de manière à ramener sa longueur 
à 2π. 

Et, on fait la transformation 
inverse. En faisant cela à partir 
d’une grille carrée, on obtient 
une grille semblable aux 
grilles de construction qu’on 
retrouve dans les dessins 
d’Escher (figure ci-contre). 

Toutes les constructions d’Escher 
conservent les angles : ce sont  
des transformations conformes1. 
L’analyse complexe nous fournit 
des formules très simples pour 

ces transformations (voir encadré). 

Vous pouvez regarder une animation de la  
construction d’une telle image réalisée par 
Philippe Carphin sur le site de la revue :  
www.accromath.ca. 

Motif sur un cône déroulé lorsque α décroît de 1 à 0

L’image de départ est une grille du style de celle utilisée par Escher.

Motif sur un cône déroulé lorsque α croît de 0 à 1

Soyez à l’affût et tâchez de trouver une  
occasion de regarder le documentaire de  
Jean Bergeron « Achever l’inachevable », dans 
lequel Hendrik Lenstra raconte sa fascination  
devant cette gravure et le « Eureka » qui a permis 
à son équipe d’entreprendre la longue tâche de 
complétion de la gravure.Grille d’Escher.

Gravure complétée par l’équipe de Lenstra 
à partir du dessin complété.

Dessin complété par l’équipe de Lenstra,  
avant transformation.

1.	� Voir La cartographie, dans Accromath vol. 3, 
hiver-printemps 2008.
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Mystérieuse lithographie d’Escher  |  Philippe Carphin et Christiane Rousseau  •  Université de Montréal

Motif sur un cône déroulé lorsque α décroît de 1 à 0

L’image de départ est une grille du style de celle utilisée par Escher.

Motif sur un cône déroulé lorsque α croît de 0 à 1

On représente un point (x, y) du plan par le nombre 
complexe z = x + iy. Soit r le module de z, et q son 
argument. Pour envoyer le plan sur un cône, on 
utilise la transformation z  z a, que l’on peut voir en 
coordonnées polaires comme (r, q)  (r a, a q). Au départ, 
a = 1. Ensuite, on fait décroître a vers 0. Mais on veut 
aussi envoyer le centre à l’infini. Donc, on va plutôt 
utiliser la formule :

z  Z =  

On peut vérifier que cette formule envoie l’origine dans 
le point -1/alpha, et que le cercle de rayon 1 (donc 
de longueur 2π) est envoyé sur un arc de cercle de 
longueur 2π.

Quelle est la limite quand a = 0? Précisément z  Z = log z 
(c’est une application de la règle de l’Hospital)! Au début, 
l’image d’Escher était invariante sous l’homothétie  
z’  zC, pour C = 1/256. Que se passe-t-il pour l’image 
finale lorsqu’on a appliqué le logarithme? Comme  
log zC = log z + log C, elle est devenue invariante sous 
une translation de période :

T1 = log C = –log 256. 

La deuxième période est T2 = 2πi. Considérons le nombre 
complexe

Multiplier Z par A, c’est lui appliquer une homothétie dont
le rapport est le module de A, suivie d’une rotation 
dont l’angle est l’argument de A. En appliquant la 
transformation inverse de la première transformation 
z  Z = log z (c’est-à-dire Z  e z), on trouve z ‘ = eAZ. 
Faisons le calcul si Z = log z :

z ‘ = eA logz = e logz A = z A.

L’image initiale était invariante sous l’homothétie  
z  zC, ce qui donne que la nouvelle image est 
invariante sous z   C Az. Si on fait le calcul, le module 
de C A est environ 1/22,58 et l’argument 157,63 degrés, 
soit l’angle observé par Hendrik Lenstra.

La mise en équation des transformations 
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Alexandra 
Aujourd’hui, je vais vous 

présenter deux tours de magie  
à saveur mathématique. Pour 

mon premier tour, Yannick, 
s’il-te-plaît, choisis une page 

du calendrier en avant de la classe  
et dessine un carré qui contient  
16 dates. 

Yannick s’exécute. Son carré  
contient les dates 4, 5, 6, 

7, 11, 12, 13, 14, 18, 19, 
20, 21, 25, 26, 27 et 28.  

Alexandra jette un coup 
d’œil rapide au carré 

et se retourne. Elle  
poursuit alors. 

Très bien, tu  
vas main-

t e n a n t 
encercler  
quat re 
d a t e s 

de ton 
carré de la  

Frédéric Gourdeau
Université Laval
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Mathémagique  |  Frédéric Gourdeau  •  Université Laval

manière suivante : tu choisis une date du carré, 
tu l’entoures et tu barres les dates situées dans 
sa colonne ainsi que celles situées dans sa ran-
gée. Tu choisis ensuite une date qui n’est pas 
barrée, et tu barres les dates situées dans sa 
colonne ainsi que celles situées dans sa 
rangée. Tu continues pour avoir 
finalement choisi quatre dates. 

Quand ce 
sera fait, 

dis-le moi.

Yannick complète  
son choix. Il a 
choisi 21, 27, 5  

       	 et 11. 

Mathémagique
Alexandra avait décidé de  

divertir ses élèves en ce beau 
vendredi après-midi.  
Il faut dire qu’avec le 

soleil qu’il faisait dehors, 
garder l’attention de 

tous n’était pas facile.
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Yannick 
C’est fait. 

Alexandra
Alors Yannick, même si je n’ai pas vu les  
nombres que tu as choisis, je peux te dire que 
la somme des quatre nombres que tu as choisis 
est… 64. 

Yannick fait la somme et constate 
bien que cela donne 64…  

Plusieurs élèves sont intrigués… 
Alexandra enchaîne rapidement

Impressionnés ? Je vous fais un deuxième 
tour…  Tiens, Annick, je te donne trois dés et 
je me retourne. Lance les trois dés et écris les 
résultats au tableau. 

Annick s’exécute et écrit 3, 2 et 6. 
Alexandra, qui ne voit pas  

le tableau, poursuit.   

Je te demande de faire le calcul suivant au  
tableau pour que tous le voient, sauf moi!  
Multiplie la valeur du 1er dé par 2; ajoute 5; 
multiplie le résultat par 5; ajoute la valeur du  
2e dé; multiplie le résultat par 10; et, 
finalement, ajoute la valeur du 3e dé. Tu me 
donneras la valeur finale. 

Annick fait les calculs et obtient : 

3 x 2 = 6; 6 + 5 = 11 ; 11 x 5 = 55 ;  
55 + 2  = 57 ; 57 x 10 = 570 ;  

et 570 + 6 = 576.  

Annick
J’ai obtenu 576.

Alexandra
Alors, je peux te dire que tu avais obtenu 3, 2 et 6. 

Un élève
Est-ce vous connaissez tous les résultats par cœur?

Alexandra
Non, je ne connais  
pas tous les résultats 
par cœur! Mais je 
sais quoi faire 
pour retrouver les 
valeurs des dés à 
partir du résultat 
final obtenu.  
À vous de jouer.  

Mathémagique  |  Frédéric Gourdeau  •  Université Laval

Le magicien regarde rapidement 
les deux extrémités de l’une des 
deux diagonales, les additionne  
et multiplie la somme par 2. C’est 
la réponse recherchée. On peut 
facilement faire des essais et voir 
que cela fonctionne bien. Mais 
pourquoi?

Lorsqu’on choisit un carré de 
dates, les dates sont toujours de 
la forme

Pour le choix de Yannick, on a 
a=4 et Yannick a choisi les dates 
surlignées en jaune. 

On peut voir cela comme une 
partie d’une table d’addition : le 

nombre 21, qui est a+17, est le 
résultat de l’addition de a+3 et 
de 14 dans la table d’addition. 

On veut montrer que la somme 
des nombres choisis est :

2(a + (a + 24))= 4a +48. 

Comme le choix des nombres  
est tel que l’on prend chaque 
colonne et chaque ligne une fois, 
on a la somme des entrées de  
la table c’est-à-dire : 

0 + 7 + 14 + 21 + a + (a+1) + (a+2) + (a+3), 

ce qui donne bien 4a + 48. 

Comprendre… le carré aux dates

Il existe des centaines de tours de magie qui sont basés sur les mathé-
matiques. Propriétés des nombres, symétrie, parité, arithmétique des 
restes et algèbre peuvent ainsi prendre vie de manière amusante. Ici, 
les deux tours choisis par Alexandra s’expliquent bien avec de l’algèbre, 
même si les explications ne sont pas nécessairement si faciles à trouver. 

Deux auteurs sont à consulter pour découvrir des dizaines de tours  
de magie accessibles dès le début du secondaire : Martin Gardner et 
Dominique Soude. Voir la page Pour en savoir +.       

La magie à l’école

Un peu d’algèbre permet de démêler le tout. Soient a, b et c les 
valeurs du premier, du deuxième et du troisième dé. La suite des 
opérations demandées par Alexandra donne :

 ( ( ( (2a + 5) × 5 )+b ) × 10 ) + c, 

ce qui se ramène à 100a +10b + c +250. 

Si on enlève 250 au résultat, il nous reste 100a+10b+c, c’est-à-dire 
le nombre qui s’écrit abc, où le chiffre des centaines est la valeur du 
premier dé, celui des dizaines est la valeur du deuxième dé, et celui 
des unités est la valeur du troisième dé. Alexandra a donc simplement 
fait 576 – 250 = 326, et elle a pu dire les résultats des trois dés. 

Comprendre… le lancer des dés

a a +1 a +2 a +3

a a +1 a +2 a +3

a +8 a +9 a +10
a +15 a +16 a +17
a +22

a +14
a +21 a +23 a +24

0
7

14
21

+

a +7
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Distance aux planètes
En se fondant sur sa théorie héliocentrique, 
qui place le Soleil au centre, Nicolas Copernic  
a proposé d’étudier les élongations maximales  

des planètes Mercure et Vénus, 
dont l’orbite est inscrite à 
l’intérieur de l’orbite terrestre  
(on parle alors de planètes 
inférieures) pour déterminer la 
taille de leur orbite.

Une planète inférieure P est en  
élongation maximale lorsque, 
vue de la Terre, la distance 
angulaire q la séparant du 
Soleil est maximale. L’angle SPT 

est alors un angle droit, ce qui permet d’utiliser 
le théorème de Pythagore pour déterminer  
la distance  (le dessin de gauche n’est pas 
à l’échelle).

Dans une telle situation, on peut écrire la  
relation trigonométrique suivante :

d’où : 	

Pierre Chastenay
Astronome

Planétarium de Montréal
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L’inaccessible étoile  |  Pierre Chastenay  •  Planétarium de MontréalAvec peu de moyens techniques,  
les astronomes grecs de l’antiquité ont mesuré 
le diamètre de la Terre, la distance Terre-Lune et 

estimé la distance Terre-Soleil1. La théorie 
héliocentrique, puis l’invention du télescope, ont 

permis de poursuivre sur cette lancée.

1.	� Voir l’article Mesurer l’Univers dans 
Accromath, vol. 4, hiver-printemps 2009

Notons que cette  
relation donne le 
rayon de l’orbite  
de la planète P en 
fonction du rayon  
de l’orbite terrestre,  
et non en valeur  
absolue. Malheureu-
sement, on ne con-
naissait pas encore à  
l’époque une façon 
de mesurer la distance 
Terre-Soleil avec plus  
de précision que celle 
obtenue par Aristarque 
de Samos au IIIe siècle avant notre ère1. 
On créa donc une unité arbitraire, l’unité 
astronomique (ua), représentant la distance 
Terre-Soleil. Avec les valeurs d’élongations 
maximales de Mercure et Vénus valant 
respectivement 24° et 44°, les astronomes de 
l’époque déterminèrent que ces planètes se 
trouvaient à 0,4 ua et 0,7 ua du Soleil.

L’inaccessible étoile

Nicolas Copernic est né le 
19 février 1473 à Torun en 
Pologne et est mort le 24 mai 
1543 à Frombork (Frauenburg)  
en Pologne. 

En 1495, il partit étudier en Italie aux uni-
versités de Bologne et de Padoue. Il y étudia  
la médecine, les mathématiques, le grec, 
le droit canon et fut élève et assistant 
de l’astronome Domenico Maria Novara 
(1454-1504). C’est à Bologne qu’il fit sa 
première observation astronomique, le 
9 mars 1497. De retour en Pologne, il y  
pratiqua la médecine durant quelques 
années même si son occupation principale, 

comme chanoine, était reliée à sa formation  
en droit canon. 

Copernic attendit jusqu’à la fin de sa  
vie avant de publier son ouvrage majeur,  
De Revolutionibus Orbium Coelestium, 
de peur des réactions hostiles du clergé 
catholique à son système héliocentrique, 
jugé hérétique à l’époque. Bien que 
l’héliocentrisme ait fait quelques adeptes 
dès la publication de l’ouvrage, ce sont 
les observations d’un autre grand savant, 
l’astronome italien Galileo Galilei,  qui ébran- 
lèrent véritablement et pour toujours les 
fondations du géocentrisme.

Nicolas Copernic (1473-1543)

Terre Soleil

T

Élongation maximale

S

P

θ



27

Vo
l. 

4 
• 

ét
é 

– 
au

to
m

ne
 2

00
9

Kepler et la planète Mars
Le fait que, dans le système héliocentrique, la 
Terre tourne désormais autour du Soleil comme 
les autres planètes, offrait aux astronomes une 
occasion inespérée d’observer le ciel de divers 
points de vue le long de l’orbite terrestre et 
d’appliquer une technique de mesure appelée 
triangulation. Quiconque a deux yeux est déjà 
familier avec la triangulation : ce sont les points 
de vue légèrement différents que chacun de 
nos yeux envoient au cerveau qui permettent, 
par comparaison, d’estimer la distance qui nous 
sépare des objets qui nous entourent. Malheu-
reusement, la faible séparation des yeux limite 
la triangulation visuelle à quelques mètres. 
Pour mesurer des distances astronomiques par 
triangulation, il faudrait que nos yeux soient 
éloignés de plusieurs millions de kilomètres ! 
Heureusement, le diamètre de l’orbite terrestre 
offre justement une telle séparation, pour peu 
que les observateurs conservent des notes pré-
cises de leurs observations.

Johannes Kepler (1571-1630) a utilisé une telle 
approche pour déterminer le rayon de l’orbite 
de la planète Mars. Kepler entendait tirer avan-
tage de la révolution de la Terre autour du Soleil 
pour comparer des positions de la planète Mars 
observées à intervalles réguliers par rapport 

L’inaccessible étoile  |  Pierre Chastenay  •  Planétarium de Montréal

aux étoiles lointaines. Mais un problème de 
taille se posait : tandis que la Terre avance sur 
son orbite, la planète observée avance aussi.  
Comment s’assurer que Mars soit au même 
point de son orbite d’une observation à l’autre ?

Kepler résolut ce problème de manière ingénieuse.  
L’astronome savait, grâce aux calculs de Copernic,  
qu’il fallait à la planète Mars 1,88 an pour revenir  
au même point de son orbite. Il compara donc 
les positions observées de Mars vues de la Terre à 
1,88 ans d’intervalle : 
pour chaque paire 
d’observation, Mars 
était au même point 
de son orbite, mais pas 
la Terre, puisque notre 
planète avait fait plus 
d’un tour sur sa pro-
pre orbite (1,88 tour, 
en réalité). La sec-
onde visée était donc 
différente de la pre-
mière. L’intersection 
de chaque paire de 
visées marquait une position de la planète 
Mars. En répétant les paires de mesures, on 
pouvait tracer l’ensemble de l’orbite martienne.

En prenant une orbite terrestre de rayon égal à 
1 ua comme base de triangulation, Kepler put 
calculer que le rayon de l’orbite de Mars était 

L’inaccessible étoile

En décembre 1609, Galilée construisit une 
lunette d’approche qu’il s’empressa de pointer 
vers le ciel : il découvrit alors des montagnes et 
des cratères sur la Lune, de curieuses excrois-
sances de part et d’autre de Saturne (Galilée ne 
saura jamais qu’il s’agit d’anneaux ceinturant 
la planète), des satellites autour de Jupiter, les 
phases de Vénus et d’innombrables étoiles dans 
la Voie lactée. Ces découvertes confirmèrent 
que le système de Copernic, dans lequel les 
planètes tournent autour du Soleil, correspon-
dait vraiment à la réalité des observations. Ces 
observations ont joué un rôle important dans 
l’adoption du modèle héliocentrique et le rejet 
du système géocentrique en vigeur depuis 
Aristote. Une fois acceptée cette idée, les 
astronomes mirent à profit une foule d’outils 
géométriques qui leur permirent de s’attaquer 
de nouveau à la détermination des distances 
qui séparent les planètes du système solaire. 

Galileo Galilei (1564-1642)

Or
bit

e d
e M

ars

   
    

    O
rbite terrestre

Rayon de l’orbite de Mars

C
op

yr
ig

ht
 ©

 �Im
ag

es
.c

om
/C

or
bi

s



28

Vo
l. 

4 
• 

ét
é 

– 
au

to
m

ne
 2

00
9

De retour à Paris, Richer compara ses obser-
vations à celles de Cassini; les astronomes 
constatèrent bel et bien une légère différence 
entre les positions de Mars vues de France et 
d’Amérique du Sud. La différence était faible, 
quelques millièmes de degrés à peine, mais  
suffisante pour effectuer un calcul de triangu-
lation. Connaissant la distance entre Paris 
et la Guyane, Cassini et Richer purent effectuer 
le calcul suivant pour la distance Terre-Mars 

, basé sur la relation du triangle étroit 
(voir l’encadré ci-dessus) :

On considère ici que les distances Paris-Mars ou 
Guyane-Mars sont suffisamment semblables  
à la distance  entre la Terre et Mars pour 
utiliser cette dernière dans l’équation ci-contre. 
Par conséquent :

Avec a = 24” et  on obtient : 

Connaissant désormais la distance réelle entre 
la Terre et sa voisine, Cassini et Richer avaient 
enfin en main un facteur d’échelle qui leur  
permit de calculer la distance réelle entre 
la Terre et le Soleil, soit 140 millions de  
kilomètres, ce qui est remarquablement proche 
de la valeur moderne de 150 millions de km. De 
là découlèrent ensuite toutes les autres mesures 
de distance entre les planètes du système 
solaire, ce qui plaçait Saturne (la plus lointaine 
planète connue à l’époque) à un incroyable  
1 milliard 330 millions de kilomètres du Soleil. 
La valeur moyenne moderne est 1,426 milliard 
de km.

DossierAstronomie

1,5 fois plus grand que celui de l’orbite ter-
restre, soit 1,5 au. En répétant patiemment des 
observations similaires pour les autres planètes 
supérieures, Jupiter et Saturne, les astronomes 
purent déterminer avec précision les distances 
moyennes entre les planètes et le Soleil, expri-
mées en unités astronomiques.

L’unité astronomique
Connaissant les grandeurs relatives des orbites 
des planètes, les astronomes ont ensuite cherché 
à déterminer la valeur de l’unité astronomique 
afin de connaître la grandeur réelle du système 
solaire. Ce sont les astronomes français Jean 
Richer et Jean-Dominique Cassini qui ont résolu 
le problème. En 1671, lors d’une opposition de 
Mars (Mars étant alors à l’opposé du Soleil dans 
le ciel), les deux observèrent au même moment 
(convenu d’avance) la position de la planète 
rouge par rapport aux étoiles situées en arrière-
plan, Cassini à l’observatoire de Paris, en France, 
et Richer en Guyane française, en Amérique  
du Sud.  

Terre

Paris

Guyane Étoiles
lointaines

Mars

Détermination de l’unité astronomique

α

Relation du triangle étroit
Dans un cercle de rayon R, un 
angle q intercepte un arc de cercle 
a, lui-même sous-tendu par une 
corde c.
La longueur de l’arc intercepté est 
proportionnelle à l’angle au centre. 
Si l’angle q vaut 360°, il intercepte la 
circonférence, 2πR. On a donc :

Dans le cas des triangles étroits (q < 10°), on peut considérer que 
l’arc de cercle a et la corde c qui le sous-tend sont approximative-
ment d’égale longueur. Par conséquent, on peut écrire :

Cette relation est fort utile en astronomie où les angles mesurés 
sont souvent très petits, de l’ordre de la seconde d’arc (1/3600e de 
degré). Les astronomes utilisent généralement la relation du trian-
gle étroit sous la forme suivante :

où l’angle étroit q est exprimé en seconde d’arc.
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Étoiles et parallaxe
L’invention de la lunette astronomique avait 
non seulement permis de prendre la mesure 
du système solaire; des télescopes de plus en 
plus puissants et précis permettaient désor-
mais de s’attaquer à la détermination de la 
distance aux étoiles, dont on savait qu’elles 
étaient encore plus lointaines. La méthode 
privilégiée pour s’attaquer à ce problème  
consistait à mesurer la parallaxe des étoiles (voir 
encadré ci-dessous). Malheureusement pour les 
astronomes, les étoiles sont si lointaines que les  
parallaxes sont infimes, même pour les étoiles 
les plus proches. Pendant longtemps, les  
parallaxes stellaires sont demeurées hors de 
portée des meilleurs instruments.

Mais en 1838, après des années d’efforts  
frustrants, l’astronome allemand Friedrich 
Bessel (1784-1846) parvint enfin à mesurer la 
parallaxe de l’étoile 61 de la constellation du 
Cygne. La parallaxe de 61 Cygni était infime, 
une fraction de seconde d’arc à peine, mais elle 
plaçait tout de même cette étoile à une distance 
ahurissante de 11,2 années-lumière de la Terre ! 
La sphère des étoiles venait d’exploser, littérale-
ment, et l’Univers allait s’avérer beaucoup plus 
grand que ce que l’on imaginait jusque là.

L’inaccessible étoile  |  Pierre Chastenay  •  Planétarium de Montréal

Une fois la mesure de Bessel confirmée, les 
astronomes entreprirent de mesurer systé-
matiquement la distance de toutes les étoiles 
voisines du Soleil jusqu’aux plus lointaines 
dont ils pouvaient encore mesurer le parallaxe. 
La mesure des parallaxes stellaires a toutefois 
une limite, imposée par le diamètre de l’orbite  
terrestre et la précision des télescopes servant 
à mesurer les petits angles. Même le satellite  
Hipparcos, placé sur orbite terrestre par l’Agence 
spatiale européenne en 1989 pour mesurer la 
distance d’étoiles de plus en plus lointaines, 
n’a plus été capable de mesurer avec précision  
les parallaxes d’étoiles situées au-delà de 1 000 
années-lumière, puisque les angles correspon-
dants étaient trop faibles pour ses instruments. 

Photométrie  
et spectroscopie
Les astronomes ayant atteint les limites de ce 
que la géométrie leur permettait de mesurer, ils 
cherchèrent de nouveaux moyens pour pousser 
plus loin leurs mesures du Cosmos. Nous ver-
rons dans le troisième texte de cette série que 
deux techniques nouvelles, la photométrie et 
la spectroscopie, vont devenir leurs meilleures 
alliées dans cette entreprise.

La grande différence entre les planètes et les étoiles, 
c’est que ces dernières sont fixes sur le fond du ciel1 
tandis que les planètes se déplacent constamment. Cela 
a donné aux astronomes l’idée d’utiliser le déplace-
ment annuel de la Terre sur son orbite pour créer deux  
visées d’une même étoile fixe avec la plus large base 
possible, soit le diamètre de l’orbite terrestre. Ainsi, deux 
visées d’une étoile proche prises à six mois d’intervalle  
devraient montrer un léger déplacement de l’étoile  
par rapport aux étoiles plus lointaines situées en  
arrière-plan. 
Un observateur vise l’étoile E et note sa position par  
rapport aux autres étoiles de cette région du ciel. Six mois 
plus tard, le même observateur vise à nouveau l’étoile 
E et note une nouvelle position. La moitié de l’angle a 

mesuré sur le ciel et séparant ces deux positions  
apparentes de l’étoile E est définie comme l’angle q et 
se nomme parallaxe.
La relation des triangles étroits2 nous sert encore ici à 
établir la relation entre le rayon r de l’orbite terrestre 
(égal à 1 ua) et la distance D qui nous sépare d’une  
étoile dont la parallaxe est q :

Substituant la valeur connue de r, convertie en années-
lumière3, dans l’équation, on obtient :

où q est exprimé en seconde d’arc.

Parallaxe des étoiles

1.	� Les étoiles sont en réalité animées de mouvements 
propres (révolution autour du centre de la Galaxie), mais 
ces mouvements sont négligeables sur une période 
d’une année terrestre.

2.	� La relation des petits angles permet de remplacer la 
tangente d’un angle par l’angle lui-même si celui-ci est 
exprimé. Or,  

	 1 rad = 57,3 deg = 57,3 * 3600 sec. arc = 2,06×105

3.	� Une année-lumière est la distance franchie par un rayon 
de lumière en un an, à la vitesse de 300 000 km/s. 
Une année-lumière (al) correspond à environ dix mille  
milliards de kilomètres.

Parallaxe des étoiles
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Parmi les conséquences de notre 
démonstration, on remarque que 
si tous les ai  sont nuls à partir de 

a5, on obtient : 
a1 + a2 + a3 + a4 = π

Donc, toute somme de quatre 
nombres vaut π.

Mieux encore, si tous les ai  sont 
nuls à partir de a2, on a :

a1  = π.
Par conséquent,  

tout nombre est égal à π.

Il doit bien y avoir  
quelque chose qui cloche!

L’importance du nombre π n’est plus 
à démontrer. Pourtant la propriété  

suivante de π (découverte par E. P. Northrop) 
ne manquera pas de vous étonner.

La plus belle 
propriété du nombre π

Toute série converge vers π.
En effet, soit une série quelconque (par  
prudence et si vous savez ce que c’est, vous 
pouvez considérer une série absolument  
convergente) :

Les égalités (finies) suivantes sont immédiates :

En ajoutant toutes ces égalités, nous obtenons 
une nouvelle égalité :

Toutes les parenthèses dans le second membre 
de cette égalité se simplifient deux à deux et 
disparaissent. Donc :

Pensez-vous que cela soit normal ?

a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7 + ...

a1 = π + (a1 – π) 
a2 = –(a1 – π) + (a1 + a2 – π)
a3 = –(a1 + a2 – π) + (a1 + a2 + a3 – π)
a4 = –(a1 + a2 + a3 – π) + (a1 + a2 + a3 + a4 – π)
 . 
 . 
 .

a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7 + ... = 
π + (a1 – π) – (a1 – π) + (a1 + a2 – π) – (a1 + a2 – π) + 
(a1 + a2 + a3 – π) – (a1 + a2 + a3 – π) + (a1 + a2 + a3 + a4 – π) ...

a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7 + ... = π



 

Solution du paradoxe précédent
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Trois pesées suffisent
donne aucune pièce plus légère, celle-ci est 
alors dans le paquet ne contenant qu’une 
pièce et, dans un cas comme dans l’autre, on 
a repéré la pièce la plus légère parmi n + 1 
pièces en n’effectuant que trois pesées.

Peut-on vraiment s’imaginer qu’avec un 
million de pièces en trois pesées on peut 
repérer celle qui est la plus légère? N’est-il 
pas étrange que le raisonnement présenté 
semble s’adapter et arriver à la même  
conclusion avec une seule pesée au lieu de 
trois? Il y a donc une erreur. Laquelle ?

L’erreur vient de la confusion entre 

a) �procédure qui repère la pièce la plus 
légère lorsqu’on lui donne des pièces 
dont l’une est plus légère, et :

b) �procédure qui indique que toutes les 
pièces sont de poids identique si c’est le 
cas, et qui indique la plus légère si l’une 
est plus légère.

Une procédure de pesée du premier type 
pour trois pièces demande une seule pesée 
(vous prenez deux pièces, si elles sont 
de même poids, c’est que la troisième est 
la plus légère, sinon vous savez laquelle 
est la plus légère). Une procédure du  
second type pour trois pièces demande en 
revanche deux pesées car, après une seule 
pesée, si les deux pièces essayées ont le 
même poids, vous ne pouvez savoir si la 

troisième a le même poids ou si elle est 
plus légère. Rechercher des procédures 
de type a n’est pas la même chose que 
rechercher des procédures de type b. Ceci 

étant compris, l’erreur est facile à repérer :  
l’énoncé mentionne des procédures de 
type a, mais le raisonnement subreptice-
ment utilise l’hypothèse de récurrence 

avec une procédure de type b.

Nous avons démontré que lorsque n pièces 
de monnaie (n ≥ 2) d’apparence iden-
tique sont données, l’une plus légère que 
les autres, alors trois pesées au plus avec 
une balance à deux plateaux (permettant 
de comparer des poids sans les mesurer)  
suffisent pour l’identification de la pièce la 
plus légère. 

Nous avons procédé de la façon suivante :

Lorsqu’on a deux pièces, on en place une 
sur le plateau de gauche et l’autre sur le 
plateau de droite de la balance. Puisque  
l’une des pièces est plus légère, l’équilibre 
ne se fait pas et on repère facilement la  
plus légère.

Nous avons ensuite posé l’hypothèse de 
récurrence selon laquelle il existe une 
procédure  utilisant au plus trois pesées 
pour n pièces et montré qu’il est alors 
suffisant d’effectuer trois pesées pour  
n + 1 pièces dont l’une est plus légère que 
les autres qui, elles, sont toutes de poids 
identique. En mettant de côté l’une des 
pièces, on a alors un paquet de n pièces et 
un autre de une pièce. Dans le paquet de  
n pièces, on peut appliquer la procédure de 
l’hypothèse de récurrence pour repérer la 
pièce la plus légère. Si cette procédure ne 
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Distance de freinage  
(secondaire)
1.	� La figure ci-bas représente la vitesse 

en fonction du temps d’une voiture  

circulant à la vitesse permise dans une 
zone de 30 km/h et qui doit s’arrêter de 
toute urgence.

a)	� Comparer la distance de réaction et 
la distance de freinage d’une voiture  
circulant dans la même zone mais dont la 
vitesse est le double de la limite permise. 
Considérer que le temps de réaction est le 
même et que la décélération est la même.

b)	� Une voiture circule à 75 km/h dans une 
zone de 50 km/h. Calculer en pourcentage, 
le dépassement de la vitesse permise.  
Calculer en pourcentage, l’augmentation 
de la distance de réaction et l’augmenta-
tion de la distance de freinage.

c)	� Est-il faux de prétendre que la distance de 
freinage a plus que doublé?

d)	� Calculer la distance de réaction en mètres 
à 50 km/h et à 75 km/h pour un temps de 
réaction d’une seconde.

e)	� Calculer la distance de freinage en 
mètres à 50 km/h et à 75 km/h pour 
une décélération sur pavé glacé de  
–8 m/s2. Calculer la distance totale en mètres 
(réaction et freinage) dans chaque cas.

f)	� Calculer la distance de freinage en 
mètres à 50 km/h et à 75 km/h pour 
une décélération sur pavé humide de  
–4 m/s2. Calculer la distance totale en mètres 
(réaction et freinage) dans chaque cas.

2.	� Pour estimer la distance totale en pieds 
nécessaire à l’arrêt d’un véhicule roulant à 
vi milles à l’heure sur une route mouillée, 
les ingénieurs américains utilisent parfois 
la formule suivante :

a)	� Comparer cette fonction avec celle  
présentée dans l’article, en utilisant un 
temps de réaction de 1 seconde et une 
décélération de 4 m/s2  (c’est-à-dire une 
accélération de –4 m/s2).

b)	� Pour quelle vitesse les deux formules  
donnent-elle exactement la même  
distance d’arrêt?  

Mathémagique (secondaire)
Pour votre prochain tour de magie, vous  
souhaitez construire un carré 5 par 5 
qui soit tel que la somme de n’importe 
quels cinq nombres choisis à raison d’un 
par ligne et par colonne (comme pour le 
Carré aux dates) donne toujours l’année  
de naissance d’un spectateur qui vous a 
donné son année de naissance. Comment  
faites-vous? Pouvez-vous construire des 
grilles variées afin que les spectateurs ne 
découvrent pas facilement votre truc?

Théorème  
de Sophie Germain 
(secondaire)
Démontrer le théorème de Sophie Germain :

Pour tout entier naturel n strictement plus 
grand que 1, 

n4 + 4 

n’est pas premier.

Section problèmes



Pour en s  voir plus!

Mathématiques et transport

	 Rouler sur l’or	

�		  ��Statistique Canada, L’âge de l’infrastructure publique : une perspective provinciale, No 11-621-MIF, 

février 2008 http://www.statcan.gc.ca/pub/11-621-m/11-621-m2008067-fra.pdf (site consulté le 7 avril 2009).

	 	 ��Pour plus de renseignements sur la façon dont Statistique Canada calcule la durée de vie utile, 

la fonction de mortalité et l’âge des actifs :  

Flux d’investissement et stocks de capital—Méthodologie 2001 » Statistique Canada,

http://www.statcan.gc.ca/imdb-bmdi/document/2820_D1_T9_V1_B.pdf  (site consulté le 7 avril 2009).

		�  Patry,  André  « Dépréciation économique et les mises hors service des actifs canadiens : 

une étude empirique détaillée » 2007, produit no 15-549-XWF2007001 au catalogue de Statistique Canada,

http://www.statcan.gc.ca/pub/15-549-x/15-549-x2007001-fra.htm  (site consulté le 7 avril 2009).

	 Distances

		�  Haefner, L. E. Introduction to Transportation Systems. New York: Holt, Rinehart, and Winston, 1986.

	 Pétrole

		�  Normand Mousseau, Au bout du pétrole, tout ce que vous devez savoir sur la crise énergétique, 

éditions MultiMondes, 2008

		  Normand Mousseau, L’avenir du Québec passe par l’indépendance énergétique, éditions MultiMondes, 2009

Mathématiques et arts visuels

	 Mystérieuse lithographie d’Escher
�		�  Jean Bergeron, Achever l’inachevable, documentaire, Canada, 2007, 52 minutes.

Jeux mathématiques

	 Mathémagique
�		�  Dominique Souder, 80 petites expériences de Maths magiques, Dunod, Paris, 2008, 230 p. 

		  Dominique Souder, Magie et Maths, Éditions Pentaèdre, Villejuif, 2001, 64 p. 

		�  Martin Gardner, Mathématiques, Magie et Mystère, Dunod, 1961. 

(Version originale : Mathematics, Magic and Mystery, Dover.)	
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