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Editoriol

En cette année internationale de I'astronomie, nous vous proposons un dossier
Mathématiques et astronomie. Pierre Chastenay, astronome au Planétarium de
Montréal, signe le premier des articles de ce dossier, intitulé Mesurer I'Univers.
Il'y relate comment Aristarque de Samos a établi les distances relatives
Terre-Lune et Terre-Soleil, comment Eratosthéne de Cyréne a estimé la longueur
de la circonférence terrestre et comment Hipparque de Nicée a estimé la distance
Terre-Lune. Ces savants de I'Antiquité grecque sont les premiers a avoir évalué,
par modélisation et déduction mathématiques, certaines des grandeurs « astro-
nomiques » qui caractérisent notre Univers et échappent a la seule mesure.
Le rdle des modéles mathématiques a pris une nouvelle dimension avec le
développement de la physique moderne. C'est ce que nous montre Stéphane
Durand dans le deuxieme article de ce dossier, Les équations n'ont pas de
préjugés. L'auteur présente comment divers concepts physiques relatifs a
l'infiniment grand et a l'infiniment petit et difficilement imaginables a priori ont
pu émerger de modeles mathématiques lorsqu'on a voulu appliquer ceux-ci a un
contexte plus large que celui pour lequel ils avaient été développés initialement.

Les probléemes classiques de la géométrie grecque que sont la trisection de
I'angle, la duplication du cube et la quadrature du cercle ont intéressé des géné-
rations de savants jusqu'a ce que soit démontré qu'il était impossible de résoudre ces
problémes en respectant les contraintes imposées par le philosophe grec Platon.
Ces problémes font I'objet de I'article Des constructions impossibles, de Jérome
Fortier, dans le dossier Logique mathématique et informatique théorique. Dans
le méme dossier, André Boileau, avec I'article Découverte mathématique a la
polyvalente, nous relate comment I'exploration du triangle équilatéral sur ordi-
nateur peut conduire jusqu'a I'énoncé d'une conjecture intrigante et comment
il est ensuite possible de démontrer la propriété observée et de la généraliser a
des polygones réguliers convexes.

Dans I'article Des ponts d'Euler a la grippe aviaire du dossier Applications des
mathématiques, Antoine Allard, Pierre-André Noél et Louis J. Dubé nous font
parcourir une partie du vaste champ de problemes que la théorie des graphes
permet d'aborder : aprés avoir traversé les ponts de Kénigsberg, qui ont
ouvert la voie a cette théorie, nous suivons la propagation d'un feu de forét et
I'dvolution d'une épidémie. Larticle du dossier Grands mathématiciens est
consacré a Leonhard Euler a qui I'on doit la création de la théorie des graphes
et beaucoup d'autres notions et notations mathématiques qui sont maintenant
d'usage courant.

Dans la Rubrique des paradoxes, Jean-Paul Delahaye utilise le raisonnement
par récurrence pour démontrer que Trois pesées suffisent lorsqu'il faut trouver
parmi un ensemble de n pieces de monnaie celle qui est la plus légére.

Bonne lecture!

André Ross
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Mesurer la taille des objets qui nous entourent
ou la distance qui nous-en sépare est un jeu d'enfant.
- Mais, lorsqu'il est question de mesurer les distances

N Ach'OHMh Vol. 4 e hiver — printemps 2009

Pierre Chastenay
Astronome
Planétarium de Montréal

entre les astres et la taille de ceux-ci,
le défi est de taille. Des générations de savants

t.f" b

I'ont relevé qvec br/o

M esurer

De la Terre au Soleil

Le premier jalon de cette vaste entreprise
de mesure a été posé par le philosophe et
mathématicien grec Pythagore, au VI¢ siécle
avant notre ere. Non pas que Pythagore ait
lui-méme entrepris de mesurer le cosmos;
c'est plutot son célébre théoréme quia ouvert
la voie a ses successeurs. Car la trigonométrie
est a la base des toutes premiéres tentatives
pour mesurer le ciel...

Par exemple, Aristarque de Samos entreprit de
mesurer la distance qui nous sépare du Soleil
en se fondant uniquement sur ses observations
et sur le théoréme de Pythagore. Aristarque
savait qu'au premier quartier de la Lune, la
Terre, la Lune et le Soleil forment un triangle
dans I'espace. Aristarque avait compris que
lorsque la moitié du disque lunaire est éclairée,
I'angle au sommet occupé par la Lune doit
étre de 90°. Le théoréme de Pythagore peut
donc étre utilisé pour évaluer la grandeur de
la ligne Terre-Soleil, qui est I'hypoténuse du
triangle Terre-Lune-Soleil. Cela revient, en
réalité, a mesurer I'angle entre le Soleil et la
Lune, I'angle © dans la figure ci-dessous, au
moment du premier quartier.

La figure n'est pas a l'échelle, mais elle
permet de voir que la distance Terre-Soleil
est proportionnelle a I'angle ©. Aristarque
savait, en tentant de mesurer l'angle 6, que
plus celui-ci est proche de 90 degrés, plus le
Soleil est éloigné de la Terre.

Aristarque de Samos
~310 - ~230

Aristarque est né dans [le de
Samos et il a probablement étudié
a Alexandrie sous la direction
de Strato de Lampsacos. Le
seul ouvrage d'Aristarque qui a
A €té conserve est un petit traité
mtltule Sur les dimensions et distances du Soleil
et de la Lune. Il y décrit comment il a cherché
a déterminer ces distances et dimensions et
les résultats qu'il a obtenus. Il fut le premier a
proposer un systéeme héliocentrique, c'est-a-dire
un Univers centré sur le Soleil. Ce systeme eut
un certain succes mais fut rejeté principalement
pour deux raisons. Premiérement, on ne pouvait
concevoir qu'un objet lourd comme la Terre
puisse étre en mouvement. La deuxiéme raison
est I'absence apparent de parallaxe des étoiles
proches. Si la Terre se déplace, on devrait voir les
¢toiles fixes suivant un angle différent selon la
période de I'année. Aristarque a émis I'nypothése
que cette différence d'angle (parallaxe) existe bien
mais n'est pas décelable car les étoiles fixes sont
situées trés loin de la Terre. Son hypothese était
exacte, la parallaxe est maintenant mesurable.

© Photo : NASA




Sans instrument d'observation précis, la
détermination du moment exact du premier
quartier de Lune et la mesure de l'angle
entre la Lune et le Soleil ont posé d'énormes
difficultés a Aristarque. Malgré tout, il parvint
a estimer I'angle 6 a 87 degrés, ce qui placait
le Soleil 19 fois plus loin de la Terre que la
Lune. Si on utilise plutét la valeur moderne
de 6 = 89,85 degrés, on obtient que le Soleil
est environ 400 fois plus loin de la Terre
que la Lune.

Méme si son résultat était imprécis,
Aristarque en déduisit tout de méme que,
puisque le Soleil était situé 19 fois plus loin
que la Lune et que les deux astres avaient le
méme diamétre apparent vu de la Terre (ce
qui est évident au vu d'une éclipse totale
de Soleil), cela signifiait que le diamétre du
Soleil devait étre 19 fois supérieur a celui de

Eclipse de Soleil ‘
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la Lune. En observant une éclipse de Lune,
Aristarque constata en outre que le diamétre
de notre satellite est compris entre un
quart et une demie du diamétre de la Terre
(du moins, de son ombre). Cela signifie
que le diamétre du Soleil est de 5 (= 19/4) a
10 (= 19/2) fois plus grand que celui de la Terre,

Cela conduisit Aristarque a conclure que,
puisque le Soleil était plus gros que la Terre
etla Lune, il devait étre au centre de |'Univers,
position jusque-la occupée par notre planéte.
Cette proposition, fort peu orthodoxe pour
I'époque, allait lui attirer bien des ennuis avec
les autorités religieuses de son temps... En
réalité, il faudra attendre prés de 18 siecles
avant que I'héliocentrisme ne s'impose fina-
lement, ce sur quoi nous reviendrons dans le
second article de cette série.

La circonférence de la Terre

On remarque que la mesure par Aristarque de
Samos de la distance Terre-Soleil correspond
a une valeur relative (fonction de la dis-
tance Terre-Lune), et non une valeur absolue,
comme une distance en kilometres. Il revient
a un autre savant grec, Eratosthéne, d'avoir
le premier réussi a établir une telle mesure

Mesurer I’'Univers | Pierre Chastenay e Planétarium de Montréal

réelle, celle de Ia
circonférence de la
Terre. Et encore une
fois, ce sont quelques
observations et un
simple raisonnement
géométrique qui lui
permirent de réussir
cet exploit.

Eratosthéne vivait 3
Alexandrie, au nord
de I'Egypte. On lui
avait rapporté que le
jour du solstice d'éte,
le Soleil de midi se réfléchissait au fond d'un
puit creusé a Syene, une ville située plus au
sud. Autant dire que ce jour-Ia, le Soleil de
midi était au zénith (4 la verticale) & Syéne.
Or, le méme jour, le Soleil de midi n'était pas
au zénith a Alexandrie, puisqu'un obélisque
projetait une ombre faisant un angle de 7
degrés par rapport a la verticale.

Eratosthéne savait que la Terre est ronde,
il connaissait la distance entre Alexandrie
et Syéne et supposait que le Soleil était
suffisamment loin de la Terre - au moins
19 fois plus loin que la Lune ! - pour que I'on
puisse considérer ses rayons comme paralleles.
Puisque les angles alternes internes d'une
sécante a deux droites paralléles sont égaux
entre eux, Eratosthéne détermina donc
qu'un angle de 7 degrés devait séparer
Alexandrie et Syéne par rapport au centre de
la Terre. La circonférence de la Terre pouvait
par conséquent étre calculée grace a la
formule suivante :

360°
7°

Circ. = X

d'AlexandrieaSyéne

distance )

Les historiens ne s'entendent pas sur la valeur
exacte de la distance en stades (l'unité
de mesure de I'époque) qu'aurait utilisée
Eratosthene dans son calcul. Mais si on
utilise la valeur la plus communément acceptée
et qu'on la convertit en kilométres, cela
donne 820 kilométres entre les deux villes
et on obtient une circonférence de 42 171
km, ce qui est remarquablement proche de la
valeur moderne de 40 074 km ! Le rayon et
le diamétre de la Terre se calculent ensuite
facilement grace a la formule C = 2nR".

1. Archimede (~287 — ~212), contemporain et

correspondant d’Eratosthéne, a calculé que
223/71 < < 220/70.

Tige verticale
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Mer Méditerranée

Hermopoli

HAUTE-EGYPTE

Ibsamboul
(Abou Simbel)

Ombre de la Terre

Orbite lunaire

Lune

B=127°

Q=g+8+y +5=180°,

d'ol 3=180°

Eratosthéne de Cyréne
~276 - ~197 ou ~194

Eratostheéne est né en ~276 4 Cyréne (Shahhat, Libye).
Apres avoir étudié a Alexandrie et a Athénes, il s'est
installé a Alexandrie ou il devint directeur de la biblio-
théque.llafaitdesrecherchesengéométrieeten théorie
des nombres. En mathématiques, il est connu par le

ARABIE

\ crible d'Eratosthéne qui consiste & éliminer de la liste
des nombres tous les multiples des nombres premiers. Les nombres restants
sont les nombres premiers. Le crible, sous une forme modifiée, est encore un
instrument utilisé de nos jours en théorie des nombres.

Sa plus grande réalisation est une mesure assez précise de la circonférence
terrestre. Il a compilé un catalogue d'étoiles. Il est devenu aveugle a la fin
de sa vie et on croit qu'il s'est laissé mourir de faim. Il est mort a Alexandrie,
mais on n'a pas de certitude quant a I'année de sa mort, qui se situerait entre
~197 et ~194.

De la Terre a la Lune Sur cette illustration, o est l'angle sous-
tendu par le Soleil, B est I'angle sous-tendu

par l'ombre de la Terre et traversé par la Lune
lors d'une éclipse, tandis que 7y et & sont
deux angles a priori inconnus. La ligne CT
représente le rayon de la Terre (connu depuis
Eratosthene) tandis que CL représente la
distance entre la Terre et la Lune. La ligne
pointillée relie le centre du Soleil et celui de
la Terre (ce dessin n'est pas a I'échelle).

En se basant sur les travaux d'Aristarque de
Samos et d'Eratosthéne, I'astronome grec
Hipparque réussit lui aussi un exploit remar-
quable : mesurer la distance réelle entre la
Terre et la Lune avec une précision de 10 %
a l'aide d'une simple horloge a eau et d'un
rapporteur d'angles rudimentaire. La clé de
la méthode d'Hipparque est I'observation de
la durée d'une éclipse totale de la Lune. La
géométrie de la situation étudiée par Hipparque connaissait déja I'angle o sous-

Hipparque est représentée a la figure tendu par le Soleil, égal a 0,5 degrés. Pour
ci-dessous. calculer I'angle B sous-tendu par I'ombre de

la Terre a la distance ou se trouve la Lune
éclipsée, il mesura d'abord le temps requis
pour que la Lune compléte une orbite autour
de la Terre, soit 29,5 jours (mois synodique)
ou 708 heures. Il mesura ensuite la durée
des plus longues éclipses de Lune, environ
2,5 heures. Ces deux mesures lui permirent
d'effectuer le calcul suivant pour B :

25h
B = 70en

Hipparque raisonna que, puisque |'on pouvait

x 360°=1,27°.

-90° - 0,25° - % =89,12°. considérer le Soleil comme étant beaucoup

plus loin de la Terre que la Lune (au moins
19 fois plus loin, si I'on en croit Aristarque de
Samos), alors on pouvait sans trop se tromper
affirmer que l'angle vy était égal a 90 degrés.
Enfin, il apparait clairement sur la figure que



la ligne reliant le centre du Soleil au centre
de la Terre coupe les angles o et B en deux
parties égales. Hipparque considéra donc la
somme suivante :

B

—+8+y+9=18o°
2 2

En isolant & et en substituant les valeurs
connues dans I'équation, on obtient que
I'angle & vaut 89,12 degrés. Or, le triangle
CTLest un triangle rectangle. Par conséquent,
la distance Terre-Lune CL peut étre facilement
calculée grace aux relations trigonomé-
triques :

c058=2, d'ol a=£=65xa.
CL cosd
Hipparque obtint le résultat remarquablement
précis que la distance Terre-Lune équivaut
a 65 fois le rayon terrestre (la valeur moderne
est 60). Connaissant le rayon de la Terre
grace aux travaux d'Eratosthene, Hipparque
put calculer la valeur réelle de la distance
Terre-Lune avec une précision de I'ordre de
10 9%, un véritable triomphe pour la géométrie!
De 13, il put également calculer la valeur
réelle de la distance du Soleil, 19 fois plus
loin que la Lune, ou 1 235 rayons terrestres.

Hipparque de Nicee
~190 - ~120

Mesurer I'Univers | Pierre Chastenay ¢ Planétarium de Montréal

Au tour des planéetes

Grace aux trois génies grecs dont nous
venons d'exposer les travaux, on connaissait
au II® siecle avant notre ére les valeurs
réelles du diametre de la Terre et des
distances Terre-Lune et Terre-Soleil (quoique,
dans ce dernier cas, on se doutait que cette
valeur était trés imprécise). Il restait toutefois
auxastronomesgrecsde |'Antiquité un dernier
territoire a conquérir eta mesurer :le systéme
solaire. De telles mesures allaient cependant
leur échapper pour deux raisons. D'abord,
sans instrument d'observation adéquat
(le télescope ne sera inventé que 18 siecles
plustard),les planétesdemeuraientde simples
points de lumiére et ne se prétaient donc pas
au type d'observations et de mesures que l'on
avait faites sur le Soleil et la Lune.

Mais le principal obstacle demeurait le
géocentrisme, qui empéchait les savants de
I'époque de comprendre la véritable nature
des mouvements apparemment capricieux
des planetes. C'est pourquoi l'entreprise de
mesurer I'Univers allait connaitre un hiatus
de plus de 1800 ans avant que deux concepts
révolutionnaires, I'héliocentrisme et le
télescope, ne la relancent pour de bon.

o1 Accronuoth  vol. 4 ¢ hiver— printemps 2009

Considéré comme le plus grand astronome de toute |'Antiquité classique, Hipparque est né a
Nicée en Bithynie (actuellement en Turquie). Il a fait des observations d'une bonne précision
entre ~161 et ~127 depuis Rhodes et Alexandrie.

Il 'a mis en évidence un grand nombre de phénomenes insoupconnés auparavant et
a transformé I'astronomie grecque d'une science descriptive a une science prédictive. Il a
estimé les distances Terre-Lune et Terre-Soleil,
ainsi que les tailles réelles de ces astres. Il a

dressé un catalogue de 800 étoiles, notant leur position avec précision

et en évaluant leur grandeur apparente. Il fut le premier a reconnaitre

la précession des équinoxes, c'est-a-dire le déplacement lent du point

vernal (équinoxe de printemps) sur le zodiaque.

Hipparque a développé l'dée d'Eratosthene d'utiliser des méridiens et
des paralleles. Il a étendu cette idée a toute la sphere terrestre.

Cette extension I'a amené a poser les fondements de la trigonométrie
sphérique, soit I'¢tude des triangles sur la surface d'une sphére, pour
pouvoir déterminer la distance entre deux points qui ne sont pas sur le
méme méridien ni sur le méme paralléle.
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Souvent, des équations

ont conduit a des prédictions
physiques extravagantes

qui semblaient au départ
Inacceptables

méme aux yeux de leur
propre auteur.

Les equations
n'ont pas de prejuges

Stéphane Durand
Professeur de physique
Cégep Edouard-Montpetit

Big Bang, expansion de I'Univers, antimatiere,
trou noir, quarks, quanta. Comment les
physiciens ont-ils imaginé ces idées? lIs ne
les ont pas imaginées justement! Les mathé-
matiques I'ont fait pour eux... Ces idées sont
sorties toutes seules des équations sans
qu'aucun physicien nelesyaitvolontairement
introduites. Pire, les physiciens ne croyaient
méme pas au départ a ces idées qui étaient
pourtant des conséquences de leurs propres
¢quations! Ces idées leur semblaient tout a
fait déraisonnables et méme absurdes. Mais
ce sont bien les équations qui avaient raison.
Contrairement aux physiciens, elles n'avaient
pas de préjugés! Le meilleur exemple en est
peut-étre donné par Einstein lui-méme.

La plus grosse gaffe
d'Einstein

En 1915, Albert Einstein termine I'¢laboration
de sa théorie de la relativité générale,
une théorie de la gravitation qui améliore et
remplace celle de Newton, et fournitenfin une
explicationa un phénomene inexplicable dans
lecadre newtonien'. Lorsque Einsteinapplique
sa théorie aux mouvements des astres
dans le cosmos, elle fonctionne & merveille.
Elle décrit par exemple le mouvement des
planetes autour du Soleil de facon extré-
mement précise. Or, lorsque Einstein décide
par la suite d'appliquer sa théorie a I'Univers
lui-méme, au cosmos dans sa globalité, que

1. Une anomalie dans ['orbite de Mercure
autour du Soleil (ce qu'on appelle I'avance
du périhélie).

La theéorie de la relativité

Cette théorie comprend deux parties. La
premiere, la relativité restreinte, est une
théorie qui fusionne I'espace et le temps
en un espace-temps a quatre dimensions
et qui conduit a la célebre relation
E = mc® Lla deuxieme, la relativité
générale, incorpore la gravitation en
courbant cet espace-temps. La force de
gravité est alors expliquée comme ['effet
de ces courbures. Cette théorie preédit
I'expansion (ou la contraction) de I'Univers
ainsi que l'existence des trous noirs.

Une des conséquences les plus specta-
culaires de la théorie de la relativité
estleralentissementdutemps.L'¢coulement

du temps peut étre ralenti par la vitesse ou
la gravitation. Toutefois, pour que les effets
soient importants, il faut que la vitesse soit
trés grande (proche de celle de la lumiére)
ou que la force de gravité soit tres forte
(proche d'un trou noir). Les effets sont
aussi présents dans la vie courante mais
beaucoup trop faibles pour étre percep-
tibles. Par contre, lorsque les instruments
sont ultra précis, il faut en tenir compte.
Ainsi, le GPS ne pourrait pas fonctionner si
on ne tenait pas compte du ralentissement
du temps qui affecte les satellites en
orbite autour de la Terre envoyant les
signaux de repérage a notre capteur GPS !

© Photo : NASA
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découvre-t-il et que lui dit son équation? Elle
lui dit que I'Univers est en expansion. Stupeur!
Méme pour Einstein, pourtant un révolu-
tionnaire, l'idée d'un Univers en expansion
semble absurde. En particulier, une telle idée
implique qu'il y a eu un début a I'Univers, une
naissance au cosmos - un Big Bang. Hérésie!
L'Univers devrait étre immuable et éternel, comme
tout le monde le pensait depuis Aristote.

Confronté a une telle invraisemblance, Einstein
modifie artificiellement son équation pour
qu'elle conduise a une solution « acceptable »,
c'est-a-dire a un Univers immuable et éternel?.
Or, dix ans plus tard, les télescopes deviennent
plus puissants et ils permettent enfin aux
astronomes de voir plus loin et plus préci-
sément dans le cosmos, au-dela de notre
galaxie. Que découvrent-ils? Que I'Univers
contient des milliers de galaxies comme la
notre et - surtout - que toutes ces galaxies
s'¢loignent les unes des autres : I'Univers est
bel et bien en expansion! Einstein n'aurait
jamais d0 modifier son équation. Aprés coup,
il qualifiera cette modification de « plus
grande erreur de sa vie » car il aurait pu, assis
a son bureau, simplement par le calcul et |a
réflexion, prédire I'expansion de ['Univers.
Quelle grandiose prédiction cela aurait été!
Mais il ne I'a pas fait. Il n'a pas fait assez
confiance aux mathématiques, il n'a pas
voulu croire ce que son équation s'évertuait
a lui dire! Quelque chose que l'auteur n'avait
jamais imaginé est sorti de son équation et
I'auteur lui-méme n'y croyait pas?!

2. Il ajoute a son équation le terme contenant
la fameuse constante cosmologique (voir
aussi la note 3).

3. En réalité, I'ajout de la constante cosmolo-
gique n'est pas une erreur en soi. Elle est
permise par les équations d'Einstein et
d'ailleurs compatible avec un Univers en
expansion; elle est d'ailleurs réintroduite
aujourd'hui. L'erreur d'Einstein n'a pas été
de l'introduire mais d'avoir voulu la fixer a
une valeur précise conduisant a un Univers
statique. Mais cette solution d'Einstein est
instable, comme on I'a compris par la suite.
Un Univers statique n'est donc pas possible
méme avec la constante cosmologique!
De toute fagcon, le point important ici
est qu'Einstein a refusé la prédiction de sa
propre théorie.

Le Big Bang

C'est le phénomene initial, produit
il y a environ 14 milliards d'années,
qui a conduit a la formation et a
I'expansion de ['Univers. On peut
détecter aujourd'hui le reste de
cette «explosion» qu'on appelle le
rayonnement (ou le bruit de fond)
cosmique.

L'expansion de I'Univers

On désigne ainsi le fait que toutes
les galaxies qui nous entourent
s'éloignent de nous, et ce a une vitesse
d'autant plus grande qu'elles sont
lointaines. Ce n'est pas une expansion
de la matiere dans I'Univers, mais une
expansion de I'Univers lui-méme (i.e
de |'espace-temps), qui entraine avec
elle toutes les galaxies.

Les trous noirs

Les trous noirs sont une autre prédiction
mathématique qui est sortie de la théorie
d'Einstein contre son gré. Il trouvait cette
idée absurde, et a méme publié un article
dans lequel il tentait de démontrer que les
trous noirs ne pouvaient pas exister! Sa
théorie prédit qu'un trou noir peut se former
lorsqu'une étoile s'effondre sur elle-méme
a la fin de sa vie. L'étoile devient tellement
compacte qu'il se forme autour d'elle une
zone de non-retour, de laquelle rien ne peut
s'échapper, pas méme la lumiere. L'astre
devient invisible, donc noir, et tout ce qui
franchit cette limite se coupe a jamais de notre
Univers. Einstein ne croyait pas en I'existence
d'une telle zone aussi singuliere et bizarre.
Il tenta de démontrer qu'un corps céleste
ne pouvait pas s'effondrer suffisamment
pour former un trou noir. Pourtant,
aujourd'hui, une multitude de candidats
sont recensés dans I'Univers. En fait, la
compréhension exacte de I'intérieur des trous
noirs est I'une des questions les plus fonda-
mentales de la physique d'aujourd'hui.

Les trous noirs
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Ce sont des objets célestes extraor-
dinairement compacts formés par
I'implosion du cceur des grosses
étoiles a la fin de leur vie. Une cuillere
a soupe de matiere de trou noir peut
peser un milliard de tonnes! En raison
de leur immense force de gravité, rien
ne peut s'échapper d'un trou noir,
pas méme la lumiére! lls sont donc
invisibles, c'est-a-dire noirs. Tout ce

qui tombe dans un trou noir est
coupé a jamais de notre Univers. Ils
pourraient méme €étre des portes vers
d'autres Univers. Les trous noirs for-
més lors de la mort des étoiles sont
dits stellaires mais il existe aussi des
trous noirs ultra massifs au coeur des
galaxies ainsi que peut-étre des trous
noirs microscopiques.
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L'antimatiere

L'existence de I'antimatiere, prédite par
I'¢quation de Dirac, allaitelle aussial'encontre
de la volonté de son auteur. En 1928, Paul
Dirac établit sa fameuse équation qui décrit
le comportement des électrons a grande
vitesse*. Cette équation explique de facon
spectaculaire les résultats expérimentaux
de I'époque, a savoir, la valeur du mini
champ magnétique de I'électron® ainsi que Ia
valeur des niveaux d'énergie fins de 'atome
d'hydrogéne. C'est un triomphe. Toutefois,
apres coup, Dirac s'apercoit que son équation
implique I'existence d'un électron positif,
c'est-a-dire une particule de méme masse
que I'¢lectron mais de charge opposée.
Personnen'ajamaisobservéunetelle particule!
Au départ, donc, Dirac ne croit pas ce que
son équation lui dit. Il espére que cet électron
positif correspond au proton, malgré la
différence de masse. Cest seulement trois
ans plus tard qu'il finit par admettre a
contrecoeur que son équation prédit bel et
bien un nouveau type de particule : a chaque
particule correspondrait une antiparticule.
L'année suivante, la premiere antiparticule
est découverte expérimentalement : I'antimatiére
existe bel et bien! En signifiant qu'il aurait dG
faire confiance dés le départ aux mathéma-
tiques, il dira aprés coup « mon équation a
été plus intelligente que moi® ».

Les quanta

En 1900, Max Planck travaille sur le probléeme
du rayonnement lumineux des corps chauds :
par exemple la lumiere émise par un métal
chauffé au rouge (un rond de poéle) ou celle
qui est émise par un objet chauffé au blanc
(une ampoule).” Pour expliquer les résultats
expérimentaux, c'est-a-dire la facon dont la
couleur varie selon la température, il introduit
pour des raisons mathématiques une certaine
constante qui porte maintenant son nom
(la célébre constante de Planck). La nouvelle
formule fonctionne a merveille : c'est la
loi de Planck. Il tente alors de l'interpréter
physiquement. Avec horreur, il découvre
qu'elle implique que le rayonnement lumineux
est discontinu ou, du moins, émis et absorbé
par paquets d'énergie - les fameux quanta.
Cing ans plus tard, Einstein montre qu'une
conséquence de cette idée est que la lumiére
elle-mémeestfaite de particules - les photons.
Tout cela est inacceptable pour Planck. Il

4. C'est la généralisation relativiste de I'équa-
tion de Schrédinger (I'équation de base de la
théorie quantique).

5. Plus précisément, la valeur du moment
magnétique de I'électron di a son spin.

6. Cité dans: R.P. Crease et C.C. Mann, The

Second Creation (Macmillan Publishing

Company, New York, 1986), p. 90.

Ce qu'on appelle le rayonnement du corps

noir (@ ne pas confondre avec le rayonne-

ment d'un trou noir par effet quantique).

N



refuse de croire a cette idée - son idée! - de
discontinuité du rayonnement. Pendant des
années, il tente désespérément de modifier
sa théorie pour éliminer cette discontinuité. Il
mettra des années avant d'admettre que son
idée n'était pas qu'un truc mathématique
mais qu'elle correspondait bien a une certaine
réalité. Cette idée fut pourtant I'étincelle qui
allait engendrer la révolution quantique.

Les quarks

Autre exemple encore la découverte des
particules constituant le proton et le neutron.
En 1961, Murray Gell-Mann s'apercoit que
la théorie qui semble décrire les symétries
des particules nucléaires a comme consé-
quence mathématique que le proton et le
neutron doivent étre constitués de particules
plus petites. Néanmoins, pour obtenir la
charge électrique du proton et du neutron,
il faut supposer que ces nouvelles particules
- les quarks - ont une charge fractionnaire
(-1/3 et +2/3). Hérésiel Personne n'avait
jamais observé de charge fractionnaire, et de
toute facon cela irait a I'encontre d'une des
traditions les plus sacrées de la physique :
les charges électriques sont toujours des
multiples entiers. Et méme en supposant que
les quarks existent, pourquoi ne les aurait-
on jamais vus? Malgré la beauté de I'idée
- la vingtaine de particules nucléaires con-
nues s'expliqueraient a partir de seulement
trois quarks - Gell-Mann attend trois ans
avant de la publier tellement I'idée lui semble
aberrante. Et lorsqu'il le fait, c'est en mettant
des gants blancs. En effet, dans son article

original, il mentionne que de concevoir le
proton et le neutron comme composés de
trois quarks n'est qu'un truc mathématique
permettant de déduire de facon intéressante
les propriétés du proton et du neutron, ainsi
que de toutes les autres particules nucléaires.
[l insiste méme pour dire que les quarks
n'existent pas réellement. Cing ans plus tard,
pourtant, les premiers indices expérimentaux
de la présence de constituants dans le proton
et le neutron commenceront a étre détectés.
Et aujourd’hui la réalité des quarks est
totalement acceptée.

La non-localité quantique

La théorie quantique (on dit aussi la méca-
nique quantique) est la théorie du monde
microscopique qui a completement remis
en question notre vision de la matiére. Cette
théorie repose sur une vision ondulatoire
de la matiére qui lui donne toutes sortes de
propriétés déroutantes; par exemple, un
électron peut étre a deux endroits en méme
temps! Une conséquence révolutionnaire
de cette théorie est I'existence d'un certain
type d'influence qui peut se propager
instantanément d'un point a un autre:
ce qu'on appelle la non-localité ou l'effet
EPR (pour Einstein, Podolsky et Rosen).

Les équations n’ont pas de préjugés | Stéphane Durand ¢ Cégep Edouard-Montpetit
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Puisque cette influence voyage a une
vitesse plus grande que celle de la lumiere,
elle semble aller a I'encontre de la relativité
d'Einstein. Aucun des péres fondateurs
de la théorie quantique n'avait imaginé
une telle idée au départ: le formalisme
mathématique de la théorie quantique a
¢té élaboré dans les années vingt, mais c'est
seulement une dizaine d'années plus tard
qu'on en a compris toute la signification
et toutes les implications, en particulier
celles concernant I'existence de l'effet EPR.
Beaucoup ont refusé d'admettre cette
idée d'influence instantanée - Einstein en
particulier — et ont cru que la théorie
quantique était partiellement erronée. C'est
seulement cinquante ans plus tard que
les expériences ont magistralement donné
raison a la théorie quantique®. Cet effet est
d'ailleurs justement a la base du phénomeéne
de téléportation quantique qui a été réalisé
en laboratoire il y a quelques années : I'état
interne d'une particule a disparu a un endroit
et est réapparu a un autre!® La non-localité et
la téléportation quantiques pourraient avoir
des applications révolutionnaires dans le
domaine des codes secrets (la cryptographie)
et dans les futures générations d'ordinateur.

Dix dimensions

Ce dernier exemple est un peu a part car il est
pour l'instant totalement spéculatif. Mais, si
jamais il s'avérait correspondre a une certaine
réalité, ce serait la démonstration ultime de
I'extraordinaire pouvoir des mathématiques.
Deux grandes théories physiques fonda-
mentales existent pour expliquer I'Univers
qui nous entoure: la théorie quantique qui
décrit le monde microscopique (les particules
constituantlamatiére) et la relativité générale
qui décrit le monde macroscopique (la gravi-
tation et le cosmos). Depuis une trentaine
d'années, les physiciens tentent d'unifier ces
deux théories en une seule plus générale et
encore plus fondamentale (ce qu'on appelle
une théorie d'unification). Une telle théorie
est essentielle pour comprendre le début de
I'Univers, puisqu'a ce moment tout le cosmos
observable était concentré dans une région
minuscule. Il faut donc une fusion de Ia
théorie quantique et de la relativité générale
pour comprendre cet instant.

Un des candidats les plus prometteurs pour
une telle théorie d'unification s'appelle Ia
théorie des cordes. Cette théorie posséde
toutes sortes de propriétés remarquables,
mais elle prédit aussi que l'espace-temps
posséde dix ou vingt-six dimensions!™® Ces
nombres particuliers, dix et vingt-six, sortent
tout seuls de la théorie, pour des raisons de
cohérence interne. Au départ, la plupart des
physiciens considéraient cette idée absurde.
Michio Kaku, un des principaux pionniers dans
le domaine, se remémore: « Je me souviens

8. Contrairement aux apparences, |'effet EPR
ne va pas a l'encontre de la relativité car
I'influence quantique instantanée n'est ni
matérielle, ni énergétique et ne permet
pas de communiquer des messages. Elle
implique par conséquent |'existence d'un
deuxieme niveau de réalité inaccessible a
nos sens.

9. Notons cependant que méme si elle repose
sur un effet EPR instantané, la téléportation
est quand méme limitée par la vitesse de la
lumiere puisqu'elle se réalise en deux éta-
pes: une premiére typiquement quantique
et instantanée (effet EPR), et une deuxiéme
limitée par la vitesse de la lumiere (effet
classique). La téléportation n'étant com-
plétée qu'aprés la deuxieme étape, elle ne
prend donc pas effet instantanément.

10. En fait, les versions supersymeétriques des
théories de cordes (dites supercordes)
impliquent dix dimensions tandis que la ver-
sion non-supersymétrique (moins réaliste)
implique vingt-six dimensions.



encore du choc et de la consternation
ressentis par beaucoup de physiciens en
apprenant que la théorie était cohérente
seulement en dix et vingt-six dimensions.
Nous avions tous en téte la remarque de
Niels Bohr qui disait qu'une grande théorie
doit étre "assez folle", mais cela semblait
dépasser les limites de notre imagination
scientifique de croire que I'Univers pourrait
avoir dix ou vingt-six dimensions'" ». Mais
la théorie des cordes semblait par ailleurs
tellement magique - elle possédait toutes
sortes de propriétés miraculeuses qui
permettaient de contourner tous les
probléemes qui avaient a ce jour empé-
ché d'unifier la gravitation et la théorie
quantique - que cette idée meéritait d'étre
prise au sérieux. Les physiciens s'y sont
d'ailleurs habitués, surtout lorsqu'ils ont
compris comment les dimensions addition-
nelles pouvaient étre indétectables dans la vie
courante (étant enroulées sur elles-mémes).
Bien sir, I'idée que I'espace-temps a plus que
quatre dimensions n'est évidemment pas
encore confirmée, mais certaines expériences
sont en cours. Voila bien un des exemples les
plus extraordinaires de prédiction mathé-
matique!'?

Pourquoi le role

des mathématiques

est-il si important?

Comment des prédictions aussi extravagantes,
allant a ce point a I'encontre du sens commun
ou de la volonté de leur auteur ont-elles
pu étre faites? Grace aux mathématiques!
En effet, pour comprendre [linfiniment
petit et l'infiniment grand - des domaines
inaccessibles a nos sens - les concepts de la
vie de tous les jours ne sont plus adaptés:
la "logique” en jeu dans ces domaines n'est
plus celle de la vie quotidienne; nos mots
et concepts usuels ne suffisent plus. Cela
peut sembler surprenant, mais il ne faut
pas oublier que notre vocabulaire et notre
intuition pour décrire le monde physique se
sont développés a partir de I'enseignement
de nos sens. lls ne sont donc pas néces-
sairement adaptés pour appréhender des
domaines auxquels nos sens n'ont pas
acces. Voici un exemple: lorsqu'on fait faire
une rotation de 360 degrés a un électron,
il ne revient pas a son état original! Il faut

plutot lui faire faire deux rotations com-
pletes (720 degrés) pour qu'il revienne a son
état de départ!! Voila bien un phénomeéne
qui n'a absolument aucune analogie dans
la vie courante, un phénomeéne totalement
au-dela de notre intuition usuelle. Bref, pour
comprendre ces nouveaux domaines de la
physique, il faut recourir a un autre langage,
et celui des mathématiques apparait
parfaitement adapté. En fait, les mathéma-
tiques ont le pouvoir de prolonger nos sens
et notre imagination. Elles sont, en quelque
sorte, un sixieme sens'3.

11. M. Kaku, Beyond Einstein (Anchor Books,

1995), p. 94

12. Tout dernierement est aussi apparue une
théorie encore plus générale, la théorie
des membranes, qui englobe toutes les
versions des théories de supercordes dans
un espace-temps a onze dimensions.

13. Pour plus de détails sur tous les exemples
présentés, et pour d'autres exemples, voir
S. Durand, Bulletin AMQ, mars 2002, p. 10-18.

Les équations n’ont pas de préjugés | Stéphane Durand ¢ Cégep Edouard-Montpetit
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Jérome Fortier
Université Laval

Des mathématiciens-qui démontrent
qu'ils ne sont pas capables de faire certainés-choses...

Yannick
Connais-tu des choses qui sont impossibles
a construire?

Annick
De quoi parles-tu?

Yannick

Ce matin, au cours de géométrie, on étudiait
comment les Grecs effectuaient certaines
constructions avec une regle et un compas,
comme découper un angle en deux, ou
transformer un triangle en un carré qui
couvre la méme aire.

Annick
Quais, j'ai eu ce cours la semaine derniére.
Et alors?

Yannick

Alors j'ai demandé a Alexandra comment on
faisait pour découper un angle en trois. Et tu
sais ce qu'elle m'a répondu?

Annick

Quoi?

Yannick

Que c'était impossible!

Annick
Tu veux dire qu'elle ne sait
pas comment on fait?

Yannick

Non! Je veux dire qu'il n'y a absolument
aucun moyen pour y parvenir! J'ai essayé,
et je n'y suis pas parvenu. Essaie aussi, tu
vas voir!

Annick

Allons, ce n'est pas parce que tu n'y parviens
pas que c'est forcément impossible. Tu ne
m'as pas convaincue.

Yannick
Alexandra m'a demandé de passer la voir
ce midi pour qu'elle m'explique pourquoi
c'est impossible. Si tu ne me crois pas, viens
avec moi!

Plus tard, au bureau d’Alexandra,
la prof de maths...

Alexandra
Tiens, bonjour Annick! Yannick, as-tu fait
I'exercice que je t'avais demandé?

Annick
Un exercice?

L,
"G
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Yannick

QOui. Alexandra m'a demandé de trouver les
points d'intersection entre deux droites, deux
cercles, puis une droite avec un cercle dans
le plan cartésien. Je I'ai fait pendant la pause
du diner.

Alexandra
Et qu'as-tu trouvé?

Yannick

Heu.. de grosses formules avec plein de
racines carrées, rien de bien intéressant.
J'espére que ¢a avait bien un rapport avec le
fait de découper un angle en trois!

Alexandra

En effet; tu as fait le gros du travail pour
démontrer qu'il est impossible de découper
un angle en trois!

Yannick
Quoi?

Alexandra
Vous conviendrez avec moi qu'une régle sert
a tracer des segments de droite, et qu'un
compas sert a tracer des cercles. Aussi, quand
on construitquelque chose en géométrie, tout
ce que I'on fait est de relier ensemble, par des
segments de droite, des points que l'on a déja
tracés, ou encore, tracer des cercles autour
d'un centre que I'on connait déja, et avec des
rayons qui sont des longueurs déja connues.
Si I'on ouvre notre compas a une longueur
arbitraire ou que l'on
relie des points au
hasard sur une feuille

ce que l'on sait déja,
on ne se dirige pas
vers des construc-
tions précises, comme
vers la construction
d'un angle qui vaut le

deux, de la forme :

découverte dix ans auparavant par Nicolo Tartaglia,
qui voulait la garder secrete. Il s'agit de la formule
suivante :

pour trouver les zéros d'un polyndme de degré

fX) = ax2 + bx + ¢

tiers d'un angle que En 1545, Gerolamo Cardano publie, dans son livre
I'on nous donne au Ars Magna, la formule pour trouver les zéros des
départ. polynémes de degré trois, de la forme :

fx) = 3+ Ax+ B,

Annick
Je suis d'accord, mais qu'entends-tu par des
points que I'on connait déja?

Alexandra

Habituellement, au début du probleme, on
nous donne des longueurs d'angles ou de
segments que I'on peut utiliser par la suite.
Ensuite, les nouveaux points que I'on obtient,
par l'intersection de cercles ou de droites que
I'on connait déja, constituent les nouvelles
coordonnées que |I'on connait.

Yannick

C'est pour ¢a que j'ai calculé les coordonnées
des points d'intersection entre les cercles et
les droites?

Alexandra

Exact! Si I'on trace nos constructions géomé-
triques sur un plan cartésien plutét que sur
une simple feuille, et que l'on s'intéresse
aux coordonnées des points que I'on peut
construire, on se rend compte, comme I'a fait
Yannick, que la forme de ces nombres est
toujours une combinaison des quatre
opérations élémentaires de base (addition,
soustraction, multiplication et division) ainsi
que de racines carrées. Tous les points dont
les coordonnées ne sont pas d'une telle forme
ne sont pas constructibles a la régle et au
compas, et en particulier, on ne peut
généralement pas construire laracine cubique
d'une longueur quelconque.

Les zéros des polynomes

sans tenir compte de On connait tous la formule

e —b++/b*—4ac

2a
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Puisque tout polynéme de degré trois peut
étre ramené sous la forme x> + Ax + B par un
changement de variable, le cas est résolu. Dans
le méme livre, Cardano publie la formule pour les
polynémes de degré quatre, découverte par son
étudiant Lodovico Ferrari.

Apres avoir cherché, pendant quelques siecles,
des formules pour les polynémes de degré
cing ou plus, Abel et Galois ont démontré, au
XIXe siecle, que I'existence de telles formules était
en fait impossible! La théorie de Galois propose
que, tout comme la regle et le compas ne suffisent
pas a construire toutes les figures géomeétriques

souhaitables, de méme, les quatre opérations de
base et I'extraction de racines ne sont pas des
outils suffisants pour trouver, de facon générale,
les zéros d'un polynéme de degré cing ou plus.
Il faut alors recourir a des solutions numeériques
approximatives, comme celles que vous donnerait

une calculatrice.




Yannick
Et les angles, dans tout ¢ca?

Alexandra
Vous conviendrez qu'il est facile de construire
| &0 un angle de 60 degrés; il suffit de tracer un

triangle équilatéral. Donc, s'il existait une
construction pour découper un angle en

; Accromoth ol 4« hiver - printemps 2009

trois, on pourrait alors construire un angle de
20 degrés. Il reste donc a montrer que cela
est impossible. (Alexandra trace la figure
ci-contre sur une feuille.)

Alexandra

Si I'on construit un triangle rectangle avec
un angle de 20 degrés comme sur la figure,
et dont I'hypoténuse mesure une certaine
longueur donnée au départ, disons de 1 dm,
alors le cOté représenté par x serait d'une
longueur €gale au cosinus de 20 degrés,
en décimetres. Yannick, est-ce qu'on peut
accepter l'identité trigonométrique suivante :

400530 =cos 30 + 3 cos O

Yannick
Oui! Je I'ai démontrée dans mes exercices.

La regle, le compas et les Grecs

Les mathématiciens de la Gréce antique €taient particulierement
intéressés par la géométrie, d'une part a cause des applications
impressionnantes qu'ils pouvaient y trouver en art et en architec-
ture, mais aussi pour l'intérét philosophique qu'elle engendrait.
En outre, Euclide, dans son ouvrage les Eléments, jette les bases
de la logique mathématique, en déduisant toute la géométrie
de quelques veérités acquises concernant
les cercles et les droites. Pour Platon, les
cercles et les droites étaient des formes
géométriques parfaites, desquelles toute
construction géométrique pure devait
découler. C'est pourquoi la regle et le

compas sont les seuls outils permis en
géométrie euclidienne pure.

Selon une légende, les Déliens, aux

prises avec une ¢pidémie, allérent

consulter I'oracle de Delphes pour obtenir

I'aide des dieux. L'oracle leur dit qu'ils

devaient doubler le volume de leur autel

consacré a Apollon, un cube parfait, pour obtenir 'aide des dieux.
Suite a leur échec, ils allerent voir Platon, qui leur dit qu'Apollon
ne voulait pas vraiment d'un autel, mais bien que les Déliens
s'intéressent aux mathématiques.

En fait, la duplication du cube est un autre probléme impossible, car
il implique que le nouveau cube ait un cété de longueur b=3/2a,
ce qui fait intervenir une racine cubique.

Alexandra
Si @ = 20°, alors on obtient cos 6 = x et
0536 =c0s60° = l ce qui revient a dire que

le coteé x satisfait I'équation :

4x° =1+3X.
2

Mais on sait résoudre les polyndmes de degré
3 (voir encadré sur les polynémes), et la solu-
tion a cette équation doit obligatoirement
faire intervenir des racines cubiques! Ftant
donné que les seules racines que I'on peut
géométriquement construire sont les racines
carrées, il est donc impossible de construire
un angle de 20°, c'est-a-dire, de découper un
angle de 60° en trois angles égaux.

Annick

Je suis convaincue. On ne peut pas découper
un angle en trois, car dans certains cas, ceci
impliquerait que I'on puisse construire des
points qui ne sont pas a l'intersection de cercles
et de droites que

I'on connaft! Y a-t-il

autre chose que I'on

ne peut pas construire?

Alexandra
Qui. Par exemple, si
je vous donne un l

cercle de rayon r
quelconque, et que
je vous demande de
me tracer un carré
qui recouvre exacte-
ment la méme aire
que ce cercle. C'est ce que I'on appelle faire Ia
quadrature du cercle. Mais c'est impossible,
car la longueur du coté de ce carré devrait
étre égale a 7 et T ne peut pas s'écrire
comme une combinaison finie des quatre
opérations élémentaires et de racines carrées,
par un important théoréme découvert par
Lindemann en 1882.

rym

Yannick

Sila régle et le compas sont des outils qui ne
permettent pas aux mathématiciens de faire
certaines constructions mathématiques, au
moins je suis content de voir que ceux-ci ont
développé assez d'outils pour justifier leur
incapacité!
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La quadrature du cercle

La quadrature du cercle est impossible si on
n'utilise que la régle et le compas, selon les
contraintes imposées par Platon. On peut
cependant réaliser cette quadrature par
d'autres moyens.

Considérons un cercle de rayon unitaire
comme dans la premiére figure ci-contre.
L'aire de ce cercle est 7w unités carrées et sa
circonférence de 21 unités.

Faisons rouler ce cercle sur une droite, de
facon a effectuer un demi-tour. On obtient
ainsi un segment AB de longueur T unités.

Considérons alors le segment AC dont
la longueur est  + 1 unités et tracons le
demi-cercle de diametre AC

Au point B, on éléve une perpendiculaire
a AB qui coupe I'arc de cercle au point D.
le segment BD est alors la moyenne
géométrique entre les segments AB et BC.
Onadonc: R

BD_BC

AB BD
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Par le produit des extrémes et le produit des
moyens, on obtient :

BD’ = ABXBC
=T7X1unités carrées.

Par conséquent, le segment BD est le coté
du carré ayant méme aire que le cercle de
rayon unitaire et le carré BDEFa méme aire
que le cercle.

On a donc réalisé la quadrature du cercle.
Pour tracer les segments de droite on s'est
servi de la régle et pour tracer |'arc de cercle,
on s'est servi du compas. Cependant,

pour faire rouler le cercle sur un segment
de droite, la régle et le compas ne sont
d'aucune utilité. Cette quadrature ne
respecte donc pas les contraintes imposées
par Platon.
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Decouverte
mathema

a la polyvale

Vérifier n'est pas comprendre.

Jérémie

Catherine! Avant qu'on sorte du laboratoire
d'info, j'ai quelque chose a te montrer...
Imagine-toi donc, je viens de faire A
une découverte mathématique.

Jérémie

Distance (P, AB) = 4,07633

Catherine

Distance (P, AB) = 2,12893
Distance (P, BO) = 2,76055
Distance (P, AC) = 1,38093

Somme = 6,27041

|
Distance (P, AB) = 2,48703
Distance (P, BC) = 0,86324
Distance (P, AC) = 2,92014
S%mme =6,27041

|
Distance (P, AB) = 4,0202
Distance (P, BO) = 1,12128
Distance (P, AC) = 1,12893
Somme = 6,27041

Tu m'intrigues... Montre-moi ca!

Jérémie

Jai commencé par
tracer un triangle équi-
latéral ABC, tu sais
avec ses trois cotés de
méme longueur. Puis,
j'ai pris un point Pa
I'intérieur du triangle,
et jai calculé la
distance! de P a
chacun des trois coteés
de mon triangle.

Catherine
Jusque-la, il n'y arien
de bien sorcier...
Jérémie

Attends! Quand je
fais la somme des
trois distances, elle
ne change pas, méme
quand je fais bouger
le point P.

Catherine
(déplagant le point P
avec la souris)?

Tu as bien raison!
Méme si les trois
distances changent
comme des folles,
leur somme reste
inchangée. Une minute!
la somme change
quand le point P sort

du triangle...

Qui, je lavais déja
constaté. En fait,
en ¢loignant P du
triangle, la somme
peut devenir aussi
grande qu'on veut...

Distance (P, BO) = 0,77805
Distance (P, ACQ) = 2,97213
Somme = 7,82651

Cc

Catherine

C'est bien beau tout
ca, mais est-ce que
tu as trouvé une

preuve que ¢a fonc-
tionne toujours?
Jérémie

Pas besoin de preuve ! On voit bien que ca va
toujours marcher!

Catherine

Moi aussi, je suis convaincue que le résultat
est toujours vrai. Mais en mathématiques, on
a besoin de preuves.

Jérémie

Et pourquoi donc?

Catherine

Parce qu'on veut étre certain que ¢'est vrai.
Jérémie

Dis-moi donc ce qui pourrait clocher dans
mon expérience ?

1. Rappelons que la distance d'un point P a un
segment (ou a une droite) est la longueur du
segment issu de P et arrivant perpendiculaire-
ment sur le segment (ou la droite) en question.
Dans la figure ci-dessus, les distances de P aux
trois cotés du triangle sont donc les longueurs
des trois segments perpendiculaires issus
deP.

2. On peut réaliser les expériences décrites dans
le texte, en allant a la page Web suivante :

htto./imww.math.ugam.ca/_boileau/accromath.html
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B

Catherine

Bien, tout d'abord, le logiciel qu'on utilise
nous permet de déplacer le point P sur tous
les points de I'écran, c'est-a-dire sur tous les
pixels. Mais c'est bien loin de couvrir tous les
cas possibles!

Jérémie

Qu'est-ce que tu veux dire?

Catherine

Tu sais bien que, mathématiquement parlant,
il y a une infinité de points a l'intérieur de
ton triangle. Mais le logiciel ne permet d'en
tester qu'un nombre fini. Tu avoueras que c'est
bien peu!

Jérémie

C'est vrai! Mais ce serait quand méme bien
surprenant si la somme des distances n'était
pas toujours constante, alors qu'elle I'est
pour tous les points de I'écran.

Catherine

Je l'admets. Je te l'ai déja dit: je suis
convaincue que la somme est toujours
constante. Je veux simplement étre certaine
que c'est bien le cas. Laisse-moi jouer a
I'avocate du diable pour un instant. Si on
explorait, de facon semblable, tous les points
de I'écran de I'ordinateur, on pourrait étre
tenté de conclure que les coordonnées de ces
points sont toujours des nombres rationnels.
Mais on sait trés bien qu'en réalité, il y a
beaucoup de points pour lesquels ce n'est
pas le cas, comme (\/g,\/g) ou (1, m).
Jérémie

J'avoue que tu marques un point.
Catherine

Et, en plus, il y a possiblement un autre
probleme. Quand le logiciel calcule Ia
somme des distances, il utilise les puces
de l'ordinateur, qui travaillent avec une
vingtaine de décimales : les calculs ne sont
donc pas rigoureusement exacts.

Jérémie
La, tu exageres! Si la somme des distances
variait, on le verrait forcément!

Catherine

Laisse-moi, encore une fois, jouer a l'avocate
du diable.

Jérémie

Décidément, tu aimes cal

Catherine

Imagine que la somme n'est pas vraiment
constante, mais varie plutot trés légerement,
avec des écarts de l'ordre de 107%0. Ces
différences seraient tout a fait indétectables
par I'ordinateur.

10 = !

e UOAM

Jérémie
Tu as raison, encore une fois! Mais ¢ca me
semble bien peu probable.

Catherine

A moi aussi. Mais ce n'est pas compléetement
impossible...

Jérémie

Ouais... En fin de compte, je n'ai pas découvert
grand chose!

Catherine

Au contraire, tu as fait une trés belle décou-
verte! Et c'est pour ¢a qu'elle mérite d'étre
explorée davantage. On devrait en parler au
prof de maths, pour voir ce qu'elle en pense...

Le lendemain matin

Catherine
Jérémie, j'ai quelque chose a te montrer!

Jérémie
Qu'est-ce que c'est?

Catherine
Jai réussi a faire une preuve de ta découverte d'hier.

Elle lui tend quelques feuilles’.
Jérémie regarde longuement tout
ca, puis...

3. Les calculs de Catherine sont disponibles a la
page Web citée précédemment :
http.//www.math.uqam.ca/_boileau/accromath.html

~ 10 ~ 100000000000000000000000000000000000000000000000000
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Jérémie
Ca me semble bien long et bien compliqué!
Fais-moi donc un résumé.

Catherine

J'ai utilisé les coordonnées des sommets du
triangle et du point Pa l'intérieur de celui-ci
pour calculer explicitement la somme des
distances. Et j'arrive a la conclusion que
celle-ci est toujours égale a /312, ou
c est la longueur de chacun des cotés du
triangle. Et comme cette valeur ne dépend pas
des coordonnées du point P, elle reste donc
constante peu importe la position de P.
Jérémie

A mon tour de jouer a l'avocat du diable!
Qu'est-ce qui me dit qu'il n'y a pas une erreur
dans tes calculs?

Catherine

Tu peux vérifier...

Jérémie

Je suis loin d'étre un expert en maths, et toi
non plus d'ailleurs : on n'est encore qu'au
secondaire! Il pourrait trés bien avoir une ou
plusieurs erreurs sans qu'on les découvre.

Catherine
On pourrait soumettre mes calculs a des
experts... D'ailleurs voila justement Louise,
notre chére prof de maths, qui arrive. On va
lui demander ce qu'elle pense de tout ceci.

Ils racontent leur démarche

a Louise, qui expérimente

a l'ordinateur la découverte

de Jérémie, pour ensuite examiner

les calculs de Catherine.

Louise

Je suis trés impressionnée par ce que vous
avez fait. C'est vraiment du beau travail!
Jérémie

Est-ce que tout est correct? La découverte
et les calculs pour le prouver?

Louise
Eh ouil!

Catherine

Je dois avouer que je suis soulagée, car Jérémie
m'avait fait douter un peu: je n'étais pas
absolument certaine de ne pas m'étre trompée
dans mes calculs.

Louise

C'est peut-étre signe que votre démarche
n'est pas tout a fait terminée. En effet, les
expériences de Jérémie sur [l'ordinateur
lui ont permis de découvrir le résultat, et
d'acquérir une certaine confiance quant a
son exactitude. Puis, les calculs de Catherine
ont amené la certitude que ce résultat était
toujours vérifié. Mais le phénomeéne n'est
pas encore totalement compris. Il faut donc
continuer I'exploration.

Catherine
Mais comment procéder?

Louise

Comme c'est souvent le cas en mathéma-
tiques, il peut s'avérer utile de regarder la
situation d'un autre point de vue, d'adopter
un regard neuf.

Jérémie

Mais comment savoir quel point de vue choisir?
Louise

Il n'y a pas de recette magique pour faire des
mathématiques, pas plus que pour écrire des
romans ou composer de la musique. Comme
on le dit parfois, il faut un peu d'inspiration
et beaucoup de transpiration!

Catherine
Et, dans notre cas, ¢a voudrait dire quoi?
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Louise

Vous pourriez essayer de trouver votre
propre facon de voir les choses. Mais, comme
vous manquez encore d'expérience, et pour
vous donner un exemple de « regard neuf »,
je vais vous donner un coup de pouce. Dans
votre situation, une facon alternative de
voir les choses est de constater que le point
intérieur P peut servir a diviser le triangle
en trois triangles plus petits, et que l'aire du
grand triangle est €gale a la somme des aires
des trois petits triangles.

Jérémie

Notre découverte parle de longueurs et
nous passons aux aires! Il me semble que ca
complique les choses...

Catherine

Mais tu oublies que I'aire d'un triangle peut

se calculer en utilisant les longueurs :
A:basexhauteur

2
Jérémie trace la figure suivante,
puis semble frappé
par une inspiration.

C

A

Jérémie
Regardez, les hauteurs sont en fait les
distances du point Paux cotés du triangle.

Catherine
Faisons les calculs en représentant par c la
longueur des cotés du triangle ABC. :

_—D\_Aire du triangle PAB: h

\ Aire du triangle PBC:%
) Aire du triangle PAC: CTh3

Aire du triangle ABC:
ch, ch, ch,
272 "7

(@)

0

Jérémie
Mettons ¢/2 en évidence !

Catherine
(poursuivant les calculs)

Aire du triangle ABC:

A ch, ch. ch

ABC=T1+ - +73 (h,+h,+h)

c
2 2
Jérémie
On a donc que la somme des distances de P
aux cotés du triangle ABCest égale a l'aire du
triangle divisée par la demi-longueur du cote.

A
hy+h,+h = —=
2

On voit que la somme des distances est égale
a une expression qui ne dépend pas de la
position du point P. Elle est donc constante !

Catherine

C'est beaucoup plus simple comme ca! En
faisant mes calculs, j'ai I'impression que je
me suis compliqué la vie pour rien. Tandis
que la, je sens que je comprends vraiment!
Jérémie

Et maintenant, Louise, peut-on dire que notre
exploration est terminée?

Louise

Vous étes arrivés a une conclusion tres
satisfaisante, et vous pourriez arréter la. Mais,
comme toujours, une question résolue peut
étre le point de départ de plusieurs autres
explorations :

e Qu'arrive-t-il si le triangle de départ n'est
pas équilatéral?

e Est-ce que le méme phénomeéne reste vrai
pour un carré? Un pentagone régulier?
Etc.

Catherine

J'aimerais aussi trouver le lien entre la somme
des distances que nous venons de trouver et
celle que j'avais calculée.

Jérémie

Et I'aventure continue...

e UQAM
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Considéré comme le mathématicien le plus prolifique de tous les temps, Leonhard Euler domine les

mathématiques du XVIII¢ siécle et développe trés largement ce qui s'appelle alors I'analyse. Né le

15 avril 1707 a Bale en Suisse, il est décédé le 18 septembre 1783 a Saint-Pétersbourg, a I'dge de

76 ans. Complétement aveugle pendant les douze dernieres années de sa vie, il produit presque la

moitié de son travail durant cette période.
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André Ross
Cégep de Lévis-Lauzon

ssu d'une famille modeste, Euler débute sa
formation dans une école qui n'offre que
I'enseignement élémentaire. Son pére l'initie
aux premiers éléments des mathématiques. A
13 ans, il débute des études en philosophie
et en droit a I'Université de Bale et obtient
son diplome de philosophie a 16 ans.
Son pére souhaite le voir devenir pasteur
et le pousse vers des études de théologie.
Les cours de I'éminent mathématicien Jean
Bernoulli (1667-1748), un ami de son pére,
ont changé la vie d'Euler. Remarquant le
talent pour les mathématiques de son éleve,
Bernoulli I'encourage a poursuivre dans cette
discipline.

A I'époque, la Suisse n'offre pas la possibilité
de poursuivre une carriere ambitieuse en
sciences. Heureusement, en 1727, a I'age de
20 ans, sur la recommandation de Daniel
(1700-1782) et de Nicolas Bernoulli (1687-
1759), il est appelé & Saint-Pétersbourg
par Catherine ll, impératrice de Russie. |l
devient alors membre de ['Académie des
sciences de Saint-Pétersbourg. Il est médecin
militaire dans la marine russe de 1727 a
1730, puis professeur

Leonhard Euler
1707-1783

En 1741, il devient membre de |'Académie
des sciences de Berlin a l'invitation du roi
de Prusse Frédéric Il, qui voulait réorganiser
I'Académie de Berlin.

A la demande de Frédéric, il donne des
lecons a la princesse Sophie Charlotte von
Brandebourg-Schwedt agée de 15 ans, la fille
d'un de ses cousins. Données en francais,
la langue utilisée a la cour de Frédéric, ces
lecons durent jusqu'a la Guerre de Sept ans,
ce qui force Frédéric a fuir Berlin. Euler,
resté a Berlin, poursuit alors ses lecons en
rédigeant des lettresa la princesse, il y en aura
en tout 234. Rédigées entre 1760 et 1762,
elles furent publiées en trois volumes sous
le titre Lettres @ une princesse d’Allemagne et
constituent un important ouvrage de vulgari-
sation scientifique car Euler, dans ses présen-
tations, fait en sorte qu'elles ne nécessitent
pas de connaissances préalables. Dans ces
lettres, Euler aborde divers sujets : I'optique,
la gravitation universelle, la philosophie,
la logique, la liberté des étres intelligents,
le syllogisme, la latitude, la longitude, les
éclipses, le magnétisme et la réfraction de

de physique a I'Académie
en 1730. En 1733,
il succede a Daniel
Bernoulli a la chaire
de mathématiques et
a partir de 1740, il
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la lumiere. Euler est demeuré a Berlin durant
25 ans pour retourner a Saint-Petersbourg
en 1766, aprés une dispute sur la liberté
académique avec Frédéric le Grand.

Au début de la trentaine, Euler avait perdu
son ceil droit. Peu aprés son retour en Russie,
il devient presque entierement aveugle apres
I'opération d'une cataracte. Malgré ce handicap,
il poursuit ses recherches. Soutenu par une
mémoire phénoménale, il dicte ses textes a
ses fils ou a son valet, en ayant toujours le
souci de la clarté dans ses écrits. La moitié
de son ceuvre, abordant toutes les branches
des mathématiques, est produite apres 1765.
Auteur de 900 travaux, mémoires et livres
sur le calcul différentiel, les mathéma-
tiques analytiques, l'algebre, la mécanique,
I'hydrodynamique, I'astronomie et l'optique,
il meurt a Saint-Pétersbourg en 1783.

Euler a laissé son nom a plusieurs notions
et concepts, tant en physique qu'en mathé-
matiques. Il a développé le calcul différentiel
de Wilhelm Gottfried Leibniz (1646-1716),
la méthode des fluxions d'lsaac Newton
(1642-1727), prolongé les travaux des
Bernoulli et fondé la notion d'équation aux
dérivées partielles. Il est I'un des fondateurs
du calcul des variations, qui consiste a
expliquer les lois de la physique a l'aide de
principes d'optimisation.

Plusieurs des prédécesseurs d'Euler
avaient étudi¢ les propriétés des
triangles. On savait que dans un
triangle quelconque les hauteurs
se rencontrent en un point appelé
I'orthocentre Hdu triangle, les média-
trices se rencontrent en un point O
qui est le centre du cercle circonscrit
au triangle et les médianes se
rencontrent en un point G qui est
le centre de gravité du triangle.
Euler a été le premier a constater
que ces trois points sont alignés et
la droite obtenue est appelée droite
d'Euler. De plus, le point milieu du
segment OH est le centre du cercle
d'Euler, qui passe par les neuf points
suivants :

® |es points milieux des trois cotés;
® |e pied de chacune des trois hauteurs;

® |emilieu de chacun des trois segments
reliant I'orthocentre Ha un sommet
du triangle.

De plus, il est circonscrit aux triangles
formés par chacun de ces ensembles
de trois points.

Droite d'Euler

Centre du cercle circonscrit,
point de rencontre
des médiatrices des cotés

Orthocentre, point de
rencontre des hauteurs

Centre de gravité, point de
rencontre des médianes

Droite d'Euler

Point milieu de OH,
centre du cercle d'Euler

Cercle d’Euler

A
A

Point milieu d'un coté
Pied d'une hauteur

» Point milieu d'un segment

joignant l'orthocentre H
a un sommet
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Exponentielle et nombre d’Euler

Dans ses recherches sur I'exponentielle, Euler se demande
s'il existe des coefficients A, B, C D, E ... tels que o* s'écrive
comme un polyndéme en x. C'est-a-dire :

=A+Bx+ O+ D+ Ext+ .7
En posant x= 0, il trouve que A = 1. Par conséquent :
0" =1+Bx+ 02+ D3+ Ex* + ..

De plus, on doit avoir a® = (*)2 Par substitution, le premier
membre de |I'équation donne :

X =1+ 2Bx+ 40 + 8Dx3 + 16Ex* ...
et le développement du deuxieme membre donne :
(092 = (1 + Bx+ C2 + D@ + Ex* + ..)?
=1+42Bx+(2C+ B)x2+ 2D+ 2BO)x3
+(2E+2BD+ ()x* + ...

Les deux membres sont égaux si les coefficients des termes
de méme degré sont €égaux. Le coefficient en x est 2B dans les
deux membres. En égalant les coefficients de x?, on obtient :

4C=2C+ B, d'oti 2C= B2 et c—%

En égalant les coefficients de x3, on obtient :
8D = 20+ 2BC, d'oti 3D = BCet D=BC BC gx

En égalant les coefficients de x* et en |so|ant E
F—_7B* __ B8

14X3x4 2X3X4

En poursuivant de proche en proche, Euler obtient :

B’ B 3, B 4
7 X 93 Taxaxa Xt
Pour alléger I'écriture, on pose 2x3x4x ... xn = n!. La fonction

exponentielle la plus simple est obtenue en posant B= 1 :
3 4 5 X"
a* —1+X+T+?+T+ﬁ+ +—+
La valeur de a pour x= 1, est :

—1+1+1+1+1+1+ +1+

3l

B3

B _
2 2x3
ona

" =14+Bx+—

=2,7182818..

Le nombre obtenu, 2,7182818..., appelé nombre d'Euler, a un
développement decimal illimité non périodique et est désigné
par ¢, la premiere lettre du nom Euler. L'exponentielle de base
es'éerit : x2 x3 x4

@ —1+x+ +

3I+ +..
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CONSTANTE D’EULER

On peut définir le nombre d'Euler de la fagon

. . m
suivante:  ._ o (1+i) :
m—co

Sous cette forme, le nombre d'Euler a des
applications en gestion.

Dans le calcul des intéréts, la relation
1+ r=(14+j/mmdonne le taux réel r
correspondant a un taux nominal j capitalisé
m fois par année. Plus la durée de la période
de capitalisation est courte, plus m est grand.
A la limite, lorsque m tend vers I'infini, on dit
que l'intérét est continu. On a alors :

. N\M :
lim (1+i) =e/.
m—>co m

Donc, si la capitalisation se fait de facon
continue, on a :

T+r=¢,douj=In(1+1
et le taux d'intérét continu j équivalent au
taux réel rest j = In(1 + r). En pratique, un
intérét journalier peut étre considéré comme
un intérét capitalisé de facon continue.

Dans Introductio in analysin infinitorum
(1748), Euler établit la célébre constante,
notée y (gamma), qui porte aujourd'hui son
nom et est définie par :

_ 1,1
y—ﬂ£“+2+3+4+ A= mﬂ

Dans la figure ci-contre, la somme des aires
des rectangles' dans l'intervalle [1; n+1] est :

[ +1

2 3 4
Par ailleurs, on voit
en calcul intégral que
I'aire sous la courbe
de f(x) = 1/x dans
I'intervalle [1: n] est
donnée par In n.

27_ La limite lorsque n
/\ tend vers [linfini
4 n-1 nx de chacune de ces

expressions est l'infini,
cependant leur différence est finie. C'est
la constante d'Euler, soit la différence

1. Ces termes sont ceux de la série harmonique qui diverge

et dont la divergence est lente.

entre l'aire des rectangles et celle sous
la courbe de f(x) =1/x, dans lintervalle
[1:0o[. On ne sait si ce nombre est rationnel ou
irrationnel, mais on en connait 108 000 000
décimales :

Y =0,57721566490153286060...

Euler a fait beaucoup de manipulations avec
des séries divergentes (aujourd'hui interdites
dans les colleges et les cours de baccalauréat
des universités, mais réhabilitées aupres des
chercheurs). A titre d'exemple, regardons
comment il prouve que :
1,11 P
£= ottt pi}ﬂp_1

Cette démonstration est considérée comme
une autre preuve qu'il y a un nombre infini de
nombres premiers. En effet, puisque la série
harmonique diverge, le produit est infini. Il
doit donc comporter un nombre infini de
facteurs et chaque facteur est associé a un
nombre premier.

Dans sa démonstration, Euler redispose
les termes pour séparer les termes dont
le dénominateur est pair de ceux dont le
dénominateur est impair et, dans le premier
regroupement, il met 1/2 en évidence :

‘= (1+1+1+1+) b+1+1+1+)

2 4 6 8 3 5 7
1 1,11 1,11
2(1+2+3+4+) O+3+5+7+)

La série a l'intérieur de la premiére paren-
thése est £, d'oU :

_1 1,11
{= C+@+3+5+7+)

Cela donne : § 1+3+5+1+

7
Il regroupe ensuite les termes dont le déno-
minateur est un multiple de 3 et met 1/3 en
évidence, ce qui donne :

1 1,1,1
C O+3+5+) 0+5+7+H+ )

La série a l'intérieur de la premiere paren-
théses est £/2 et, en substituant :



En regroupant les termes dont le dénomi- la suite. Euler a procédé de la méme facon

nateur est divisible par 5, il obtient : pour les différentes puissances des inverses
2.1 1(1+ 1.1, ) (1+ 1,1, ) et a obtenu ce que nous notons maintenant
327 5\ 57 7N €(s) et qui est appelée fonction de Riemann,
121 1 s
=L.L.L soit :
53 2C+(1+7+11+ ) : 1
o 42 11 g(s) 2 =
d'ol : §§§ =(1+7+ﬁ+) n=11 premlerp Plgier1_1/ps
En pgursglvant amnst pour tous les nombres  Cette fonction est & l'origine des grands
premiers, il établit que développements modernes de la théorie des
10 6 4 2 1 1
2 =- et nombres.
n'7532°77
23571 _ L
<1248 0" H p—

Fiss Dans ses publications, Euler a introduit

différentes notations qui sont aujourd'hui
d'usage courant :

Il a appliqué Ila méme procédure au
probleme de la somme des inverses des carrés
des nombres entiers qui, en 1673, avait été
pos¢ a Leibniz par Henry Oldenburg, secré-
taire de la Royal Society. Euler a établi, en
regroupant et en mettant successivement ® /;pour la racine carrée de -1.

en évidence les carrés des nombres premiers, @ e; pour la base des logarithmes naturels.
que :

e f(x); pour désigner I'image d'un nombre x
par une fonction £.

e 1, 4925 4 ® 1; pour le rapport de la circonférence du
22 37 42 3824 48" cercle & son diamétre.

Par ses calculs, il a estimé que cette somme e X pour représenter de fagon succincte une
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était /6, conjecture qui a été démontrée par somme de termes.
Nombres complexes et identité d'Euler
La représentation d'une exponentielle par un polynéme  l'origine (0; 0) au point (a; b). On constate que le vecteur
infini est généralisable aux nombres complexesetcelaa a + ib est également caractérisé par sa longueur r,
permis a Euler d'obtenir de beaux résultats. Un nombre  appelé le module de z et I'angle x, appelé argument,
complexe z est un nombre de la forme a+ ib, ot aet b qu'il fait avec la direction positive de I'axe des réels.
sont des nombres réels et /2 = -1. En substituant ixa x  Cela donne :
dans le développement polynomial de e" on obtient : = re¥ = r{cos x + i sin x).
eX =1+ix+ + Sile vecteur est unitaire, r=1,0na:  [EEEEEEEE ¢
—1+IX—X—2—£-I.-X—4+I:X—5—X—.6—£.+ | z=e¥=cosx+isinx . |
ZIN I . L'équation du cercle unitaire centré a ‘
° X l'origine est alors : R
z=e¥pour 0 < x < 2m.
Reconnaissant le développement en série de Taylor'  Pour x =T, le nombre complexe correspondant est :
des fonctions cosinus et sinus, soit : em = CoSTt 4+ isinTt=-1+i0=-1.
Donc e'® = -1, ou encore :
etsinx=x_ X4 X _X o . . 'em"' 1'= 0 N Cercle unitaire
S Cette identité, appelée identité d'Euler,
Euler en déduit que eX = cos x + i sin x, ce qui meten met en relation cing constantes
relation la trigonométrie et I'analyse complexe. mathématiques : O et 1, les éléments
Exploitons la représentation graphique moderne des Neutres de l'addition et de la multi- R

nombres complexes pour bien saisir le sens de cette  Plication, e la base des logarithmes

équation. Un nombre complexe z est représenté dans naturels, 7 le rapport de la circon- 7= e*pour 0< x< 2
un systéme d'axes orthogonaux, comportant un axedes ~ férence au diametre du cercle et j, le

réels Ret un axe desimaginaires |, par un vecteur allant de nombre imaginaire tel que i = -1.

1. Brook Taylor (1685-1731), mathématicien anglais.
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De I'abstraction mathématique
a la réaliteé sociale des épidémies.

AuXxVlliesiecle, laville de Konigsberg (maintenant
Kaliningrad, Russie) possédait 7 ponts qui
enjambaient la riviere Pregel et reliaient entre
elles deux grandes fles et la terre ferme. Une
question récurrente se posait aux habitants des
lieux : peut-on franchir tous les ponts en ne les
traversant chacun qu'une seule fois?

Cette intrigue fut résolue en 1735 par le légen-
daire mathématicien suisse, originaire de Bale,
Leonhard Euler (1707-1783). La réponse est
négative! Il est impossible de traverser les
7 ponts sans revenir au moins une fois sur l'un
d'entre eux. Le génie d'Euler I'amena a construire
une abstraction de I'arrangement géographique
de Kénigsberg en éliminant d'abord tous les
éléments inutiles et en ne conservant que les
flots, les rives et les ponts (voir I'encadré page
suivante). Il associa ensuite a chaque fle et a
chaque rive un point (sommet ou nceud) et a
chaque pont une ligne (aréte ou lien). L'objet
mathématique ainsi obtenu s'appelle un graphe.

En essence, Euler affirme que la carte précise
de la ville ne joue aucun réle dans la solution
du probléme; ce n'est pas du ressort de la
géomeétrie puisque les distances, les longueurs
des ponts, les angles faits avec la rive par exemple
n'interviennent pas. Ainsi, tous les détails du
probléme d'origine ont disparu sauf pour la
connectivité entre les éléments constitutifs.
On peut ainsi affirmer qu'en plus de jeter les
fondements de la théorie des graphes, Euler
donnait naissance a la topologie, une généralisation
de la géométrie ou I'équivalence est définie
de facon bien plus large puisqu'il suffit a deux
objets d'avoir le méme nombre de morceaux, de
trous, d'intersections, etc. pour étre équivalents.
Le graphe peut étre déformé a volonté sans
altérer ses caractéristiques, aussi longtemps que
les liens entre les nceuds demeurent inchangés.
En éliminant tout l'accessoire, cette théorie est
capable de décrire les propriétés topologiques
essentielles avec une clarté inaccessible si tous
les détails étaient maintenus.

De la nature probabiliste
de certains graphes

Le probleme des ponts de Konigsberg résulte
en un graphe spécifique et bien défini: les
données du probleme permettent en effet
d'établir la configuration des noeuds et des
liens du graphe. Cependant, il est également
possible de définir des graphes dans lesquels
on ne spécifie pas exactement la structure
mais plutét la probabilité qu'une telle structure
survienne. On parle alors de graphes aléatoires.

Parmi les graphes aléatoires, il existe une
sous-classe, les graphes d'Erdds-Rényi,nommes
en I'honneur des mathématiciens hongrois
Paul Erdds (1913-1996) et Alfréd Rényi
(1921-1970), ou, pour chacune des paires de
noeuds possibles, il existe une probabilité p que
les deux nceuds composant cette paire soient
joints par un lien. Puisqu'une telle construction
interdit qu'un noeud soit lié¢ a lui-méme ou

Des pont

alag



rippe aviaire
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que plus d'un lien joignent deux noceuds, un tel
graphe sur N nceuds comporte au maximum
NN - 1)/2 liens.

Il existe donc 2MN - 112 de ces graphes sur N
nceuds (pour p#0 et p# 1) et le degré moyen
des nceuds du graphe est z= p(N -1).

Erdds et Rényi ont obtenu plusieurs résultats
intéressants pour ce genre de graphes. Entre
autre, dans la limite ou N est grand, il est
presque certain que la taille de la plus grande
composante connectée du graphe soit d'ordre
inférieur a log N lorsque z < 1. Pour un réseau,
disons de grandeur N = 10 000, log N = 4, un
nombre considérablement plus petit que N!
A l'inverse, la plus grande composante connectée
occupe presque certainement une fraction
importante (de I'ordre de N) du graphe lorsque
z > 1, la seconde composante en importance
ayant alors une taille d'un ordre inférieur a log N.

s d’Euler

La solution d’Euler au probleme
des ponts de Konigsberg

Le probléme des ponts de Kdnigsberg
peut étre traduit en langage
mathématique moderne comme la
question de I'existence d'un chemin
eulérien sur un graphe. Un chemin
eulérien est précisément un parcours
quiemprunte chaque lien exactement
une fois. Puisque le chemin recherché
doit entrer et quitter chaque neceud
qu'il rencontre, sauf le premier et le
dernier, Euler prouva, et la solution
est tout a fait générale, qu'il ne
peut y avoir qu'au plus 2 nceuds
dans le graphe ayant un nombre
impair de liens s'y attachant pour
qu'un tel parcours existe. On dirait
aujourd’hui qu'il ne peut y avoir
plus de 2 nceuds de degré impair,
le degré d'un nceud étant le nombre
de liens qui y concourent. Puisque
les 4 nceuds dans le graphe de
Konigsberg sont de degré impair
(3 de degré 3 et 1 de degré 5),
le probleme des ponts n'a néces-
sairement pas de solution.

Ainsi, sous la valeur critique z, = 1, seule
la structure locale du graphe est affectée
lors de petits changements du paramétre z
Par opposition, le passage de z < 1 a
z > 1 entraine un changement global majeur:
I'apparition soudaine d'une composante géante
contenant une fraction importante des nceuds
du graphe. Les phénomeénes présentant de
tels changements qualitatifs importants sont
appelés phénoménes de percolation et le seuil
critique, ici z, = 1, est appelé seuil de percolation.

Ou la régularité nous
enflamme

Simaintenanton ajoute un élémentsupplémen-
taire a la structure méme du graphe, a savoir
I'dtat des nceuds, on parlera génériquement
de réseaux. Le changement temporel de ces
états, selon une régle prédéterminée, nous
permettra alors de suivre I'évolution globale de
la dynamique sur réseaux.

A. Allard, P--A. Noél, L. J. Dubé ¢ Université Laval
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Applications

Simulation d’un feu de forét

Les arbres intacts (vert) voisins des arbres actuellement en feu (rouge) sont susceptibles d'étre enflammés & la prochaine
étape, alors que les arbres actuellement en feu seront devenus cendres (gris). Les fléches noires indiquent les endroits ot il y
a une probabilité p de transmission. Ainsi, les cases vertes pointées par ces fleches ne sont donc pas nécessairement toutes
rouges a I'étape suivante.

-E H

Apres 1 étape Apres 2 étapes

Pour illustrer ce nouvel aspect évolutif, un
exemple splendide de percolation consiste en
une simulation de feu de forét. Par opposition
aux graphes d'Erdds-Rény, il est plus simple
d'utiliser un graphe régulier, comme on en
retrouve par exemple dans le réseau cristallin
de matériaux usuels, une structure ordonnée
possédant la symétrie du solide en question.
Sur ce graphe, nous définirons 3 états : intact,
enflammé et bralé.

La propagation du feu de forét se fait de la
facon itérative suivante. Chacune des cases
d'une grille est initialement peinte en vert (état
intact), représentant un arbre (voir encadré
ci-dessus). On choisit ensuite un arbre au hasard
etony«met feun»en peignant la case correspon-
dante en rouge (état enflammé). Commence
ensuite une succession d'étapes ou chacune
d'entre elles rend possible la propagation
de l'incendie aux arbres voisins des arbres en

final du systeme

Etat final du systeme (apres qu'il n'y ait plus d'arbres en feu) pour deux
valeurs de p voisines de p, sur une grille de 200 x 200.

Apreés 3 étapes Aprés 4 étapes

feu, c'est-a-dire les cases vertes se trouvant
immédiatement en haut, en bas, a gauche ou
a droite des cases rouges. Cependant, les arbres
voisins d'un arbre en feu a une étape donnée
ne s'enflamment pas nécessairement a |'étape
suivante mais il y a plutét une probabilité p
que cet événement se produise. De méme, les
arbres qui étaient en feu a une certaine étape
ne sont désormais plus que cendres aux étapes
suivantes et on les représente alors par des
cases grises (état briilé). Dans ce scénario, le feu
ne peut se propager selon une diagonale de la
grille et est arrété par les cases grises (un arbre
ne peut braler deux fois).

Ici, le seuil de percolation est précisément
p, = 1/2.Si la probabilité p qu'un arbre prenne
feu est inférieure a p., un nombre relativement
petit d'arbres brllera avant que le processus ne
sarréte de lui méme, c'est-a-dire avant qu'il
ne reste plus d'arbres en feu. Cependant, au
dessus du seuil, une fraction importante du
réseau peut étre briilée, et ce, aussi grande
que soit la grille. Sur les deux graphiques de
I'encadré ci-contre, on représente I'état final du
systeme aprés un nombre suffisant d'étapes,
i.e. lorsqu'il ne reste plus d'arbres en feu, pour
une grille de 200 x 200, et pour deux valeurs de
p voisines de p..
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Il s'agit bien d'un phénomeéne de percolation ou
la structure globale change de facon qualitative
autour d'un seuil de percolation, ici p... Plusieurs
phénomenes physiques comme les transitions
de phases, par exemple le passage de la glace a
I'eau, peuvent également étre étudiés en termes
de phénoménes de percolation sur des réseaux
réguliers.

Afin d'améliorer le réalisme de la dynamique
sur réseaux, s'offre a nous la possibilité de
complexifier soit la structure méme des
réseaux, soit la régle évolutive, ou encore les
deux aspects a la fois.

De la simplicité a la
complexité

Entre les graphes aléatoires et réguliers, ou
les noeuds sont équipés de propriétés spéci-
fiques ou non, il existe une panoplie de réseaux
de structure intermédiaire: les réseaux dits
complexes. Au cours de la derniere décennie, ces
réseaux ont attiré 'attention de scientifiques
de tous genres - physiciens, mathématiciens,
statisticiens, informaticiens, biologistes, socio-
logues, épidémiologistes - pour n'en nommer
que quelques-uns. Un tel engouement
multidisciplinaire s'explique par le fait que les
réseaux complexes sont d'excellents modeles
pour décrire de nombreux systémes réels
impliquant plusieurs éléments en interaction
les uns avec les autres. Par exemple, on peut
utiliser les réseaux complexes pour modéliser
les chaines alimentaires d'écosystémes, pour
décrire la topologie du World Wide Web et de
I'Internet, pour mieux comprendre les réseaux
sociaux ou pour visualiser I'interdépendance
entre les protéines d'un organisme vivant.

La modeélisation de systeémes réels a l'aide de
réseaux complexes permet aux chercheurs de
mieux comprendre leur structure et son impact
sur la dynamique de ces systemes. Ainsi, la
modeélisation d'une chaine alimentaire aide les
écologistesa prédire I'effet qu'aura la disparition
d'une espece sur la stabilité de I'écosystéme.
Toutefois, afin que les résultats obtenus lors de
ces études soient valides, il est essentiel que les
modeles utilisés soient suffisamment réalistes.
Il est donc nécessaire de bien connaitre les
diverses propriétés des systémes réels, tache sur
laguelle les chercheurs se sont aussi penchés.

L'experience du Small-World

Lors de son expérience, Milgram demanda a des citoyens de deux villes
du centre des Etats-Unis de poster une lettre & un individu X vivant
a Boston. Les participants ne pouvaient toutefois envoyer la lettre
directement a cet individu que s'ils le connaissaient personnellement.
Sinon, ils devaient I'envoyer & un(e) ami(e) de leur choix qui aurait,
selon eux, plus de chance de connaitre personnellement ['individu
X. A leur tour, ceux-ci devaient reposter la lettre a l'individu X siils le
connaissaient personnellement ou a un(e) ami(e) de leur choix qui
serait plus en mesure de le connaitre et ainsi de suite.

A chaque personne qui transférait la lettre, il était demandé d'y inscrire
son nom et son adresse. Ainsi, a I'aide des lettres qui atteignirent
éventuellement l'individu X, Milgram fut en mesure de compter le
nombre moyen d'intermédiaires séparant des individus qui a prime
abord n‘avaient aucun lien apparent entre eux. Quelle ne fut pas sa
surprise de constater qu'en moyenne, une lettre n'avait eu qu'a étre
mise a la poste 5,5 fois pour atteindre son destinataire!

Cette expérience fut répétée a plusieurs reprises avec des individus
résidant dans d'autres régions et Milgram obtint le méme genre de
résultats. Cette expérience frappa l'imaginaire collectif et inspira le
concept des six degrés de séparation qui prétend que deux personnes
choisies au hasard sur la planéte seront reliées en moyenne par
seulement cing personnes. Faites-en I'expérience.

A. Allard, P--A. Noél, L. J. Dubé ¢ Université Laval
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Grace a ces efforts, plusieurs caractéristiques,
dont quelques-unes insoupgonnées, ont été
découvertes au fil des ans. C'est le cas de |'effet
Small-World mis au jour par le psychologue
social américain Stanley Milgram dans les
années 1960. Lors de son expérience (voir
encadré), Milgram découvrit qu'en moyenne,
deux individus choisis au hasard sont reliés I'un
a l'autre par seulement cing autres personnes
en considérant les liens d' « amitié» (au sens
trés large) entre les gens. Autrement dit, une
grande majorité des gens sur la Terre sont en
fait I'ami d'un ami d'un ami d'un ami d'un ami
d'un ami. Cet effet s'apparente a I'expression
populaire : « Hé! Que le monde est petit! »,
bien connue de tous et d'ou il tire son nom
(small world : petit monde).

Au gré des ans, de nombreuses études ont
démontré que l'effet Small-World n'est pas
limité uniquement aux réseaux sociaux et
est présent dans la plupart des réseaux réels.
Ces évidences expérimentales ont motivé les
physiciens Duncan J. Watts et Steven H. Strogatz
a proposer en 1998 un tout nouveau modele
de réseaux complexes possédant explicitement
I'effet Small-World. Cette contribution scienti-
fique clé ainsi que quelques autres ont initié un
développement accéléré des modeéles mathé-
matiques décrivant les réseaux complexes et
leur dynamique associée. Ceux-ci trouvent
aujourd'hui leur application dans une foule
de domaines de recherche, dont une particu-
lierement spectaculaire, en épidémiologie.

Du simple au complexe

Graphe aléatoire

Modele Small-world Réseau régulier
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Réseau complexe représentant les interactions protéine-protéine
dans la levure Saccaromyces cerevisiae.
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Les maladies infectieuses

L'épidémiologie est une science qui s'intéresse aux
facteurs influencant la santé des populations. Ceci
inclut notamment ['étude de la propagation des
maladies infectieuses, telles la grippe, les L.T.S. (infections
transmises sexuellement), la gastroentérite et des moyens
qui peuvent étre utilisés pour la contrer comme la
vaccination ou la quarantaine pour ainsi éviter qu'une
population soit frappée par une épidémie. Toutefois,
bien que beaucoup d'études aient porté sur les moyens
d'intervention au niveau de l'individu via le dévelop-
pement de nouveaux médicaments, la facon dont
ceux-ci devraient étre déployés afin de réduire
les risques d'épidémies n'est toujours pas claire.

Les maladies infectieuses sont des maladies causées
par un agent pathogéne, un virus, une bactérie
Ou un parasite quelconque qui se transmet d'une
personne infectée a une personne saine lorsque

celles-ci ont un contact spécifique permettant une
transmission. On pensera a une poignée de main
dans le cas de la grippe ou a une relation sexuelle
non-protégée dans le cas des I.T.S. Ainsi, une personne
malade ne peut infecter que les gens avec qui elle
a un contact a risque et dans cette perspective, la
structure sociale (appelée réseau de contacts) devient
un facteur crucial affectant les risques d'une épidémie.

Tel que mentionné précédemment, les chercheurs en
théorie des réseaux ont développé au fil des ans des
modeles de plus en plus précis et réalistes de réseaux
complexes. Des expériences telles que celle de Milgram
ont permis de mettre au jour de nombreuses propriétés
des réseaux sociaux offrant maintenant aux chercheurs
d'excellents modeles pour représenter les réseaux de
contacts des populations humaines.

A. Allard, P--A. Noél, L. J. Dubé ¢ Université Laval

Ainsi, a l'aide d'un réseau complexe ou les
noeuds représentent les individus et les liens
représentent les contacts permettant Ila
transmission de la maladie, il est possible de
simuler la propagation de maladies infectieuses
sur des réseaux de contacts.

Lors de ces simulations, un premier individu
(donc un noeud) est infecté par un agent
pathogéne. Celui-ci infecte ensuite ses voisins
(noeuds avec qui il a un lien) avec une
probabilité que I'on nomme la transmissibilité.
Ces nouveaux infectés peuvent a leur
tour transmettre la  maladie a leurs
voisins avec cette méme probabilité. Répéter
cette opération jusqu'a ce qu'il n'y ait aucun
nouvel infecté permet de recueillir une foule
d'informations sur les risques d'épidémie et
sur les dommages associés (par exemple, le
nombre de gens qui seront infectés). Or, & l'instar
des feux de forét, la propagation de maladies
infectieuses dans une population possede elle
aussi un seuil de percolation, c'est-a-dire qu'il
existe une valeur précise de la transmissibilité
sous laquelle peu d'individus sont infectés

et juste au-dela de laquelle une épidémie
peut apparaitre. Autrement dit, I'¢tude des
conditions de percolation des réseaux complexes
représentant des réseaux de contacts réels
permet de connaitre les risques qu'une épidémie
survienne! Ceci ouvre la porte a la possibilité
de tester diverses stratégies de prévention ou
d'intervention avant méme qu'une quelconque
épidémie ne soit déclarée et ainsi de permettre
aux populations et aux intervenants de la santé
de se préparer en conségquence.

Notre périple nous a amené de la notion de
graphe introduite par Euler a I'tmergence d'une
nouvelle science qu'il serait heureux d'appeler
la théorie des réseaux. Inutile de le nier, les
réseaux sont omniprésents et l'imagerie du
réseau méme imprégne toute notre culture
moderne: de I'Internet a sa proche cousine la
Toile (WWW), des réseaux économiques aux
réseaux de propagation de maladies, telle la
grippe aviaire...
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Trois pesees suffisent

Voici un joli raisonnement

par récurrence di a Keith Austin
conduisant a une étrange conclusion.

m/?ubr/que aes I

Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences
et Technologies de Lille

Nous allons démontrer que
lorsque n piéces de monnaies

(n > 2) d'apparences identiques
sont données, I'une plus Iégére
que les autres, alors trois pesées
au plus avec une balance a deux
plateaux (permettant de comparer
des masses sans les mesurer)
suffisent pour I'identification

de la piéce la plus Iégére..

Copyright © Images.com/Corbis

Lorsque n = 2, on procede de la maniére
suivante. On prend les deux pieces indiscer-
nables,on en place unesurle plateau de gauche
et une autre sur le plateau de droite de la
balance. L'équilibre ne se fait pas car l'une
des piéces est plus légere par hypothése. On
peut la repérer, c'est celle qui se trouve sur le
plateau qui monte. Dans ce cas simple, une
seule pesée a suffi.

Soit maintenant n = 2. Supposons, comme
hypothése de récurrence, que nous
connaissons une procédure utilisant au plus
trois pesées pour n piéces, toutes de méme
masse, sauf une qui est plus légere. Montrons
comment obtenir une procédure pour
n+ 1 pieces.

Considérons n+ 1 pieces de méme masse,
sauf une qui est plus légere que les autres.
Nous mettons a part l'une des n+ 1 piéces,
et nous appliquons la procédure donnée par
I'nypothése de récurrence aux n pieces restantes.

Si la piéce la plus Iégére est dans les n pieces
retenues, la procédure permet de la trouver.
On a donc identifié la piece la plus légére et il
a suffi de trois pesées.

Si la procédure ne permet pas de trouver une
piece plus légere que les autres parmi celles
retenues, c'est que la plus |égére est celle que
nous avons mise de coté. On trouve a nouveau
la piece la plus légere et il a encore suffi de
trois pesées.

Donc, en au plus trois pesées, nous avons
réussi a connaitre la piece la plus Iégére parmi
les n + 1 pieces données.

Le raisonnement par récurrence fonctionne
donc bien et, en conséquence, pour tout entier
n =2, il existe une procédure en trois pesées
permettant d'identifier une piece plus légere
que les autres dans un ensemble de n pieces.

Croyez-vous vraiment qu'avec un million de
pieces, en trois pesées vous pouvez repérer
la plus légére? N'est-il pas étrange que le
raisonnement présenté semble s'adapter et
arriver a la méme conclusion avec une seule
pesée au lieu de trois? Il y a donc une erreur.
Laquelle?



Solution du paradoxe précédent

Le paradoxe précédent était basé sur les
€noncés suivants :

® [a troisieme phrase est vraie et
vous étes la personne la plus
riche du monde.

® [ troisiéme phrase n'est pas vraie.

® Une au moins des deux
premiéres phrases est vraie.

En raisonnant par I'absurde sur ces énoncés,
on avait conclu que la troisieme phrase est
vraie, que la seconde était fausse, vous étiez
donc la personne la plus riche du monde
puisqu'au moins une des deux premieres
phrases est vraie.

Ce paradoxe est ce qu'on appelle un
paradoxe de l‘autoréférence. Dans un tel
paradoxe, accepter de considérer que les
phrases envisagées sont vraies ou fausses
conduit inévitablement a des contradictions :
il n'y a pas d'erreur de raisonnement.

Le plus simple paradoxe de I'autoréférence
est le fameux paradoxe du menteur :

Je suis en train de mentir

Si on considére que I'énoncé est vrai, c'est
que je mens, donc I'énoncé est faux. Il y a
donc une contradiction.

Si on considere que I'énoncé est faux, je
mens et donc I'énonceé vrai. Il y a encore une
contradiction.

On obtient toujours une contradiction selon
que I'on considére I'énonceé vrai ou faux.

De nombreuses théories ont été proposées
pour traiter les paradoxes de l'auto-
référence. La plus simple consiste a décréter :
les phrases autoréférentes ne sont pas de
vraies phrases et doivent étre interdites
comme le sont les phrases grammati-
calement incorrectes. Une telle théorie

est cependant insatisfaisante puisque
certaines phrases autoréférentes ne créent
pas de problemes. C'est le cas de la phrase
« je suis en train d'écrire cette phrase ».

D'autres théories plus subtiles sont moins
radicales, mais aucune aujourd'hui ne fait
I'unanimité chez les spécialistes et les para-
doxes de I'autoréférence restent donc assez
mystérieux.

Notons que les paradoxes de I'autoréférence
ne contaminent pas les systéemes de
raisonnements utilisés en mathématiques
(il serait trés grave pour les mathématiciens
de rencontrer des contradictions dans leurs
théories), mais qu'au contraire, soigneuse-
ment adaptés, ils permettent de prouver
des théorémes intéressants : théoremes
d'incomplétude de Godel', théoreme de
Tarski? sur les prédicats de vérité.

1. http://www.jutier.net/contenu/kgodel.htm
http.//fr.wikipedia.org/wiki/Théoreme_d’incomplé
tude_de_Gddel

2. http:/fr.wikipedia.org/wiki/Théoréme_de_Tarski
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Droite d’Euler

1. Montrer que les médiatrices d'un triangle
se rencontrent en un méme point.

2. La premiére figure ci-contre présente une
construction a partir d'un triangle ABC.
Expliquer pourquoi cette construction
permet de conclure que les hauteurs du
triangle ABC se rencontrent en un méme
point.

3. Analyser les étapes de construction du
deuxieme groupe de figures ci-contre et
expliquer pourquoi cette construction
permet de conclure que les médianes du
triangle ABC se rencontrent en un méme
point aux deux tiers de leur longueur
a partir du sommet et que ce point de
rencontre est le méme pour les médianes
du triangle DEF.

4. Analyser les étapes de construction du
troisieme groupe de figures ci-contre, et
expliquer pourquoi cette construction
permet de conclure que les points de
rencontre des hauteurs, des médiatrices et
des médianes sont sur une méme droite.

Nombres complexes
(collégial)

1. Montrer que la multiplication par un
nombre complexe z revient a appliquer
une homothétie dont le rapport est le
module de z avec une rotation dont
I'angle est I'argument de z En déduire que
la multiplication par i donne une rotation
de 90°.

2. Utiliser I'expression z = €/® pour retrouver
les formules de cos (o + B) et sin(ow + P)
qui sont utilisées au numéro 4 des exerci-
ces de Yannick. Suggestion elo+B) — eice/B,

Découverte a la polyvalente
1. Considérant un

triangle équi-

latéral ABC et

un point P a k

I'extérieur du P

triangle et a s ks
b

lintérieur de %
I'angle formé par le prolongement des
cotés AB et AC, montrer que :

ki + k, - k, est constant.

Déterminer la valeur de la constante.
Ce résultat est-il toujours valide si le point
P traverse un coté mais reste a l'intérieur
de I'angle formé par les deux autres cotés?

2. Peut-on montrer que la somme des
distances d'un point intérieur P aux cotés
d'un polygone régulier convexe a n cotés
est constante? Quelle est alors la valeur de
cette constante?

Exercices de Yannick

Pour démontrer I'impossibilité de la trisection
de l'angle, Alexandra a donné les exercices
suivants a Yannick.

1. Procéder par comparaison des ordonnées
pour trouver le point d'intersection des
droites :

y=0ax+ b y=cx+dolua#c

2. Expliquer la démarche pour trouver les
deux points d'intersection du cercle et de
la droite :

y=ax+0b, X2 +y2 =1
ol q, b et rsont des constantes.

3. Expliquer la démarche pour trouver les
points d'intersection des cercles :

X+ yr=rlet(x-h?+(y-k? =5

(collégial)

Voir aussi le numéro 2 sur les nombres
complexes.

4. En utilisant les identités :
Sin%0 + cos?0 = 1
cos(a+f) = cosa cosB - sinasin B
sin(oi+B) = sin o cos B +cos o sin B,
montrer que :
cos 36 = 4c0s°0 - 3cos 6.

Donner une autre preuve de cette propriéte,
cette fois en utilisant les nombres complexes.



Pour en sowvoir plus!

Logique mathématique et informatique théorique
Découverte a la polyvalente
Sur le site d’André Boileau, dont I'adresse est donnée ci-dessous, on peut déplacer le point P dans un Applet
Java et refaire |'exploration réalisée par Jérémie.
htto.//www.math.ugam.ca/_boileau/accromath.html
Des constructions impossibles

Carréga, Jean Claude. Théorie des corps, la régle et le compas. Hermann 1981
Dorie, Heinrich. 700 Great Problems of Elementary Mathematics, Their History and Solution, Dover 1965.
Voir les problémes 35, 36 et 37.

Applications des mathématiques
Des ponts d’Euler a la grippe aviaire

Théorie des graphes :
http.//fr.wikipedia.org/wiki/Théorie_des_graphes
Réseaux complexes/sociaux :
Barabasi, Albert-Laszl6 L., Linked: The New Science of Networks (Perseus Press, Cambridge, MA, 2002)
http://fr.wikipedia.org/wiki/Réseaux_sociaux
Effet Small-World :

Watts, Duncan J., Small Worlds (Princeton University Press, 1999)
Wiatts, Duncan J., Six Degrees: The Science of a Connected Age ( W. W. Norton & Company, 2003)

Exemples de réseaux réels :
http.//www.visualcomplexity.com

Grands mathématiciens
Leonhard Euler
Euler, un génie des Lumiéres, Tangente, I'aventure mathématique, HS n° 29
300 Years of Euler, Mathematician and Scholar, T1 in the sky, issue 11.
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Accromath est une publication de I'Institut des sciences mathématiques
(ISM) et du Centre de recherches mathématiques (CRM). La revue
S’adresse surtout aux étudiantes et étudiants d’école secondaire et de
cégep ainsi qu'a leurs enseignantes et enseignants.

INY

Institut des sciences mathématiques

L’Institut des sciences mathématiques est une institution unique dédiée
a la promotion et a la coordination de I'enseignement et de la recherche
en sciences mathématiques au Québec. En réunissant huit départements
de mathématiques des universités québécoises (Concordia, Université
Laval, McGill, Université de Montréal, UQAM, UQTR, Université de
Sherbrooke, Bishop’s), I'Institut rassemble un grand bassin d’expertises en
recherche et en enseignement des mathématiques. L’Institut anime de
nombreuses activités scientifiques, dont des séminaires de recherche
et des colloques a I'intention des professeurs et des étudiants avancés,
ainsi que des conférences de vulgarisation données dans les cégeps.
Il offre également plusieurs programmes de bourses d’excellence.

L'ISM est financé par le Ministére de I'Education, du Loisir et du Sport
du Québec et par ses huit universités membres.

CENTRE
DE RECHERCHES
MATHEMATIQUES

Le Centre de recherches mathématiques est un centre national pour
la recherche fondamentale en mathématiques et ses applications.
Les scientifiques du CRM comptent plus d’une centaine de membres
réguliers et de stagiaires postdoctoraux. Lieu privilégié de rencontre, le
Centre est I'héte chaque année de nombreux visiteurs et d'ateliers de
recherche internationaux.

Les activités scientifiques du CRM comportent deux volets principaux :
les projets de recherche qu’entreprennent ses laboratoires, et les
activités thématiques organisées a l’échelle internationale. Ces dernieres,
ouvertes a tous les domaines, impliquent des chercheurs du CRM et
d‘autres universités. Afin d’assurer une meilleure diffusion des résultats
de recherches de ses collaborateurs, le CRM a lancé en 1989 un pro-
gramme de publications en collaboration avec I'’American Mathematical
Society et avec Springer.

Le CRM est principalement financé par le CRSNG (Conseil de recher-
ches en sciences naturelles et en génie du Canada), le FQRNT
(Fonds québécois de recherche sur la nature et les technologies),
I"Université de Montréal, et par six autres universités au Québec
et en Ontario.
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