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C'est avec consternation que nous avons appris le déces de notre confrére et
ami Jean-Claude Girard, le 27 juillet dernier. Réviseur linguistique des premiers
numéros d'Accromath, la maladie avait forcé Jean-Claude & restreindre ses

activités. Tous les membres du comité éditorial se joignent a moi pour offrir leurs
condoléances aux parents et amis de Jean-Claude.

Accromath s'est vu décerner, la plus haute distinction (Grand Award) du
Apex 2008 de la catégorie « Magazine and Journals/For Profit Small office » dans
laquelle 837 dossiers ont été présenteés. Les Prix Apex reconnaissent : I'excellence
de la conception graphique, le contenu éditorial et la qualité des communications.
Voici ce que les juges ont dit d'’Accromath : « De magnifiques doubles pages, de
superbes illustrations, une typographie audacieuse et élégante ainsi qu'un sens du
design de haut niveau en font un magazine ayant un design de premiere classe. »

Dans ce numéro, nous présentons quelques articles sous le theme Mathématiques
et biologie. Le premier de ceux-ci releve du dossier Probabilités et statistique
et est intitulé Comment compter les cerfs?. Dans cet article, Christian
Genest et Louis-Paul Rivest relatent comment a été estimé le troupeau de cerfs
de Ille d'Anticosti en vue d'une saine gestion de la faune.

On associe souvent la coquille du nautile & une spirale dorée. Qu'en est-il
exactement? Larticle Nautile, nombre d'or et spirale dorée de Christiane
Rousseau répond élégamment a cette question. Létude des formes spiralées
dans les végétaux releve de la phyllotaxie, science qui étudie I'ordre dans
lequel sont implantés les feuilles ou les rameaux sur la tige d'une plante, ou, par
extension, la disposition des éléments d'un fruit, d'une fleur, d'un bourgeon
ou d'un capitule. Larticle Spirales végétales de Christiane Rousseau et
Redouane Zazoun donne un apercu de ce champ d'études. Sur le site de la revue
(www.accromath.ca), le lecteur pourra visionner des simulations animées du
développement de telles spirales.

Notre enfance est peuplée de personnages imaginaires et de héros fantastiques
dont plusieurs sont de trés grande taille. Les méchants ogres et les gentils co-
losses des Iégendes et contes pourraient-ils faire tout ce qu'on leur attribue?
Dans King Kong et les fourmis, Frédéric Gourdeau répond a cette question en
¢tudiant les relations entre différentes variables biométriques et biomécaniques.
Cela le conduit a expliquer d'autres phénoménes a priori surprenants chez des
animaux bien réels.

La spirale logarithmique a été tres appréciée par Jacques Bernoulli que nous
présentons dans le dossier Grands mathématiciens. Larticle décrit certains des
problémes étudiés par ce mathématicien.

Dans le dossier Applications des mathématiques, un article de Denis Lavigne
A qui appartient le zébre? illustre comment la modélisation mathématique
d'une énigme permet ['utilisation de I'ordinateur dans la recherche efficace
d'une solution.

Dans l'article Raisonner par I'absurde du dossier Logique mathématique et
informatique théorique, Annick et Yannick veulent en savoir plus sur le type de
raisonnement utilisé par Jean-Paul Delahaye dans la Rubrique des paradoxes
pour démontrer que : Vous étes la personne la plus riche du monde.

Bonne lecture!

André Ross
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Comment compter les

La statistique au service
d'une saine gestion de la faune.

Christian Genest | A Anticosti, le cerf de Virginie jouit d'un habitat
LOUIJ;R:?;it'émL’:\Ztl idéal : la nourriture y est abondante et,

exception faite de 'Homme, il n'est la proie
d'aucun prédateur. L'ours noir, indigéne a
Ille, n'y a pas été observé depuis des années.
Dans de telles conditions, le cheptel n'a cessé
de croitre et la récolte de quelque 9 000
tétes par an reléve d'une saine gestion de la  Différentes stratégies ont d'abord été envisa-
ressource. Toutefois, les exploitants doivent gées pour la cueillette des données. Compte
prendre garde de ne jpas/tuer la poule tenu des contraintes de temps, de colts et
aux ceufs d'or: une chasse trop intensive de faisabilité, il a été convenu de recourir &
pourrait décimer le troupeau ! un inventaire aérien. L'opération, qui a été

Avant de pouvoir fixe quota uel de menée pour la premiere fois en 1988-89,
chasse au cerf, encor nnaitre la @ permis-d'estimer la population de cerfs a
taille de la popu|ati0n_ € ( omposée 120 .1\"" tétes. Cette estimation a été obtenue
de grands territoires diff ccessibles.  &Aeom ant les bétes sur 1,3 % du territoire.

allu qualifier la précision des
. Grace a des calculs probabilistes,
terminé que la marge d'erreur est d'au
us 13 200 cerfs, « 9 fois sur 10 ». Nous allons
oir ensemble comment on peut effectuer
n tel calcul au moyen d'un ordinateur e
attacher une mesure de confiance.

Comment procéder alo brer les Il @
cerfs ? Dresser des inven
un probléme récurre
gistes ont besoi
Dans le cas d
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Emplacement des 301 parcelles d'inventaire aérien survolées a I'lle d’Anticosti,
a l'été 1988, & I'hiver 1989 et a I'été 1989 pour estimer la population totale de cerfs.
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L’1le d’Anticosti

Située dans le golfe Saint-Laurent, I'lle d'Anticosti s'étend sur

une longueur de 220 km et une largeur maximale de 56 km.

Sauvage et pratiquement inhabitée, elle compte un seul village,
Port-Menier, ou 250 personnes vivent essentiellement du
tourisme et de I'exploitation des ressources naturelles : la chasse
au cerf, la coupe forestiere et la péche sportive au saumon.

C'est I'nomme d'affaires francais Henri Menier, propriétaire
de I'fle a I'¢poque, qui y a introduit le cerf de Virginie (Odocoileus
virginianus) en 1895. Son réve de faire d'Anticosti un paradis
de chasse et de péche est aujourd’hui devenu réalité. La qualité

de l'accueil et les conditions de chasse exceptionnelles que
I'on retrouve a Anticosti lui ont forgé une réputation qui va
bien au-dela des frontiéres du Québec. Chaque automne,
la Société des établissements de plein air du Québec

(SEPAQ) et des pourvoyeurs privés accueillent sur I'lle plus de
4 000 chasseurs.

Un inventaire du haut des airs

Considérant la taille de I7le d'Anticosti et Ia
difficulté d'accés a une grande partie du
territoire, il était impossible de réaliser
un inventaire complet des cerfs qui y vivent.
On a’donc découpé I'fle en quatre secteurs et
on a‘procédé a un décompte des bétes dans
de petites parties judicieusement choisies
dans chacun de ces secteurs. On a ensuite
cherché a extrapoler les résultats a I'ensemble
du territoire.

En tenant compte de contraintes budgétaires
et opérationnelles, on s'est entendu pour
procéder a un inventaire sur environ 1,3 %
de la superficie de Ile (7 943 kilométres
carres). Pour ce faire, on a choisi au hasard
301 bandes de terre de 60 m x 10 km. La
carte ci-contre montre la localisation de ces
zones d'observation appelées « parcelles ».

Comme on le voit, les parcelles retenues
sont plus concentrées sur certains secteurs
de I'lle. Il s'agit des pointes Est et Quest, ou
I'on savait a I'avance que les cerfs seraient
plus nombreux parce qu'il est plus facile pour
eux de s'y nourrir. L'allocation du nombre de
parcelles aux différents secteurs a été
guidée par un principe simple : si on veut
des décomptes précis, il faut sélectionner
plus de parcelles dans les secteurs ou il y a
plus d'animaux. (Ca parait évident, mais le
démontrer mathématiquement I'est moins.)

En regardant la carte plus attentivement,
on constate aussi que deux méthodes de
sélection de parcelles ont été utilisées :
durant I'été 1988, I'échantillonnage a la
pointe Est de ['lle'a été fait complétement au
hasard. Par la suite, on a préféré utiliser des
grilles pour le choix des parcelles, de facon
a favoriser une couverture plus systématique
du territoire.

Une fois les parcelles choisies, chacune
d'entre elles a été survolée en hélicoptere
a une altitude de 60 métres. Deux observa-
teurs, appelons-les A et B, étaient assis du
méme coteé de I'appareil. lls étaient charges
de compter les cerfs qu'ils voyaient au sol,
mais seulement dans les limites de la parcelle
qu'une tige fixée sur le flanc de Il'appareil
permettait de délimiter.

Le diagramme en page 4 illustre la procédure.
Sur le dessin, la partie ombragée représente
la parcelle et les deux cerfs qui s'y trouvent
devraient étre dénombrés. En revanche, il ne
faudrait pas compter le cerf qui se trouve un
peu plus loin @ gauche. Sinon, cela pourrait
avoir des répercussions sur |'estimation de la
population !
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Difficultés opérationnelles

Comme les parcelles sont choisies au hasard,
il n'y a pas de raison de penser a priori que
les cerfs y sont plus (ou moins) nombreux

Altitude 60 m |'|/
A

o e

Largeur 60 m

Schéma illustrant

la bande observée
au sol en fonction

de l'altitude et des
angles de visée.

que dans le reste du secteur. Ainsi, le nombre
de cerfs présents dans le secteur devrait étre
en proportion de ce qui a été observé dans
I'ensemble des parcelles du secteur. On est
donc conduit au raisonnement suivant :

Supposons que I'on ait vu 250 cerfs dans
l'ensemble des parcelles d'un certain secteur.
Si ces parcelles représentent 1 9% de la super-

ficie du secteur, on peut donc estimer @

250/0,01 =25000
le nombre total de cerfs dans le secteur.

Pour étre valable, ce raisonnement requiert
de bien définir les secteurs et de leur associer
un nombre judicieux de parcelles. Ce genre de
considération statistique fait partie de ce que
I'on appelle la théorie de I'échantillonnage.
De plus, pour que l'estimation du nombre
de cerfs dans un secteur soit valable, il faut
étre certain d'avoir dénombré tous les cerfs
présents dans les parcelles. S'il y a 275 cerfs
dans les parcelles d'un secteur et qu'on n'en
a compté que 250, on sous-estimera de
2 500 tétes la population du secteur.

Dans les faits, ce probleme
de sous-estimation
est non-négligeable.
Car selon qu'ils sont
immobiles  ou en
mouvement, seuls ou
en groupes, les cerfs
sont plus ou moins
faciles a repérer du
haut des airs !

Pour vous en convaincre, jetez un coup d'ceil
aux deux photos ci-dessous : étes-vous sir
de voir tous les cerfs qui sont présents ?

Pour réduire les risques d'erreur lors de
l'inventaire de I'fle d'Anticosti, on a choisi
d'asseoir les observateurs A et B face a face,
de sorte qu'ils aient des angles de vue
différents. Chacun devait compter tous les
cerfs qu'il voyait dans la bande survolée
par I'nélicoptére, indépendamment de son
collegue. En pratique, quatre cas pouvaient
alors se produire :

1. Un cerf est vu par Aet B.

2. Un cerf est vu par A mais manqué par B.
3. Un cerf est vu par B mais manqué par A.
4. Un cerf est manqué par Aet B.

Le tableau ci-dessous montre le nombre de
fois ol chacun des cas s'est produit dans
I'ensemble des parcelles inventoriées sur le
territoire de chasse Renard-Cormoran.

Le point d'interrogation dans le tableau
représente les cerfs qui n'ont été comptés ni
par Ani par B. On ne peut pas se permettre de
remplacerce pointd'interrogation parunzéro.
Comme on I'a vu précédemment, cela nous
ameénerait a sous-estimer le nombre de cerfs
dans le territoire. Si cette erreur était répétée
sur I'ensemble des territoires et des secteurs,
la taille du cheptel pourrait étre largement
sous-estimée

\Q}o\/

et conduire 3 - L%\ %%)
des quotas de °3:9 " %(3;
chasse  bien

en-deca de ce

. : 43
quipermettrait Vs par A 19

de controler la M;Q?E\és 18 2 l1g+2
croissance de

la population. | 1ol | 61 |19 +2? /80 +?
Estimation

Par quelle valeur x le point d'interrogation
devrait-il étre remplacé ? Cette question est un
exemple de ce que les statisticiens appellent
un probleme d'imputation. Pour résoudre
ce type de probleme, il faut faire appel a un
modéle statistique. En d'autres termes, il faut
formuler des hypothéses sur le mécanisme
qui régit la détection des cerfs par les obser-
vateurs. La facon la plus simple de procéder
consiste a supposer que les observateurs
sont indépendants I'un de l'autre. Autrement
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dit, la proportion de cerfs manqués par B est
la méme, peu importe que les cerfs aient été
vus par A (et vice versa).

Dans l'exemple, I'hypothése d'indépendance

entre Aet Brevient a dire que la valeur x est liée

auxautres données du tableau par la relation :
19 X

19443 x+18

En résolvant I'équation, on trouve :
L _19x18

=795

On peut donc estimer le nombre total de cerfs
dans le territoire Renard-Cormoran a :

43 + 19 + 18 + 7,95 = 87,95 cerfs.

En biométrie, cette facon d'attribuer une valeur
a x est appelée « I'estimateur de Petersen ».
C'est une solution raisonnable, mais seulement
danslamesureoul'hypothésed'indépendance
entre les observateurs est digne de foi.

Pour valider cette hypothése, l'approche
standard consiste a « ventiler les données »
selon un ou plusieurs facteurs associés aux
chances qu'un observateur voie un cerf. A
titre d'exemple, considérons les cas | et Il dans
les tableaux de la marge de droite. |l s'agit la
de deux décompositions hypothétiques dans
lesquelles on suppose que 49 cerfs étaient
mobiles au passage de I'hélicoptére et que
les 31 autres ne |'étaient pas.

Appliquons maintenant l'estimateur de
Petersen pour déterminer les valeurs de y et
de zdans le cas I. Nous trouvons :

10x12 8x7
y: X :4,44 et Z=L=3,5
27 16
Par conséquent, la correction pour le nombre
de cerfs manqués s'éleve alors 2

444 + 35=794. Comme cette valeur est
trés proche de x = 7,95, elle donne du crédit
a I'hypothése d'indépendance entre les obser-
vateurs.

Si on répéte cette démarche dans le cas Il, on
obtient cette fois :

5x7 _11x14

0,95et z

=25,67.

Comme on peut le constater, la correction est
bien plus importante : 0,95 + 25,67 = 26,62.
Ceci vient du fait que dans le cas Il, les cerfs
immobiles sont beaucoup plus difficiles a
repérer que ceux qui sont en mouvement.

L'hypothese qui motive Cas | Cerfs mobiles
l'estimateur de Petersen est 21 Z
alors mise en doute et on ne peut 2, %% %9 2
pas se fier 4 la valeur de x I | *Hm o
serait alors préférable d'estimer Vus
le nombre de cerfs manqués par | parA | 27 | 12 39

+ z = 26,62 plutdét que par |[Manqués
){=7'95. ' P q P pagA 10 y 10 + y
Dans les faits, une analyse | lotal 37 | 12+y |49 +y
détaillée des données d'inventaire Cerfs immobiles
de I'lle d'Anticosti a permis de 2| Z
conclure que la mobilité des @%&% 7
cerfs ne les rendait pas plus | % =
(ou moins) visibles pour les Vus
observateurs. En d'autres mots, | ParA L v 23
le cas | est plus représenta- |Manqueés| g 2 8+ 7
tif de ce que l'on a observé fEi
en réalité. Les données ont | Total |24 | 7+ 2z |31+ 2
€galement été ventilées selon
la taille des groupes de cerfs, selon
que les bétes se trouvaient en-dessous
de I'hélicoptére ou pas, etc. Au bout du
compte, de toutes les variables considérées,
une seule affectait la visibilité des cerfs :
la taille des groupes. Comme les individus
isolés s'avéraient plus difficiles a repérer que
les autres, il a fallu en tenir compte dans
I'estimation.
Calcul d’erreur
E'n .deﬂr.ntlve, le processus Cas Il Cerfs mobiles
d'estimation de la population
de cerfs sur [Ifle d'Anticosti ,%%@ '%;% A
s'est appuyé sur le plan o @9‘;3; O&é/
d'échantillonnage en secteurs Vus
et en parcelles, ainsi que sur | parA 37 5 42
I'estimateur de Petersen. Si [Mangués
linventaire avait été réalisé PagA ! / Ty
avec d'autres parcelles, ou Total 44 | 5+y [49+y
encore avec les mémes par- _ _
celles mais a un autre moment Cerfs immobiles
ou avec d'autres observateurs, = %& %@% A
les données recueillies auraient e‘@ "o%@ °§/
sans doute été différentes. En Vs
quoi ceci aurait-il pu changer par A 6 14 20
l'estimation finale 7 En d'autres  [Manqués
mots, quelle marge d'erreur par A 1 “ (R
peut-on associer a I'estimation Total 17 [ 14+2[31+2

de 120 000 cerfs ?

Le probléme peut étre abordé sous différents
angles et la théorie statistique offre plusieurs
avenues de solution. Une approche moderne
particulierement astucieuse permet d'obtenir

0] Accromoth ol 3 « éte-automne 2008



o | Accromoth o3« éte-automne 2008

Bootstrap

En statistique, le terme « bootstrap » fait référence a
une technique d'inférence qui s'appuie sur le rééchan-
tillonnage massif des données. Popularisée par Bradley
Efron, professeur a I'Université de Stanford (Californie),
cette méthode permet d'effectuer des tests statistiques
et de calculer des intervalles de confiance en se servant

des données pour approximer une loi de probabilité
inconnue. Cette facon de procéder fonctionne dans un
trés grand nombre de situations, mais pas toutes.

En anglais, un bootstrap est un tirant de botte,
c'est-a-dire une bande de cuir sur laquelle on tire pour
se chausser. L'expression américaine to pull oneself up
by one's own bootstraps (se hisser par les tirants de
botte) est la métaphore d'une ascension sociale due a
ses seuls efforts personnels. Elle prendrait son origine
dans les aventures du Baron de Miinchhausen, dont le
récit veut qu'il se soit sorti d'un marécage rien qu'en se
tirant par les bottes, se propulsant ainsi dans les airs.
C'est sans doute cette analogie qui a suggéré I'emploi
du mot bootstrap en statistique : la technique permet
d'arriver a ses fins sans utiliser rien d'autre que les
données... et un ordinateur !

En francais, le bootstrap est quelquefois appelé «la
méthode de Cyrano.» C'est une astuce culturelle qui
fait référence au passage de la piece « Cyrano de
Bergerac » d'Edmond Rostand (acte lI, scéne 13, vers
1664 a 1669) dans lequel le héros propose une fagon
de se rendre a la Lune qui s'apparente a I'exploit du
Baron de Miinchhausen :

Enfin, me placant sur un plateau de fer,

Prendre un morceau d'aimant et le lancer en I'air!
Ca c'est un bon moyen : le fer se précipite,
Aussitot que I'aimant s'envole, a sa poursuite;

On relance 'aimant bien vite, et cadédis!

On peut monter ainsi indéfiniment.

Cette description a été reprise par Rostand de L'Autre
Monde ou Estats et Empires de La Lune, ceuvre du
véritable Cyrano de Bergerac (1619-1655), Savinien de
son prénom. Dans ce roman, publi¢ a titre posthume
en 1657, l'auteur décrit un chariot de fer de sa
conception. Un aimant jeté en l'air attirait ce « vaisseau
spatial » vers le ciel ; en répétant I'opération un grand
nombre de fois (un bootstrap quoi !), on pouvait ainsi
atteindre le ciel...

a la fois une marge d’erreur pour I'estimation
(120 000 cerfs + 11 %) et un degré de confiance
associé a cet énonceé (« 9 fois sur 10 »). Cette
approche, appelée « bootstrap » repose sur un
principe de rééchantillonnage des données.
En analysant un grand nombre d'échantillons
bootstrap, on peut se faire une idée de
la variabilité qui entoure I'estimation du
nombre total de cerfs !

La technique de boot-
strap décrite dans
I'encadré s'applique
de facon trés générale
pour le calcul statis-
tique des marges
d'erreur. Elle s'appuie
sur des méthodes
probabilistes et sur la
théorie des processus
empiriques. Grace a
ces outils, on peut

démontrer que, sous certaines conditions,
le bootstrap donne une approximation trés
précise de la véritable marge d'erreur.

Parce qu'elle est facile a programmer, la
méthode du bootstrap est particulierement
attrayante. Elle doit cependant étre utilisée
de facon éclairée. Ainsi, dans notre exemple,
il est important de former les échantillons
bootstrap secteur par secteur, puisque le
taux d'échantillonnage n'est pas uniforme
dans Ille. Un bootstrap qui n'en tiendrait
pas compte risquerait de surestimer la
veritable marge d'erreur. Encore une fois, on
voit I'importance de tenir compte du plan de
collecte des données dans I'évaluation de la
précision des estimations.

Conclusion

Al'usage, la technique d'inventaire présentée
ici s'est avérée a la fois économique et
précise. Elle a été validée au moyen d'autres
variables associées a la présence des cerfs
sur un territoire : feces, etc. Par la suite, cette
méthodologie a été utilisée pour dénombrer
les populations de cerfs partout au Québec.
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Procedure bootstrap

Pour faciliter I'explication de la procédure bootstrap,
admettons qu'il n'y ait que deux secteurs, disons Set T.
Supposons de plus que le secteur S comporte 30 par-
celles échantillonnées, alors que le secteur Ten compte 50.

Appelons P={P,, ..., P;,} I'ensemble des parcelles du
secteur S et Q={Q, .., Q,,} I'ensemble des parcelles
du secteur T. La procedure est alors la suivante :

Etape 1:

a) Piger au hasard un élément de I'ensemble P et
I'appeler P,". Piger a nouveau un élément de P
et I'appeler P, (Il se peut que P,” soit le méme
que P,, mais ce n'est pas grave) Répéter la pige
jusqu'a I'obtention d'un «échantillon bootstrap »
P ={P/, ... Py }.

b) Appliquer la procédure d'estimation aux données
de I'échantillon P* en traitant celles-ci comme
si elles provenaient de 30 parcelles différentes.
Autrement dit, former le tableau des cerfs vus et
manqués par |'un et I'autre observateur a partir des
parcelles de I'échantillon bootstrap P* en incluant
toutes les répétitions comme si elles étaient distinctes.
Puis, additionner au nombre total de cerfs vus dans
I'échantillon P*, répétitions incluses, la correction
pour les animaux manqués selon le modéle de
Petersen. Enfin, extrapoler a I'ensemble du secteur
en utilisant le méme facteur de proportionnalité que
pour P.

A la fin de I'étape 1, on dispose d'une « estimation
bootstrap » du nombre de cerfs dans le secteur S.
Désignons-la par E.

Etape 2:

a) Piger au hasard un élément de l'ensemble Q
et l'appeler Q,. Piger & nouveau un élément
de Q et l'appeler Q,. (Il se peut que Q," soit le
méme que Q,’, car la pige est faite avec remise.)
Procéder ainsi jusqu'a l'obtention d'un « échantillon
bootstrap» Q" = {Q’, ..., Oy}

b) Appliquer la procédure d'estimation aux données de
I'¢chantillon Q%, en procédant comme a |'étape 1 b,
mutatis mutandis.

A la fin de I'¢tape 2, on dispose d'une « estimation
bootstrap» du nombre de cerfs dans le secteur T.
Désignons-la par F.

Etape 3:

Calculer N=E+ F Cette valeur est une estimation

bootstrap du nombre total de cerfs sur I'lle (composée
de deux secteurs).

On note soigneusement la valeur de N, que I'on appelle
N,. On répete alors les étapes 1 a 3, ce qui conduit & une
nouvelle valeur de N, dénotée N,. On répéte les trois
€tapes encore une fois, ce qui permet d'obtenir N, et
ainsi de suite...
Aprés 1 000 répé-
titions, on trace un
histogramme des
valeurs N, ..., N,
[l parait évident
que la forme de
cet histogramme
est représentative
des erreurs d'esti- 700 110 120 130 140
mation qui peuvent
étre causées par le
processus d'échantillonnage... mais c'est une autre paire de
manches que de démontrer ce résultat mathématiquement !

100 150 200

Nombre d'échantillons
50

Estimation de la population
(en milliers d'individus)

Si vous appliquiez cette procédure bootstrap aux données
recueillies sur I'lle d'Anticosti, vous obtiendriez un histo-
gramme semblable a celui qui se trouve ci-haut. Sur cet
histogramme, on remarque que le centre de la distribution
se situe autour de 120 000. C'est bien I'estimation qui a
été retenue par le Ministére, mais un autre échantillon
aurait trés bien pu mener a une estimation un peu plus
petite ou un peu plus grande de la population de cerfs
vivant sur ['lle d'Anticosti.

Pour refléter la variabilité liée a I'estimation, on procede
en deux temps :

a) On classe les valeurs Ny ... Nyggo €N Ordre croissant.
Les valeurs ordonnées sont notées comme suit :

N“) < e < N[1ooo]-

b) La marge d'erreur (relative) a 90 % rattachée a
I'estimation N = 120 000 est donnée par :

Nigso) =Niso)

2xN

0l Nigg et Niggg représentent le 5€me et le 95me centile de
la distribution bootstrap. Ces deux valeurs sont mises en
évidence par un changement de couleur dans I'histogramme.
On trouve N(so] ~ 106 800, N(950] ~ 133 200, de sorte
que la marge d'erreur est :

om 133 200 -106 800
2x120 000

Finalement, le degré de confiance rattaché a cette marge
d'erreur est de 90 % parce que 90 % des valeurs de la
distribution bootstrap représentée par I'histogramme se
trouvent entre. Nisg) €t Nigsg)- C'est pourquoi on associe
I'énoncé « 9 fois sur 10 » a cette marge d'erreur.

=11%.
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Nombre d’or

Le nombre d'or est le rapport obtenu en
divisant un segment de droite en extréme
et moyenne raison. Voici comment effectuer
cette division.

Prenons un segment de droite AB de
longueur arbitraire a. La division en extréme
et moyenne raison de AB consiste a déter-
miner un point C qui divise AB de sorte que le
rapport du segment total au plus grand des
deux segments obtenus par division soit égal
au rapport du plus grand des deux segments
obtenus au plus petit des deux. Autrement
dit AB est divisé en deux segments de telle
sorte que :

o b

b a-b

On peut facilement déterminer la valeur de

ce rapport. En effet :
a_ b _ 1T
b a-b a_,
b
En posant ¢ = afb,
a .
o on obtient :
1 b | G—b | 1
I I I ¢=_
A C B o1
etd?-¢=1,dou:
¢?-d-1=0.

me exemple d'une spira
Mais qu'en est-il e

-

s N
JIC U

E

. |

3
’

LOrec

On donne souvent la
de la coquille du g

On appelle cette équation I'équation carac-
téristique du nombre d'or’.

Les racines de cette équation quadratique sont :

145
0=

La racine positive est la valeur numeérique du
nombre d'or.

Rectangle d’or

Un rectangle d'orest g .. ©
un rectangle dont -
le rapport de la lon-
gueur L a la largeur / :
est 0. On peut facile- A E\ D F
ment construire un

rectangle d'or de la

facon suivante :

On prend un carré

ABCD de coté quel- B = c G
conque. En prenant
E, le point milieu
du coété AD, comme
centre et EC comme
rayon, on trace un
arc de cercle qui coupe le prolongement du
c6té AD au point F. On compléte le rectan-
gle en élevant en F une perpendiculaire a AF
qui coupe le prolongement de BC en G. Le
rectangle ABGF est alors un rectangle d'or

1. Dans les calculs et manipulations algébriques, nous nous
servons souvent de l'équation caractéristique sous les
formes ¢2 =¢ +1 et 1

o1
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(voir Problémes). Un tel rectangle a la carac-
téristique intéressante suivante :

Théoréme 1

Dans un rectangle d'or, si on enléve le
carré construit sur le petit coté, on obtient
encore un rectangle d'or.

Démonstration :

La longueur du rectangle restant est /et sa

largeur est L - / et :

/ / 1
T i

Spirale dorée

Pour construire une spirale dorée, on prend
un rectangle d'or horizontal de largeur 1 et

Iy de longueur ¢. On y
inscrit un carré de

coté 1 dans le coin
gauche. Le rectangle
restant est donc un
rectangled'orvertical
de longueur 1. On y

4
/¢ "

inscrit un carré dans
le coin supérieur. Il
reste un rectangle d'or. On itére... Ensuite on
inscrit dans chaque carré un quart de cercle
de rayon égal au coté du carré de maniere
a former une courbe continue. Cette courbe
est appelée spirale dorée. Elle ressemble a s'y
méprendre a une spirale logarithmique. Mais,
cette courbe légendaire n'en est pas une. Elle
en est seulement une bonne approximation
visuelle. La forme de la coquille du nautile,
dont on voit une coupe en début d'article, est
une véritable spirale logarithmique, mais la
différence entre les deux n'est pas évidente
visuellement.

1/¢°
Spirale dorée

Spirale logarithmique

Une spirale logarithmique est une courbe
du plan qui, dans un repére orthonormé, est
I'ensemble des points dont les coordonnées
polaires (r, 0) satisfont a une équation de la
forme r= ae®®, ou a >0 et b est non nul.

Qu'est-ce qui différencie une spirale loga-
rithmique d'une spirale qui ne l'est pas?
Graphiquement, la différence est la suivante :
sionfaitunecopied'unespiralelogarithmique
en imposant une contraction ou une dilatation,
il est toujours possible de superposer

2. Jacques

Propriété fondamentale
de la spirale logarithmique.

L'image par une homothétie de rapport ¢ d'une

spirale logarithmique de

parametre b est une spirale logarithmique de méme parameétre b. Apres

. ] Inc . )
une rotation d'un angle Wy = —— radians de la nouvelle spirale, on peut la

superposer a la spirale initiale.

exactement la copie sur 'original en faisant
effectuer a la copie une rotation qui dépend
du coefficient de contraction ou de dilata-
tion. C'est cette caractéristique de la spirale
logarithmique que le mathématicien Jacques
Bernoulliz (1654-1705) a décrite en ces
termes : « eadem mutata resurgo » qui signifie
« déplacée (mutata), je réapparais (resurgo)
a l'identique (eadem)». Dans le cas d'une
spirale dorée, les courbes se superposent
seulement si la contraction est 1/¢ et si elle
est accompagnée d'une rotation d'un angle
de -m/2 radians.

Cette caractéristique de la spirale logarith-
mique se retrouve dans la description
algébrique de la courbe. Les coordonnées
polaires (r,0) d'un point P = (x, y) d'une
spirale logarithmique sont reliées par une
équation de la forme r= ae® avec a>0et b#0.
Le paramétre important d'une spirale loga-
rithmique est le paramétre b. En effet, si on
fait effectuer a une spirale logarithmique une
rotationd'unangle y, ce quirevienta changer
0 pour O + , on change le parametre a en
d = qgebV. Donc le paramétre a controle la
position de la spirale, alors que le paramétre
b controle sa forme. On peut superposer
exactement par une rotation deux spirales de
méme parameétre b, alors que deux spirales
de parameétres b et b' distincts ne sont jamais
superposables.

Dans I'équation r = ae®®, le parametre b a la
propriété suivante : si on prend un point de
départ sur la spirale de coordonnées (r, ©) et
si on fait un tour (0 s'accroit de 2mw), alors r
s'accroit par un facteur 270,

La difficulté a trouver le parameétre b de la
spirale logarithmique approchant la spirale

Bernoulli  avait demandé qu’une spirale
logarithmique accompagnée de la légende « eadem
mutata resurgem » soit gravée sur sa tombe. Cependant,
le graveur a tracé une spirale d’Archiméde au lieu d’une
spirale logarithmique.
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Spirale logarithmique
de parametre b = 0, 1.

Spirale logarithmique

de parametre b = 0,15.
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La Galaxie Messier 51

La Galaxie NGC1232

dorée consiste a trouver le centre de la spirale
dorée! Pour cela, il nous faut étre un peu
astucieuxcomme nousle révéle le théoreme 2.
Par ailleurs, le théoréeme 3 nous indique que
le paramétre b de la spirale logarithmique
approximant la spirale dorée est 3¢ + 2, soit
environ 6,854.

Quel est le paramétre des vrais nautiles
observés dans la nature? Sur une photo de
nautile, il est facile d'identifier approxima-
tivement le centre de la spirale. En tracant
une demi-droite a partir du centre de la
spirale et en la faisant tourner autour de ce
centre, on peut mesurer la distance au centre
de deux points d'intersection consécutifs de
la spirale avec la demi-droite et évaluer par
des mesures le facteur par lequel s'est accru
ce rayon. Méme sans faire de mesure précise,
on voit facilement que pour la plupart des
nautiles, ce facteur est inférieur & 6,8541.
Donc les nautiles n'ont pas la forme d'une
spirale dorée !

Mais on a appris beaucoup de choses ! On sait
maintenant comment calculer le paramétre b
de la spirale d'un nautile, puisqu'on sait qu'en
un tour la distance au centre de la spirale
s'accroit par un facteur 2. On peut donc
répertorier les valeurs du parametre b et voir
si on obtient sensiblement les mémes valeurs
pour différents nautiles. C'est un beau projet
a faire en classe.

Nous avons démystifié la spirale logarith-
mique et le calcul du parametre b pour une
spirale donnée. Mais la question essentielle
subsiste :

Pourquoi la forme du nautile
est-elle une spirale logarithmique?

Nous allons donner une modélisation tres
simple qui fournit un élément de réponse.
Supposons que l'on considere un triangle
rectangle ayant un angle de 30° et arrondis-
sons un peu le petit coté de l'angle droit.
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On peut reproduire
cette figure de facon
a obtenir une spirale.
Il faut faire une copie
de la figure avec
une rotation, de 30°
autour du point A.

Cependant, apres la
rotation le plus grand
coté de I'angle droit
doit se superposer
a I'nypoténuse de la
figure initiale.

[l faut donc que la
figure subisse égale-
ment une dilatation.
Aussi doit-on multi-
plier d par un facteur
tel que sa longueur
devienne égale a h,
soit :

h=

=dsecm/6 =d x1,1547.
cosT/6

La figure doit, a chaque itération, subir une
rotation de 30° et une dilatation de 115,5 %.
Les deux premieres figures ci-contre ont
été produites de cette facon. Cette idée est
encore valide si on remplace I'angle de 30°
par un angle plus petit ou I'angle droit par un
angle obtus. Cependant, dans ce dernier cas,
les calculs sont plus complexes.

Ces illustrations aident a concevoir comment
se forme la coquille du nautile. Cependant,
la croissance ne se fait pas par bonds mais
de maniére continue. Lors de la croissance,
si on s'arréte a un instant donné, la portion
de coquille déja formée ne changera jamais.
Mais un nouveau morceau de coquille va
s'ajouter au bord déja existant. Ce nouveau
morceau va correspondre a un accroissement
de I'angle 6. Si 'accroissement de I'angle est
infinitésimal et donné par un d®, alors il est
naturel que l'accroissement dr du rayon de
cée nouveau morceau soit proportionnel au
rayon r du bord de la coquille et également
proportionnel a d@. Ceci donne I'équation
différentielle :

ar

do
qui a pour solution

r= a9,

br,

Autres spirales
logarithmiques dans la nature

Comme les spirales logarithmiques apparaissent
naturellement par suite de la modélisation
présentée, il n'est pas surprenant que les
coquilles du nautile ne soient pas les seules
occurrences de spirales logarithmiques dans
la nature. Ainsi, certaines dépressions ou
galaxies ont la forme de spirales logarith-
miques.

Une dépression
en Islande

Accromoth ol 3 « ét-automne 2008

-
-




Christiane Rousseau
Redouane Zazoun
Université de Montréal

Si l'on regarde un ananas, les
¢écailles semblent former des
spirales. Si on prend le temps
de les compter, on en
observe 8 dans un sens et
13 dans l'autre. Promenons-
nous dans les bois et prenons le
temps de ramasser des cones de
coniféres. Regardons-les du dessous.
ls présentent tous des spirales
dans les deux directions. Le
nombre de spirales dépend de
I'espéce de conifére. Pour le pin
blanc, on observe 3 spirales

Smte de Fibonacci

La suite de Fibonacci est la suite célebre :
1,1,2,3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...
solution d'un probléme sur la croissance
de lapins posé par Léonard de Pise dans
le Liber Abaci, publié en 1202. Dans cette
' suite, tout nombre est la somme des deux

% précédents :

2=1+1,3=1+2, 5=2+3, 8=3+5, etc.
Prenons deux nombres consécutifs de la
suite de Fibonacci, a, et a, ,, et consi-
dérons la suite des quotients :

b, =—1=

-“:ﬁ,a,;l

gie

n+1

ap

dont les premiers termes sont :

Bi ., lo

On peut montrer que la suite b, converge
vers le nombre d'or':
o 1+\/g .
2
Nous admettrons ce résultat dont la
preuve demande un peu de travail.

1. Voir Nautile, nombre d'or et spirale dorée, en page 8 de
ce numéro et I'encadré Léonard de Pise en page 19,
vol. 3, hiver-printemps 2008.

On observe des spirales dans
divers végétaux. Pourquoi

la nature semble-t-elle

tant apprécier ces formes?

dans un sens et 5 dans l'autre. Les cones
d'autres variétés de coniféres peuvent avoir
5 spirales dans un sens et
8 dans l'autre, ou encore
8 dans un sens et 13 |
dans l'autre. Vous
remarquerez que les

spirales sont plus

faciles a compter dans
un sens que dans l'autre!
Nous pouvons faire la
méme expérience aveclesfleurs
de tournesol. Il existe des
fleurs avec 13 spirales
dans un sens et 21 dans
I'autre, ou encore avec
21 spirales dans un sens
et 34 dans l'autre, ou
méme avec 34 spirales
dans un sens et 55 dans
l'autre. L'observation de cette particularité
remonte au XIX¢ siecle.
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Dans tous les cas, les nombres Entre deux nombres rationnels,

. .

de spirales dans un sens et dans il'y a un nombre irrationnel et ".. ..°°
I'autre sont deux nombres entre deux nombres irrationnels, sececedecccne
consécutifs de la suite de il'y a un nombre rationnel. .." "..
Fibonacci! Mais pourquoi? Avant méme de savoir démontrer que Tt est un ‘ :

Ce n'est que récemment que Douady et Couder
ont donné une explication au processus
de formation des spirales par le biais d'une
modélisation mathématique produisant les
résultats décrits plus haut.

Nous allons décrire l'idée de base qui
sous-tend cette explication concernant la
fleur de tournesol. Les graines de cette fleur
sont appelées primordia. Lors de la crois-
sance de la fleur, elles se forment au centre
et s'en éloignent ensuite vers I'extérieur. Quel
est I'angle entre deux primordia consécutifs?
La nature s'arrange pour que les primordia
remplissent tout I'espace disponible. Si l'angle
entre deux primordia était de la forme :

£2n,

aq

soit un multiple rationnel de 2m, alors
les primordia s'aligneraient sur g rayons
faisant un angle de 2m/q entre eux. Dés
qu'on s'éloignerait du centre, il resterait du
vide. Donc, il vaut mieux choisir un multiple
irrationnel de 2w comme angle entre deux
primordia consécutifs. Mais lequel? Nous
allons discuter du fait que tous les irration-
nels ne sont pas égaux et que certains sont
plus «irrationnels » que d'autres !

Nous avons ['habitude de représenter les
nombres réels comme les points d'une droite
et nous connaissons la propriété suivante :

nombre irrationnel, les anciens cherchaient a
I'approximer par des nombres rationnels p/q:

22 333 335

—,—,—, efc
7 106 113

Lorsqu'un nombre o est irrationnel, il n'est

égal a aucune fraction p/q. Chaque fois qu'on

trouve une fraction p/q qui I'approxime, on

peut se demander quel est le reste :

r-a-£

q
Ce reste r peut étre aussi petit que l'on veut.
Pour obtenir un reste plus petit il faut choisir
une fraction p/q avec p et g plus grands.

Donc, ce qui nous intéresse, c'est
la taille du reste r en fonction de
la taille de p et q.

On dira qu'un nombre irrationnel o est mal
approximé par les rationnels si toute suite

p,lq, d'approximations rationnelles de o est

telle que la suite des restes :
e C
rn — o - P satishait | >
n dn

ol Cet B sont des constantes positives.
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Un tel nombre irrationnel est appelé
diophantien. Dans le cas con-
traire, si o est bien approx-
imé par les rationnels, il est
dit liouvillien. Mais, com-
ment peut-on décider si
un nombre irrationnel est
diophantien ou liouvillien? I
existe un outil tres puissant :
la fraction continue du nombre
irrationnel.

Fraction continue

Avant de définir la fraction continue du
nombre irrationnel dans le cas général, regar-
dons le nombre d'or.

Coupe d'un pied 0= T+ \/g .
de céleri - 2

Nombre reel
et fraction continue
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Il est racine de I'équation caractéristique
¢> - ¢ - 1 = 0, ce qui nous donne
¢? = + 1. Si nous divisons par ¢, on obtient :

o=ty 0

Remplacons I'occurrence de ¢ au dénomina-
teur par la valeur donnée par (*) :
1
O=T+——.
1
T+—

0

En itérant, on obtient :

o=te—

1+




On voit bien qu'on est conduit a la limite a
écrire une fraction infinie :
1
0=1+

1
1
* 1

1

14

1+

1+

C'est I'écriture de ¢ comme fraction continue.
Si, au lieu de regarder la fraction continue,
on s'arréte apres un nombre fini d'itérations
et qu'on néglige le terme 1/, on obtient les
approximations successives :

35813

1! 0 T T T
2 35 8
qui sont précisément les quotients de deux
nombres consécutifs de Fibonacci!

Nous avons dit qu'un nombre irrationnel
a une écriture comme fraction continue
infinie. La réciproque est aussi vraie : si on a
une fraction continue infinie :

o=0,+

Qg+

alors elle représente un nombre irrationnel.
Toute suite {a,} d'entiers positifs est
permise. Prenons maintenant une réduite
p,lq, correspondant a tronquer la fraction
continue apres a,. Il est facile de se convaincre
que, plus a,,, est grand, plus la différence
entre o et la réduite p /g, est petite, et
mieux o. est approximé par les rationnels. Au
contraire, plus a,, , est petit, et moins bonne
est I'approximation. Quand I'approximation
est-elle la moins bonne? Quand tous les a,
sont égaux a 1!

Nous venons de montrer
que le nombre d'or est le nombre
irrationnel le moins
bien approximé par
des nombres rationnels.

Revenons a la formation des spirales dans
la fleur de tournesol. Le premier primordium
apparait d'un coté de l'apex, par exemple a
droite, et s'en éloigne. Le second apparait
du coté opposé, soit a gauche. Le troisieme
apparait en haut ou en bas. C'est ce qui déter-
minera le sens des spirales. Aprés un certain
nombre de primordia, l'angle entre deux
primordia consécutifs tend vers le nombre
d'or.

Stéphane Douady et Yves Couder ont pro-
posé la modélisation suivante du phénomene
en se basant sur les régles de Hofmeister qui
caractérisent la croissance botanique :

1. les primordia naissent sur le bord de I'apex
et s'en éloignent radialement;

2. les primordia apparaissent périodiquement;

3. un nouveau primordium nait dans le plus
grand espace disponible laissé par les
précédents.

Pour modéliser la propriété 3, Douady et
Couder ont utilisé des gouttes d'un ferrofluide
qui se repoussent mutuellement. L'expérience
qu'ils ont faite est la suivante. On remplit un
récipient cylindrique d'huile. On fait tomber
au centre du récipient des gouttelettes de
ferrofluide. Un champ magnétique minimum
au centre et maximum a Il'extérieur attire les
gouttelettes vers la paroi externe du récipient.

Ceeur
de tournesol

Spirales végétales | Christiane Rousseau, Redouane Zazoun e Université de Montréal
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Un modele

Au centre du plat, se trouve une petite
protubérance simulant l'apex et forcant les
gouttes a glisser sur ce qui simule le bord de
I'apex. Comme les goutelettes se repoussent
entre elles, la nouvelle gouttelette glisse sur
le bord de la protubérance du coté ou I'espace
disponible est le plus grand. Ceci détermine
la direction radiale dans laquelle elle va
migrer vers la paroi externe du récipient. Ces
gouttelettes se comportent donc exactement
comme lesprimordiaqu'onadécritsci-dessus.

On observe alors deux ensembles de spirales,
l'une dans un sens et l'autre dans le sens
inverse. Les nombres respectifs de ces spirales
sont toujours deux nombres consécutifs de la
suite de Fibonacci. Lesquels? Cela dépend de
la vitesse a laquelle les gouttelettes migrent
vers le bord du récipient, du rayon de I'apex,
et également de l'intervalle de temps entre
deux gouttelettes consécutives (voir encadré :
simulation).

Spirales végétales | Christiane Rousseau, Redouane Zazoun e Université de Montréal
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Frédéric Gourdeau
Université Laval

Une fourmi souléve cent fois sa masse.
Alors, une fourmi de la taille de King Kong
serait une créature formidable,

qui causerait sirement des ravages...

Apparemment logique,
mais complétement faux!

Personnages imaginaires et héros de notre
enfance se déclinent en plusieurs familles,
mais les méchants ogres et les gentils colosses
qui peuplent les Iégendes et les contes de
nos cultures pourraient-ils faire tout ce
qu'on leur attribue? Au cinéma, King Kong,
le fabuleux gorille, serait-il aussi fort et agile
qu'Hollywood nous I'a laissé croire? Un peu
de mathématique nous permet de conclure
que non et, qu'en fait, ces monstres seraient
bien fragiles.

Un Titan, ca ne court pas

Prenons un premier exemple, tiré de la mul-
tiplicité des personnages du jeu de roles
Donjons et dragons. Un Titan est une créa-
ture semblable a un humain mais de taille
beaucoup plus grande, pouvant atteindre 7,5
metres. En étant environ 4 fois plus grand
qu'un humain de grande taille, un Titan
serait donc 64 fois plus lourd (voir I'encadré
La taille et la masse du Titan). La masse de
7 tonnes (7 000 kg) donnée dans les manuels
de ce jeu apparait donc tout a fait plausible.
Qu'en serait-il alors de son ossature? Celle-ci
serait 64 fois plus volumineuse que celle d'un
homme, mais elle ne serait que 16 fois plus
solide. Pourquoi? C'est que la solidité d'un os,
comme celle d'une corde, est proportionnelle
a la surface d'une coupe transversale : qu'un
0s soit 4 fois plus long ne le rend pas plus
solide! (Voir I'encadré La taille, la force et la
solidité)

Le Titan serait donc 16 fois plus solide tout
en étant 64 fois plus lourd! Pour imaginer ce
qu'un os de la jambe d'un Titan aurait a sup-
porter, on peut penser a ce que nos jambes
auraient a supporter si on pesait 4 fois plus
sans étre plus gros : toute proportion gardée,
c'est ce que le Titan ressentirait, chaque cm?
d'os supportant 4 fois plus de masse.

Du Titan aux fourmis

Imaginer un Titan en train de gambader allé-
grement ou de courir rapidement est donc
pour le moins irréaliste. Et s'il lui arrivait de
sauter ou de tomber, il se fracturerait proba-
blement tous les os du corps! King Kong, qui
semble au moins quatre fois plus grand qu'un
vrai gorille (et parfois bien plus, selon le film
et les prises de vues retenues), ferait face aux
mémes difficultés. Pour grimper, ses bras,
16 fois plus puissants que ceux d'un gorille
normal, auraient 64 fois plus de masse a
supporter. Tout un contrat!

On peut étendre ce raisonnement 3
d'autres situations. On est souvent surpris
d'apprendre que la fourmi peut soulever
des masses cent fois supérieures a la sienne.
En y repensant maintenant, est-ce si surpre-
nant? Une fourmi mesure a peine 1 cm:
si on la met & notre échelle, disons 1 métre,
elle serait alors 100 fois plus grande, donc
dix mille fois plus forte (car 1002 = 10 000)

La taille et la
masse du Titan

Le poids d'un animal est proportionnel
au volume de son corps. Pour compren-
dre ce qu'il adviendrait si un humain
devenait de la taille d'un Titan, il suffit
de comprendre ce qui arriverait a chaque
petite parcelle de notre corps lorsqu'elle
serait agrandie par un facteur de 4. On
peut considérer un petit cube dont chaque

aréte est agrandie par un facteur 4 : le
volume est alors 43 = 64 fois plus grand
car il y a bien 64 petits cubes dans le
plus grand. La masse du Titan serait donc
environ 64 fois plus grande que celle d'un
humain lui ressemblant.

En résumé,

la masse est
proportionnelle
au cube de

la taille.




King Kong et les fourmis | Frédéric Gourdeau ® Université Laval

La taille, 1a force et la solidite

La force nous est donnée par nos muscles, qui agissent un peu comme des cordes : plus
un muscle est gros, plus il est fort, mais sa longueur ne le rend pas plus fort. Un Titan
aurait des muscles 16 fois plus gros que ceux d'un humain, car 4 fois plus larges et 4 fois
plus épais : mais le fait qu'ils seraient aussi 4 fois plus long ne l'aiderait pas.

On peut facilement s'en convaincre en considérant un cylindre, que I'on agrandit d'un
facteur 4. On obtient alors un cylindre 16 fois plus solide puisque le rayon de la coupe
transversale sera 4 fois plus grand et que l'aire sera donc (412 = 16 7 r%

Qu'en serait-il de la résistance des os du Titan? On voit facilement que ses os seraient
aussi 16 fois plus solides, puisque c'est le méme principe qui s'appliquerait.

d -+ — O
| —

L=4/
D ————— e ——
(1
= ../ — - - @
R

Bref, la force et la solidité
sont proportionnelles au carré de la taille.

et un million de fois plus lourde (car
100% = 1 000 000). Et un simple calcul nous
montre alors qu'elle ne souléverait donc que
sa masse, sans plus. C'est parce qu'elle est si

3 Accromoth ol 3 « ét-automne 2008

petite qu'elle est si forte (relativement
a sa masse).

Des dimensions idéales
Le principe que I'on vient de voir
trouve de multiples applications

en biologie. Dans un texte publié
en 1928 et intitulé On Being the
Right Size,
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John Haldane, un généticien britannique
(1892-1964), explique les liens entre la taille
de certains animaux et la complexité de leur
constitution. Un exemple, librement adapté
de son texte, et qui illustre bien ce dont il est
question, est lié a la respiration.

Un petit animal, tel un ver microscopique,
respire a travers sa peau, ne nécessitant
pas d'organe particulier pour ce faire. Si on
augmente sa dimension par un facteur de
dix (dans toutes les directions), sa masse sera
mille fois plus importante et il aura donc
besoin de mille fois plus de nourriture et
d'oxygéne pour pouvoir faire fonctionner ses
muscles de maniere efficace. Si sa physio-
nomie n'est pas modifiée, I'aire de sa peau
augmentera d'un facteur cent, et il lui faudra
donc faire circuler dix fois plus d'oxygéne au
travers de chaque millimétre carré de peau.

Lorsque la capacité d'absorption limite de la
peau est atteinte, il doit y avoir des modi-
fications a la physionomie, par exemple en
augmentant les surfaces permettant I'absorp-
tiond'oxygéne :c'estceque fontnospoumons
avec leurs multiples alvéoles, dont la surface
totale destinée aux échanges est d'environ
200 m?2 (soit la superficie d'un court de tennis).
A cet effet, Haldane écrit d'ailleu
animaux plus évolués ne sont p
parce qu'ils sont plus comp
plus complexes parce qu'i

Le bonheur d’étre petit

En plus d'étre moins complexe, un petit ani-
mal, tel une souris, peut survivre a des chutes
de plusieurs métres. Le méme animal, 10 fois
plus gros, ne le pourrait pas! La résistance a
un choc, la solidité des os, est proportionnelle
au carré de la taille, mais la masse (et la
force de I'impact au sol) est proportionnelle
au cube de la taille. Et cela est sans tenir
compte de la résistance de I'air, qui ralentira
bien davantage un petit animal qu'un gros :
le rapport entre la résistance de I'air et la
force de gravité est en effet plus grand pour
un petit animal que pour un gros, puisque
la résistance de I'air est proportionnelle a la
surface frontale alors que la force de gravité
est proportionnelle a la masse.

On peut ainsi trouver moins surprenant que
les écureuils volants existent mais que le
méme phénomene ne se produise pas pour
des animaux plus grands. Pour planer, un
écureuil n'a pas a augmenter de beaucoup
la surface de son corps, mais un animal plus
gros devrait le faire bien davantage.

La résistance des gros

Quels avantages y a-t-il a étre plus gros? Il y
en a plusieurs, a commencer par la résistance
au froid. Vous avez peut-étre remarqué qu'il
y a peu de petits animaux dans les régions
polaires. Il y a une raison fort simple qui
explique en partie ce fait. Les animaux a sang
chaud doivent lutter contre la perte de chaleur,
laquelle est fonction de la surface de leur
corps, et leur corps emmagasine une certaine
quantité de chaleur, laquelle est fonction de
leur masse. Un petit animal perd ainsi tres
rapidement sa chaleur. Il doit se nourrir beau-
coup plus souvent et manger une quantité de
nourriture relativement grande par rapport a
sa propre masse. A I'opposé, un animal trés
gros (on peut penser a un ours polaire ou a
un morse) sera moins menacé par la perte
de chaleur. Il pourra aussi demeurer plus
longtemps sans manger.

On peut dormir_en paix
g Kong n'est pas
dans une jungle
gigantesques ne
ire d'un savant fou

Alors, soyons rassur
sur le point d'app
lointaine, et des f
sortiront pas du la
pour nous mena




Les records du monde

en halterophilie

Lorsqu'on regarde les records du monde actuels
en haltérophilie, on peut se demander si la force

des haltérophiles est proportionnelle au carré
de leur taille comme nous I'avons vu, ou a leur
poids’, comme on le dit généralement. Regar-
dons le tableau suivant des records du monde
actuels pour le combiné arraché et épaulé-jeté
chez les hommes.

Dans la troisitme colonne, on a inscrit le
rapport du poids combiné par rapport au poids
limite de la catégorie. On voit que ce rapport
diminue alors que le poids augmente, et on est
donc porté a dire que les records sont de moins
en moins impressionnants lorsque la masse
(poids) des haltérophiles augmente. La varia-
tion est grande et il y a plus de 30 % d'écart
entre le plus petit rapport et le plus grand.

La quatrieme colonne, intitulée rapport modifié,
représente le rapport du poids combiné
par rapport au poids limite de la catégorie,
affecté dun exposant 2/3. Par exemple,
20,84 = 305/5623. Pourquoi calcule-t-on ce
rapport modifié ? Nous avons vu que la force
est proportionnelle au carré de la taille, et le
poids a son cube. Pour avoir une idée de la
force relative, on doit donc prendre la racine
cubique du poids de I'haltérophile pour avoir
une indication de la taille relative des haltéro-
philes, et élever celle-ci au carré pour comparer
leur force. Ces rapports modifiés sont alors
entre 19,78 et 21,23, et il y a une variation de
moins de 5 % du plus petit au plus grand.

Le rapport maximal est d'ailleurs atteint pour
la catégorie des 69 kg, soit pour 357 divis¢ par
6973, Est-ce & dire que le record le plus impres-
sionnant est celui de cette catégorie ? A vous
d'en débattre !

1. Il est en fait question de masse ici, mais la tradition
veut qu’on s'y référe avec le mot « poids ».

King Kong et les fourmis | Frédéric Gourdeau ® Université Laval

RECORDS DU MONDE EN HALTEROPHILIE

o Poids Rapport
Catégorie combiné  Rapport mo(riﬂé

56 62 68 74 80 86 92 98 104
Catégorie (kg)

._/R'\\\

apport modifié

Rapport

——fpot

Rapport et rapport modifié

68 74 80 86
Catégorie (kg)

92 98 104

N | Accronuth ol 3« steautomne 2008
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Pour échapper aux persécutions religieuses menées par les Espagnols aux Pays-Bas, la famille

Bernoulli quitte Anvers en 1583 pour se réfugier a Francfort et s'établir définitivement a Bale

en Suisse en 1622. Parmi les descendants, il y aura huit mathématiciens de talent sur trois générations,

dont les plus célébres sont les freres Jacques et Jean, qui sont également les deux premiers mathé-

maticiens de la lignée, et leur neveu Daniel. Jacques Bernoulli est né a Bale le 27 décembre 1654 ety

est mort le 16 aolt 1705.
Jacques Bernoulli
1654-1750

André Ross
Cégep de Lévis-Lauzon

our répondre aux attentes de son pére,
Jacques Bernoulli a d'abord étudié la théologie.
Cependant, il ne put résister longtemps
a son intérét pour les disciplines scientifiques.
A partir des travaux de Wallis, de Barrow et
desarticles de Leibniz publiés en 1684 et 1687
dans les Acta Eruditorum’, il a assimilé par
lui-méme le calcul différentiel et intégral. En
1687, il devint professeur de mathématiques
a l'université de Bale jusqu'a sa mort. C'est
dans les Acta Eruditorum que I'on retrouve la
plupart des travaux de Jacques Bernoulli.

En 1690, il a résolu le probléme de la courbe
isochrone proposé par Leibniz en 1686. Ce
probléeme consistait a trouver ['équation
de la courbe suivant laquelle un mobile
descend avec une vitesse verticale uniforme.
L'équation est x3 = ay?.

Courbe isochrone

Dans la solution de ce probleme, Bernoulli a,
pour la premiéere fois, utilisé le terme « calcul
intégral » qui a remplacé le « calcul somma-
toire » de Leibniz.

1. Revue scientifique allemande, les Acta Eruditorum, a

I'instigation de Leibniz, ont été éditées mensuellement
de 1682 a 1782 a Leipzig par le savant Otto Mencke
d‘abord, puis par son fils et son petit-fils. Rédigée en
latin, langue savante de I'époque, c'est la premiére revue
scientifique allemande de I'histoire.

2. En coordonnées polaires, la

En 1691, Bernoulli
proposa le probleme
suivant a la com-
munauté scientifique :

Courbe élastique

On suppose une lame
élostique  attachée
perpendiculairement
a un plan par une
de ses extrémités et
pliée par un poids
attaché a l'autre
extrémité (figure ci-contre). Quelle forme
prend ce ressort?

Bernoulli trouva pour équation de la courbe
I'équation différentielle suivante :
2
X ax
dy =

Vvat -x*

qu'il faut résoudre par un développement en série.

En 1694, il fait,
dans les Acta, la
descriptiond'une
courbe appelée
aujourd'hui lem-
niscate de Ber-
noulli. Cette courbe est le lieu des points dont
le produit des distances a deux points fixes F
et F', distants de 2q, est constant et égal a o2.
L'équation cartésienne est :

Lemniscate de Bernoulli

(XZ + y2)2 — 02 [X2 _ y2)
et en coordonnées polaires? :
r? = acos 260

Coordonnées polaires
position d'un point est décrite (r,0)
par un couple (r, 8), our est la

longueur du segment de droite

Jjoignant ce point a l'origine et 6

I'angle qu'il fait avec I'axe hori-

zontal.



C'est la premiére utilisation de coordonneées
polaires dans un texte publié.

Deltoide Bernoulli a également

- étudié les  hypocy-
cloides qui sont les
courbes  engendrées

@ parunpointd'uncercle

’ de rayon ret de centre

croulant sans glisser a
I'intérieur et sur la circonférence d'un cercle
de rayon R et de centre C Lorsque R = 3r, la

courbe s'appelle une deltoide, lorsque R = 4r,
on a une astroide.

v/

Astroide On peut engendrer

diverses courbes en

modifiant le rapport

des rayons et |Ia

‘ d position du  point
‘, générateur qui peut

étre n'importe ol sur
le rayon du petit cercle, pas nécessairement a
son extréemité. C'est le genre de courbes que
I'on peut tracer a I'aide d'un spirographe.

\/

Jacques et Jean Bernoulli se sont également
intéressés au probleme suivant :

Etant donnés deux points A et B a des
hauteursetsurdes verticales distinctes, quelle
est la trajectoire permettant la descente la
plus rapide du point A au point B?

A, Brachistochrone La solution de ce
& probleme est une
courbe appelée bra-
chistochrone dont la
forme est celle d'une
cycloide3 inversée. La
brachistochrone est la forme que devrait
avoir une rampe de skateboard pour que la
descente soit la plus rapide possible.

Les travaux de Bernoulli sur la brachis-
tochrone ont posé les fondements de ce
qu'Euler a appelé le calcul des variations, qui
est un ensemble de méthodes pour déter-
miner des fonctions qui, sujettes a certaines
conditions, maximisent ou minimisent une
certaine grandeur, comme ici le temps de

3 La cycloide est la trajectoire
d’'un point sur la circonfé- Cycloide
rence d’'un cercle qui roule
sans glisser sur une droite.

FRANCE

ITALIE

descente. La courbe qui a le plus fasciné
Bernoulli est la spirale logarithmique* dont il
démontra plusieurs propriétés.

Le principal ouvrage de Jacques Bernoulli est
intitulé Ars Conjectandi. Il fut édité en 1713
- huit ans apres la mort de Jacques - par
Daniel Bernoulli, son neveu. Dans la derniére
partie de cet ouvrage, on trouve le Théoréme
de Bernoulli ou Loi des grands nombres.

Cette loi est a l'effet qu'en répétant une
expérience aléatoire un grand nombre de
fois, le nombre de succes s'approche de la
probabilité théorique. Ainsi, en lancant une
piece de monnaie un grand nombre de fois,
la fréquence observée pour le résultat « pile »
devrait s'approcher de 0,5 (50 %). De méme
pour la fréquence du résultat « face ».

Grace a ce théoreme, on peut estimer
expérimentalement la  probabilit¢  de
certains événements dont on ne pourrait
obtenir la probabilité autrement. C'est ainsi
que l'on peut estimer la probabilit¢ de
survie d'une personne de 35 ans et déterminer
en conséquence le montant de ses primes
d'assurance. Il y a plusieurs phénomeénes
physiques qui illustrent cette loi des grands
nombres. C'est le cas des molécules d'un
gaz qui ont des trajectoires et des vitesses
aléatoires mais qui exercent sur les parois
d'un récipient une pression pratiquement
constante puisque le nombre de molécules
est trés grand.

4. Voir [larticle de Christiane Rousseau, Nautile,
nombre d'or et spirale dorée dans ce numéro.

ALLEMAGNE
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Rampe de skateboard



André Ross
Cégep de Lévis-Lauzon

Yannick et Anni
by e signifie raisonn

Annick
Bonjour Alexandra.
Peux-tu nous expli-
quer ce qu'est une preuve
par l'absurde?

Alexandra

Bonjour vous deux. Le raisonnement
par |'absurde n'est pas propre aux mathéma-
tiques; on peut avoir a l'utiliser dans tous les
domaines du savaoir.

Ce type de raisonnement permet de s'assurer
de la cohérence des théories en éliminant les
contradictions.

Annick
Je ne suis pas certaine de comprendre.
Peux-tu nous donner un exemple?

Alexandra

Qui! Le raisonnement par I'absurde pourrait
avoir été utilisé pour la premiere fois par le
pythagoricien Hippase de Metaponte' pour
montrer que le rapport de la diagonale du
carré sur son coté ne peut s'exprimer comme
un quotient de nombres entiers?.

Yannick
|l a fait cela comment?

Alexandra

[l aurait supposé qu'en mesurant la diago-
nale et le c6té du carré a l'aide de la plus
grande commune mesure, le rapport de ces
longueurs était le quotient de deux nombres
entiers. |l a alors remarqué que ces entiers
¢taient forcément premiers entre eux. Vous
savez pourquoi?

1. Vers le milieu du Ve siecle avant notre ere.

2. En langage moderne, 2 est un irrationnel.

Annick I

Bien sar! lls sont .

premiers entre eux

puisqu'il utilisait Ia

plus grande commune mesure. Le
numérateur et le dénominateur de la

fraction qu'il considére n'ont donc pas de

facteur commun.

E

Alexandra

Il a ensuite construit

un carré sur la diago- A
nale du premier. Est-ce
qu'on peut dire que le
nombre donnant l'aire
du carré AEFC est un entier divisible par 2?

D C

Yannick
Evidemment, c'est le double de |'aire du carré
ABCD, donc ce nombre est divisible par 2.

Alexandra

Tout a fait! Maintenant, pouvez-vous me dire
si la longueur de la diagonale AC est donnée
par un nombre pair ou un nombre impair?

Yannick
La longueur de la diagonale est un nombre
pair, car son carré est pair.

Alexandra
Peut-on dire que l'aire du carré AEFC est
divisible par 4?7

Annick
Oui, car tout entier carré et pair est divisible par 4.

Yannick

Mais alors I'aire du carré ABCD, qui est la
moitié de l'aire du carré AEFC, est également
donnée par un nombre pair, donc elle est
aussi divisible par 4.

Annick

Et la longueur du c6té du carré ABCD est
donnée par un nombre pair puisque seul le
carré d'un entier pair donne un entier pair.

Alexandra
Voyez-vous la contradiction?

Annick et Yannick en choeur

Qui! On est partis avec un rapport dont le
numérateur et le dénominateur n'ont aucun
facteur commun et on obtient qu'ils sont
tous les deux pairs. Ils ont donc un facteur
commun.



Alexandra
Qu'en concluez-vous?

Annick et Yannick en choeur
L'hypothese est fausse, le rapport de la diago-
nale et du coté d'un carré ne peut s'exprimer
comme un quotient de deux entiers.

Alexandra

Voila! C'est cela un raisonnement par I'absurde.
Pour montrer que le rapport de la diagonale
au coté du carré ne peut s'exprimer comme
quotient de deux entiers, on considére comme
hypothese que cela est possible et on montre
que l'ajout de cette hypothése mene a une
contradiction. L'hypothese est donc fausse.

Annick et Yannick
As-tu un autre exemple?

Alexandra
Qui. En géométrie euclidienne, c'est avec un
raisonnement par |'absurde que I'on démon-
tre que d'un point P hors d'une droite AB, on
ne peut abaisser qu'une seule perpendiculaire
a cette droite.

Annick

Voudrais-tu nous I'expliquer pour étre
certains qu'on comprend bien le principe de
la démonstration par I'absurde?

Alexandra
D'accord, mais vous allez m'aider. Pour
démontrer que d'un point hors d'une droite
on ne peut abaisser qu'une seule perpendicu-
laire a cette droite, quelle est I'nypothése que
je dois faire?

Yannick
[l faut supposer qu'il y a, au moins, deux
perpendiculaires possibles.

Alexandra

Parfait. Faisons une petite esquisse en
représentant par C et D le pied de nos deux
perpendiculaires.

Maintenant, supposons qu'on utilise le segment
de droite AB comme axe de réflexion pour
construire I'image symétrique. On détermine
ainsi un point P' et les droites joignant P' aux
points C et D sont également des perpendi-
culaires au segment AB.

Selon vous, est-ce que je peux dire que PCP'
est une droite?

Raisonner par I'absurde | André Ross ¢ Cégep de Lévis-Lauzon

Annick

Qui, car selon notre hypothése, PC et P'C sont
perpendiculaires a la droite AB. Donc l'angle
PCB est un angle droit et I'angle P'CB égale-
ment. Comme la somme de ces angles est
de 180° les cotés extérieurs des angles
adjacents PCB et P'CB forment une droite.

Yannick
Mais alors, on peut dire la méme chose pour
PDP".

Alexandra
Parfaitement. Est-ce que vous voyez poindre
la contradiction?

Annick

Je pense que oui. En acceptant I'hypothése,
cela signifie que I'on peut tracer deux droites
passant par P et P' et cela vient en contradiction
avec le premier postulat de la géométrie
euclidienne qui spécifie que « par deux points
passe une et une seule droite ».

Alexandra

Tout a fait. Un raisonnement par I'absurde se
fonde sur le fait qu'une proposition doit étre
vraie ou fausse, elle ne peut étre les deux a
la fois. Si on suppose qu'elle est vraie et que
cette hypothése entraine une contradiction,
il faut conclure qu'elle est fausse. Cepen-
dant, notre démonstration n'est valide que si on
accepte les axiomes de la géométrie euclidienne.

Yannick
Parce qu'on peut ne pas les accepter?

Alexandra

Tout a fait, et on peut alors déve-
lopper d'autres géométries.
Ainsi, si on ne retient pas
le premier postulat
d'Euclide, on peut
considérer comme

droites les cercles

sur une sphere

ayant méme

centre que la

sphére. Dans un

tel systéme, on

peut, par exemple,
abaisser du pole

nord plusieurs
perpendiculaires a
I'équateur.

°P
A B
P
D C
A B
P
p/ |c g
A B 2
5
P' m
Ke)
Géométrie =
euclidienne -~
avec raisonnement
par l'adsurde
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La modélisation mathématique
d'une énigme permet ['utilisation
de ['ordinateur dans la recherche

efficace d'une solution.

A (lui appartient

le zebre?

Lorsque j'étais au primaire, mon frére, de
onze ans mon ainé, me proposait parfois une
énigme qui faisait intervenir, neuf fois sur dix,
une maison bleue. Avec des indices comme :
le Norvégien habite a coté, le violoniste boit
du jus d'orange, le sculpteur éléve des escar-
gots, il fallait découvrir a qui appartenait le
zebre.

Une enseignante m'a fait parvenir I'énigme
suivante qu'elle a proposée a ses éléves de
sixieme année que, semble-t-il, seul un adulte
sur dix est capable de résoudre. Amis détec-
tives, voici votre défi du jour!

Enigme
Cing maisons alignées et de couleurs dif-
férentes sont habitées par des hommes de
nationalités et de professions différentes.
Chacun a une boisson préférée et un animal
domestique différent des autres. Voici les
indices dont vous disposez :

1. Une personne du groupe préfére boire de I'eau.

2. L'Anglais habite la maison rouge.

3. Le chien appartient a I'Espagnol.

4. On boit du café dans la maison verte.

5. L'Ukrainien boit du thé.

6

. La maison verte est située immédiatement
a droite de la blanche.

7. Le sculpteur éléve des escargots.
8. Le diplomate habite la maison jaune.
9. On boit du lait dans la maison du milieu.

10. Le Norvégien habite la premiére maison
a gauche.

11. Le médecin habite la maison voisine de
celle ou habite le propriétaire du renard.

12. La maison du diplomate est voisine de
celle ot il y a un cheval.

13. Le violoniste boit du jus d'orange.
14. Le Japonais est acrobate.

15. Le Norvégien habite a coté de la maison
bleue.

Couleur [Profession |Nationalité | Animal

Et la question, bien

Boisson Rang

sOr :a qui appartient
le zebre?

Avant de poursuivre

la lecture, je vous

invite a prendre une
pause et a jouer

-

le jeu en complétant
le tableau ci-contre.

Copyright © Getty Images
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Pour résoudre I'énigme, il faut remplir cha-
cune des cases en considérant les ensembles
utilisés dans I'énoncé de I'énigme. Ce sont :

a) Les couleurs :
blanche, rouge, jaune, verte, bleue

b) Les professions :
violoniste, acrobate, sculpteur, médecin,
diplomate

c) Les nationalités :
Anglais, Ukrainien, Japonais, Espagnol,
Norveégien

d) Les animaux :
chien, escargots, cheval, renard, zébre

e) Les boissons :
eau, jus, thé, lait, café

f) Le rang, de gauche a droite :
1,2,3,4,5.

Puisque le troisieme indice indique que le

chien appartient a I'Espagnol, on ne peut pas

avoir dans le tableau une ligne sur laquelle

serait écrite la combinaison :

Jaune-Diplomate-Anglais-Chien-Jus-5
C'est une combinaison fausse car elle ne

respecte pas un des indices. Cependant, la
combinaison :

Bleue-Médecin-Ukrainien-Cheval-Thé-2

est vraie car elle ne contrevient & aucun des
indices.

Il existe évidemment une quantité impression-
nante de combinaisons (au fait, savez-vous
combien?) et, pour chacune, le défi consiste
a déterminer si elle est vraie ou fausse.
Si les indices sont cohérents, il doit y avoir
au moins cing combinaisons gagnantes
(c'est-a-dire vraies) telle que, par exemple, la
seconde des deux mentionnées ci-dessus.

La question est maintenant de déterminer

cing combinaisons, parmi toutes celles
possibles, qui respectent chacun des indices.

DEFINITION DES ENSEMBLES (selon le langage MPL)
INDEX
couleur  :=(blanche, rouge, jaune, verte, bleue);
profession :=(violoniste, acrobate, sculpteur, médecin, diplomate);
nationalité :=(Anglais, Ukrainien, Japonais, Espagnol, Norvégien);
animal  :=(chien, escargots, cheval, renard, zébre);
boisson  :=(eau, jus, thé, lait, café);
rang =(1,2,3,4,5);

Véracité d'une combinaison

Ce sont les indices qui permettent de
déterminer la véracité d'une combinaison.
Par exemple, a lui seul, le huitieme indice
(le diplomate habite la maison jaune) permet
de conclure a la fausseté de plusieurs combi-
naisons. En voici quelques-unes :

Jaune-acrobate-Japonais-cheval-eau-1
Jaune-sculpteur-Japonais-chien-jus-1
Rouge-diplomate-Anglais-renard-eau-2
Bleue-diplomate-Anglais-zébre-the-2
Il peut s'avérer difficile de bien noter toutes
les conséquences liées a un indice particulier
ou a un groupe d'indices donnés. Heureuse-
ment qu'il ne s'agit pas d'une énigme faisant
intervenir une centaine de maisons! L'énigme,
chers enquéteurs, peut étre résolue sans

Le calendrier d’activites, une enigme

E" Accromoth ol 3 « st-automne 2008

Pouvez-vous imaginer la difficulté de produire un horaire acceptable pour
le calendrier régulier de la Ligue Nationale de Hockey'? Pensez aux milliers

d'indices plus précis les uns que les autres :

® |e Centre Bell n'est pas disponible le 23 janvier puisqu'il y a un concert

de Christina Aguilera ce soir-la.

® |e Canadien doit jouer huit parties contre les Bruins de Boston, dont

quatre a domicile au cours de la saison.

Ou encore, pouvez-vous imaginer la création d'un horaire des vols de la
flotte d'appareils d'Air Canada pour la semaine qui vient??

® le Boeing 737 numéro 8 de la compagnie doit quitter Toronto et passer

par Montréal avant d'aller vers Paris mardi.

Ce méme avion sera donc disponible a Paris pour revenir en ligne directe

vers Québec mercredi.

Il ne faut pas oublier qu'un avion est contraint de subir un entretien

aprés un certain nombre d'heures de vols.

Pas de doute, nous avons besoin de méthodes efficaces! Modélisation

mathématique3, peux-tu m‘aider?

. GIRO, a Montréal, attaque ce genre de probléme de création d’horaire pour les sociétés

de transports publics (www.giro.ca).

. La suite AD OPT, développée a Montréal, permet de résoudre des problémes de ce type

(www.kronos.com/AD-OPT).

. Ces problémes sont traités dans la branche des mathématiques appelée
« recherche opérationnelle ».
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DEFINITION DES VARIABLES (selon le langage MPL)

BINARY VARIABLES

x[couleur, profession, nationalité, animal, boisson, rang];

I'aide de mathématiques savantes. Toutefolis,
il existe un outil formidable, élégant et puis-
sant, qui permet de résoudre ce genre de
probléeme : la modélisation mathématique!
Jumelée aux performances remarquables de
I'informatique et aux progrés fulgurants des
méthodes de résolution développées par des
chercheurs en mathématiques appliquées et
en recherche opérationnelle (R0), voila une
stratégie efficace qui permet de résoudre des
problémes d'une complexité inouie.

La modeélisation mathématique consiste a
étudier un probléme décrit dans le langage
ordinaire pour le formuler en un probleme
décrit par des symboles mathématiques.
Le défi consiste ensuite a communiquer ce
modéle mathématique a un logiciel spécialisé
capable de le comprendre et de le résoudre.
Ces taches peuvent étre difficiles. Le résultat,
lui, est toujours spectaculaire!

En mathématiques, la lettre x est souvent
utilisée pour représenter un élémentinconnu.
Par exemple, la véracité d'une combinaison
donnée pourrait étre notée x. Ainsi, la
combinaison :

Bleue-médecin-Ukrainien-cheval-thé-2

pourrait dorénavant étre connue sous le
simple nom x. Cette combinaison, comme
toutes les autres, peut étre soit vraie, soit
fausse. Il n'y a aucune autre possibilité. On
dit alors que le résultat est binaire (« bi»
pour «deux» et «naire» pour « nombre »).
Il est fréquent en mathématiques d'associer
des nombres aux mots «Vrai» et « Faux».

Chaque fois qu'une combinaison est vraie,
sa valeur est 1. Si elle est fausse, sa valeur
est 0. On a nécessairement l'une ou l'autre
des deux possibilités suivantes: x = 1 ou
x=0.0n dit que x est une variable puisque sa
valeur, au départ, est inconnue et peut varier.
On dit aussi que x est ici une variable binaire
puisqu'elle ne peut prendre que les valeurs
1ouO.

On pourrait ainsi associer une lettre a
chacune des combinaisons possibles. Nous
avons déja mentionné qu'il y a une multitude
de ces combinaisons. Les lettres de |'alphabet
sont vite épuisées et il faut utiliser une
notation cohérente. Par exemple, je choisis
de représenter la combinaison :

Bleue-médecin-Ukrainien-cheval-thé-2
par la variable* :

XB\eue—médecin—Ukraimen—cheva\—thé—2

La chasse aux indices!

Nous sommes maintenant préts a effectuer
la modélisation mathématique de notre
énigme. Chaque indice mentionne un fait a
respecter. La solution finale doit satisfaire
chacun de ces indices. Ces derniers nous
sont imposés. Nous sommes contraints a
les respecter. C'est a cause de cela que les
indices sont appelés, en modélisation mathé-
matique, des contraintes.

[l'y a tout d'abord des indices qui ne sont pas
explicitement donnés mais qui sont sous-
entendus dans la définition méme de I'énigme.
Par exemple, dans la solution finale, exacte-
ment une combinaison ayant I'indice couleur
égal a Bleue doit étre vraie. En effet, quelqu'un
doit habiter cette maison. Il s'agit d'une seule
personne. Initialement, on ne connait rien
du propriétaire de cette maison, mais on
sait qu'une seule personne doit y habiter
puisqu'il y a cing personnes et cing maisons.
Ainsi, parmi toutes les combinaisons ayant la
couleur Bleue, une seule est vraie et donc
€gale a 1. Toutes les autres valent 0. La somme
de toutes les combinaisons de couleur Bleue
est donc 1. Ceci signifie que dés qu'une com-
binaison est égale a 1, un nombre important

4. Dans un logiciel spécialisé tel MPL, (Mathematical
Programming Language, de I'entreprise Maximal Software
(www.maximalsoftware.com)), on écrit plutét une variable
de la facon suivante :

xlcouleur, profession, nationalité,
animal, boisson, rang].



A qui appartient le zébre? | Denis Lavigne ¢ Collége militaire royal du Canada, Saint-Jean-sur-Richelieu

d'autres combinaisons valent O et sont du
méme coup éliminées. Les énoncés suivants
sont équivalents et menent a la représenta-
tion mathématique de cette contrainte pour
la couleur Bleue :

La somme de toutes les combinaisons ayant
la couleur Bleue est 1.

La somme des :

XCouIeurProfessionNationalitéAnima\BoissonRang
ou couleur = Bleue est 1.

Somme(Profession, Nationalité, Animal, Bois-
son, Rang :

XCouIeurProfessIonNationalitéAnimaIBoissonRang) =1
ou Couleur = Bleue.

ll'y a une contrainte de ce type pour chacune
des couleurs. Il y a donc 5 contraintes simi-
laires (une pour chaque couleur). Dans ce
cas, I'égalité précédente est plutdt écrite
de la facon suivante qui résume ces 5 con-
traintes :

Somme(Profession, Nationalité, Animal, Bois-
son, Rang:

XCouIeurProfessionNationalitéAnimaIBoissonRang) =1
ou Couleur = Blanche, Rouge, Jaune, Verte,
Bleue.

Ce raisonnement méne a des contraintes
similaires pour la profession, la nationalité,
I'animal, la boisson et le rang.

Je ne mentionne qu'une autre représentation
mathématique, soit celle du huitiéme indice :
le diplomate habite la maison jaune. Ceci
signifie que parmi toutes les combinaisons
possibles, la solution finale en choisira exacte-
ment une seule qui propose que le diplomate
habite cette maison. Toutes les autres sont
alors nulles. La modélisation mathématique
suivante représente ce fait :

Somme(Nationalité, Animal, Boisson, Rang:

XCouIeurProfessionNationalitéAnimaIBoissonRang) =1
ou Couleur = Jaune et Profession = Diplomate.

Plusieurs autres indices sont représentés par
des contraintes similaires a celles présentées
ci-dessus. D'autres, telle que la contrainte 12,
exige toutefois une certaine expérience de la
modélisation mathématique.

ECRITURE DE DEUX CONTRAINTES (selon le langage MPL)

SUBJECT TO
UneSeuleCouleur[couleur]:

Sum(profession, nationalité, animal, boisson, rang : x) = 1;
Indice8:

Sum(couleur = "jaune", profession = "diplomate”, nationalité, animal, boisson, rang: x) = 1;

De la parole aux actes

C'est de cette facon que l'on parvient a
obtenir une modélisation mathématique
offrant une représentation adéquate de
la réalité. Toutefois, bien que le modele
complet puisse tenir sur une ou deux feuilles
de papier, comment doit-on s'y prendre
pour communiquer un tel regroupement
d'équations mathématiques a un logiciel
spécialisé capable de le résoudre?

C'est ici qu'intervient I'utilité d'un langage
de programmation algébrique. Il en existe
plusieurs et je vous propose un exemple
utilisant le logiciel MPL de l'entreprise
Maximal Software. Ce logiciel permet de
représenter, au sein d'un ordinateur, un
modele mathématique sur papier comme
celui que nous avons développé jusqu'a
présent. Une partie du modeéle vous est
présentée dans cet article.

La solution compléte, trouvée en une seconde,
vousest présentée ci-dessous. Notezaussi que
MPL ne résout pas le probleme. Il fait plutot
appel a un logiciel spécialisé d'optimisation
(ici CPLEX de I'entreprise ILOG®).

Ah oui, j'oubliais : le zébre
appartient a I'acrobate!

SOLUTION COMPLETE DE L'ENIGME

Couleur | Profession Nationalité | Animal Boisson Rang
blanche | violoniste | Espagnol chien jus 4
rouge sculpteur | Anglais escargot lait 3
jaune diplomate| Norvégien| renard eau 1
verte acrobate | Japonais zebre café 5
bleue médecin | Ukrainien | cheval thé 2

5. ILOG : www.ilog.com

8 Accromoth ol 3 « st-automne 2008
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A L'hypothese selon laquelle la troisieme phrase
VOUS etes ]a pelsonne est fausse conduit a une contradiction. Il faut

la plus riche du monde

donc la rejeter.

Que conclure?

RéjOUiSSCZ-VOUS, car aujourd'hui Il faut donc admettre que la troisieme phrase

est vraie. Par conséquent, la seconde phrase

nous allons vous démontrer, en utilisant e faysse.
un raisonnement par l'absurde, que vous Or.la troisieme phrase, qui est vraie, dit qu'au

moins une des deux premieres phrases est

etes /G Personne /C‘ PlUS I’IChC dU monde- vraie. Puisque la seconde phrase est fausse,

il faut alors conclure que la premiére phrase

RUbr/que des est vraie et, donc, que vous étes la personne la
plus riche du monde.
Vous connaissez pourtant des gens plus riches

Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences
et Technologies de Lille

que Vvous.
Les trois phrases suivantes (dont pour l'instant
nous ne savons pas lesquelles sont vraies et
lesquelles sont fausses), constituent le fonde-
ment de notre raisonnement.

Qu'est-ce qui cloche ?

e [a troisiéme phrase est vraie et
vous étes la personne la plus
riche du monde.

® [a troisiéme phrase
n'est pas vraie.

® Une au moins des
deux premieres
phrases est vraie.

Raisonnement
par I'absurde?

Supposons que la troisieme phrase
est fausse. Cela signifie que la premiére
et la seconde phrase sont toutes les deux
fausses.

Mais, si la seconde phrase est fausse,
alors la troisieme est vraie. Donc, la troisieme
phrase est a la fois fausse par hypothése et
vraie par déduction. Nous avons donc une
contradiction.

1. Voir I'article Raisonner par |'absurde dans
ce numero.



Solution du paradoxe précédent

Si E est un ensemble fini de nombres
commencant a 2, alors E ne contient

que des nombres pairs.

Le raisonnement portait sur le nombre k
d'é¢léments de E et la démonstration était
la suivante.

Si k =1, la propriété (Pro(1)) est vraie car
alors E ne contient qu'un élément, 2, qui est
pair et donc £ ne contient que des nombres
pairs.

Supposons que la propriété est vraie pour
un ensemble de k éléments commencant
a 2 (Pro(k) est vraie).

Soit un ensemble E ayant k +1 éléments
et contenant 2. Soient deux parties A et B
différentes I'une de l'autre, contenues dans
E, chacune ayant 2 pour élément et ayant
chacune k éléments.

Puisque A et B contiennent k éléments et
commencent a 2, d'apres I'hypothese de récur-
rence ces sous-ensembles ne contiennent
que des nombres pairs. Leur réunion, E ne
contient donc que des nombres pairs et
Pro(k + 1) est vraie.

Le raisonnement par récurrence est terminé
et, puisque les deux conditions sont satis-
faites, on peut conclure que :

Pro(n) est vraie pour tout n> 1.

Par conséquent, puisque tout
ensemble fini commencant
a 2 ne contient que des nombres
pairs, tout ensemble de la forme
{2, 3,.... n} ne contient que des
nombres pairs.
Donc tout nombre entier plus
grand ou égal a 2 est pair.

Ce raisonnement par récurrence est faux
car pour montrer que pour tout k >1,
Pro(k) entraine Pro(k+1), on tenait le
raisonnement suivant :

Soit un ensemble £ ayant k +1 éléments
et contenant 2. Soient deux parties A et B
différentes I'une de l'autre, contenues dans
E, chacune ayant 2 pour élément et ayant
chacune k éléments.

Or, lorsque k = 1, toute partie contenue
dans E ayant 2 pour élément et ayant k
éléments est égale a {2}. Il est donc impos-
sible de trouver deux parties A et B distinctes
comme je le supposais implicitement.

La récurrence proposée était impeccable...
sauf pour k= 1.

Donc, tout était faux et le paradoxe n'était
qu'une illusion.

OUF! Voila des impairs

2 Accromoth ol 3 « té-automne 2008
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Nautile et nombre d’or
(secondaire)

1. Considérant le rectangle dont la procédure
de construction est illustrée ci-contre,
montrer que le rapport des cotés du rec-
tangle donne le nombre d'or.

A E D F

2. Montrer qu'en enlevant le carré construit
sur le petit coté d'un rectangle d'or, on
obtient encore un rectangle d'or.

3. Estimer le parametre b de la spirale logarith-
mique approximative du nautile suivant :

4. En exploitant I'équation caractéristique du

nombre d'or ¢> - ¢ - 1 =0, montrer que :

¢=\/1+\/1+\/1+m

5. En utilisant le théoréme sur la bissectrice
dont I'énoncé suit, montrer que, dans un
triangle isocéle ayant un angle de 36° et
deux angles de 72°, le rapport des cotés
donne le nombre d'or.

Théoréme

Dans tout triangle, la bissectrice d'un
angle divise le coté opposé dans le rapport
des cotés adjacents.

6. Utiliser le résultat précédent pour montrer
que, dans un triangle isocéle ayant deux
angles de 36° et un angle de 108°, le
rapport du grand c6té sur le petit donne
le nombre d'or.

7. En considérant les
pentagones régu-
liers convexes et
¢toilés inscrits dans
un cercle, repérer
des longueurs dont
le rapport donne
le nombre d'or.

Spirales végétales (secondaire)
1. Trouver la fraction continue du nombre

\/§+1.

2. Trouver le nombre réel dont la fraction
continue est associée a la suite :

{1,23,1,2,3,1,2,3,..}.

King Kong et les fourmis
(secondaire)

1. Expliquer pourquoi une corde que I'on
agrandirait suffisamment dans toutes les
directions ne serait éventuellement pas assez
solide pour supporter son propre poids.

AR

2. Les battements du cceur d'un petit oiseau
sont extrémement rapides. Expliquer pour-
quoi en termes simples.

3.Si on pose que I'aire d'un cercle de rayon
1 est m, pourquoi peut-on en déduire que
I'aire d'un cercle de rayon rest 7wr??

A qui appartient le zebre?

(secondaire)

1. Qu'advient-il de I'énigme si on modifie
I'indice 8 (le diplomate habite la maison
jaune) comme ceci: le sculpteur habite la
maison verte?

2. Existe-t-il une autre solution qui respecte,
elle aussi, tous les indices du probleme initial ?

3. Si nous éliminons completement [indice 8,
qu'advient-il de la solution proposée dans
[article ? Est-elle encore valide ? Est-elle unique?

4. Supposons que l'indice suivant est ajouté
au probleme initial: Indice 16 : Le violoniste
habite la maison blanche. Dans ce cas,
qu'adviendrait-il de la solution proposée
dans l'article ?



Pour en sowvoir plus!

Probabilités et statistique
Comment compter les cerfs?

Louis-Paul Rivest, Francois Potvin, Hélene Crépeau et Gaétan Daigle (1995). Statistical methods
for aerial surveys using the double-count technique to correct visibility bias. Biometrics, 51, 461-470.

Francois Potvin, Laurier Breton et Louis-Paul Rivest (2004). Aerial surveys for white-tailed deer with the
double-count technique in Québec: Two 5-year plans completed. Wildlife Society Bulletin, 32, 1099-1107.

Mathématiques et biologie
Spirales végétales

S. Douady et Y. Couder, La physique des spirales végétales, La Recherche, 250, 28 (1993).
http.//maven.smith.edu/~phyllo/Gallery/index.html (Pour voir le film de I'expérience de Douady et Couder.).

King Kong et les fourmis
Haldane, John B. S. On Being the Right Size, 1928

Lehoucq, Roland. Bulles de sciences , D'ou viennent les pouvoirs de Superman?
Physique ordinaire d'un super-héros, Editions EDP, 2003
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ouvertes a tous les domaines, impliquent des chercheurs du CRM et
d‘autres universités. Afin d’assurer une meilleure diffusion des résultats
de recherches de ses collaborateurs, le CRM a lancé en 1989 un pro-
gramme de publications en collaboration avec I'’American Mathematical
Society et avec Springer.

Le CRM est principalement financé par le CRSNG (Conseil de recher-
ches en sciences naturelles et en génie du Canada), le FQRNT
(Fonds québécois de recherche sur la nature et les technologies),
I"Université de Montréal, et par six autres universités au Québec
et en Ontario.
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