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Il nous fait plaisir de vous faire part de quelques nouveautés qui contribueront 
à outiller davantage élèves et enseignants. 

Dans la nouvelle version (2.0) de Math en jeu (www.smac.ulaval.ca), on a créé 
une salle Accromath avec 240 questions formulées à partir du contenu du  
premier numéro. Cette salle sera renouvelée trois fois l’an et présentera des 
questions sur la publication la plus récente de la revue. 

Quand cela s’y prêtera, des liens seront ajoutés sur le site d’Accromath vers des 
fichiers interactifs qui permettront d’explorer certains des sujets traités dans la 
revue. Ainsi, les articles Envolées intersidérales... à destination terrestre! (Vol. 2,  
printemps-hiver 2007) et Les mathématiques du coeur (Vol. 2, été-automne 2007) 
sont maintenant accompagnés de liens vers des fichiers Excel qui permettent 
d’exécuter les calculs itératifs en jeu.

Malgré notre désir de perfection, il peut se glisser des erreurs ou des oublis dans 
la production des numéros de la revue. Pour remédier aux inconvénients que 
peut causer une erreur dans un article, nous avons décidé d’ajouter sur le site, 
lorsque cela se produit, un lien intitulé « Errata » à côté du titre de l’article. 

Dans ce numéro...
Vous verrez que certaines erreurs sont néanmoins inévitables. Ainsi, la représen-
tation de la surface d’une sphère sur un plan ne peut se faire sans déformations. 
Les procédés diffèrent selon que l’on souhaite préserver les distances ou les  
angles. Les mathématiques auxquelles on a recours pour démontrer que le  
résultat est bien celui souhaité diffèrent également. C’est le sujet de l’article  
Cartographie du dossier Applications des mathématiques.

Dans le même dossier, l’article Récidivisme permet de voir qu’il est préférable,  
pour diminuer la criminalité, d’investir dans la réinsertion sociale des délinquants 
plutôt que dans la pénalisation des délits.

Ce numéro présente plusieurs articles dans le volet Logique mathématique et 
informatique théorique. Le dossier s’ouvre avec un article intitulé Pourquoi  
démontrer ce qui est évident?. On y constate que ce qui semble évident peut 
être faux, d’où la nécessité de démontrer les résultats plutôt que de se contenter  
de l’observation de cas particuliers, aussi nombreux soient-ils. Suffit-il de regarder  
pour s’approprier des Preuves sans mots? Peut-on tout démontrer ainsi? Une 
preuve doit pouvoir convaincre tous les interlocuteurs, mais dans une preuve 
sans mots, Voyez-vous ce que je vois?. 

La remise en question de la notion de preuve imposée par l’avènement de  
l’informatique est présentée dans Preuves et certitudes. Le recours à l’ordinateur  
a été déterminant dans la démonstration, par exemple, de la conjecture de  
Kepler sur l’empilement des sphères de même rayon. Cette conjecture est  
présentée dans l’article Savez-vous empiler des oranges?.

Dans le volet Grands mathématiciens, nous vous proposons une note biographique  
sur Blaise Pascal à qui l’on attribue la méthode de Preuve par récurrence. 

En plus de la réponse au paradoxe du Vol. 2 été-automne 2007, la Rubrique  
des paradoxes en présente un nouveau : Tout nombre plus grand ou égal  
à 2 est pair.
Bonne lecture!

André Ross
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Irma
Non, les feuilles de thé c’est complétement 
dépassé. On utilise maintenant les probabilités 
et les chaînes de Markov.

Jacinthe
C’est quand même très compliqué une  
carrière criminelle!

Jacinthe Rose
Madame Irma, mon fils a commis un délit. 
J’ai peur qu’il ne devienne un criminel.  
Pouvez-vous me rassurer ? 

Irma
Je peux établir la longueur moyenne  d’une 
carrière criminelle en fonction de la proba-
bilité r qu’un criminel récidive, mais il faut 
connaître la probabilité que votre fils récidive 
pour pouvoir connaître son avenir.

Jacinthe
Probabilité? Vous ne lisez plus dans les 
feuilles de thé?

Marc Laforest
École Polytechnique  

de Montréal
André Ross

Cégep de Lévis-Lauzon
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Récidivisme  |  Marc Laforest et André Ross • École Polytechnique de Montréal et Cégep de Lévis-Lauzon

Jacinthe Rose1 est inquiète :  
son fils a commis un délit et elle craint  
qu’il ne fasse une carrière de criminel.  

Elle consulte madame Irma, la voyante, 
pour connaître l’avenir de son fils.

1. �Référence à Mr. Pink du film ”Reservoir Dogs”.

Récidivisme
Irma
On peut simplifier l’analyse en considérant 
quatre états mesurables dans une carrière 
criminelle :

1.	 est un citoyen honnête,

2.	 commet un crime,

3	 est en état d’arrestation,

4.	 est en prison.

Votre fils a commis un délit mais si, dans 
toutes ses actions futures, il se comporte en 
citoyen honnête, sa carrière criminelle peut 
se décrire par le graphique suivant :

Jacinthe
Je souhaite tellement que ce soit le cas.

Irma
Je vous le souhaite également. Supposons 
maintenant qu’après ce premier délit, il est 
arrêté, puis incarcéré. 

Jacinthe
Vous voulez me faire mourir!

Irma
Supposons également qu’à sa libération il 
commet un autre délit puis devient citoyen 
honnête. On pourrait alors illustrer sa carrière 
de criminel par le diagramme suivant :
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Reconnaissez-vous que l’on peut décrire ainsi 
toutes les carrières criminelles possibles?

Jacinthe
Oui, mais je ne vois pas comment vous allez 
faire votre prédiction.

Irma
En fait, on peut alléger la représentation en 
disant qu’une carrière criminelle est une suite 
d’états 

2 → E2 → E3→→ E4 → · · · 
où les Ei représentent les états en cours de 
carrière, les indices indiquant la succession 
des états, et :

Ei ∈ {1, 2, 3, 4}

L’ensemble de tous les choix de carrières 
criminelles est donc équivalent à l’ensemble 
de tous les parcours qui commencent à l’état 
2 et qui sont formés des transitions admis-
sibles entre les états. L’ensemble des carrières 
criminelles s’écrit donc :

Ω = { E1→E2 → E3 → E4→→· · ·}

où E1 = 2 et Ei ∈{1, 2, 3, 4}.

Jacinthe
Cela donne beaucoup de suites.

Irma
En effet. Pour aller plus loin dans ma prévision, 
j’utilise l’hypothèse de Markov selon laquelle 
les états passés n’ont pas d’influence sur les 
états futurs.

Jacinthe
Vous voulez dire que les criminels ne se  
souviennent pas d’avoir été emprisonnés et 
que la probabilité de commettre un délit une 
deuxième fois est la même que la première fois?

Irma
Pas pour chacun pris individuellement, 
mais pour prévoir le comportement général 
des criminels, c’est une hypothèse raison-
nable qui nous permet de considérer que les  
événements sont indépendants.

Jacinthe
Quel est l’intérêt de considérer l’indépendance 
des événements?

Irma
Lorsque deux événements sont indépendants, 
alors la probabilité qu’ils se produisent tous les 
deux est le produit des probabilités de chacun. 

Récidivisme  |  Marc Laforest et André Ross • École Polytechnique de Montréal et Cégep de Lévis-Lauzon

Jacinthe
Je ne comprends pas.

Irma
Supposons que l’on note :

•	� r, la probabilité qu’une personne récidive,

•	� p, la probabilité qu’une personne ne soit 
pas arrêtée si elle a commis un délit,

•	� q, la probabilité qu’une personne arrêtée pour 
un délit ne soit pas condamnée à la prison.

L’indépendance des événements fait que la 
probabilité de la séquence

2 → 3 → 4
est :

P (2 →→3→→ 4) = P(2→→3) ∙ P(3→→4)

	 = (1 – p) ∙ (1 – q)

Jacinthe
Que signifient les facteurs (1 – p) et (1 – q)?

Irma
Si la probabilité de ne pas être arrêté est p, la 
probabilité d’être arrêté est (1 – p).

Jacinthe
Je vois, mais une carrière criminelle comporte 
plus d’états que cette simple séquence.

Irma
C’est vrai, mais l’hypothèse de Markov permet  
de considérer que la probabilité d’une carrière 
est donnée par le produit des probabilités 
des changements d’état qui constituent cette 
carrière.

Je vous donne un autre exemple. Si on  
considère la carrière criminelle

La probabilité de cette carrière est :

P(2 → 3→ 4 → 2 → 1...) 

= P(2→3) ∙ P(3→4)∙P(4→2) ∙ P(2→1)...

	 = (1 – p) ∙ (1 – q) ∙ r ∙ [p ∙ (1 – r)]∙1∙1∙1...

Jacinthe
Que signifie la suite de 1 à la fin?

Irma
La suite de 1 tient compte d’une hypothèse 
additionnelle : lorsqu’un criminel est devenu 
honnête, il le reste jusqu’à la fin de ses jours. 
Dans une chaîne de Markov, on dit que 1 est un 
état absorbant et toute chaîne de Markov ayant 
un état absorbant se stabilise dans cet état.

Récidivisme
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de l’état 3 ou de l’état 4. On peut représenter 
cela par un diagramme de transition.

Jacinthe
Comment faites-vous pour connaître les 
probabilités p, q et r?

Irma
Pour les probabilités p et q, j’utilise les 
dernières données statistiques disponibles. 
Ainsi, en 1998, au Canada 60 % des crimes 
ont été résolus. La probabilité de ne pas être 
arrêté après avoir commis un délit est donc 
de 40 % (1 – p = 0,6 et p = 0,4).

Selon le même rapport statistique, 40 % des 
criminels arrêtés ont été condamnés à la 
prison. La probabilité d’aller en prison après 
avoir été arrêté est donc de 40 % (1 – q = 0,4 
et q = 0,6) . 

En tenant compte de ces probabilités et de 
l’indépendance des événements, je peux alors 
préciser le diagramme de transition.

 

Jacinthe
Je comprends pourquoi il faut connaître 
la probabilité que mon fils récidive pour 
prévoir sa carrière. C’est la seule inconnue du  
diagramme.

Irma
Exactement. On peut maintenant aborder la 
notion de longueur d’une carrière criminelle. 
Puisque notre chaîne de Markov a un état 
absorbant et qu’un jour ou l’autre tout criminel  
finit par devenir honnête, on peut définir la 
longueur d’une carrière criminelle. C’est le 
nombre de transitions avant de devenir honnête.

Par exemple, votre fils a commis un délit. Si, 
après ce délit, il devient honnête, sa carrière 
est :

DossierApplications

Jacinthe
Cela veut dire qu’à long terme tout criminel 
devient honnête. Vous trouvez cela réaliste?

Irma
À condition de ne pas mourir avant, bien 
sûr. C’est parfois mieux d’avoir un modèle 
simple avec des hypothèses simples qu’un 
modèle complexe avec beaucoup de petites 
hypothèses réalistes.

Mais je continue. En tenant compte de 
l’hypothèse de Markov et du fait que devenu 
honnête un criminel le demeure, on peut 
calculer les probabilités de transitions. Ainsi, 
votre fils a commis un crime; il est dans l’état 
2, alors : 

• �il peut être arrêté avec probabilité 
1 – p, 

• �il peut récidiver avec une probabilité 
p ∙ r,

•�il peut abandonner sa vie criminelle 
avec probabilité p ∙ (1 – r). 

On peut, de la même façon, calculer les 
probabilités de transition partant 

Andreï Andreïevich Markov 
(1856-1922)

Mathématicien russe, il étudia les mathéma
tiques à l’Université de Saint-Pétersbourg où 
il fut l’élève de Pafnuty Tchebychev. Il termina 
ses études en 1878 et enseigna lui-même à 
Saint-Pétersbourg à partir de 1886. Malgré ses  
nombreux travaux sur la théorie des nombres, les  

fractions continues et les équations différentielles, sa renommée 
est attribuable surtout à ses travaux en probabilité et, en particulier,  
aux chaînes qui portent son nom. Celles-ci sont appliquées 
en finance, en sciences sociales, en mécanique quantique, en  
génétique et en physique atomique.  

Ces chaînes permettent d’étudier des situations mettant en cause 
des variables aléatoires dont l’état futur dépend de l’état présent, 
mais est indépendant de la façon dont l’état présent est intervenu 
à partir des états précédents. Ces travaux ont marqué le début de 
l’étude des processus stochastiques. Les travaux de Markov ont été 
poursuivis par Andreï Kolmogorov, Norbert Wiener et Kiyoshi Ito 
entre autres. 
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La longueur de sa carrière C est :

L(C ) = 1

puisqu’il y a une seule transition avant qu’il 
ne devienne honnête.

Par ailleurs si sa carrière est plutôt la suivante :

Dans ce cas, la longueur de sa carrière est 4.

Jacinthe
Vous avez dit pouvoir établir la longueur  
moyenne  d’une carrière criminelle en fonc-
tion de la probabilité r. Comment faites-vous?

Irma
Le principe est simple, il faut utiliser un générateur 
de carrières qui détermine un grand nombre de 
carrières en tenant compte de la probabilité de 
récidive. On peut alors déterminer la longueur 
de chacune de ces carrières. 

Jacinthe
Je ne saisis pas.

Irma
Par exemple, si, pour une valeur de r donnée, on 
génère 10 000 carrières et que parmi celles-ci, 
la carrière Ci se répète 600 fois, on peut alors 
estimer que, pour cette valeur de r, la proba-
bilité qu’un criminel ait cette carrière est :

.

Pour calculer la longueur moyenne des car-
rières criminelles, on fait la somme suivante :

Chaque longueur de carrière est multipliée 
par sa probabilité et cette somme est la  

Récidivisme  |  Marc Laforest et André Ross • École Polytechnique de Montréal et Cégep de Lévis-Lauzon
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On utilise un générateur de nombres aléatoires uniformément dis-
tribués dans l’intervalle [0, 1]. L’état initial est E1 = 2. À la première 
étape, on fait tirer au hasard un nombre θθ1 dans l’intervalle  
[0, 1] et on choisit l’état E2 de la façon suivante :

En appliquant cet algorithme pour obtenir un très grand 
nombre de paires 2→E2, alors celles-ci seront représenta-
tives des probabilités de transitions a21, a22 et a23, où aji est 
la probabilité de passer de l’état j à l’état i. 

Supposons que l’on a déjà obtenu les n premiers états de la 
carrière de M. Rose, 

C = 2→E2→E3 → ... → En

de manière à satisfaire, au moins pour ces états :

.

Pour déterminer En+1 quand En = j, nous tirerons au hasard 
un nombre θn ∈ [0, 1] et nous poserons :

Générateur aléatoire de carrières

longueur moyenne cherchée. On peut écrire 
cela de façon condensée, soit :

.

Pour chaque valeur de r entre 0,1 et 0,95, j’ai fait 
produire 10 000 carrières par mon ordinateur 
et cela m’a donné une courbe surprenante.

Jacinthe
On voit que la pente de la 
courbe augmente très rapi-
dement quand la probabilité 
de récidive s’approche de 1.

Irma
En effet, une diminution  
de r = 0,8 à r = 0,6, soit 
une diminution de 20 %,  
entraîne une baisse de la 
longueur moyenne des car- 
rières d’environ 8,3 à 4,1, soit une diminution  
de plus de 50 %. 

Jacinthe
Vos explications suggèrent qu’il est très profitable, 
tant du point de vue social qu’économique, 
d’encourager les criminels à se réformer. 

Irma
C’est en effet la conclusion que l’on peut 
tirer socialement. Et pour votre garçon :  
mes feuilles de thé et les prévisions du modèle 
ne changeront rien! 

Jacinthe
Tout n’est donc pas perdu pour mon fils!  
Je peux et je dois l’aider!

Irma
À lui de travailler à mettre toutes les chances 
de son côté.
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Annick  
Moi, je trouve qu’on n’a pas vérifié beaucoup 
de cas pour conclure que cela est toujours vrai.

Alexandra 
Combien de cas faudrait-il vérifier pour avoir 
une certitude?

Yannick  
Si on vérifie encore une trentaine de cas et 
que c’est encore vrai, il me semble évident 
qu’on pourra conclure que c’est toujours vrai.

Alexandra
Je vous propose un exercice. Vérifiez chacun 
quinze cas et nous en reparlerons demain à 
la lumière de vos résultats.

Le lendemain

Yannick  
On a vérifié chacun 
quinze autres cas. 
J’ai vérifié pour les 
nombres de 29 à 55 
et Annick a vérifié 
ceux de 57 à 83. On a 
tous pu les exprimer 
comme la somme 
d’une puissance de 2 
et d’un nombre pre-
mier. 

C’est exactement ce 
que je veux dire par 
propriété évidente. Il 

Yannick  
Bonjour Alexandra. J’aimerais  
que tu m’expliques pourquoi  
en mathématiques il faut parfois  
démontrer des propriétés qui  
sont évidentes?

Alexandra 
Bonjour vous deux. Qu’est-ce que tu entends 
par « propriétés évidentes »?

Yannick  
Il ne me vient pas d’exemple à l’esprit, mais je 
suis sûr que tu en connais. 

Alexandra 
Quelque chose qui semble  
évident? Supposons que  
j’écrive les nombres 
impairs dans une colonne  
à partir de 3. Dans une  
deuxième colonne, j’ex-
prime ces nombres comme 
suit : 

3 = 21 + 1, 5 = 21 + 3, ...

Qu’est-ce que vous remar- 
quez dans ce tableau?

Annick  
Dans la colonne de droite,  

on a toujours la somme d’une puissance de 2 
et d’un nombre premier. 

Alexandra 
Belle observation! Pensez-vous qu’il y a 
d’autres nombres impairs qui peuvent s’écrire 
de cette façon?

Yannick  
Je dirais que cela est possible pour tous les 
nombres impairs.

André Ross 
Cégep de Lévis-Lauzon 
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Yannick remet en question l’exigence  
de démontrer des « propriétés »  

qui lui semblent évidentes.

Vérifications  
par Yannick
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est bien évident qu’il 
sera toujours possible  
de décomposer un 
nombre impair en 
une telle somme. 

Alexandra 
Toi, Annick, en es-tu 
convaincue aussi?

Annick
C’est difficile d’imaginer 
qu’il soit impossible 
d’exprimer un nombre  
impair sous cette forme. 

Alexandra
Si je vous disais qu’un  
passionné des nombres,  
Monsieur de Polignac, 
a déclaré avoir fait la 
vérification pour tous 

les nombres impairs inférieurs à trois millions,  
quelle serait votre réaction?

Yannick
J’étais déjà convaincu que cela est toujours 
possible, la déclaration de Polignac ne fait 
que confirmer ma conviction.

Annick  
Je ne peux faire autrement que d’être con-
vaincue, mais tu ne sembles pas emballée!

Alexandra
Le problème c’est que pour vérifier les dires 
de Polignac il faut refaire tous ses calculs. De 
plus, il reste beaucoup de nombres qui n’ont 
pas été vérifiés. Un million et demi de nom-
bres impairs sur une infinité, c’est peu.

Yannick  
On n’a pas besoin de les vérifer tous, on  
constate que cela fonctionne toujours.

Pourquoi démontrer ce qui est évident?  |  André Ross • Cégep de Lévis-Lauzon

Vérifications  
par Yannick

Alexandra
En fait, on peut montrer que cela n’est pas 
toujours possible. S’il a vraiment fait tous ces 
calculs, Polignac s’est trompé pour le nombre 
127, dont les décompositions comme somme 
de nombres comportant une puissance de 2 
sont les suivantes :

127 = 	 1 + 	126 = 20 + (2 × 63) 
127 = 	 2 + 	125 = 21 + (5 × 25) 
127 = 	 4 + 	123 = 22 + (3 × 41) 
127 = 	 8 +	119 = 23 + (7 × 17) 
127 = 	16 +	111 = 24 + (3 × 37) 
127 = 	32 +	 95 = 25 + (5 × 19) 
127 = 	64 +	 63 = 26 + (3 × 21)

Ce sont les seules décompositions du nombre 
127 comportant une puissance de deux. En 
prenant 27, on obtient 128, c’est trop grand. 

Annick  
Je comprends. Si on considère 127 comme la 
somme de deux nombres dont l’un est une puis-
sance de 2, l’autre nombre n’est jamais premier.

Alexandra
Voilà. Il nous faut donc conclure que la  
conjecture de Polignac est fausse, car les 
nombres impairs ne peuvent pas tous 
s’exprimer comme la somme d’une puissance 
de deux et d’un nombre premier.

Yannick  
Je suis déçu.

Alexandra
Tu comprends pourquoi les mathémati- 
ciens ne considèrent pas comme vraie une  
« propriété » qui n’a pas été démontrée, même 
si elle semble « évidente ».

Yannick  
Je comprends, mais je suis déçu quand même, 
ça aurait été si simple.

Alexandra
Pour vous convaincre, j’ai fait une démons-
tration. En montrant que 127 ne peut 
s’exprimer comme la somme d’une puissance 
de deux et d’un nombre premier, j’ai démontré  
que la conjecture de Polignac est fausse. 
C’est ce qu’on appelle une démonstration par 
contre-exemple. 
C’est beaucoup moins exigeant de lire la 
démonstration que de refaire tous les calculs 
de monsieur de Polignac. 
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pas laisser de  place au moindre doute. 
Commentons les figures sur les lunules 
d'Hippocrate en explicitant tout ce qui, dans 
la tête de l’observateur, doit être évoqué pour 
qu’il éprouve le sentiment d’être face à une 
démonstration véritable et pour que sa com-
préhension soit parfaite. L’énoncé démontré 
par cette figure  est un théorème, vieux de  
2 400 ans, dû à Hippocrate de Chios : 

La somme des aires des deux  
lunules construites sur les petits 

côtés d’un triangle rectangle  
est égale à l’aire du triangle  

lui-même. 
Cette preuve sans mot se décompose en  
quatre étapes :

a) �L’examen des trois figures apprend d’abord 
ce qu’on doit entendre par « lunules cons-
truites sur les deux petits côtés d’un triangle 
rectangle ». Il s’agit des surfaces délimitées 
par des demi-cercles dont les côtés du  
triangle sont les diamètres; les demi- 
cercles étant construits vers l’extérieur 
dans le cas des petits côtés, et vers 
l’intérieur dans le cas de l’hypoténuse.  

Preuves sans mots
Peut-on faire une démonstration sans écrire 
un raisonnement?  De telles démonstrations 
rencontreraient-elles les vues de Bourbaki?

Les preuves sans mots ou  démonstrations 
sans mots1, par principe, ne nécessitent qu’un 
minimum de connaissances et un peu de con-
centration. Elles naissent de l’observation d’un 

ou plusieurs des-
sins parfois accom- 
pagnés de quelques  
formules. Ces preuves  
sont soigneusement 
collectées depuis 
plusieurs années 
par des amateurs 
fascinés2. Pour que 
la compréhension 
donnée par une 
preuve sans mot 
soit satisfaisante 
et complète, il ne 
suffit pas de dire : 
je le vois, donc c’est 
vrai. Une preuve 
sans mot est une 
suite d’arguments 
qu’on se formule à  
soi-même, stimulé 
et guidé par une 
figure judicieuse 
qu’on a sous les 
yeux, ces argu-
ments ne devant 

Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences 
et Technologies de Lille
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Les premières phrases des Éléments de 
mathématique de Nicolas Bourbaki sont 
catégoriques : « Depuis les Grecs, qui dit 

mathématiques dit démonstration ;  
certains doutent même qu’il se trouve,  

en dehors des mathématiques,  
des démonstrations au sens précis  

et rigoureux que ce mot  
a reçu des Grecs ». 

Lunules d’Hyppocrate

1. �Les désignations « preuve » et « démons-
tration » s’utilisent en mathématiques l’une 
pour l’autre.

2. �Deux livres présentés par Roger Nelsen et publiés 
par The Mathematical Association of America en 
réunissent les plus beaux exemples.



A

B

C

Preuves sans mots

15

Vo
l. 

3 
• 

hi
ve

r-p
rin

te
m

ps
 2

00
8

b) �La première égalité, A1 + A2 = A3, provient 
du théorème de Pythagore et du théorème 
affirmant que la surface d’un disque — et 
donc d’un demi-disque — est proportionnelle  
au carré du rayon du disque, donc aussi 
du diamètre. 

c) �La seconde égalité provient de la première  
égalité et de la seconde figure, par décom-
position des demi-disques : A1 en L1 + S1; 
A2 en L2 + S2 et enfin A3 (après réflexion 
dans l’hypoténuse) en T + S1 + S2. Le fait 
que le sommet correspondant à l’angle 
droit du triangle soit situé sur le demi-
cercle construit sur l’hypoténuse est un 
résultat classique de la géométrie du  
triangle supposé connu. Qu’une réunion 
de morceaux disjoints du plan ait pour 
aire la somme des aires des morceaux, et 
que deux figures symétriques possèdent la 
même aire, sont des évidences ; cependant 
il ne faudrait pas oublier de mentionner 
ces points pour formuler une justification 
détaillée du passage de la première égalité 
à la seconde. 

d) �La troisième égalité L1 + L2 = T provient, 
par simplification, de la seconde. Notons 
que cette phase nous est aujourd’hui facile,  
mais c’est grâce à l’habitude que nous 
avons des notations et règles de manipu-
lations algébriques ; du temps d’Hippocrate 
de Chios, elles n’étaient pas pratiquées. 

Cheminement mental 
Rien dans les phases a), b), c) et d) n’a besoin 
d’être écrit (c’est le charme de ce genre 
de démonstrations), mais comprendre la  
démonstration sans mots consiste à parcourir 
mentalement les quatre phases sans omettre 
de points importants ; celui qui n’effectue 
pas ce cheminement mental (par exemple 
parce qu’il ignore le théorème de Pythagore) 
n’a pas vraiment compris la démonstration, 
doit s’en apercevoir et dire : « Non, je ne suis 
pas convaincu du théorème ».

Le cheminement mental, si on le voulait, se 
traduirait en mots – nous venons de le faire 
– et en définitive les preuves sans mots sont 
donc compatibles avec la notion classique 
de preuve que Bourbaki a en tête lorsqu’il 
soutient que rien n’a changé depuis les Grecs. 
Dans une preuve sans mots, on propose 
une figure (ou série de figures) qui suggère 

Preuves sans mots  |  Jean-Paul Delahaye • Université des Sciences et Technologies de Lille

(sans l’écrire) une démonstration classique,  
c’est-à-dire une série d’enchaînements  
conformes à la logique, chacun s’appuyant 
sur des affirmations qui, ou bien sont  admises 
au départ (axiomes, postulats, définitions), ou  
bien sont des résultats démontrés auparavant. 

Assez récemment, un autre type de preuves 
graphiques remarquablement efficaces et 
plaisantes est apparu. Il s’agit des preuves par 
dessins animés que certains films utilisent3. 
Une figure est montrée et se transforme pro-
gressivement sous vos yeux : des parties de la 
figure se déplacent, des droites pivotent, des 
tracés nouveaux sont dessinés, etc. Comme 
dans les preuves sans mots, le tout, si l’on est 
suffisamment attentif, conduit à comprendre 
la vérité d’une proposition géométrique, trigo- 
nométrique ou arithmétique qui, sinon, ne 
serait pas du tout évidente. Celui qui assiste 
au ballet réglé de l’animation dispose d’une 
preuve complète du théorème visé. Assister à  
ces mathématiques dynamiques fait découvrir 
de nouvelles certitudes mathématiques. 
L’analyse faite plus haut pour les preuves 
sans mots peut être répétée pour les preuves 
par dessins animés : comprendre une telle 
preuve permet d’écrire une démonstration  
au sens classique si on le souhaite. Les 
démonstrations de ce type, pour étonnantes 
et inhabituelles qu’elles soient, ne remettent 
pas en question la stabilité millénaire de la 
notion de démonstration. 

Bourbaki a-t-il donc raison ? 
La réponse doit être nuancée. Ce que les 
Grecs – par exemple Euclide – considéraient 
comme une démonstration est aujourd’hui 
encore, moyennant quelques adaptations 
dans le style et les notations, toujours consi-
déré comme une démonstration. En revanche, 
nous avons beaucoup avancé sur les nota-
tions, la structure logique des arguments, 
et la compréhension de ce qu’il est possible 
d’attendre de la méthode axiomatique. Nos 
notations et la logique mathématique ont 

Théorème de Pythagore

Ces figures consti-
tuent les étapes 
d’une démonstra-
tion du théorème de 
Pythagore par des-
sins animés basée  
sur le fait que l’aire 
d’un parallélogramme  
est égale à l’aire du 
rectangle de même 
base et de même 
hauteur. La transfor- 
mation progressive  
de ces images du haut  
vers le bas constitue 
la démonstration par  
dessins animés. Sauf  
pour ce qui est du  
mouvement, cette  
démonstration repose  
sur les mêmes faits 
de base que celle 
donnée par Euclide 
dans ses Éléments.

3. �Une série de films coordonnés par le 
mathématicien Tom Apostol (voir http://
www.projectmathematics.com/) propose  
ainsi un cours de géométrie dont toutes les  
démonstrations semblent faciles et amu-
santes, même celles considérées habituel- 
lement comme rébarbatives (formules  
d’addition sur les sinus et cosinus d’une 
somme par exemple).
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tellement progressé que, contrairement  
aux Grecs, nous savons formaliser les  
démonstrations que nous écrivons. 

Chaque affirmation d’un raisonnement peut, 
en effet, être écrite comme une formule 
dans un symbolisme fixé, et chaque nouvelle 
formule peut être justifiée par une règle de 
transformation des formules, la liste des 
règles utilisables étant donnée au départ. 
David Hilbert disait : « Les règles pour écrire 
une démonstration doivent être si claires que 
si quelqu’un vous propose une démonstra-
tion, alors une procédure mécanique doit 
pouvoir assurer que la démonstration est 
correcte, c’est-à-dire qu’elle obéit aux règles. » 

Cet idéal de vérification mécanique a connu 
des développements importants au début du 
XXe siècle et il constitue un progrès remar-
quable sur lequel Bourbaki s’appuie, puisque 
les premières pages de son traité consistent à 
définir avec une parfaite précision le système 
formel qui sert de base au reste de l’ouvrage. 
Le système formel utilisé par Bourbaki (et par 
presque tous les mathématiciens aujourd’hui) 
est celui de la théorie des ensembles ; il est 
si puissant qu’on peut l’utiliser pour toutes 
les mathématiques... ou presque. Le premier 
accroc, en 1930, dans l’idée d’une notion 

DossierLogique

Hippocrate de Chios
vers ~450 

Armateur, il a quitté l’île de 
Chios vers 430 pour se rendre  
à Athènes afin de récupérer 
un navire saisi par la douane. 
Durant son séjour, il a ren-
contré des philosophes et des 
mathématiciens et s’est alors 
intéressé aux mathématiques 
et plus particulièrement au 
problème de la quadrature du 
cercle, qui consiste à cons-
truire un carré dont l’aire est 

égale à celle d’un cercle donné. Selon Platon, pour résoudre  
ce problème, il ne fallait utiliser qu’une règle et un compas. 
Les tentatives de quadrature du cercle par Hippocrate lui ont  
permis de déterminer que :

La somme des aires des deux lunules construites sur les petits 
côtés d’un triangle rectangle est égale à celle du triangle  
lui-même. 

Preuves sans mots ... par coloriage
Les preuves sans mots ne sont pas confinées à la géométrie. Celles ci-dessous portent sur 
une somme infinie de termes. 



17

Vo
l. 

3 
• 

hi
ve

r-p
rin

te
m

ps
 2

00
8

absolue et définitive de démonstration est 
l’œuvre inattendue et radicale du mathé-
maticien autrichien Kurt Gödel. Il prouva 
qu’à tout système formel sont associées des 
formules vraies et non démontrables dans 
le système lui-même. Ce célèbre théorème 
d’incomplétude signifie qu’aucune notion 
absolue et définitive de démonstration ne 
sera jamais formulée. Jamais nous ne saurons  
ce qu’est une démonstration juste ; tout  
système formel, s’il ne conduit pas à des  
contradictions, négligera certaines vérités. 

Le système formel de Bourbaki est très  
puissant, mais à lui seul il ne permet pas de 
démontrer tout ce qui peut être considéré 
comme mathématiquement vrai, et on connaît  
des énoncés qui échappent au système de 
Bourbaki, en premier lieu l’énoncé affirmant  
que ce système est sans contradiction. 
D’autres systèmes plus puissants sont  
connus, mais eux-mêmes — s’ils ne sont pas  
contradictoires — sont sujets à l’incomplétude. 

De plus, le risque de contradiction ne pourra 
jamais être éliminé, car une conséquence des 
résultats de Gödel est qu’on ne peut prouver 
la non-contradiction d’un système formel 
qu’en utilisant un autre système plus puissant,  
lequel risque donc, encore plus, d’être con-
tradictoire. La certitude mathématique qu’on  
obtient en écrivant une preuve, même 
formelle, est donc atténuée par l’impossibilité 
dans laquelle nous nous trouvons d’être  
certains que le système que nous utilisons 
est non contradictoire (car bien sûr, s’il l’est, 
notre démonstration formelle n’a aucun sens).  
Il faut mentionner que l’accroc gödélien ne 
gêne guère les mathématiciens qui, sauf 
dans de rares exceptions, ne se préoccupent 
pas de l’incomplétude et ne la craignent pas : 
ils se placent dans un système formel donné 
(par défaut un système équivalent à celui du 
Bourbaki) et mènent leur travail, persuadés 
que rien d’important ne leur échappera. 

Preuves sans mots  |  Jean-Paul Delahaye • Université des Sciences et Technologies de Lille

Kurt Gödel
1906-1978

Kurt Gödel4 a révolutionné les fonde-
ments logiques des mathématiques. Il 
était tellement obsédé par la rigueur 
logique qu'on raconte que, alors qu'il 
cherchait à obtenir sa naturalisation 
américaine, il osa tenter d’établir devant 
le juge la contradiction de certains  
articles de la constitution des États-Unis.

Sa thèse, et surtout un article publié en 1931 sous le titre 
"Über formal unentscheidbare Sätze der Principia Mathematica  
und verwandter Systeme" (Sur l'indécidabilité formelle  
des Principia Mathematica et de systèmes équivalents), ont 
donné à Gödel une réputation internationale. Gödel y met fin 
aux espoirs de Hilbert d'axiomatiser totalement les mathé-
matiques de faire de la vérification d’une preuve une suite de 
déductions mécaniques et de montrer ultimement la non- 
contradiction des mathématiques axiomatisées. Ainsi, Gödel 
a montré qu'il existe des propositions vraies sur les nombres 
entiers, mais qui ne peuvent être démontrées dans un système 
formel équivalent à celui de Bourbaki. Il montre même que, si on 
ajoute d'autres axiomes, on trouvera toujours des propositions 
vraies indécidables (qu'on ne pourra pas démontrer).

Nicolas Bourbaki
Nicolas Bourbaki est le pseudonyme sous lequel un groupe 
de mathématiciens francophones a été formé au cours des 
années 1930 sous l'impulsion, notamment, d'André Weil et 
Jean Dieudonné. L'objectif premier était la rédaction d'un traité 
d'analyse. Le groupe s'est fondé en association, l'Association 
des amis de Nicolas Bourbaki, le 30 août 1952. Sa composition 
a évolué avec un renouvellement constant de ses membres.

Sous le nom Nicolas Bourbaki fut publiée une présentation 
cohérente des mathématiques dans une série d'ouvrages 
sous le titre Éléments de mathématique. Cette œuvre est à 
ce jour inachevée. Elle a eu une influence sur l’enseignement 
des mathématiques et sur l’évolution des mathématiques du  
XXe siècle. Toutefois, elle connaît de nombreuses critiques : 
style trop rigoureux, manque d'exemples, incompréhension par 
les étudiants, etc.

4. �Voir également encadré Kurt Gödel, dans  
l’article de Bernard Hodgson dans Accro-
math, vol 2. hiver-printemps 2007, p.23.
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Lorsqu’il n’était pas occupé dans le pays des 
merveilles de son Alice, Lewis Carroll, de son 
vrai nom Charles Dodgson, occupait sa grande 
imagination en étudiant et en concoctant  
de jolis puzzles mathématiques, franchissant  
allégrement le pas entre la réalité et la  
fiction… mathématique. En voici un1 :

Dans ce casse-tête, il y a un piège et les pièces 
ne s’emboîtent pas aussi bien qu’il n’y paraît 
à première vue. On peut s’en rendre compte 
en comparant les pentes des diagonales ou 
en montrant que certains triangles ne sont 
pas semblables. On peut même voir que la 
partie non-couverte dans le rectangle est 
en fait un parallélogramme, trop mince pour 
être visible au premier coup d’œil.

Frédéric Gourdeau
Université Laval
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Du carré au rectangle
On découpe le carré de gauche dont le côté est de 
longueur 8 pour former quatre morceaux.

 

On les replace ensuite pour obtenir le rectangle de 
droite. Facile ? Oui, mais alors l’aire du carré et celle 
du rectangle doivent être égales : formidable, on a 
montré que 64 = 65 !

1. �Ce paradoxe, attribué à O. Schlömilch, "Ein 
geometrisches Paradoxon". Zeitschrift für 
Mathematik und Physik, 13 (1868) p.162,  
a été retrouvé dans les papiers de Lewis  
Carroll après sa mort. 

Entre la preuve visuelle et le paradoxe,  
il n’y a parfois qu’un petit pas ...  
qu’il vaut mieux ne pas franchir.

Voyez-vous Fibonacci ?
La suite de Fibonacci :

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, …

est en fait à la base du casse-tête de Lewis 
Carroll. Cette suite, dans laquelle chaque 
terme est la somme des deux précédents 
(en débutant avec deux 1), possède plusieurs  
propriétés remarquables. On retrouve le 
8 du carré, décomposé en deux côtés de 
mesure 3 et 5, et les dimensions du rec-
tangle que sont 5 et 13. De plus, le fait 
que 8 x 8 ne diffère de 5 x 13 que par 1, ce 
qui est crucial pour que le casse-tête soit 
presque juste, n’est pas une coïncidence. 

Prenons un carré de 21 cm de côté que 
l’on divise en quatre morceaux comme on 
l’a fait pour le carré 8 par 8, les rôles de 3 
et 5 étant maintenant joués par 8 et 13. 

En réarrangeant ces pièces, on obtiendra 
(presque) un rectangle de dimension 13 
par 34. Or 21 x 21 = 441 et 13 x 34 = 442, 
et on n’y verra que du feu ! 
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À la recherche de la vérité  
Un paradoxe comme celui-ci est avant tout 
un divertissement, une petite énigme à résou-
dre, et rien dans l’édifice des mathématiques 
n’est remis en question. Cependant, on est 
ici alerté à l’erreur dans notre raisonnement 
ou dans la figure parce que la conclusion est 
choquante : on sait bien que 65 n’est pas égal 
à 64, d’où le besoin de résoudre le paradoxe.

Lorsque l’on est à la recherche de la vérité 
mais qu’on ne la connaît pas, ce qui est 
généralement le cas en recherche, on ne peut 
pas vérifier notre raisonnement uniquement 
si on obtient une conclusion troublante. Il 
faut pouvoir raisonner de manière juste, et ce 
en toute circonstance. Cette manière de voir, 
valide en recherche mathématique, est aussi 
pertinente dans la vie de tout citoyen. Il faut 
pouvoir apprécier un raisonnement non pas 
parce que la conclusion nous plaît bien mais 
parce que le raisonnement est correct, sans 
quoi les préjugés ont toute la place.  

Un œil habitué
Le casse-tête précédent ne doit cependant 
pas nous rendre trop méfiants. Considérez la 
preuve du théorème de Pythagore présentée 
dans l’encadré suivant:

Dans cette preuve2 illustrée du théorème 
de Pythagore, il y a bien peu d’information. 
Est-ce une preuve? Cela dépend surtout de 
l’interlocuteur. Une personne à l’œil habitué 
verra rapidement que l’on a voulu ici dessiner 
un triangle générique, c’est-à-dire un triangle 

Voyez-vous ce que je vois ?  |  Frédéric Gourdeau • Université Laval

qui représente tous les triangles rectangles. 
Puis, elle se convaincra (ou se rappellera) que 
les triangles sont bien semblables, étant tous 
trois rectangles tout en ayant deux angles 
communs lorsque pris deux-à-deux. 

Il reste alors à bien comprendre le sens de 
la dernière partie. Les trois triangles peuvent 
être décrits ainsi : il s’agit de trois triangles 
rectangles semblables dont les hypoténuses 
respectives sont de mesure a, b et c. Notons 
ces triangles par a, b et c. Si l’on compare 
l’aire de ces triangles à celle d’un triangle de 
même forme et d’hypoténuse de longueur 1 
(noté 1), on obtient :

Aire ( a) = a2 Aire ( 1)

Aire ( b) = b2 Aire ( 1)

Aire ( c) = c2 Aire ( 1)

Et, comme le c est divisé exactement pour 
donner a et b, les aires s’additionnent bien, 
sans paradoxe cette fois, et on a :

a2 + b2 = c2. 

2. �Cette preuve est attribuée par B.L. van der 
Waerden (Geometry and Algebra in Ancient 
Civilizations, Springer 1983, p. 30) à H.A. Naber,  
Das Theorem des Pythagoras, Haarlem, 1908.  
Elle a cependant été popularisée par George 
Polya dans son livre Les Mathématiques et le 
raisonnement plausible, Gauthier-Villars, 1958.

Preuve ou pas ?  

  

 
Le triangle rectangle est divisé en deux 
petits triangles, rectangles eux aussi. 
Comme l’aire de figures semblables est 
proportionnelle au carré de leur dimen-
sion, le théorème de Pythagore est vrai. 

Léonard de Pise
(1170-1250)

Mieux connu sous le surnom de Fibonacci,  
Leonardo Pisano est né en Italie, mais il 
reçut son éducation en Afrique du Nord 
où son père Guilielmo occupait un poste 
diplomatique. Il était le représentant 
des marchands de Pise au port médi-
terranéen de Bougie (maintenant Bejaia, 
au nord-est de l’Algérie). Fibonacci y apprit les mathématiques  
et comprit les avantages du système de numération indo-arabe.

Fibonacci a laissé son nom à la suite de nombres obtenue en 
résolvant un des problèmes présentés dans la troisième section 
du Liber abaci. Ce problème est le suivant : 

Un homme installe un couple de lapins naissants dans un endroit 
clos. Combien de couples de lapins obtient-on à la fin d’une 
année si chaque couple peut se reproduire au second mois de 
son existence et produit alors un nouveau couple chaque mois?
La solution de ce problème donne la suite de nombres :

{1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; 55; 89; 144; ...} 

Il y a donc 144 couples de lapins à la fin de l’année. On remarque 
qu’à partir de 2, chaque terme de la suite est la somme des deux 
termes qui le précèdent. On peut aussi remarquer que ces nom-
bres ont plusieurs propriétés, dont celle-ci : la différence entre 
le carré d’un nombre de Fibonacci et le produit du nombre de 
Fibonacci qui le précède par celui qui le suit est toujours 1.
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atome sur chacune des faces du cube. C’est 
le cas du zinc, de l’aluminium et du cuivre. 
Les atomes peuvent également être répartis 
aux sommets de prismes droits à base hex-
agonale. On a alors un réseau hexagonal. Le 
cobalt et le titane, par exemple, forment des 
réseaux hexagonaux.

Mathématiquement, le problème de l’empi-
lement le plus dense s’énonce comme suit :

Quelle est la densité maximale 
d’un empilement de sphères pleines 
et de même rayon dans l’espace ?

On définit la densité d’un empilement de 
sphères dans un cube par le rapport du volume  
occupé par les sphères sur le volume du cube 
lorsque le côté de celui-ci tend vers l’infini.

Pour faciliter la visualisa-
tion d’un empilement de 
sphères dans l’espace, il 
est d’usage de ne repré- 
senter que le centre des  
sphères, même si, en 

pratique, elles sont en contact. Cela permet 
de bien voir la répartition dans l’espace. 
De plus, on ne représente qu’une portion 
de l’espace, soit une maille d’un réseau qui 
s’étend à l’infini.

Dans le cas des réseaux constitués de « mailles 
élémentaires » qui ont toutes exactement la 
même densité, et dont le volume est borné, 
cette densité est la densité de l’empilement. 
En effet, un grand cube se compose alors de 
beaucoup de petites mailles qui ont toutes 
la même densité. Sur les bords, il y a des  
« portions de mailles » dont le volume est 
négligeable comparé au volume total.  
La densité du cube, lorsqu’on fait tendre  
son côté vers l’infini, est asymptotique à la 
densité d’une maille.

La question de la disposition des sphères 
de même rayon peut sembler anodine, mais 
elle est liée à la répartition des atomes dans 
un cristal, un solide ou un gaz. En effet, la 
répartition des atomes dans un solide se fait 
selon ce qu’on appelle un réseau de Bravais. 
Les atomes peuvent être disposés aux som-
mets de cubes empilés de telle sorte que 
chaque atome est à cheval sur huit cubes. On 
a alors un réseau cubique simple. L’oxygène 
et le fluor forment des réseaux cubiques sim-
ples. De plus, s’il y a un atome au centre de 
chaque cube, on dit que le réseau est cubique 
centré. C’est le cas du fer et du chrome. Un 
réseau est dit cubique à faces centrées si en 
plus d’un atome en chaque sommet, il a un 
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Comment ranger des oranges dans une 
boîte afin d'en disposer le plus possible?

Auguste 
Bravais
1811-1863

Physicien et minéralogiste 
français, Bravais a mené 
des recherches en astro-
nomie, en physique, en 
météorologie, en botanique et en cristallographie. Il 
a participé à plusieurs expéditions scientifiques, en 
Algérie, en Laponie et au sommet du Mont-Blanc. Il 
fut nommé  professeur d’astronomie à Lyon en 1841,  
puis professeur de physique à l’École Polytechnique  
en 1845 et devint membre de l’Académie des 
Sciences en 1854. 

Il est l’auteur des premiers développements de 
la théorie des réseaux (théorie réticulaire) dans  
l’assemblage des cristaux et de l’approche mathéma-
tique pour en déterminer les caractères. Il a démontré 
l’existence de 32 classes cristallines et des 14 réseaux 
tridimensionnels qui portent son nom. Il a également 
montré l’importance de la densité du tissu réticulaire 
des faces (loi de Bravais).

Savez-vous  
   empiler des oranges?

Réseau de Bravais,  
mailles à base  

hexagonale

Réseau de Bravais, 
mailles cubiques
































